Aula 19

Substituicoes trigonométricas e
funcoes racionais

19.1 Substituicoes trigonométricas

As substituicoes trigonométricas sao substituicoes empregadas em integrais envolvendo
uma das expressdes v/a? — 22, va? + x2, e /a2 — a2, nas quais a variavel z é substituida
(correspondentemente) por uma das funcdes asend, atgf, e asech.

(a) (b)

\/a2-x2 a

Figura 19.1. Em (a) £ = senf, dr = acos 6 db, Val-1® _ cosf). Em (b), 2 = cosf, ou

z = sec, dv = asecOtg6db, —sz’a? = tgf#. Em ambos os casos, a raiz quadrada da
diferenca de quadrados é um cateto.

Os trés procedimentos de substituicoes trigonométricas, habitualmente usados, sdo
ilustrados geométricamente nas figuras 19.1 e 19.2.

Exemplo 19.1 Calcular [ va? — 2% dx.

No exemplo 16.5, aula 16, fizemos o calculo desta integral, usando integracdo por partes.
Refaremos seu célculo agora, usando uma substituicdao trigonométrica, baseando-nos no
esquema geométrico da figura 19.1(a).
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Va?+ x2

Figura 19.2. A raiz quadrada v/a? + z2? é interpretada geometricamente como sendo a

hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos = e a. Agora, £ = tgf, dr = asec?0do,

\/n2 2
e GT“” = secd.

Observando as relagdes trigonométricas da figura 19.1(a), fazemos

2 2
x a’? —

— =senfl, ——— =cosl, dxr=acosfdb
a a

Temos entao

/\/aQ—xzd:c— /a200829d9

Usando a relagdo cos? = £(1 + cos 26), temos

2 2

2 1 1 0
/CLZCOSZGd@:%/ <§+§COSQG> dQZ%—I—QZsen%—i—C’

Agora substituimos

x 2xv/a? — 22
0 =arcsen—, sen2f =2senfcost) = —————
a a

e obtemos

- 2
/\/az—xzdx— %arcsen%—i—%\/(ﬂ—%z%-(?

No caso de uma integral definida, ao realizar a mudanga de varidvel, podemos
também trocar os limites de integracao, tal como ilustrado no seguinte exemplo.

Exemplo 19.2 Calcular [, \/9 + 22 d.

Para desenvolver a estratégia de substituicao

trigonométrica, lancamos mao do diagrama ao 9+ x2
lado. Teremos

% =tgf, dx=3sec?0dl, e

3 o .
5% — COs 6, ou seja, ;

V9 + 2? = 3sech. 3
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Sendo = 3tg#, tomamos # assumindo valores de 0 a 7/4, e teremos x per-
correndo os valores de 0 a 3.

Teremos entdo [, /9 + 22 du = _foﬂ/4 3secl - 3sec?0dh =9 foﬂ/ll sec® 6 db.

Conforme vimos no exemplo 18.5, aula 18,

1
/secgﬁdﬁz w+§1n|5609+tg9|+0

Assim,
-3 /4
/ \/9—|—x2dx:9/ sec® 6 do
0 0
Otgd 1 /4
=9 %+—ln]se09+tg9\
2 2 .

_ {sec(ﬂ/ll)ztg(ﬂ/‘l) " %m | sec(m/4) + tg(ﬂ/4)|]

_9 {secOth

1
5 +§ln|seCO+th|}

1 9v2 9
—9{0—1—51111} :T\/_+§1n(\/§+1)

£+%ln(¢§+1)

=9
2

19.2 Integracao de funcoes racionais

Nesta secdo estudaremos o calculo de integrais f%dw, em que p(z) e g(r) sdo
polinémios em x. Tais fungdes p(z)/q(x) sdo chamadas fungées racionais.

Quando o grau de p(x) é maior que, ou igual ao grau de ¢(x), devemos primeira-
mente dividir p(x) por ¢(x),
p(e) | g(x)
R(z) Q(x)
obtendo quociente Q(z) e resto R(x), de forma que
p(z) = q(z)Q(z) + R(z)

sendo R(x) = 0 ou um polindmio de grau menor que o grau do polindmio divisor ¢(z).

N ) a@)Q) + R R(x)
@ a0 O
e entdo [ %dw = [Q(z)dx+ [ f((f)) dr.

Por exemplo, suponhamos que queremos calcular

j /2x4—|—x3—6x2—|—3x—1—1
a 23 — 3z + 2
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Como o grau do numerador é maior que o grau do denominador, devemos primeiramente
proceder a divisdo de polindmios abaixo, na qual obteremos Q(z) = 2z + 1 e R(x) =
20 — 1.

2t +a? —622+3x+1 |23 —3x+2

20+ — 622+ 4o 20 +1
3 —z+1
23 —3r+2
20 — 1

Teremos entao

(@ =30+ 2)20 + 1) + 22 — 1 / / 21 — 1
I = dr = 2 1)d —d
/ a3 —3x+2 o (e +1)de+ x3 —3x+2 o

Assim sendo, precisamos apenas estudar integrais de fun¢des racionais préprias, isto
é, funcdes racionais em que o grau do numerador é menor que o grau do denominador.

19.2.1 Decompondo funcoes racionais em fracoes parciais
Primeiro caso. O denominador tem raizes reais, distintas entre si.

Suponhamos que na func¢do racional prépria p(x)/q(x) o denominador, sendo de grau
n, fatora-se em produtos lineares distintos

q(x) = (x —=r)(x =ra) - (x =)

ou entao
q(z) = (a1 + b1)(agx + by) - - - (ans + by)

tendo, os n fatores lineares, raizes distintas entre si.

Entdo aplicamos um resultado da dlgebra de fracdes racionais que diz que, neste

caso, existem constantes A, Ao, ..., A,, tais que
p() _ p() - Ay Ay A,
q(z)  (a1x 4+ by)(agx +bs) -+ (apx +by)  ay +by  asx + by anx + by,
sendo os coeficientes das fracées parciais, Ay, Ao, ..., A,, determinados de maneira
tnica.
Neste caso,
A A,
/]ﬂdx: /—1dx+--~+—dx
. Q(I> a1x + by anx + b,

A Ay
= Linjayz +bi|+ -+ ZIn|anz + by| + C
aq a

n
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x? =3 i
@ —D2r+ 1)

Exemplo 19.3 Ca/cu/ar/

Solugdo. Comegamos fazendo

x2—3 x2—3 A B C

D2+ ]) @@+ l) 2-2 242 w41

Para calcular os coeficientes A, B e (', somamos as trés fracdes parciais a direita,
igualando a soma a funcao racional original.

z? —3 Alz+2)2z+ 1)+ Bz —2)2z+1) + C(z — 2)(z + 2)

(22 —4)(2z + 1) (x —2)(z+2)(2x + 1)

Observando que os denominadores sdo iguais, devemos obter A, B e C' de modo a
termos a igualdade (identidade) de polindmios

?—3=Ax+2)2r+ 1)+ B(x —2)(2x + 1) + C(z — 2)(x + 2)

Desenvolvendo o produto a direita e comparando os coeficientes dos termos de mesmo
grau, chegaremos a trés equagoes lineares nas incégnitas A, B e C'. Mas podemos tomar
um atalho. J3 que os polindmios a esquerda e a direita sdo iguais, eles tem o mesmo
valor para cada x real.

Tomando 2 = —2, obtemos B(—2 — 2)(—4+ 1) =1, e entdo B = 1/12,
Tomando = = 2, obtemos A -20 =1, e entdo A = 1/20.
Tomando x = —1/2, obtemos C'(—3 —2)(—%+2) = —15/4, e entdo C' = 11/15.

Repare que os valores de x, estrategicamente escolhidos, sao as raizes de
(22 —4)(2z + 1).

Assim,

2 1/4 1/12 11/1
/ T3 m—//0m+// m+/ 15 4
J (22 —=4)2x+1) J r—2 J v+2 J 2x+1

1 1 11
:E1n|x—2|+ﬁln|x+2|+%ln|2x+1|+0

Segundo caso. O denominador tem somente raizes reais, mas algumas raizes
multiplas.

No préximo exemplo ilustramos uma decomposicao, em fracoes parciais, de uma funcao
racional prépria, cujo denominador tem apenas raizes reais, tendo porém raizes miltiplas.

2

‘ x
Exemplo 19.4 Ca/cu/ar/ CEESNEESIE dx.
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Aqui, a raiz —1, do denominador, é de multiplicidade 3. A decomposi¢cdao, em fracoes
parciais, que funciona neste caso, é da forma

z2 A n B n C n D
e —1)(z+1)3 22-1 (z+1)3 (z+1)2 a+1

na qual teremos A, B, C' e D determinados de maneira tnica.

Como antes, primeiramente somamos as fra¢Ges parciais:

2 Al +1P2+BRx—1)+C2x—1)(x+1)+ D2z — 1)(z + 1)
(22 —1)(z+1)3 (22 —1)(z +1)3

Tendo a esquerda e a direita 0 mesmo denominador, teremos:

Alx+1P+BRx —1)+CQ2x — 1)(x + 1)+ D2z — 1)(x + 1)*

Quando z = —1, temos —3B = 4, logo B = —4/3.
Quando = = 1/2, temos A - % = i, logo A =2/27.

Tendo esgotado, para valores de z, as raizes de (22 — 1)(x + 1)3, tomamos agora
valores de x que nao produzam, em nossos célculos, valores numéricos muito grandes.

Tomando z =0, temos A — B—C — D =0, e tomando z = 1, temos

8A+ B+2C +4D = 1. Logo,

{ C+D= 2

2C+4D = 2

50 (3l T
eentdo C'= 52, D = 5.

Assim,

z? 2/27 —4/3 31/27 7/27
dr = d d d d
,/(21:—1)(az+1)3 . ,/2:1:—1 $+,/(a:+1)3 m+,/(a:+1)2 x+,/:13-|—1 *
2 31

(z+1)2 27(z+1)

1 7
=—In|2z -1 —1 1
5 n |2z |+3 +27n|x+ | +C

Como um outro exemplo de decomposicao em fraces parciais, em um caso de
raizes reais multiplas no denominador, se tivermos que calcular

/ 2 —2x+1 y

- T
(3 —2)2(5x +1)3(1 — Tx)
devemos primeiramente fazer

3 —2r+1 A B C D E F

B — 220Gz +1P(1—72) (Br—22 32—2 Go+1P Grt1)? botl 1-7z
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Terceiro caso. O denominador tem raizes complexas nao reais.

Um terceiro caso de decomposicdo, em fracdes parciais, ocorre quando o denominador
tem fatores quadraticos irredutiveis (fatores de grau 2 sem raizes reais), como no exemplo

p(x) 322 —x
q(z)  (r =272 +2+4)(2* +1)

em que 22 + 2 +4 e 22 + 1 n3o tem raizes reais.

Neste caso, devemos fazer

32— A B C Dx+FE Fz+G

2Pt )P+ @27 @-2P r-2 @ra4d 2l

e proceder tal como antes, na busca dos coeficientes A a G.

Ou seja, na decomposicdo em fragdes parciais, para os fatores lineares no denomi-
nador seguimos as regras anteriores, mas sobre cada fator quadratico vai um polinomio
do primeiro grau Mz + N.

E se tivermos, no denominador, poténcias de fatores quadraticos irredutiveis, tal

ol / z°+3x—5 dp?
como na integra X
& (22 — 3z + 4)%(22 + 2)3(3x — b)

Neste caso, notando que 2% 4+ 3z — 5 e 2% 4+ 2 ndo tem raizes reais, fazemos

° +3x—5 Az +B N Cz+D
(22 — 3z +4)2(22 +2)3(3z —5) (22 —3x+4)2 22 -3 +4
FEx+F  Ge+H Io+J K

(x2+2)3+(x2—|—2)2+ x2+2 +3x—5

Este é um calculo deveras longo. Na pressa, devemos recorrer a uma boa tdbua de
integrais ou um bom aplicativo computacional.

Observacao 19.1 Na verdade, esse tipo de decomposicdo funciona mesmo se os fatores
quadrdticos tem raizes reais, desde que estas ndo sejam raizes de outros fatores do
denominador.

x3 —2

@ —4)2r+ 1) dx, podemos fazer a decom-

Por exemplo, no calculo de /

posicao
2 —3 Az +B C

(2 —4)(2x + 1) x2—4+2x+1

e ir 3 busca dos coeficientes A, B e C', como anteriormente.
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Mx+ N
A integral / vt dx
(az? + bx +c)”

Mx + N
(ax? + bx + )

Ainda resta esclarecer como lidar com integrais do tipo / dx (a > 0),

em que o trindmio ax? + bz + ¢ ndo tem raizes reais.

Adotando o procedimento estudado na secao 18.1, aula 18, completamos o quadra-
do no trinémio ax?® + bx + ¢, colocando-o na forma a(z + «)? + 3, e pela mudanca de
varidvel u = = + «, du = dx, chegaremos a

/' Mz + N dx—/‘ Au+ 7y du—)\/ wdu n / du
(az2+bx+c)r ) (w2+ k2 (u? 4 k2)» 7 (u? + k2)n

para certos coeficientes \ e 7.

Aintegral I = [ % é calculada mediante uma mudanca de varidvel simples:

t=u?+ k2, dt:Qudu,udu:%dt,eentéo{:%. f_ﬁ'

Ja o célculo da integral J = [ #722)" requer uma substituicao trigonométrica.

\/U2+ k2

Fazemos u = ktg#, du = ksec® 0 df. Teremos \/U+W — cosf, e entdo

2n9 1
J:/COS sec0df = ———
. a

an n—1

/ cos?" 26 db

e fazemos o uso da férmula de recorréncia

1 m—1
cos"xdr = —cos" tusenx + —— [ cos™ 2 xdx
m m
3 . Mx+ N
Formulas de recorréncia para 5 dx
J (ax?® +bx + )"

Uma boa tdbua de integrais nos fornecerd

/ dx B x n 2n —3 / dx (19.1)
(22 +k2)n  2k2(n — 1)(x2 + k2)n=t © 2k2(n—1) ) (22 + k21 '
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bem como também (aqui A pode ser uma constante negativa)

da 4y 2n — 3 dx
/ 2+ A" 2 — 1)(? + A + 2A(n — 1) / (22 + A (19.2)

De um modo mais geral, encontramos também, em uma boa tdbua de integrais,
o seguinte resultado.

Sendoa >0,n>2 eA=05b>—4dac#0,
/ dx —(2az +b) —2a(2n — 3) / dx
( (

a2 bz +c)"  A-(n—1)(az?+ bz + o)L * A-(n—=1) ) (az?+bx+c)" !
(19.3)

Também encontramos

b
/ Mz + N dx_/Q—an—{—b (N _%)dl’
(ax? + bx + )" (ax? 4+ bx + )"

M (2ax + b) dx b ' dx
E——— N — — 19.4
2a / (ax? + bx + )" * < 2a> / (az? 4 bx + )" (194)

9 .
sendo / ( ( ;i—g b:—dx)n = / du pela substituicdo u = az? + bx + ¢, du = (2az + b) dx.
ax T+ C u

19.3 Problemas

Substituicoes trigonométricas

Calcule as seguintes integrais, através de substituicdes trigonométricas.

1. [ Y22y, Resposta. —YZ=2" _ arcsenZ + C.
2. | xQ\/H—Q Resposta. —@ +C.

3. J @ dz. Resposta. /12 — a? — a arccos 44C.
4.

[ ——=— \/(aT Resposta. ——=—s + C.

Integracao de funcoes racionais

Calcule as seguintes integrais de funcdes racionais. Trabalhe todos os calculos, evitando
usar as férmulas de recorréncia do fechamento da aula.
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1. [ 355 do. Resposta. In

”‘Jrc

’ x dx
| eretaeT:

N

(z43)8 ‘—1—0

1
Resposta. §ln m

—1
(@+1)3

w

| (% Resposta. & — 2z + 1 In |

T 1)(z+2) 3 + 3|z +2[+C.

I

. | =i+ Resposta. 715 +In |22 ]—l—C

dx. Resposta. % + In @;—3)2 +C.

o1

R

o

f %. Resposta. In \/J;'ﬁ +C.

Resposta. ¢ In x§+;3rl + \/- arctg 2f/_1 +C.

~

x3+1

o

. (m_‘ffj(—;%il)g dz. Resposta. (I‘gf)(Tm +1In (I2+i + arctgaz + C.

Recorréncia em integrais de funcoes racionais

Use as férmulas de recorréncia 19.1 a 19.4 para mostrar que

/ 20 — 1 —2x — 16 3z
—_—ar = — —
(x24+4)3 32(x? +4)2  128(22+4) 256

5 / dz
) (2?2 =4z +5)4

20 —4 N 5(2z — 4) N 52z —4) N 5 te(z—2)+C
_ — arctg(x—
12(z2 — 4z + 5)° ' 48(2% — 4z + 5)2  32(22 —dw +5) 16 8

arctgg +C




