Aula 20

Aplicacoes selecionadas da integral
definida

20.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g sdo duas fungdes continuas no intervalo [a, b], sendo f(x) > g(z),
para todo z € [a, b].

Para = € [a, b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x, uma fatia retangular
vertical, de base Az, e altura h(x) = f(x) — g(x), como na figura 20.1. A &rea dessa
fatia sera dada por AA = [f(x) — g(x)]|Ax.

, y = f(x)
AA = [f(x) - g(x)] Ax /
) y =g(x)
a X b X
\ B
— —Ax

Figura 20.1.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em vérios sub-intervalos de comprimento Az, e
sobre cada um deles construirmos uma area AA, como acima, teremos a area entre as
duas curvas, compreendida entre as retas verticais © = a e x = b, dada aproximadamente

por
D AA=D [f(w) - gla)Aw

180
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onde, pelo bem da simplicidade, estamos omitidindo indices do somatario.

A drea entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais t =a e x = b,
sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja, serd dada por

A= Jim Y1) - g@)lae = [ [fa) - g(o)] da

Ax—0

Sendo AA = [f(x) — g(x)]Az, é costume simbolizar dA = [f(z) — g(z)]dz.
Temos entdo A = j; dA.

E costume dizer que dA = [f(x) — g(x)] dz é um elemento infinitesimal de &rea,
de altura f(x) — g(z), sobre um elemento infinitesimal de comprimento dz. O simbolo
de integracdo, [, provém da forma de um arcaico S, e tem o significado de “soma (veja
isto: Joma) de um nimero infinito de quantidades infinitesimais” . Assim, se f(z) > 0,
fabf(x) dx corresponde, grosso modo, a uma soma de elementos infinitesimais de area,
de alturas f(x), e base dx, com = "variando” de a até b.

Exemplo 20.1 Calcular a drea delimitada pelas curvas y = 22 e y = /7.

\__/yzxz

Figura 20.2.

Soluggo. As curvas dadas se interceptam em 2y = 0 e em x; = 1 (soluges de 2 = /7).
Para 0 < x <1, temos /7 > x°. Veja figura 20.2.

Assim sendo, a area entre as duas curvas é dada por
1
A= fol[\/f — 2?]dr = fol[:cl/Q — 2?]dr = [§x3/2 - I—S}O =

1
3

Wl

2
3 3

20.2 Média ou valor médio de uma funcao

Seja f uma fun¢do continua no intervalo [a,b]. Em [a,b] tomemos os n + 1 pontos
igualmente espacados

To=a< 21 <Tog<...<Tp1<xp=2"=
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isto é, tais que

b—a

n

L1 —Log=Tg — L1 = ...=Xp — Tp_1 = Ax =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1), f(x2),..., f(x,), é dada por

_ f(wo) + @)+ 4 fla)
n+1

n

Definiremos a média da fun¢do f, no intervalo [a, b], como sendo

n—~oo

Mostraremos que

= b—a

b—a
De fato, sendo Az = , temos

_ Sl + @)+ A+ flam)

" n+1
_flwo) 1 <f<:v1)Aw + fla)Az 4 f(xnmx)
T n+1 0 Az n-+1
_Sflw) <f(f€1)Aﬂc + f(22) Az + - + f(xn)Ax>
= -

1
B i(ioi Ty —an Z 1(f(x1)Ax + (@) Ar + -+ fan)Ax)

Logo, como os pontos xo(= a), 1, .. , T, 1,2Z,(= b) subdividem o intervalo [a,b] em
n sub-intervalos, todos de comprimento Az = (b — a)/n.

. . f(xo) 1
nh—>HoloMn:nh—>Holon—}-1+b—a'nl—>oon—}— nh—>Holo fol

1 [ =;Elﬂmm

Exemplo 20.2 Determine o valor médio de f(x) = x*, no intervalo a < x < b.

Solugdo. O valor médio de f em [a, b], é dado por

I 12 1 /¥
— dr — il R Z_Z
/ b—a,/ax v . b—a<3 3>

(b—a)(@®+ab+0b*)  a®+ab+ b
B 3(b—a) B 3
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20.3 Volume de um sdlido

AV = A(X)-Ax

[ Y

Figura 20.3.

Na figura 20.3, para cada =, a < x < b, um plano perpendicular a um eixo = corta um
sélido (uma batata ?) determinando no sélido uma sec¢do transversal de drea A(x). De
r = a até x = b, sdo determinadas as areas de todas todas as seccoOes transversais desse
sélido, sendo b — a o seu “comprimento”. Qual é o seu volume?

Suponhamos que o intervalo [a,b] é subdividido em n sub-intervalos, todos de
comprimento Az = (b —a)/n.

Se x é um ponto dessa subdivisdo, determina-se um volume de uma fatia “cilin-
drica”, de “base” com drea A(x) e “altura” Az,

AV =V(z)- Az

Uma aproximacao do volume do sélido é dado pelo somatdrio desses varios volumes
cilindricos,
V= g AV = E Ax) - Az
€T

sendo o somatdrio aqui escrito sem os habituais indices 7, para simplificar a notacao.
Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préximo o somatério estara do volume do
sélido, sendo seu volume igual a

b
V= AICICILIO AV = Alirﬂo Z Ax) - Az = / A(x)dx

a

Os cientistas de dreas aplicadas costumam dizer que dV = A(zx) - dx é um elemento
infinitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um ‘“cilindro” de 4rea da base
A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os infinitos elementos de

volume, temos [*dV = [? A(z) dx igual ao volume do sélido.
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Exemplo 20.3 Qual é o volume de um tronco de pirdmide, de altura h, cuja base é um
quadrado de lado a e cujo topo é um quadrado de lado b ?

Solugdo. Posicionemos um eixo x perpendicular as duas bases. Cada ponto (altura) z,
demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de piramide, a uma seccao transversal
quadrada, de tal modo que x = 0 corresponde a base quadrada de lado a, e x = h
corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja figura 20.4.

Figura 20.4.

Procurando uma fungdo afim, f(x) = mx + n, tal que f(0) = a e f(h) = 0.
encontramos f(z) = a + 4z

A drea da seccdo transversal, na altura x, é dada por
b—a \°
A(z) = <a—|— ; x)

O volume do tronco de piramide é entdo

h h _ 2
V= / A(x)dr = / <a+ b ax) dx
Jo Jo h

Fazendo v = a + I’_T“x temos du = b_T“dx. Além disso, u = a paraxz =0,eu =15
para x = h, e entao

-h b 3

h h

V= Al)dx= 2du = L=
/0 (v) du b—a/au YT h a3

Note que o volume do tronco de piramide é 1/3 do produto de sua altura pelo valor
médio das dreas das secgles transversais (veja exemplo 20.2). Conforme um antigo
papiro, esta férmula ja era conhecida pela antiga civilizagdo egipcia do século 18 a.C.

BECET L Gl rab )
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20.3.1 Volume de um sélido de revolucao

Quando rotacionamos uma regido do plano xy em torno do eixo x ou do eixo y, real-
izando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelos pontos da regiao é o que
chamamos um sdlido de revolucao.

Suponhamos que um sélido de revolucdo é obtido rotacionando-se, em torno do
eixo x, uma regido plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x), e pelas retas
verticais z = a e x = b, sendo f(x) > g(x) para a < x < b.

Para cada x € [a,b], um plano perpendicular ao eixo z, cortando este no ponto
x, determina no sélido de revolucao uma seccao transversal. Esta seccdo transversal é
obtida pela revolucao completa, em torno do eixo x, do segmento vertical A,B,., sendo
A, = (z,9(x)) e B, = (z, f(x)). Veja figura 20.5

A drea dessa seccdo transversal sera nada mais que a drea de uma regidao plana
compreendida entre dois circulos concéntricos de centro (z,0), sendo um menor, de raio
g(z), e outro maior, de raio f(x). Como a 4rea de um circulo de raio r é 7r?, temos
que a drea A(x), da secgdo transversal do sélido de revolugdo, é dada por

A(z) = 7[f(@)]" — xlg(2)]*

Figura 20.5.

Portanto, o volume do sélido de revolucao sera

V= / Alz)de = / (lf @) — mlg(@)]?) de

Se a regido plana for delimitada pelo grifico de y = f(z), pelo eixo z, e pelas
retas x = a e x = b, teremos g(x) = 0, e entdo

V—/abw[f(x)]zdx
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Exemplo 20.4 Calcule o volume de uma esfera de raio a.

A esfera de raio a pode ser interpretada como o sélido obtido pela revolugdo da regiao
semi-circular 22 + y? < a?, y > 0, em torno do eixo x. Uma tal regido é delimitada

pelas curvas y = Va? — 2%, e y = 0, com —a < x < a. Assim, aqui, f(z) = Va? — x?

e g(z) = 0, sendo entdo
dV = A(z)dz = 7[f(2))* dz = 7(a® — 2*) dx
o elemento de volume a integrar.

Portanto,
a 31a 3 3 4
V= '/aﬂ(a2—x2)dx:7r [agx— %}_a =7 <a3— %) -7 <—a3+%> = gwag

20.4 Comprimento de uma curva

Consideremos agora a curva y = f(x), grafico de uma fungdo continua f, para a < z <
b.

Para calcular o comprimento dessa curva, primeiramente particionamos o intervalo

—a ,
, através de pontos
n

la, b] em n sub-intervalos de comprimento Az =
a=T0,T1,- ,Tp_1,Tp =Db
Em seguida consideramos, no grafico, os n + 1 pontos correspondentes,

Ao = (w0, f(20)), A1 = (21, f(21)), -, A1 = (T, f(Tn1))s An = (20, f(20))

y
é X1 X2 Xn-1 b X
X X
Figura 20.6.
Sendo As; = dist(A;_1,A;), parai =1,...,n, temos que uma aproximagdo do

comprimento da curva é dada pela soma > | As; = > dist(A;_1, 4;).
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Agora,

diSt(AZ‘_l, Az) = \/(Iz - xi—l)g + (f(xz> - f(xi—1>>2

= V(A2 (Af2 =1+ @—i)? Az

Assumindo que f é diferencidvel no intervalo [a, b], pelo teorema do valor médio, teorema

15.1, aula 12,
Af _ flwi) = flwiog)

Az T; — Ti—1

= f'(c)

para algum c¢; compreendido entre x; | e x;. Assim,

n

ZASZ- => VI+(f(e)? Az

=1

Esta é uma soma integral de ¢(x) = /1 + (f'(2))?, no intervalo [a, b], correspondente
a subdivisao a = xg, x1,... ,x,_1,x, = b, com uma “escolha” de pontos intermediarios
€1,Co, ... ,Cy. Veja definicdo a aula 17.

Supondo f’(z) continua no intervalo [a,b], temos entdo que o comprimento da curva
y = f(x), a <z <b, édado por

n b
s = lim ZASZA%IEOZ V14 (f'(ci))? -Ax—/ V14 (f(x))?d

Az—0
=1

A idéia intuitiva que da a integral para o comprimento de arco ¢ ilustrada na figura
20.7. Para um elemento infinitesimal de comprimento dx, corresponde uma variacao
infinitesimal em y, dy. O elemento infinitesimal de comprimento de arco, ds, correspon-
dente a variacao dz, é dado pelo teorema de Pitagoras:

ds = +/(dv)? + (dy)? = |1+ <§—i> dr = /14 (f'(x))?dx

ds
dy

dx

Y

Figura 20.7.
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20.5 Area de uma superficie de revolucao

Consideremos a curva y = f(z), grafico de uma fungdo f continua, a qual assumiremos
que tem derivada f’ também continua, para a < x < b.

Rotacionando-se essa curva em torno do eixo x, obtemos uma superficie de revo-
lugdo. Para o calculo de sua drea, primeiramente particionamos o intervalo [a,b] em n

a p
, através de pontos a = xg, X1, ..., Tp_1,

sub-intervalos de comprimento Az =
n

z, = b.

Tomando-se dois pontos dessa subdivisao, z;_1 € x;, consideramos os pontos cor-
respondentes no gréafico de f, A; 1 = (z;_1, f(x;_1) e A; = (x4, f(x;)). Este procedi-
mento geométrico estd ilustrado na figura 20.6.

Rotacionando-se o segmento A; 1 A; em torno do eixo x, obtemos um tronco de
cone, de geratriz lateral As; = A;_1A;, sendo f(z;_1) e f(x;) os raios de sua base e de
seu topo. Veja figura 20.8

fx.,) fx;)

Figura 20.8.

A area da superficie lateral de um tronco de cone, de geratriz lateral ¢ e raios r e
R no topo e na base, é dada por w(r + R)¢. Assim, rotacionando o segmento A; 1 A4;,
em torno do eixo x, como acima, a superficie resultante tera area

AS; = 7[f(zio1) + f(xi)] - As;

e a area da superficie de revolugdo, da curva y = f(z), a < x < b, em torno do eixo z,
serd dada por
S =limAzr — OZASZ-

Agora, como argumentado na se¢do anterior (confira),

ASZ' = AiflAZ' =1+ [f’(cz)]QAx
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para algum ¢; entre x;_; e x;. Assim sendo,

AS; = 7[f(zi1) + f(xi)] - As;

= mlf(wim1) + f(ai)] - V14 [f(c:)]PAx

Assim,
= i, 45
= Aljc{lo Tl f(ziz1) + f(2)] - As;
= AhIHO [f(l'z 1 +f xz \/ f/ Ax

E pode ser mostrado que este dltimo limite € igual a

lim ZQﬂf(ci)-\/1+[f’(ci)]2Ax—'/ 2rf(z) /1 )2 dx

Az—0

Assim, a area da superficie de revolucao resultante é dada por

S = f 2 f(x)\/1 )2 dx

20.6 Centro de gravidade de uma figura plana

Se temos, em um plano ou no espaco n pontos Py, Ps, ..., P,, tendo massas my, mo,
, m,, respectivamente, o centro de massa P, do sistema de n pontos, é dado por
n
p— >im il

D i M
ou seja, P = (z,7), sendo
D iy M Ez 11

Consideremos uma regido plana, delimitada pelos graficos das funcdes continuas
y = f(x) ey = g(x), e pelas retas verticais t = a e x = b, sendo f(x) > g(x) para
a<x<hb.

T =

Olhando essa regiao como uma placa plana, de espessura desprezivel, suponhamos
que ela possui densidade superficial (massa por unidade de area) § constante.

Particionando-se o intervalo [a,b], em intervalos de comprimento Az = %2

n 1
através dos pontos xy = a,x1,... ,T, = b, aproximamos essa regidao por uma reuniao
de retangulos, como na figura 20.9, sendo cada retangulo de altura f(z) — g(x) e base

Az, sendo aqui x o ponto médio do intervalo [z;_1, z;].
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Figura 20.9.

Esse retangulo elementar tem area AA = (f(z) — g(x))Ax, seu centro de massa

é o ponto P, = <x, w) sendo sua massa dada por
Am =6 -AA=6(f(x) —g(z))Ax

O centro de massa da reunido de todos esses retangulos elementares coincide com
o centro de massa dos pontos P,, atribuindo-se a cada ponto a massa Am do seu

retangulo.

Assim, uma aproximacao do centro de massa da regidao plana considerada, o centro
de massa dos varios retangulos elementares, é dada por

S Am-P, Y §-AA-P, Y AA-P,

P =S = "Ss. a4~ S AA

Agora,

AA-%—AAG,M)

— (/) - glaa- (o LI

= (fﬁ(f(l“) — g(x)Az, (f(z) — g(z)) - M&”>
= <5L“(f(l“) — g(x))Az, %([f(:p)]z —[g(2)]?) - A:;;)

Finalmente, o centro de massa P da regi3o plana considerada, sera dado por

= 5 YAA-P,
P=fm P=lm =70
Portanto, passando ao limite, nas duas coordenadas de 15, chegamos a P = (Z,9),

sendo
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20.7 Problemas

Areas de regioes planas

1.
2.

Calcule a 4rea delimitada pelas curvas 3> = 9z e y = 3x. Resposta. 1/2.

Calcule a drea delimitada pelas curvas zy = a?

x. Resposta. a®In2.

, t=a,y=2a(a>0)eo eixo

Calcule a drea delimitada pela curva y = 23

Resposta. 12.

, pela reta y = 8 e pelo eixo y.

Calcule a area total delimitada pelas curvas y = 23, y = 22 e y = 2. Resposta.
3/2.

Ve . . . 2
Calcule a drea delimitada pela elipse 2—; + ¥ = 1. Resposta. wab.

Sugestio. A area é delimitada pelos graficos de fungdes y = j:gva? — 22, com
—a < x < a. Faca a substituicdo x = asent. Na integral resultante, use a

férmula de reducdo de poténcias cos® a = 1£9322,

Calcule a drea delimitada pela curva fechada (hipocicléide) 22/3 4 y2/3 = /3.
3

3 2
Resposta. sma”.

Sugestio. A érea é delimitada pelos graficos de funcdes y = +v/a2/3 — 22/3, com
—a < z < a. Faca a substituicio z = asen®6, com —7/2 < 6§ < 7/2. Na

. B N o 9 1+ cos2a
integral resultante, use as férmulas de reducdo de poténcias cos”a = —
9 1 — cos2a
sen‘q = ———
2

Valor médio de uma funcao continua

Determinar o valor médio da funcao dada, no intervalo especificado.

1.

2.

3.

f(z) = 2% a <z <b. Resposta. [ = %(a* + ab+ b?).

f(@) =y, a<x<b(0<a<b). Resposta. —2:(3‘2321\\/%_;’)

f(z) =cos?wz, 0 <z < m/2. Resposta. 1/2.
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Volumes de solidos
Em cada problema, calcule o volume do sélido obtido por revolucdo, conforme descrito.

2 2
1. Aelipse — + i 1 gira em torno do eixo x. Resposta. %7‘(’@[)2.
a

2. O segmento de reta da origem (0,0) ao ponto (a,b) gira ao redor do eixo z,

obtendo-se assim um cone. Resposta. %mﬁb.

3. A regidao plana delimitada pela
hipocicléide 2%/ + 32/3 = a*/3 gira
ao redor do eixo .
Resposta. 32ma®/105.

4. O arco de sendide y = senz, 0 < x < 7, gira em torno do eixo x. Resposta.
2 /2.
5. A regido delimitada pela pardbola 3y = 4z, pela reta x = 4 e pelo eixo x, gira em

torno do eixo x. Resposta. 327.

Comprimentos de curvas

Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo.
1. Hipocicldide (veja figura) x2/% 4- 4?3 = a*/3. Resposta. 6a.
2.y = %xgﬂ, de v = 0 a v = 5a. Resposta. 335a/27.

3. y=1Inz, de z = V3 a © = /8. Resposta. 14+4in3.

4. y=1—1In(cosx), de = 0 a 2 = /4. Resposta. Intg 3T
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Areas de superficies de revolucao

Em cada problema, calcule a area da superficie obtida por revolucao da curva dada em
torno do eixo especificado.

1. y* = 4ax, 0 < x < 3a, rotacionada em torno do eixo . Resposta. 2ma’.

2. y=2x,0<2 <2,
(a) rotacionada em torno do eixo x  (b) rotacionada em torno do eixo y.

Respostas. (a) 875  (b) 47/5.

3. y=senx, 0 <z <, rotacionada em torno do eixo .
Resposta. 4m[v/2 + In(v/2 + 1)].

Centro de massa (ou de gravidade) de uma regiao plana

Determine as coordenadas do centro de gravidade da regidao plana especificada.

1. Regido no primeiro quadrante, delimitada pela elipse “Z—z + z—j =1(z>0,y>0).
Resposta. (Z,7) = (52, 32).

2. Area delimitada pela curva y = 4 — % e o eixo x. Resposta.(z,y) = (0,8/5).

3. Area delimitada pela pardbola 4> = ax e pela reta # = a. Resposta. (Z,7) =
(3a/5,0).



