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70 ¢ EQUACOES DIFERENCIAIS COM APLICACOES EM MODELAGEM

OBSERVACOES

-

(i) Quando estiver testando uma equacfo para verificar se € exata ou ndo, verifique se ela é precisa-
mente da forma M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. As vezes, uma equacdo diferencial estd escrita como
G(x,y)dx = H(x,y)dy. Nesse caso, primeiramente reescrevemos a equagdo como G(x, y)dx — H(x,y)dy =
0 e entdo identificamos M(x,y) = G(x,y) e N(x,y) = —H(x,y) antes de usar (4).

(i) Em alguns textos sobre equacdes diferenciais, o estudo de equagdes exatas precede o de EDs lineares.
Nesse caso, 0 método para encontrar os fatores integrantes que acabamos de discutir pode ser usado para
obter um fator integrante para y’ + P(x)y = f(x). Reescrevendo a dltima equagio na forma diferencial

(P(x)y — f(x))dx + dy = 0, vemos que
My—-Ny 7
N = P(x).

De (13) chegamos ao fator integrante j4 familiar e/ P®4*, usado na Segdio 2.3.

EXERCICIOS 2.4

As respostas aos problemas impares comegam na pd- T dx 2
gina RESP-3. 15. |y 1+9x2) dy +xy =0

Nos problemas 1-20, determine se a equacdo diferencial 16. (S5y—2x)y -2y=0

dada € exata. Se for, resolva-a.
17. (tgx—senxseny)dx+cosxcosydy =0

1. Qx-1dx+@y+Tdy=0 5
18. (2ysenxcosx —y+ 2y*e® )dx =

2. 2x+y)dx — (x +6y)dy = 0 (x — sen? x — 4xye™’)dy

3. (5x+4y)dx + (4x — 8y3)dy = 0 19. 4y — 152 - y)dt + (t* +3y* = t)dy = 0

|05 T y . t
—+ = - = |dt+|ye¥ + ——=|dy=0
| Jo+ b+ )

4. (seny—ysenx)dx + (cosx + xcosy —y)dy =0 2
S A o e

&

5. (2xy* = 3)dx + (2x*y + 4)dy = 0
(25 Jx + 2%y + 4)dy Nos problemas 21-26, resolva os problemas de valor ini-

1 dy y 5 cial dados.
6. 2)"‘;-{-(:053)6 a+-5 —4x° +3ysen3x=0
% 21 (x+yPdx+Qxy+x2=1dy=0, y(1)=1

2 2 _ Ndy =
7. (2 =y)dx + (& = 2x))dy = 0 2, (& +)dx+(2+x+y)dy=0, y0)=1

8. (l +Inx+ %)dx = (1 -Inx)dy 23. (4y+2t—5)dt+ 6y +4t-1)dy=0, y(-1)=2
9. (x -y +y*senx)dx = (3x* + 2ycos x)dy 24. i i‘_’ § = =0, y)=1
y’ da 2* :

10. (X3 +y*)dx +3x*dy =0
25. (% cos x—3x%y—2x)dx+(2ysen x—x> +Iny)dy = 0,

1 (0 =
11. (yIny —e™®)dx + (— + xln y) dy=10 ¥j=e
’ 26 : + cos x 2x)dy v(y + sen x)
E -2xy| = =y(y x),
12. Bx%y+e)dx+ (X3 + xe® = 2y)dy =0 1 +)? Y)ax =
y(0) =1
13 ‘_E'Z = 2xe* —y + 6x%
P o pe ) Nos problemas 27 e 28, ache o valor de k tal que a equa-

céo diferencial dada seja exata.
D3
L o ayE =S 27. (¥ + kxy* = 2x)dx + (3xy* + 20x2y)dy = 0
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28. (6xy° + cosy)dx + (2kx*y* — xseny)dy = 0

Nos problemas 29 e 30, verifique que a equagio diferen-
cial dada nfio € exata. Multiplique a equacéo diferencial
pelo fator integrante u(x,y) indicado e verifique que a
nova equacdo € exata. Resolva-a.

29, (—xysenx+ 2ycosx)dx + 2xcosxdy = 0;
u(x,y) = xy

30. (22 +2xy —y)dx + (> +2xy — xPdy = 0;
H(xy) = (x+y)~

Nos problemas 31-36, resolva a equacio diferencial

dada encontrando, como no Exemplo 4, um fator inte-
grante apropriado.

@ (2y* + 3x)dx + 2xydy =0

32, y(x+y+ Ddx+ (x+2y)dy=0

33. 6xydx+ 4y +9x>)dy=0

osxa'x+ (] + %)senx dy=0
y

35. (10 e 6} + 3_3‘t)dx - Qd}‘ =0
36. (7 + x*)dx + (5y% - xy + y* seny)dy = 0

Nos problemas 37 e 38, resolva o problema de valor ini-
cial dado encontrando, como no Exemplo 4, um fator
integrante apropriado.

37. xdx+(*y+4y)dy=0,y4)=0
38. (22 +y*=5)dx = (y + xy)dy, y(0) = 1
39. a) Mostre que uma familia de solu¢Ges a um paré-
metro da equacgdo
(4xy + 3x%)dx + 2y + 2x})dy = 0
Exd+2x%y+y* =c.

Mostre que as condicdes iniciais y(0) = -2
e y(1) = 1 determinam a mesma solucio im-
plicita.

Ache solucdes explicitas y;(x) e y2(x) da equa-
¢o diferencial do item (a) tal que y,(0) = -2 e
¥2(1) = 1. Use um software para tracar os grafi-
cos de y1(x) e y2(x).

PROBLEMAS PARA DISCUSSAO

40. Considere o conceito de fator integrante, introdu-
zido nos problemas 29-38. As duas equacdes Mdx+
Ndy = 0 e uMdx + uNdy = 0 sdo necessariamente
equivalentes no sentido de que uma solugio de uma
€ também uma solucdo da outra? Discuta.

. Releia o Exemplo 3 e entfo discuta por que pode-
mos concluir que o intervalo de defini¢do da solu-
¢éo explicita do PVI (a curva preta na Figura 2.4.1)
é(-11).

. Discuta como as fungdes M(x,y) e N(x,y) podem
ser encontradas de forma que cada equacdo diferen-
cial seja exata. Leve a cabo suas ideias.

a) M(x,y)dx+ (xe'“" +2xy + i)d}-‘ =0

b) (x—lﬂym + j—xw)dx +N(x,y)dy = 0
X+ y

. As equacdes diferenciais sdo resolvidas algumas
vezes por meio de uma ideia engenhosa. Eis um pe-
queno exercicio de engenhosidade: embora a equa-
¢do diferencial

(x= x> +y)dx+ydy=0

n#o seja exata, mostre COMO © rearranjo

(xdx+ydy)/+[x*+y*=dx

e a observacdo de que

1

Ed(f? +y) =xdx+y dy
podem levar a uma solugéo.

. Falso ou verdadeiro: toda equacdo separével de pri-
meira ordem dy/dx = g(x)h(y) é exata.

MODELO MATEMATICO

45. Corrente em queda Uma porcdo de uma cor-
rente uniforme de 8 pés de comprimento € ligeira-
mente enrolada ao redor de uma estaca na borda
de uma plataforma horizontal elevada, e o restante
da corrente fica em repouso ao longo da borda da
plataforma. Veja a Figura 2.4.2. Suponha que o
comprimento da corrente ndo enrolada é de 3 pés,
pesando 2 Ib/pé, e que o sentido positivo é descen-
dente. Iniciando em ¢ = 0 segundos, o peso da
por¢do que pende faz com que a corrente na pla-
taforma passe a se desenrolar suavemente até cair
no chdo. Se x(r) denota o comprimento da corrente
pendendo sobre a mesa no momento ¢ > 0, entdo
sua velocidade é v = dx/dr. Quando todas as forcas






