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1. A posicao de uma particula é dada por:
r(t) = (sen t)i + (cos 2t)j
a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.
b) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

dr
c¢) Para quais valores de t, no intervalo 0 < ¢ < 27, — é igual a 0.

dt

2. Represente graficamente a curva r? = 4 cos )

3. No instante ¢ = 0, uma particula estd localizada no ponto A(1,2,3). Ela percorre
uma linha reta até o ponto B(4,1,4), tem mddulo de velocidade 2 em C(1,2,3) e
aceleracao constante 3¢ — j + k. Encontre uma equagao para o vetor posigao r(t) da
particula no instante ¢.

4. Encontre o comprimento da curva
r(t) = (V2t)i + (V2t)j + (1 — )k
de (0,0,1) a (v2,v/2,0).

5. Resolva o seguinte problema de valor inicial

dr
== —ti—tj—tk
dt Py

r(0) = 1i + 2j + 3k

1"* prova de calculo II
Curitiba, 25 de Agosto de 2006

1. (1,5 pontos) Determine as representagoes explicitas em coordenadas polares das seguintes
curvas:

a.- O circulo de raio r centrado no ponto P(r,0).
b.- O circulo de raio r com centro no ponto P(0,r).

c.- A pardbola z = 2.



. (1,5 pontos) A posi¢ao de uma particula é dada por: r(t) = (sen t)i + (cos2t)j
a.- Esboce o grafico da trajetoria da particula.

b.- Encontre os vetores velocidade e aceleracgao.

dr
c.- Para quais valores de t, no intervalo 0 <t < 2, o é igual a 0.

d?r(t
. (1,5 pontos) A aceleragao de uma particula é dada por d:§ ) = —(i+j+k) Utilizando
dr(0
as condigoes de contorno dr(0) =0er(0) =104+ 10 j + 10 k determine:

dt

a) O vetor velocidade da particula;

b) O vetor posi¢ao da particula.

. (2 pontos) determine a curvatura das curvas abaixo nos pontos indicados:

3 em um ponto arbitrario.

a)y=uz
b) zy = 12 no ponto P(3,4).

¢) 2 + 4y = 4 nos pontos P(0,1) e Q(2,0).

. (2 pontos) Determine os valores de a, b e ¢ de modo que a parabola y = ax?®+bx+c
tenha, no ponto P(%,1), tangente e curvatura comuns com a sendide y = sen x.

1"* prova de calculo II
Curitiba, 21 de Marco de 2007

. (2 pontos) A posicao de uma particula é dada por: r(t) = (4cos t) i+ (v/2sen t) j
a.- Esboce o grafico da trajetoria da particula.

b.- Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

c.- Encontre o angulo entre os vetores velocidade e aceleracio no ponto P(2v/2,1)
d.- Determine a reta tangente e reta normal no ponto da curva de instante ¢ = 7.

. (1 pontos) Em que instantes no intervalo 0 < ¢ < 7 os vetores velocidade e acelera¢ao
do movimento 7(t) =i+ 5cos t j+ 3sen t k sdo ortogonais. ?

. (2 pontos) encontre o ponto na curva r(t) = 12sen ¢ i — 12cost j + 5t k a uma
distancia de 137 unidades ao longo da curva a partir do ponto (0, —12,0), quando
t = 0, no sentido oposto ao sentido do comprimento de arco crescente.

. (2 pontos) Uma particula percorrendo uma linha reta esta localizada no ponto A(1, —1, 2)
e tem modulo de velocidade 2 no instante ¢ = 0. A particula se move em direcao ao
ponto B(3,0,3) com aceleracao constante 2 i+ j+ k. Encontre seu vetor posigao r(t)
no instante t.

. (2 pontos) Determine os valores de a, b e ¢ de modo que a parabola y = ax?®+bx+c
tenha, no ponto P(%,1), tangente e curvatura comuns com a sendide y = sen x.
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. (1 pontos) Verifique se existe ou nao os seguintes limites:

xt 3
a) lim ———— b) lim - .
(z,y)—(0,0) x* + 22 +y (z,y)—(0,0) T2 + Y

Férmula para o cdlculo da curvatura de uma curva. Quando y = f(z) é a
representacao explicita da curva:

" ()]
[+ (f ()22

k(x) =

1" prova de calculo II
Curitiba, 7 de Abril de 2008

. Dois péssaros voam segundo os seguintes vetores posi¢ao:

o1(t) = (2t%,2 + 12, 2) e oo(t) = (1 —t,1+2)

a) Mostre que eles nunca se chocarao;

b) Esboce os caminhos sobre os quais os passaros se movem. Determine caso,
existam os pontos onde estes caminhos se cruzam.

c) Calcule as velocidades dos péssaros no instante ¢ = 2.

d) Calcule a distancia percorrida em tempo positivo pelo primeiro passaro entre
os pontos A(0,2,2) e B(2,3,2).

. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (1 — t?,2t,cost) onde a reta tangente é
perpendicular ao plano 7z +y — 2 4+ 12 = 0.

. Determine os valores de a,b e ¢ de modo que a pardbola vy = ax? + bx + ¢ tenha,
no ponto P(%,1), tangente e curvatura comuns com a sendide y = sen x.

. Seja S a superficie definida por z = \/m

(i) Determine e esboce o dominio da fungad

(ii) Descreva a interse¢ao de S com o plano z = k, quando k = -1,k =0e k = 1.
(iii) Identifique as intersegdes de S com os planos zz e yz.

. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique

2 _

o lm Y D lim YE—Y)
2 2 4 4
(z,y)—(0,0) T2 — Y (z,y)—(0,0) x*+ Yy



1"* prova de calculo 11
Curitiba, 21 de Marco de 2007

. Uma particula desloca-se no plano obedecendo a lei:

0:[0,2] — R?* o(t) = (* —t,1).

a)(0,5) Esboce o grafico da trajetoria da particula.

b) (0,5) Encontre os vetores velocidade e acelera¢ao no instante ¢.
¢)(0,5) Encontre o angulo entre os vetores velocidade e acelera¢ao no ponto P(0, 1)
)

d)(1,0) Determine a reta tangente e reta normal no ponto da curva de instante
t=0.

T
y
a)(0,5) Detemine o dominio de f.

. Considere a funcao f(z,y) =

b) (1,5) Esboce as curvas de nivel f(x,y) = k para k =0, k = 1 e para um valor
de k em cada um dos intervalos | — 0o, 0[, ]0,1[ e ]1,+o00]. Indique no desenho o k
correspondente a cada curva.
c) (0,5) Existe o lim )f(x,y)?
0

(=,y9)—(0,

. (1 ponto)No instante t = 0, uma particula esta localizada no ponto A(1,2,3). Ela per-
corre uma linha reta até o ponto B(4,1,4), tem médulo de velocidade 2 em A(1,2, 3)
e acelerac@o constante 37 — j + k. Encontre uma equagao para o vetor posigao r(t) da
particula no instante ¢.

. (2 pontos) Encontre uma equacao para o circulo de curvatura da curva r(t) =t i +
(sen t) j no ponto (3,1)

. (2 pontos) Considerando caminhos diferentes que se aproximam da origem, mostre
que as seguintes fungdes nao limite quando (x,y) — (0,0).

xt x3

—_— b = .
PR )o@.y) =

Férmula para o cdlculo da curvatura de uma curva. Quando y = f(z) é a
representacao explicita da curva:

a)f(x,y) =

" ()

i} |
SO

1" Prova de Calculo Integral Diferencial II
Curitiba, 7 de Abril de 2008
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. Dois carros Ry e Ry percorrem, respectivamente, as estradas BR — 01 e BR — 02,
tendo seus movimentos descritos por :

Gl = (F42.2%11) o oplt) = (12,26 — g),
Quais afirmagcoes abaixos sao verdadeiras:

a) As duas estradas nao se cruzam;

b) As duas estradas se cruzam num ponto so;

¢) as duas estradas se cruzam em dois pontos;

d) Os carros baterao;

e) Os carros nao baterao.

. O comprimento do caminho percorrido por uma particula que se move ao longo da
curva dada pela equagao v(t) = (€' cost,e'sen t) entre os pontos do plano (1,0) e

(0,e7/2) é:
() Vo =T (5) V(e — 1)
(c) e™? — 1 (d) V2(1 — e™/?)

(e) Nenhuma das opgoes acima.
. Seja S a superficie definida por z = \/y? — 4x2.
(i) Determine e esboce o dominio da fungao
(i) Descreva a interse¢ao de S com o plano z = k, quando k = -1,k =0e k = 1.

(iii) Identifique as intersegoes de S com os planos zz e yz.

. Determine os valores de a,b e ¢ de modo que a pardbola y = ax® +bx + ¢ tenha,
no ponto P(7,1), tangente e curvatura comuns com a sendide y = sen .

. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique

3 3
(@) lm T¥ 2 ) lim L
(z,y)—(00) 2y — 1 (z,)—(0,0) 22+ 7y

x3y3 —1

1"* prova de calculo II
Curitiba, 7 de Abril de 2008

. Dois péssaros voam segundo os seguintes vetores posicao:

o(t) = (23,2 + 12,2) e oa(t) = (1 —t,1+1%,2)

a) Mostre que eles nunca se chocarao;

b) Esboce os caminhos sobre os quais os passaros se movem. Determine caso,
existam os pontos onde estes caminhos se cruzam.

c¢) Calcule as velocidades dos passaros no instante t = 2.

d) Calcule a distancia percorrida em tempo positivo pelo primeiro passaro entre
os pontos A(0,2,2) e B(2,3,2).



(-2,30) circulo.eps.ps

Figure 1: O conjunto tipico {2

2. COMPRIMENTO DE ARCO
(a) defini¢ao

(b) Usando a definigao dada em (a), calcule o comprimento de :

7(t) = (1 —cost, t—sent), te|0,2n]

3. GRAFICOS E CURVAS DE NIVEL
Seja S a superficie definida por z = , /%.
(i) Determine e esboce o dominio da fungad

(ii) Descreva a interse¢ao de S com o plano z =k, quando k =0,k =1 e k = 2.

(iii) Identifique as intersegbes de S com os planos zz e yz.

4. CURVATURA
(a) defini¢ao
(b) Considere a curva oy(t) = (2cost,sen t); Vt € R. Determine os pontos do
traco de o7 onde a curvatura é maxima e os pontos onde é minima.

5. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique

2 _
(@) ltim Y ) tm WEZY)
(@y)—(0,0) T2 — y? (@y)—(00) a*+ y*

1"* prova de calculo II
Curitiba, 25 de Agosto de 2008

1. Esboce as curvas dadas pelas equagoes paramétricas abaixo
a)r =sent, y=cos2t, te]l0,2r]
b)z =cost, y= -3+ (sent)?, te0,7]

2. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (¢* — 2t3 — 2¢2,t> — 3t) onde a reta tangente
¢ horizontal e vertical.

3. Calcule o comprimento de: ~;(t) = (cost + tsen t,sen t — tcost), t € [0,7];
4. Determine a curvatura, o raio de curvatura e a equacao do circulo de curvatura da
parébola y = 2 — 22 + 2 no ponto (1,1).

6



5. Uma haste, presa na origem do plano zy,
ocupa a posicao da reta y = txr. A haste
intercepta a reta = 2 no ponto A e o
circulo (x — 1)? + 3*> = 1 no ponto B.
Quando t varia, o ponto P, que estéa
localizado sobre a haste de modo que
|OP| = |AB]|, descreve uma curva.
Escreva as equacoes paramétricas desta

curva, em funcao do parametro t.

Formulario:

b
L(C) = / ||o (t)]]dt....Comprimento de arco

k(z) = T3 |(J;IE3|)2]3/2....curvatura no ponto (z, f(z)).
plx) = ﬁ....raio de curvatura no ponto (z, f(z)).

1"* prova de calculo II
Curitiba, 25 de Agosto de 2008

1. Esboce as curvas dadas pelas equagoes paramétricas abaixo
a) r =cos’t, y=sent, tel0,2n]
b)x=t*—4, y=1-—t te[-1,1].

2. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (¢3 — 3t%,¢> — 3t) onde a reta tangente é
horizontal e vertical.

3. Calcule o comprimento de: v;(t) = (cos®t)j + (sen 3t)k, t € [0,7/2].

4. Determine a curvatura, o raio de curvatura e a equacao do circulo de curvatura da
pardbola y = 2% — 62 + 11 no ponto (2, 3).
5. Uma haste, presa na origem do plano zy,
ocupa a posicao da reta y = tx. A haste
intercepta a reta x = 2 no ponto A e o
circulo (z — 1)? + y? = 1 no ponto B.

Quando t varia, o ponto P, que esta



localizado sobre a haste de modo que
|OP| = |AB|, descreve uma curva.
Escreva as equagoes paramétricas desta

curva, em funcao do parametro t.

Formulario:

b
L(C) = / ||o’ ()||dt....Comprimento de arco

" ()|
[+ (f ()22

k(z) =

k(1) =

..curvatura no ponto (z, f(z)).

1"* prova de calculo II
Curitiba, 23 de Marco de 2009

at
1. Sejar(t) = (I — t,e*") vetor posicdo de uma particula no instante t.

(a) Encontre o instante, ou instantes em que os vetores velocidades e aceleragao
sao ortogonais

(¢) Determine a reta tangente e reta normal no ponto (1,1) da curva.

(d) Determine o comprimento da trajetoria da particula para —2 <t < 2.

(¢) Determine a curvatura no ponto (3, 1)

2. Encontre o ponto da pardbola y = x2+2z onde o raio de curvatura seja minimo. (justifique
sua resposta)

Formulario:

b
L(C) = / ||o (t)]|dt....Comprimento de arco

e
o) = T (P e

..curvatura no ponto (z, f(x)).

[ (8)y" (1) — y (2" (2)|

R L RO R

....curvatura no ponto (z(t), y(t)).




1" prova de calculo II
Curitiba, 9 de setembro de 2009
. A posicao de uma particula é dada por: 7(t) = (cos?t,sen t)
a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.
b) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

c¢) Para quais valores de t € [0, 27] a velocidade é nula.

A g2
. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (Z’ 3 5) onde a reta tangente é paralela

ao plano z + 3y + 22 — 10 = 0.
. Calcule o comprimento de: v(t) = (e *cost)i+ (e !sen t)j + e 'k, ¢ € [0,1].

. Determine o(s) ponto(s) da curva y = 2* —27x —5 onde o raio de curvatura ¢ minimo.

1" prova de calculo II
Curitiba, 9 de setembro de 2009

(=24 >0

. A posicao de uma particula em movimento é dada por: r(t)
a) Esboce o grafico da trajetoria da particula.

b) Em que sentido a particula se move quando ¢ aumenta?
c¢) Encontre os vetores velocidade e aceleracao.

d) Para quais valores de ¢ a velocidade e aceleragao sao ortogonais.

. Encontre todos os pontos da curva o(t) = (¢,t* — t + 3) onde a reta tangente passam
pela origem.

. Calcule o comprimento de: ~y(t) = (¢, %, %) t €10,1].

. Determine o(s) ponto(s) da curva r(t) = (2t — 3,t* — 1) onde o raio de curvatura é
minimo.

1" prova de calculo II
Curitiba, 26 Margo de 2010
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1. Elimine o parametro para encontrar uma equacao cartesiana da curva. Esboce a curva
e indique com uma seta a dire¢ao na qual a curva é tragada quando o parametro
aumenta.

z(t) =t*—2 z(t) = ¢t
C1 . C2 :
y(t) =5—2t y(t) =e

2. Calcule o comprimento da curva C : x(t) = e! —t, y(t) = 4e*/%, quando o parametro
varia no intervalo [—1, 1]

3. Determine a equacao paramétrica da reta tangente a curva
C: x(t) =e'cost, y(t)=e'sent, z2(t)=e",

no ponto (1,0,1).

4. Encontre os pontos na curva onde a tangente é horizontal ou vertical.

(a) z(t) = 10 — 3, y(t) = > — 12t (b) x(t) = cos2t, y(t) =sent

5. Determine o(s) ponto(s) da curva r(t) = (¢', e7*) onde a curvatura é méximo.

1"* prova de calculo II
Curitiba, 3 de Setembro de 2010

1. (2-ptos)Considere duas particulas em movimento segundo os seguintes vetores posi¢ao
o(t)=(t—1,1+1) e oq(t) = (2t — 6,1)

sendo que t representa o tempo.
(a) Os caminhos destas particulas se encontram? Se sim, determine o ponto de
encontro.

(b) As particulas se chocam? Se sim, determine o instante do choque.
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2. (2-ptos)Encontre o comprimento da curva r(t) = (2,sint — t cost,cost + tsint) com

t percorrendo [—10, 10].

3. Dado a curva C definida por o(t) = (sen t, cos 2t) com ¢ € [0, 7.

(a)(1-pto) Esboce o trago da curva C .

(b)(1-pto) Determine a equagao (parametrica ou cartesiana) da reta tangente a
curva C no ponto (1, 1).

(c)(2-ptos) Determine a éarea do tridngulo formado por esta reta tangente ( reta
tangente do item (b))com os eixos coordenados.

(d)(2-ptos) Em que ponto da curva C a reta normal é perpendicular a reta de
equacao:

rT+y=2

(e)(2-ptos) Encontre uma equagao para o circulo de curvatura da curva C no ponto

(5:2)-

1" prova de calculo II
Curitiba, 26 de Marco de 2012

1. Esboce o grifico da curva C descrita pela funcao vetorial r(t) = (3t,1 — 9¢?) com
teR

2. Se a curva C é dada por v = 3t> + 1, y = 4t, z = e'"!, determine a equacao da reta
tangente no ponto P(4,4,1).

1 1
14+¢t'1—¢

)

3. Determine a curvatura da curva C descrita pela funcao vetorial r(t) = (
no ponto (3,2).
4. Determine o comprimento da curva C descrita pela fungao vetorial o(t) = (ef cost, e'sen t, ef)
det=0atét=m.
5. A posigao de uma particula é dada por: o(t) = (e7*)i + (e*)j quando t >0
5i) Em que pontos da trajetoria da particula a reta tangente é paralela

areta x + 4y = 2.

5ii) Determine a curvatura da curva o(t) no ponto (2, 1)

1" prova de calculo II
Curitiba, 19 de Novembro de 2012
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t

— (V2—1,—

Determine o Dominio de r.

1
1. Seja r(t Jn(t+1)).

(
(a)
(b) Determine llmor(t)

(¢) Determine 7' (t)

2. Calcule o comprimento de: o(t) = (cos®t)i + (sen 3t)j, t € [0, 7].

4 t3 tQ

3. Em que ponto(s) da curva x = T Yy = 3 z = B a tangente a esta curva é paralela

ao plano x + 3y + 2z = 10.

4. Determine as equacoes da reta tangente e do circulo osculador da parabola y = 2 — 22
no ponto (1,1).

5. Suponha que vocé comece no ponto (0,0,3) e se mova 5 unidades ao longo da curva
x = 3sen t, y =4t, z = 3cost na diregao positiva. Onde vocé esta agora?

1"* prova de calculo II
Curitiba, 18 de Setembro de 2013

1. Esboce o gréfico da curva C descrita pela fungao vetorial r(t) = (1+t, /%) e determine
o ponto onde a curva C tem reta tangente paralela a reta z — 2y + 2 = 0.

2. Obtenha o valor de x, > 0 onde y = 2° tem curvatura maxima.

3. No instante ¢ = 0, uma particula na origem de um sistema de coordenadas xyz tem
uma velocidade de V, =i + 25 — k. A funcao aceleracao da particula é
A(t) = 2t* i + j + cos(2t) k.
(a) Encontre a fungao posigao da particula.
(b) Encontre a velocidade escalar da particula no instante ¢ = 1.
4. Considere a curva suave o(t) = (2t,t%,Int), t € (0,00). Verifique que os pontos

(2,1,0) e (4,4,In2) pertencem a curva de o e calcule o comprimento de arco de o
entre estes pontos.

5. A trajetéria de uma particula é dada por r(t) = (cost,sen t,t), onde ¢ é parametro
de tempo. Em ¢t = 7 ela abandona a trajetoria a passa a caminhar na direcao da
tangente . Ache sua posicao em t = 2.

6. Uma particula se move com velocidade constante de 10 unidades por segundo no

sentido anti-hordrio, ao longo da elipse 922 + 4y* = 36. Ache o vetor aceleracao A no
instante em que a particula passa pelo ponto (0, 3).

Formulario:
b /
= / [lo (t)||dt....Comprimento de arco
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— ’f”(x)] curvatura no ponto (x, j(x
/{(I) — [1+ (f'(g;))z]?’/Q“” t P t ( 7f( ))

o - O8O =y (0]
{2 + [y ()22

V(t) = o' (t) velocidade.

v(t) = HV( )|| velocidade escalar

A(t) = V'® aceleracio.
A

(t) = ar(t)T(t) + an (N (t) = v () T(t) + k(1) (v(1))*N (1)

T

.curvatura no ponto (z(t), y(t)).

13



