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Capitulo 1

Introduc ao

1.1 Definigges

Uma equago diferenciak qualquer relggo entre uma furfip e as suas derivadas. Existem dois
tipos de equdies diferenciais.

1. Equacbes diferenciais ordirarias (EDO): A funcao y que aparece na equEté uma
fungdo de uma vaévelz. A forma geral da equapé F(x,y,vy’,y”,...) = 0. Aordem da
equa@oé a ordem da derivada de ordem superior que apareca naaequac

2. Equagdes de derivadas parciaisA funcaou & uma fun@o de \arias varaveis,u(z, z, t, . . .)
e a equa@o & uma relago entreu, as varaveis independentes z, t, . . . € as derivadas par-
ciais deu.

Uma solu@o expicita da equeio diferencial ordiaria & qualquer fungo y(x) que verifique a
equa@o num intervale < = < b. Uma solu@o impicita & uma relago G(z,y) = 0 que
verifique a equaip. As soludes impicitas podem dar origem awias soluges impicitas.

Exemplo 1.1

Mostre que as furlies

yi(z) = e e ya(z) = e 3 (1.2)

sa0 solu@es da equadp diferencial
1 /
y =2y — 15y =0 (1.2)

Resolu@o: por simples substitugp da fun@o e as suas derivadas-ge facilmente que cada uma
das fun@es dad& solu@o:

257 — 10’ — 15’ =0
9e¢7 3 4673 — 1573 =0

Exemplo 1.2
Demonstre que a rel@p

z+y+ e =0 (1.3)



2 Introducdo

é solu@o impicita de

d
<1+5Be$y>y+1+yew:0 (1.4)
dx
Resolu@o:
d—(aH— + ") =0 (1.5)
dz 4 N '
d
1+ y' + ewyﬂ =0
dx

L+y +(y+ay)e™ =0
d
(1+xezy)d—y+1+yewyzo [ |
x

1.2 Equages de primeira ordem

As equades diferenciais ordarias de primeira orden@ie da formaF'(z,y,y’) = 0, mas geral-
mente por meio de simples manipuacalgbrica conseguem-se re-escrever na forma de uma ou
mais equages

) (16)

A chamada forma inversa da eqéag@nterio®

L (1.7)

dy  fl(z,y)

Qualquer solugo impicita de uma das duas eqdasé solu@o da outra, e se a inversa de uma
solu@o expicita y(x) da primeira equap existir, se solu@o (x(y)) da equago inversa. A
equa@o pode ser tan@m escrita na chamada forma diferencial

flz,y)de — dy=0 (1.8)

Existem em geral muitas soldes de uma equag diferencial de primeira ordem. Dado um valor
inicial y(zg) = yo, € posével calcular a derivad@’ no pontoz, (igual a f(zo,y0) segundo a
equa@o diferencial), e geralmenéepossével encontrar uma curva (curva integral) que passe pelo
ponto(xo, yo) € com derivada igual A(x,y) em cada ponto. O problema de valores iniciais:

L=ty ) =w (19)

consiste em encontrar a curva integral (ou curvas integrais) que passa pel¢ponio.

1.3 Existncia e unicidade da solugo

As condi@es suficientes para a existia de uma sol@p Gnica de uma equag diferencial de
primeira ordem 3o definidas pelo teorema de Picard:
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Teorema 1 (Picard)
Considere o problema de valor inicial

dy

= flz,y)  y(xo) =0 (1.10)

se a fun@o f e a derivada parcial dg' em funéo dey sdo contnuas numa vizinhancga do ponto
(x0,Y0), €xiste uma soldp Unicay = g(x) em certa vizinhanga do ponte, yo) que verifica a
condido inicial g(z¢) = yo.

O intervalo onde existe a so@gUnica pode ser maior ou menor que o intervalo onde adoing
f e a sua derivada parciélf /0y sao contnuas (0 teorema&o permite determinar o tamanho do
intervalo).

As condi@es do teorema de Picardcscondi@es suficientes, masio necesaias para a ex-
isténcia de solugo Unica. Quandof ou a sua derivada parcidlf /0y nao sejam cofmbuas, 0
teorema B0 nos permite concluir nada: provavelmente existe &olGgica a pesar das duas
condigdes rao se verificarem.

Exemplo 1.3
Demonstre que a rel@&p
P2 +yP - =0 (1.112)

ondec € uma constante positiva,solu@o impicita da equaéo

d
Y __* (1.12)
dx Y
que pode concluir a partir do teorema de Picard?
Resolu@o:
2z +2yy =0 (1.13)
’ x
y =—
Y
afun@o f = —x/y e a sua derivada parcidlf /0y = =/y* s3o coninuas em quaisquer pontos
fora do eixo dos. A solugdo impicita dada conduas solugesinicas:
y1 =Vt —a2  yp=—Vc?—a? (1.14)

no intervalo—c < =z < ¢. O teorema de Picard nada permite concluir nos poptes 0, mas
segundo o resultado obtido acima vemos que em cada po#td® existem duas soldgs,y; e
yo. W

1.4 Problemas

Em cada equap diferencial identifique as vaneis independentes e dependentes. Demonstre em
cada caso que a fuagy ouwu na coluna da direité solu@o da equép, onde: e ¢ SA0 constantes.

d
1. d—i:ﬁ (a #0) y(z) = Va2 +a?
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1/ d%\* d
2'4<dxg> —:z:d—i—|—y:1—:1r:2 y(z) = 2?

Py 0%u Y
3. w + 87y2 =0 U(Jf,y) = arctan (;)
4 Pu  Pu 0w 1

o taz =" Un 2 = e
Demonstre que a relag dada define uma sobug implicita da equad@o diferencial.

5. yy =€e* y? =e*
2

6. y/: y 3 y:Cey/oc
Ty —T

Os problemas 7 ao 156 um test& sua intui@o (a jjintui@o¢ ¢, 8 se obtem depois de alguma
pratica e por iss@ importante analizar estes problemas e as suasdesucEm cada caso tente
adivinhar uma solw#p; faca alguma tentativa e verifigue&eu rao solu@o. Diga se a sol@p
que descobri@ geral ou particular.

% =y (a fung@o cuja derivadé igual a si pbpria)
dy

8. % =q?
dx Y

dy

9. =2 =1
d$+y

(derivada igual ao quadrado da f@ag

d
10. Y y=e
dx

d? ~ . S
11. chZ =1 (funcdo cuja segunda derivaédgual a 1)

Verifique que a fungo dada solu@o do problema de valor inicial
12. " + 3y + 2y =0, y(0)=0 ¢'(0)=1 y(z) =% —e 2
13. ¢ + 4y =0, y(0)=1 4'(0)=0 y(x) = cos 2z

Determine se o teorema de Picard implica a éxista de uma sol@p Gnica dos seguintes prob-
lemas de valor inicial, numa vizinhanca do valor inictalado.

4.y —y=1 y(0) =3
15. ¢y = 23 — ¢ y(0)=0

16. y = —g y(1) =0
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17. O problema de valor inicia)’ = 2,/y, y(0) = 0, tem um r@imero infinito de soluges no
intervalo[0, co).

(@) Demonstre qug(x) = 22 & uma solugo.
(b) Demonstre que se & um paametro positivo, a seguinte familia de fidres (ver figura)
sa0 tamiém solu@es
] 0 0<x<e
Y (r—c)? c<u
Porque @o pode set negativo?
(c) Interprete estes resultados em rétaeao teorema de Picard.

y=(x-0)

A2
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Capitulo 2

Equacoes diferenciais de primeira
ordem

Existem alguns tipos de equis ordidrias de primeira ordem que podem ser resolvidas ana-
litcamente. Comecemos por estudar o caso mais simples dagegqudiferenciais de primeira

ordem: Equafes da forma

dy
Fr (z) (2.1)

resolvem-se facilmente, usando o teorema fundamentaildolo integral

y(x) = /f(:):) dez +c (2.2)

em quec € uma constante arbitria que sex determinada segundo a cor@ignicial do problema.

2.1 Equa@es de varaveis sepaaveis

dy_ 1) 23

dz — g(y)

para resolver este tipo de eqaagprimeiro observemos que a primitiva da faog(y) pode ser
calculada da seguinte forma

d
/g(y) dy = /g(y(w))dy dz (2.4)
x
a equago diferencial pode ser escrita como
dy
g(y)a = f(z) (2.5)

a primitiva em ordem a do lado esquerdé iguala primitiva em ordem & de g(y) como
acabamos de ver

/g(y) dy = /f(w) dz + ¢ (2.6)

As equades do tipo

dy
= = flaz + by + ¢) (2.7)
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ondea e b A0 constantes,an K0 equages de vadveis sepaveis, mas podem ser reduzidas a
elas por meio da seguinte substifiog
dv dy

v=ar+by+c = — =a+b

2.8
dx dx (2.8)

2.2 Equages lineares

Lt ple)y = f2) (29)

Para resolver este tipo de eqagpodemos tentar transforma-la na forma simples do caso 1 acima.
No caso particular em que a fulap € uma constante, o lado esquerdo e semelhaatseguinte

derivada
dy axr ax(,,/
7dx(ye ) = e (y +ay) (2.10)

consequentemente, podemos multiplicar os dois lados dad@udderencial poexp(ax) e obter-
mos

Lie) = e f) (2.11)
ye' = /e‘”‘f(a:)dx—l—c

No caso geral em que depende de:, usamos a primitiva de(x) em vez deax e o factor
integrante pelo qual deveremos multiplicar a eqéaé

pu(x) = exp !/p(:z:) dz (2.12)
multiplicando os dois lados da eq@acdiferencial poy:. obttem-se
d
@) = ul@)f(z) (2.13)

= / (@) f(z) de + ¢

Exemplo 2.1

Encontre a solugo da equago diferencial
dy y
—= = 2) =1
dr 93 -2z y(2)

A equa@o rioé de varaveis sepaveis, nem linear, mas se invertermos a egaagptemos

d 32
& _y e (2.14)
dy y

a qualé uma equdip linear; escrita na forma paar
d 2
& = > (2.15)
dy y
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[ = exp </ 5@) =2 (2.16)

multiplicando os dois lados da eq@acpor;, obtemos

vemos que o factor integranke

d o 4
= 2.17
m (y'z) =y (2.17)
Y
— Y’z = 5 +C (2.18)
Para calcular o valor da constante de integoagubstituimos a condig inicial
1 9
2=4C = C=: (2.19)
5 5
e a solugo (em forma imptita) &
5c=1y"+9 N (2.20)

2.3 Equa@es exactas

. Qualquer equdp de primeira ordem pode ser escrita em forma diferencial:
M(z,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.21)
esta forma semelhanta expresdo da diferencial de uma fuag de duas vaaveis
dF(z,y) = —dor+ —dy (2.22)
T Yy
Esta equaio sugere-nos admitir que existe uma fmE'(x, y) cujas derivadas parciaidsiguais
aM(xz,y) e N(x,y); no entanto a segunda derivada parciaFuseria

PE oM _oN

= 2.2
a2 Y oy Ox (2.23)

Assim, para que a conjectura da e&istia da fungo F'(z, y) seja consistent& necesario que as
funcbesM e N verifiguem a seguinte condig

o 220
nesse caso diz-se que a edqamgexactae pode ser escrita como
dF(z,y) =0 (2.25)
sendo a solup geral
F(z,y)=c (2.26)

A fungao F' calcula-se encontrando a fulig; cujas derivadas parciais sejam iguail/ &z, y) e
N(z,y).
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Exemplo 2.2
Resolva a seguinte equatg | , 1
&L m 2.27)
A equa@o pode ser escrita da seguinte forma diferencial
(4y —x)dy — (92> +y —1)dz =0 (2.28)
e verifica-se facilmente queuma equaip exacta:
233(43/—9;) :—1:gy(—9 Zoy+1) (2.29)
existe uma fungo F'(x, y) tal que
g:ély—x — F =2 —xy+ f(x) (2.30)
dF 9 3
52—91‘ —y+1 = F=-32"—zy+z+gy) (2.31)
comparando os dois resultados pAraemos que
f(z) = z—323 (2.32)
9y) = 2¢° (2.33)
e afun@o F'(z,y) € (para &m de uma constante quaae importante &)
F(z,y) =2y> =323 —ay +z (2.34)
a solu@o geral da equag diferenciak F' igual a uma constante
202 — 323 —zy+ax=c | (2.35)

2.3.1 Equa@es homogneas

Uma equago de primeira ordem diz-se hon@tea se tiver a seguinte forma geral

dy (v
o= f(x) (2.36)

para resolver este tipo de eq@aqisa-se a substit@ig

d d
v="2 == —y:v+$—v (2.37)
T dx dx
a qual torna a equag numa equa@p de varveis separveis. Para reconhecer facilmente se
uma fun@o racionak da formaf(y/x) observam-se os expoentes de cada termo no numerador
e denominador (soma do expoenteadmais 0 expoente dg) os quais dev@o ser iguais. Por

exemplo das duas fuies seguintes a primeira tem a forifig/x) mas a segund&ao

xy2—:z3 Ty +y

Y2 24z

(2.38)
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Existem outras equaes que podem ser reduzidas a egdeachomogneas. Um exempldpico é

a equago

d b

l/:f<a$+y+c) (2.39)
dx pr+qy+r

ondea, be, p, g € r SA0 constantes dadas. Se as constantes fossem nulas, a equag seria

homogenea; definimos um novo sistema de coordenédas) para substituizx, y), de forma a

obter

ax +by+c = au+bv (2.40)
pr4+qy+r = pu-+qu (2.41)
ou de forma equivalente
alx —u)+bly—v) = —c (2.42)
plx—u)+qly—v) = —r (2.43)
a solu@o deste sistema de eqbasg lineares pode ser obtido por meio da regra de Cramer
’ —c b ‘ a —c
a:uarbq‘ y—v:% (2.44)
P g P q

como os lados direitos das eqbag 2.4P ¢ 2.43&® constantes, taréin temos quelz = du,
dy = dv e a equago diferencial converte-se numa eqaafomognea

dv au + bv
ek 2.45
du / <pu + qv) ( )
Exemplo 2.3
Resolva o problema de valor inicial
d -3
_rty y(3) =1 (2.46)

de z—y—1
Esta equaio pode ser reduzida a uma eqaahomognea, mudando as vaveeis (z,y) para
(u,v) definidas por

w

r+y—3 = u+w (x—u)+(y—v) =
r—y—1 = u—v — (x—u)—(y—v) = 1 (2.47)
usando a regra de Cramer temos
3 1
1 -1
r—u = ———F =2 (2.48)
1 1
1 -1
1 3
= Ll =1 (2.49)
y—v = 1 - .
1 -1
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r=u+2 = dr=du (2.50)
com estas substitudes, a equap diferencial torna-se uma eqa@aachomognea

@_u—l—v
du  wu—vw

(2.52)

e para a reduzir a equiag de varaveis sepaveis definimos uma nova varviel dependente

=2 = @:z—{—% (2.53)
U du du

substituindo na equag diferencial

dz 1+z
g 2.54
st du 1—2 ( )
dz 1 /1+2z ) = 22 4+1
du  u \1-2z Cou(l—2)
esta equap de vamveis sepaveis pode ser integrada
1—2 du
—dz = — 2.55
/ 22+1 ‘ U te ( )
1
arctg(z) — 5 In <1 + 22> = lnu+c

para calcular o valor da constamrteremos que a cond inicialy(3) = 1 implicau = 2, v =0
ez=0

In1 1
arctg 0 — % =In2+c¢ = arctg z — 3 In(1+ 2?) =Inu (2.56)

e a solugo em fun@o dex ey &
—1 1
arctg CAh I WY
T —2 2

2.4 Equaco de Bernoulli

1+(y_1)2] —In(z—2) W (2.57)

T — 2

Um tipo de equago diferencial que pode ser reduzida a egodnear.é a chamadaquago de
Bernoulli, definida como

s pal = flaly (258)

onden & um rumero racional, diferente de O e de 1. A subst#oic

n, /!

v=y = v'=(1-n)y ™"y (2.59)

transforma a equagp de Bernoulli numa equag linear.



2.5 Equaéo de Riccati 13

2.5 Equago de Riccati

Outra equag@o reduitvel a equago linearé a equago de Riccati:
dy
o

ondea(z), b(z) e c(x) sao tés fun@es que dependem de Se conhecermos uma sclgpar-

ticular da equago, por exemplg;, a seguinte mudanca de \arel transformar a equago em
equago linear

a(x) +b(z)y + c(x)y (2.60)

1 dy  din 1 dv
= — — =" - —=— 2.61
y=ut v - dz dez v? do ( )
Exemplo 2.4
Encontre a solu@io geral da seguinte equag sabendo qug; () & solu@o particular

Y ="y —y+e” yi(x) = —e “cotx (2.62)

Trata-se de uma equiag de Riccati e para a resolver usamos a seguinte sul@tituic

,U/

1
y=nt. = Y=vi-3 (2.63)
€ conveniente @ substituiry; pela fun@o dada, § que o facto desta ser schw;da equeio
simplifica’ os resultados. Substituindo na edi@de Riccati obtemos
v 1 1
Yy ——5 = ex<y%+2y1+2>—y1—+e_x (2.64)
v v v v
V(Y — ey by — e = O 4 (2pe” —1)v+ e”
comoy; é solu@o, o termo nos pantesis no lado esqueréaero e oliim-se a seguinte equat
linear parav(z)

v — (2cotz + 1)v=—¢" (2.65)
o factor integrante desta eq@aclinearé
u(x) = exp /(—1 —2cotx)dr =exp|—x — 2In(sinz)| = .e; (2.66)
sin” x

multiplicando os dois lados da eq@aclinear poru e seguindo 0s passos explicados na&ecg
sobre equdies lineares
' — (2cotx + 1) pv = — csc’ x (2.67)

2
— = —cscC
g (uv) x
uv =cotx +c

v = e“sin® z(cot x + ¢) = e*sinx(cosz + csinx)

1 e ¥ 1
Y=y + - = - —COSL—F—

v sin cosT +csinx
_pSinz —ccosz

y=-¢€ -
coSx + csinx

a solu@o geral est constitida por estailltima fanilia de fun@es, junto com a sol@p particular
y. A
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2.6 Problemas

Resolva as seguintes eqbag diferenciais ordarias (todas@&o de varveis sepaveis, exactas,
lineares ou redineis a elas)

10.

11.

12.

13.

14.

@cos _ _lsiny (1)—z
YT T A
dy
2 ty=1+1 1)=2
g Ty=tt y(1)
d
.d—z:cos(x+2y) z(0)=0
dy  y* -2ty
dt g2
dy T4y
_— = — 2:
dz T+ 2y y(2) =3
(2y + € cosy)y = —€"siny

d
C14+3t—2y— (4t —3y—6)-2 =0

dt
dy z+4+4y+5
Y _ Yy =1
dr z-—-2y—1
dy 22-1
e - 1) =1
der  y2+1 y(=1)
dy 3
I + 2ty = 2t°\/y y(0) =25
@_mB—Qy
de x
dy_ oz
dz 22y 4¢3
dy  z(2y+1)
de  y—a?
dy _y-a?
de 32 —=z

Resolva as seguintes eqbag de Riccatti, sabendo que-= y; (x) € uma solugo particular:

15.

16.

dy vy 9 1 1
WtV T n@) =y
dy  2cos?x —sin®x + 92 .
dz 2cosx (@) = sine




Capitulo 3

Aplicacoes das equages diferenciais de
primeira ordem

3.1 Crescimento demogafico

A taxa de aumento de uma popludag a soma das taxas de natalidaded migra@o (), menos
a taxa de mortalidaden()
a=n+g—m (3.1)

O aumento da populag num instante dadmigual ao produto da populg nesse instante vezes
a taxa de aumento da popuiag se a popul@&p no instante for representada pela fuagP(t), o
aumento da popul@p sea tamiem iguala derivada de?

dP
—aP 2
ks (3.2)

Para poder resolver esta eqaaé preciso conhecer a depé&mdia dex com o tempo. Veremos
dois casos simples
3.1.1 Modelo de Malthus

Se a taxa de aumento da pop@dlagu) for constante a equag diferencial anterior saruma
equago de varweis sepaveis

P
d? = /adt+C (3.3)
P = Pye*

OndeP, é a populago emt = 0. Este modelo pode ser uma boa aproxi&mem certo intervalo,
mas tem o inconveniente que a pop@acresce sim limite.
3.1.2 Modelo logstico

Considera-se uma taxa de mortalidade que aumenta directamente prop@agopalago, com
taxas de natalidade e migéagzconstantes. A taxa de aumento da pofadécassim

b— kP (3.4)
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comb e k constantes. A equag diferencial obtid& uma equaio de Bernoulli

dP
—— =bP — kP? 35
i (3.5)
Neste modelo a populag rao cresce indiscriminadamente, pois a medidafgaementa, a taxa
de aumento diminui chegando eventualmente a ser nula e nesse mdhp@Eroanece constante.

Por meio da substitidpu = 1/P obttm-se uma equag linear

du
Frie —bu + k (3.6)

Que pode ser resolvida multiplicando os dois lados pelo factor integraptét)

4 (u ebt> = k:/ tdt + C (3.7)
dx

1k bt

F = b + Ce

A populago aproxima-se assimptoticamente do valor lirhjte.

3.2 Decaimento radioactivo

Numa subsincia radioactiva, cadgtomo tem uma certa probabilidade, por unidade de tempo de
se transformar nuratomo mais leve emitindo radiag nuclear no processo. peepresenta essa
probabilidade, o tmero nédio deatomos que se transmutam, por unidade de te@pd], em
gueN é o rumero deatomos existentes em cada instante.Utaro deatomos transmutados por
unidade de tempé tami&m igual a menos a derivada temporal da oWy

dN
— — _pN 3.8
T D (3.8)

A massa dos correspondent&®mos,z, & directamente proporcional /s e assim obtemos a
seguinte equap diferencial

dx
= 3.9
il (3.9)
ondep € uma constante, designadacd@stante de decaimentoA solugo geral desta equagé
uma fun@o que diminui exponencialmenté&atero

r=Ce " (3.10)
e a solu@ounica para a condip inicialz = x( no instante iniciaé (figurg 3.1L)

r=mzge P (3.11)

A meia-vidada subsincia define-se como o tempo neéaspara a massa diminuiréa50% do
valor inicial; a partir da solup obtida temos

05=e? t=—Z (3.12)
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1p t
Figura 3.1: Decaimento exponencial de uma séstia radioactiva.

Quanto maior for a constante de decaimantmais apido diminuid a massa da suBsicia (ver
figura[3.1).

Uma subsincia radioactiva presente em todos os organismos @vosarbono 14 que decai
transformando-se em azoto, com uma meia-vida de aproximadamente 5580 anos.G@ocdeate
C14 em relag@o aoC;» de qualquer organismo viv® o mesmo. A re&oé a seguinte: no fim da
cadeia alimentar dos seres vivosaesbs organismos que absorvem o carbono directamente da
atmosfera e portanto a rebgC;4/C12 NOS seres vivog a mesma que na atmosfera. Na atmos-
fera esta relddp & esvel la muitos anos; os organismos mortos, em processo de decoaposic
perdemCy4 como resultado do decaimento radioactivoa® o regeneram atras da dieta. O
azoto que a atmosfera ganha dos organismos em deco@pésitansformado novamente em
C14 pelos raios 6smicos, nas camadas superiores. Uma compardg contaddo de carbono 14

de um organismo morto, por exemplo madeira obtida de amare, com o confedo existente

num organismo vivo da mesma ésje, permite determinar a data m@rtedo organismo, com
uma boa precéo quando o tempo envolvido for da ordem de grandeza da meia-vida do carbono
14.

3.3 Trajectorias ortogonais

Uma equago da forma
flz,y)=c (3.13)

ondec & uma constante, define uma fidiende curvas. As trajebtias ortogonaisao outra farilia

de curvas que intersectam a primeira fl@nem forma ortogonal: em cada ponto de uma das
curvas da primeira faftia passa uma curva da segundaif&anformando unéingulo de 90.

Para encontrar a fdtia de trajecbrias ortogonaias curvag (z,y) = ¢, comegamos por encontrar
uma equago diferencial cuja sol@p geral sejg (z,y) = ¢; essa equap encontra-se derivando
implicitamente a equé&p anterior

of
of  0f dy dy oz
9 T — Oz 14
Ox + Oy dx 0 - dz of (3.14)

dy
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A derivada dy/ dz representa em cada ponto o declive da curva que passa por esse ponto. O
declive da curva ortogonal seo inverso, com sinal trocado

of
dy 9y
— =% 3.15
Oz
a solu@o geral desta equagé a fanilia de trajecbrias ortogonais.
Exemplo 3.1
Encontre as trajedtrias ortogonais da fafilia de drculos com centro na origem.
A equa@o dos @rculos com centro na origein
22 +y? =2 (3.16)

onde o paiimetroc pode ter qualquer valor positivo a eqéaagiferencial cuja sol#p gerak essa
familia de drculos obém-se por derivaip impicita

22 +2yy' =0 = dy = _de (3.17)
dz dy
e a equago diferencial das trajeftias ortogonaig
dy _y (3.18)
der =
A solugdo desta equa de variveis sepaveisé
Yy =ax (3.19)

gue corresponde a uma fdia de rectas que passam pela origem; a constante de irdegrac
declive das rectas. A figufa 3.2 mostra a fsde curvas e as trajeuias ortogonaifll.

Figura 3.2: Fanilia de drculos com centro na origem e trajégas ortogonais.
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3.4 Problemas de aquecimento e arrefecimento

Outra aplicago das equdgs diferenciais de primeira ordericsos problemas de aguecimento

e arrefecimento. Entre dois corpos em contacto existe trémsfier de calor por condag, do
corpo mais quente para o mais frio. Se a temperatura do objecto em qualquer iagtante a
temperatura do meio ambieréé/ (¢), o aumento da temperatura do objecto em qualquer instante
sei directamente proporcionaldiferenca de temperatura com o meio ambiente

ar
g = kM =) (3.20)

ondek & uma constante de cond@a;€rmica. Esta equagé uma equap linear que pode ser
facilmente resolvida uma vez conhecida a temperatura do Mgig. O caso mais simples
guando a temperatura do meio ambignt®nstante; nesse caso a eGuéde varaveis sepaveis

T
Md T:/kdt+c — T:M+(T0—M)e_kt (3.21)

ondeT, € a temperatura inicial. A temperatura do objecto aproxima-se assimptoticarternie
peratura do meio.

3.5 Cinética guimica

Consideremos uma redag gumica de primeira ordem na qual um composto A reage dando
origem a outros dois compostos B e C

A—B+C (3.22)

Cada madcula do composto A tem uma determinada probabilidade de reagir por unidade de
tempo. Assim, o amero de mdiculas que reagem por unidade de teramtrectamente propor-
cional ao fimero de mdculas existentes, e a velocidade da raaégdirectamente proporcional

a concentra@o [A] do composto A (admitindo um volume constante). A medida que o composto
reage, a sua concentéagdiminui e a velocidade de red@cctamltem; em qualquer instante a taxa

de diminuigo de [A]é directamente proporcional a [A]

d[A]
Sdt
Este tipo de rea@p designa-se de redadeprimeira ordem. A equa@o anteriore a mesma
eguago obtida para o decaimento radioactigogjie o mecanismo das reéeg de primeira ordem
e do decaimento radioactiva aralogos, a fvel abmico e nuclear.
Consideremos agora uma reaogia qual dois reagentes A e B combinam-se formando um com-
posto C

= —k[A] (3.23)

A+B—C (3.24)

Cada mokcula de A tem uma determinada probabilidade reagir com uma métula de B (por
unidade de tempo); na presengg moléculas do composto B, a probabilidade de reagir que tem
cada mokcula de AécNBE] Assim o rumero nédio de read@es por unidade de temga Ny N,

'E claro que uma meékula tea maior probabilidade de reagir com as éwllas vizinhas do que com outras
moléculas afastadas, mas vamos admitir g@e probabilidade Btdia e permanece constante
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sendoN, e Ny 0 nimero de mdiculas de A e B existentes nesse instante; estetasttem o
aumento do numero de némulas do composto @V, por unidade de tempo:

dN
dt
Em fung@o das concentrées dos compostos A, B e C, a eqaagliferencial obtid&
% =k(a—z)(b—x) (3.26)

ondezx & a concentrap do composto C @ e b as concentrdies iniciais de A e de B. Este tipo de
reac@es §0 desegunda ordem

Exemplo 3.2 (Problema de evaporado)
Uma esfera de naftaleno tem um raio inicial lem e depois de s meses observa-se que o raio
diminuiu a& 0, 5 cm. Calcule quanto tempo tardara esfera em evaporar-se completamente.

O volume da esferadtida que se evapora em cada instantirectamente proporcionakrea da

superfcie
v

— — kA 3.27

& (3.27)
ondeV = 47r3/3 & o volume da esfera, &4 = 47r? a area da sua supéefe. Substituindo na
equago diferencial, obtemos uma eqéacsimples para o raio da esfera

dr
i —k (3.28)

a sua solugo mostra que o raio diminui linearmente e faogo tempo:
r=rg—kt (3.29)

consequentemente, se o raio diminuiu a metade émrtreses, tardaroutros tés meses a em
chegar a ser zer@

3.6 Problemas

1. A analise gimica de uma viga de pinho retirada da tumba dumdf&gipcio mostrou que
o contdéido de carbono 18 55% do existente num pinheiro vivo. Sabendo que a meia-vida
do carbono 14 5580 + 45 anos, calcule a idade da tumba.

2. Segundo d¢-actbookda C.I.A., os dados demdaficos para Portugal em Julho de 1993 foram
0s seguintes: populag = 10 486 140 habitantes, taxa anual de natalidadel1,59 por
mil, taxa anual de mortalidade 9,77 por mil e taxa anual de migrag = 1,8 por mil.
Admitindo que as frs taxas permanecem constantes entre 1993 e 1997, faca uma estimativa
da populaéo de Portugal em Julho de 1997.

3. No problema anterior admita que as taxas de natalidade e ra@safam constanteseado
ano 2000, enquanto a taxa de mortalidadkirectamente proporcionalpopulago (modelo
logistico). Calcule qual seria neste modelo a popadeem Julho do ano 2000 (a constante de
proporcionalidade da taxa de mortalidade calculaas#éiente a partir dos dados iniciais).
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4. A intensidade luminosa num lago ou no mar diminui exponencialmente eradud® pro-
fundidade, como resultado da abswga luz por parte dagua. Se7,6 metros deagua
absorvem 15% da intensidade da luz incidente na sigperé que profundidade seria a luz
do meio dia &o intensa como a luz da lua cheia sobre a Terra? (a luz da lua cheia sobre a
Terraé 300 000 vezes mais fraca que a luz do sol a meio dia).

5. Numa reacgo qumica de segunda ordem dois reagentes A e B combinam-se formando um
composto CA + B — (). Cada madcula de A tem uma probabilidade de reagir com B
(por unidade de tempo) directamente proporcional{anaro de mdiculas de B existentes:
probabilidade= ¢Ng, em quec € uma constante &g 0 nimero de mdculas de B. Assim
o nimero nédio de reades por unidade de tem@a:Na Ng, sendoNa € Ng 0 numero de
moléculas de A e B existentes nesse instante.

(a) Demonstre que em qualquer instante a conceatraglo composto C (em moles por
unidade de volume) verifica a seguinte e@@a¢

dx

— =k(a—2)b—=

o = ka—a)(b-2)
ondea e b sAo as concentrégs iniciais de A e B, no instante= 0 quando a concen-
tracgdo de Ceé zero, & € uma constante (admita o volume constante).

(b) Encontre a sol#ip da equado anterior para a constarite a concentrap .

(c) Quando a concentrag de um dos reagentésmuito maior, por exempla > b, 0
termoa — 2 permanece @ticamente constante e muito perto do valor inicidResolva
a equago diferencial com a dita aproxinaeg.

(d) Resolva a equap diferencial da &heaa no caso particular de concentdas iguais
para os dois reagentas £ b).
6. Encontre as trajedtias ortogonais da familia de elipses® + y? = c.

7. A constante de tempo (inversa da constante de trémsfex €rmicak) de um pedio &
1/k = 1 dia. N&o existem sistemas de aquecimento ou ar condicionado dentréaio.ph
temperatura exterior oscila em forma senoidal entréromo de5°C as 2 horas e 0 &ximo
de25 °C as 14 horas.

(&) Encontre a equag diferencial para a temperatura dentro dedp. (sugesto: use
0 tempot em dias, com origem num dia qualques 8 horas quando a temperatura
externa tem o valor édio)

(b) Encontre a soliip deestado estacioario (valores elevados dg.
(c) Quais s&X0 as temperaturasaxima e ninima dentro do ¥dio?
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Capitulo 4

Equacgoes lineares de ordem 2 e superior

Uma equago diferencial linear de ordemtem a forma geral

ao(m)y(”) + al(:v)y(”_l) +.o ot a1 (@)Y + an(x)y = g(x) (4.1)
ondeq € diferente de zero (séa fosse, tdamos uma equap de ordem. —1). Por simplicidade
estudaremos a equigde ordem 2, mais os resultados obtidoaséacilmente generalizados ao

caso de ordem. Dividindo os dois lados da eque linear de segunda ordem pgy;, obttm-se a
forma padao

Y+ p(2)y + qla)y = f(x) (4.2)

4.1 Existencia e unicidade da solugo

Teorema 2
Se as fun@esp(z), ¢(z) e f(x) sdo contnuas num intervalda, b), existe umdinica solu@o da
equago linear

y' +p@)y +a(@)y = f(z) (4.3)
no intervalo(a, b), que verifica as cond@gs iniciais
yle)=4 (=B (4.4)

para quaisquer imerosA, B e ¢ (c dentro do intervalda, b)).

Em contraste com o teorema de Picard para dipmce primeira ordem, o intervalo onde se
verificam as condiles de exi&ncia e unicidadé exactamente o mesmo intervalo onde a salug
€ \alida; portanto, neste caso as coidgis do teorema de ex@sicia e unicidadea® condifes
suficientes e necessas.

No caso geral de ordem, as condies iniciais s&ro o valor da fungo e das primeiras — 1
derivadas num ponte, e as condiges de exigncia e unicidade s&o a continuidade das+ 1
fungdes que aparecem na forma Falda equap.

4.2 Solu@o geral das equages lineares

Dadas duas soldgs particulares da equezlinear, a diferenca entre elasolu@o da equaio
homognea associada

y' +p@)y +q(z)y =0 (4.5)
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De maneira réeiproca, qualquer soma de uma s@agda equéo linear mais uma solég da
equa@o homognea associada,taml&m solu@o da equdp linear. Assim a sol@p geral pode
ser obtida a partir de umiica solu@o particulary,,, da equago mais a solu#o geral da equao
homogenea associadgy,

Yg = Yp T Uh (4.6)

Para resolver uma equielinear comecamos por resolver a e@aalinear homognea associada
e depois encontramos uma sd@ogarticulary,,.

4.3 Equages lineares homogneas

A forma geral da equdp linear homognea de segunda ordé&m
y" +p(@)y +q(z)y =0 (4.7)
dadas duas soldes particulareg; e y», qualquer combinap linear das duas solbes
1y + c2y (4.8)

é tamtem solu@o. Consequentemente as soleg da equap formam um espaco vectorial. Para
determinar a sol@p geral bastarcom determinar umbasedo espaco vectorial, ou seja um
conjunto com o imero n&ximo possrel de solufes particulares linearmente independentes. A
continua@o veremos como determinar se duas sm8cio linearmente independentes.

4.4 Indepenceéncia linear entre funges

Diz-se que duas fulgsf(z) e g(x) sdo linearmente dependentes se existem duas constantes
e C (pelo menos uma de elas diferente de zero) tal que

Cif+Ceg=0 (4.9)
para qualquer valor de. A derivada da expre@s anteriog
Cif'+Cog =0 (4.10)
Para cada valor de, as duadiltimas equa@es §0 um sistema linear. O determinante do sistema
é
fyg
W[f, g] = f/ g/
e designa-s@/ronskiano das funfesf eg. Se o Wronskiano for diferente de zero num intervalo,
as duas constantes dernulas e as ful@gs linearmente independentes no intervalo. Realmente
tamkem existem casos em que as faes §o linearmente independentes e o Wronskiamuilo
em alguns pontos isolados, mas esses caosparecem no estudo das soks; das equées
lineares, como veremos na seguinte &ecg

(4.11)
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4.5 Solu@o geral das equages lineares homogneas

Teorema 3
Sey; eys SA0 duas soluges particulares da equag linear homognea

y' +p(x)y +q(z)y =0 (4.12)

num intervalo(a, b), € se num ponta, dentro do intervalo o Wronskiano das duas sdlegé
diferente de zero, edb o Wronskiano sérdiferente de zero em qualquer outro ponto no intervalo
(a,b) e as soludes sed#io linearmente independentes no intervalo.

Uma combinago linear das duas soldgsé tamleém solu@o; as condi@es iniciais para essa
solu@o sedo

Ciyi(c) + Coya(c) = A (4.13)
Ciyy(c) + Coylh(c) = B (4.14)

para quaisquer valores iniciaise B existe sempre sol@p tnicaC; e Cs, ja que o determinante
deste sistema lined exactamente o Wronskiano das duas €maco quak diferente de zero.
Qualquer solugo particular pode ser obtida a partir de uma comi@iodipear das duas soldes

ye = Cry1 + Coyo (4.15)

sendo esta a solag geral.

4.6 Meétodo de d’Alembert

O método de d’Alembert permite transformar uma e@uadiferencial linear de ordem numa
outra equago linear de ordem — 1, a partir de uma sol@p particular conhecida. No caso das
equages lineares homégeas de segunda ordem, estdado permite calcular a solag geral a
partir de uma sollip particular. Sg; & solu@o particular da equag linear homognea

y' +p@)y +q(z)y =0 (4.16)

a substituigo
y=vyn (4.17)
conduz a uma equag de primeira ordem para a fug’
/ 2 /
| (4.18)
dx Y1

considerando como vael independente a fuagv’, estaé uma equalp linear de primeira or-
dem, que pode ser resolvida usando@ado introduzido no Cafulo[2 para obter’. A primitiva
dev’ da a fun@ow, que multiplicada pog; conduza solu@o geral da equég[4.16.

Exemplo 4.1
Sabendo que; & solu@o da equago diferencial dada, encontre a sobuggeral

(22 +1)y" — 22/ +2y =0 yi(z) =2 (4.19)
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A solugao geral encontra-se usando étodo de D’Alembert

y = vy (4.20)

(x2 + 1) (vy] + 20"y] +0"y1) — 22 (vy) + v'y1) + 201
(;r2 + 1) 20"y} +0"y1) — 220"y =
z(z? + 1" + 20" =

Estalltima equago pode ser considerada uma e@mde primeira ordem em que a \@ael
dependenté v’. Separando as vaneis e integrando obin-se

dv’ dz
W_ 5 ¢
v’ / z(z? +1) +

x?—1

U, = Cl CQCL‘

+
1)201(37—1)—‘1-02
e

y=0Ci(x—1)+ Cox [ ]

4.7 Equages lineares homogneas de coeficientes constantes
A equa@o
v +by +cy=0 (4.21)

ondeb e ¢ sAo duas constantegs,uma equdo linear homognea de coeficientes constantes. A
solu@o deste tipo de equag sed uma fun@o que seja linearmente dependente das sua primeira
e segunda derivadasi flue a equd@p[4.2] conb e ¢ ndo nulos indica que asés fun@es &o
linearmente dependentes. Uma faaguja derivadado é linearmente independente deésa
funcao exponencial; consequentemente esperamos que exista algunda galtticular da forma

= e'® (4.22)
onder € uma constante. Para que essadorgeja soluio sea preciso que
' +by +ecy=rlerz+bre’™ +ce=0 (4.23)
como a exponencial nunésigual a zero
r4+br4+c=0 (4.24)
Este polibomio designa-s@olinbmio caracteristico. As duas rizes podem ser reais ou com-
plexas e teremos 3 casos:
4.7.1 Razes reais diferentes

Por cada uma das duadz@s obtemos uma solag particular.E facil demonstrar que o Wron-
skiano das duas sol@es correspondentésfo-nulo e portanto a sol&g geral sex

Yye = Cre"" 4 Cre™ (4.25)
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4.7.2 Razes reais iguais

Se os coeficientes do potimio caractdstico verificarem a relé&p
b —4c=0 (4.26)

existe umalinica raiz real = —b/2. A Unica solu@o exponencia
y1=e" (4.27)

multiplicada por qualquer constante aréita. Para encontrar a sohggeral usa-se o@wodo de
d’Alembert

y = vy1 V" = (=2r — b}’ (4.28)
como a raiz da equag@ caractésticaé »r = —b/2, obtemos uma equag simples que permite
calculary’

v =0 = v=_Cp+ Cox (4.29)
A solucao gerake
yg = (C1 + Cox)e™ (4.30)

4.7.3 Rdzes complexas

Neste caso uma dasizasér = a + ib (a € b reais) e a outré& o complexo conjugado. A solag
obtidaé uma fungo complexa

2= ela+ if)z = T eifx e[ cos(Bz) + isin(Bz)] (4.31)
E facil mostrar que sg & solu@o, as suas partes real e imagia tamtém o $0. Temos assim

duas soluges reais (parte real e imagima dez) que 0 linearmente independentes e a satug
geral sed

yg = C1 e cos(fBx) + Coy e sin(fx) (4.32)
Exemplo 4.2
Encontre a solu@o geral de
Y +2y +8y =0 (4.33)
O polinbmio caractdsticoé
r?4+2r+8=0 (4.34)
Com duas rezes complexas
r=—14+iV7 rp=-1-1iV7 (4.35)

A solucao gerake
y=-e"[C sin(V7z) + Cgcos(\ﬁ:c)] | (4.36)
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4.8 Equag@o de Euler

Uma outra equdip linear homognea que pode ser facilmente resohéda chamada equag de
Euler

az®y" +bxy +cy =0 (4.37)

Neste caso a sol@g sea alguma fungo cuja primeira derivada multiplicada pere segunda
derivada multiplicada pot ao quadrado sejam linearmente dependentes dadwriginal. Uma
funcao que tem esta propriedaée fun@o

y=uzx" (4.38)

em quer & qualquer constante real.
Por substituigo na equéado diferencial obtemos

ar(r—1)a" +bra” +cx" =0 (4.39)
esta relago devea ser alida em todos 0s pontos onglé& solu@o e portanto
ar(r—1)+br+c¢=0 (4.40)

Esteé o polirbmio caractéstico e cada raiz dela conduz a uma satuparticular. Consideremos
0s 3 casos:
4.8.1 Razes reais diferentes

Obtem-se duas soldes particulares. Pode-se mostrar que o Wronskiano das duaSesotag-
respondentes rao-nulo e portanto a sol&g gerak;

yg = C12"™ + Caa™ (4.41)

4.8.2 Razes reais iguais

A Unica raiz do polibmio caractdsticoé
a—>b

r= (4.42)
2a
e alnica solu@o particular obtid&
y1=2a" (4.43)
A solucao geral okitm-se por meio do &todo de d’Alembert
2 b
T ax
substituindo o valor da raizequao[4.42) obtemos a seguinte eqiacle varveis sepaveis
d / /
v (4.45)
dzx T
separando vaaveis e integrando encontramos a fang’
C
v="2  v=Ciln|z|+Cs (4.46)
xr

A solugao geral da equag de Eulee
Yg = (CiIn|z| + Co)a" (4.47)
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4.8.3 Razes complexas

Uma das rezesér = « + i3 e a correspondente solmé complexa. As partes real e imagiia
dessa sollip sedo solu@es reais. Para separar a parte real e indiginrusamos o seguinte
método

g(otiB) —— g gnlz?| = gogifnlzl _ ga [cos(B1n |z| + isin(f1n|z]|)] (4.48)

A solugdo gerak a uma combindp linear das partes real e imagiias (as quaiss® linearmente
independentes)

yg = 2 [C1 cos(B1n |z| + Cosin(f1n |z|)] (4.49)
4.9 Problemas

1. Forma normal. Demonstre que a substitéigy(z) = u(x)F(x), onde

Fz) = exp <—; / p(@) dm)

transforma qualquer equag linear homognea de segunda ordem

v +p(z)y +q(x)y =0

na chamad&rma normal
" +g(x)u=0

Reducdo da ordem Mostre que a furioy; (z) € solu@o da equédp diferencial e determine a
solucao geral

2.y”+2fy/+y:0 ylzsinm
x X
ozy' =2+ 1)y +4y=0 Yy = e
4. (22 + 1)y — 22y +2y=0 ==z
Resolva os seguintes problemas de valores iniciais
5. 9" +3y +2y=0 y(0)=1, % (0)=0
6.y —a’y=0 y(0)=1, ¢ (0)=0
7.y — 4y +13y =0 y(0) =0, (0)=1
8. 16y" — 8y +y =0 y(1) =0, y'(1)= e
9. 2%y — 22/ +2y =0 y(2)=1, y(2)=2
10. 22y + 3xy’ + 5y =0 y(1)=0, ¥ (1)=2
11 (z— D)% —4(x - 1)y +4y =0 y(0) =0, (0)=-3
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Resolva os seguintes problemas de camebdronteira
12. y" — 16y =0 y(0) =3, y(1/4) =3e
13. 9" +y =0 y(0)=1, y(r)=0
Encontre a solWp geral das seguintes eqdas
14. 4" —3y" + 2y =0

15. 23" — 22%y" —xy’ + 9y =0



Capitulo 5

Equacoes lineares, Ao-homogneas

No captulo anterior vimos que a solag geral (equaip[4.6) de uma equag linear pode ser
obtida como a soma da sohm geral da equap homognea correspondente, mais uma satuc
particular da equap riio-homognea. Vimos tamdim como calcular a solag de equdies lin-
eares homagneas de coeficientes constantes e de Euler. Nestaloagremos sois agtodos para
calcular uma solwo particular da equag rao-homognea.

5.1 Metodo dos coeficientes indeterminados
Consideremos as equas diferenciais lineares de coeficientes constantes
y' + by + ey = f(x) (5.1)

Para algumas fulbgsf (x) & facil descobrir uma sol@p particular da equag; vamos considerar
alguns casos e depois generalizaremo£todo.

5.1.1 Fun@es exponenciais

Por exemplo a equag
Y+ 3y + 2y =2e* (5.2)

Como as derivadas da fuiug exponencial@ nltiplos da pbpria fun@o, esperamos que existam
solug@es particulares da forma
y=Ae (5.3)

ondeA & um coeficiente a ser determinado. As derivadas dafusp
y =345y =9AH (5.4)
e substituindo na equag diferencial
Y+ 3y 42y = 204> (5.5)

e para que a furdp seja solu@o da equedp, A devea ser igual &,1.
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5.1.2 Polirbmios
Consideremos agora uma eqaa@m que o lado direite um poliromio
Y — 4y + 2y = 222 (5.6)

O lado direitoé um poliromio de segundo grau. $efosse igual a2, obinhamos o lado direito
a partir do term®y no lado esquerdo; mas as derivadas-tida@o um termo dependente dee
uma constante; para anular esses termos gaeyparecem no lado direito, inalobos 0s mesmos
na fun@oy, multiplicados por coeficientes que derlogo determinados

y = A+ Bz + C2? (5.7)
e substituindo na equag diferencial
y' — 4y’ +2y=2C - 4B+ 2A+ (2B — 8C)z + 2Cx (5.8)

para que estéltimo polinbmio seja igual &2 (para qualquer valor de) & necesaio que 0s
coeficientes d, B e C verifiquem as seguintes equias

20 = 2 (5.9)
2B—-8C = 0 (5.10)
2A—4B+2C = 0 (5.11)

e a solu@o deste sistemaads coeficientes que definem a saloiparticular

Yp = 7+ 4z + 2 (5.12)

5.1.3 Funges seno ou co-seno

Por exemplo a equag
y" — 3y + 2y = 10sin(2z) (5.13)

O termo2y conduziria ao lado direito, 3e= 5 cos(2x); mas como as derivadas do co-sefo 6
seno e 0 co-seno, admitimos a seguinte forma para ag&mlug

y = Acos(2z) + Bsin(2z) (5.14)
substituindo na equag diferencial obtemos
y" — 3y + 2y = (—4A — 6B + 2A) cos(2z) + (—4B + 6 A + 2B) sin(2z) (5.15)

como o seno e o co-senaasfun@es linearmente independentes, édtina combinago linear
delas 6 podeé ser igual d0sen(2x) se

—4A—6B+24 = 0 (5.16)
—4B+6A+2B = 10 (5.17)

A solugao deste sistem@A = —0,5, B = 1,5 e a solu@o particulaé

y = —0,5cos(2x) + 1,5sin(2x) (5.18)
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5.1.4 Excluindo solu@es da equago homognea

Nos tés exemplos anteriores, a s@ogrocurada foi uma combirég linear de algumas fuies
linearmente independentes com tantos coeficientes indeterminados quarias fungrer. Com-
parando os coeficientes de cada famencontra-se uma eq@aclinear por cada coeficiente. No
entanto, se alguma das fes independentes fosse ta@mbsolu@o da equapo homognea cor-
respondente, a equig obtida Ao teé solu@o, como podemas ver no seguinte exemplo

y' =3y —dy=-e" (5.19)
usando o ratodo do primeiro exemplo

T

y=Ae " = ' -3y -dy=(A+34—-44)e " =0 (5.20)
a solu@o particular neste caso tem a forma
y=Axe ™ (5.21)

ondeA pode ser determinado por substifiigna equadp, ja que neste caso a fulag anterior Ao
€ solu@o da equdo homognea (se fosse, famos multiplicado mais uma vez pey.

5.1.5 Produtos de polibmios, exponenciais e Seno ou Co-seno

O método de coeficientes indeterminados pode ser usadctargbando o lado direito for um
produto dos &s primeiros casos; por exemplo a eu@a¢

Y — 6y + 9y = (2 + ) &3 cos(2x) (5.22)
A solugao particular tem a forma
y = (A + Bz) e cos(2x) 4 (C + Dz) €3 sin(2z) (5.23)
mas se o lado direito fosse, por exemplo
y' —6y +9y=(2+2)e3x (5.24)
nesse caso a solag teria a forma
y = (Az® 4+ Ba®)e®® + (Cx? + Da?)e3® (5.25)
Foi preciso multiplicar os dois polimios duas vezes parja que as funies
3 z e (5.26)

sa0 solufes da equam homognea correspondente.

O método dos coeficientes indeterminaédsil no caso de equées de coeficientes constantes ou
equades de Euler e quando o lado direito tenha a forma geral de alguma daesuwopnsideradas
acima. Para outros tipos de eqbas lineares sapreciso usar outrosétodos como, por exemplo,
0 método de varig@o de paiimetros que veremos numa sae@osterior.
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Exemplo 5.1
Encontre a solugo do seguinte problema de valores iniciais

y" + 4y + 4y = cos(2x) y(r)=0  ¢(m)=1 (5.27)

O polinbmio caractdsticoé
rP4dr4+4=(r+272=0 (5.28)

existe umainica raiz, repetida, de maneira que a satugeral da equap homo@neaé
yh=Cre 2 4 Chre 2@ (5.29)
uma solu@o particular da equag rao homog@nea tet a forma
yp = Acos(2x) + Bsin(2x) (5.30)

derivando e substituindo na eq@agiferencialg posével calcular os coeficientes indeterminados
AeB
—8Asin(2x) + 8B cos(2z) = cos(2z) (5.31)

O que implicad = 0 e B = 1/8. A solu@o geraké

y = (Cy + Cox)e ™ + ésin(%‘) (5.32)
a sua derivadé
y = (=201 + Co — 2Coz) e 2% + icos(%:) (5.33)
As condi@es iniciais dadass®
y(r) = (C1+7Cy)e ™ =0 (5.34)
Y (1) = (201 +Cy—2wCy)e ™ + i =1 (5.35)

multiplicando as duas equaes pofexp(27), obm-se o seguinte sistema de ediex;lineares

1 T C 0
oSG ] e 539

e a solu@o do problema de valor iniciél

y— % (2 — m) 2T=2) 4 %Sin@x) n (5.37)

5.2 Principio de sobreposigao

As solu@es de uma equag diferencial Ao-homo@nea Ao constituem um sub-espaco vectorial,
pois uma combinap linear de duas sol@es Ao & necessariamente soliccda equap. No
entanto existe uma propriedade de linearidade importante, chamada principio de soioeposic
Consideremos, por exemplo, a eqaagle segunda ordem

y" +p(x)y + q(a)y = f(z) (5.38)
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com uma solugoy, e a equago
y" +p(e)y + q(x)y = g(x) (5.39)
com outra solugoys,. E facil conferir que para quaisquer constanies B
Ay1 + By (5.40)

E solugo da equéip
y" +p(x)y +q(x)y = Af(x) + Bg(z) (5.41)

Para apreciar a utilidade deste principio na resmuge equdies diferenciais consideremos o
seguinte exemplo
v+ + 2y =5z +3e” (5.42)

afun@oy = = + A é solu@o de:
V' 4y +2y=14+2z+A) =20 +A+1 (5.43)
portanto,y = = — 1 & solu@o da equao com lado direito igual 2. Para a exponencial temos
y=¢" = y'+y+2y=4¢" (5.44)

o lado direito da equap inicialé
5(12x) = 3(4e")

5.45
5t (5.45)
e aplicando o priripio de sobrepos#p uma solugo sea

5 3

—(x—1)+ =¢€" 4

5 (x—1)+ 1© (5.46)

5.3 Meétodo de varia@o de paametros

Este nétodoé valido para qualquer equag linear, e Bo apenas para equss com coeficientes
constantes. No entanéopreciso primeiro conhecer a sdaggeral da equap homognea corre-
spondente. Consideremos uma e@aelinear geral de segunda ordem

y' +p(2)y +q(z)y = f(2) (5.47)
Se a solugo da equago homognea for
y=Ciy1 + Coyo (5.48)
admitimos que a sol@p geral da equagé
Y = ury1 + ugy2 (5.49)

ondeu; euy SA0 duas fun@esE de salientar que qualquer fiagpode ser escrita na forma ante-
rior e incluso as funiesu nao o tinicas embora sejam @ikis de calcular; no entanto cetodo
de varia@o de paiimetros conduz a um sistema linear que pode ser resolvido facilmente. Como
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temos alguma liberdade na defi@éicdas fungesu, procuramos duas fudes que verifiquem a
seguinte equa&p
w1+ upy2 = 0 (5.50)

a segunda condip para determinar as duas foes desconhecidas élnt-se por substitudp na
equaégo diferencial

Y o= wy) + ueys (5.51)
y' = uhy) +uhys 4wyl + uays (5.52)
Y oy +aqy = iyl + ugyy +u(y] + oyt + ) + ue(ys + pys + qy2)  (5.53)

os termos dentro dos partesis &0 nulos, & que tantoy; comoy, sao solu@es da equap
homognea. Obtemos assim

uiyy +ugys = f (5.54)
esta equ&dp junto com a equag(5.50, constitui um sistema linear de duas egesigue permitem
calcular as fungesu e u),

/
Y1 Y2 Uy — 0 5.55
][] 659

O determinante do sisten&gao Wronskiano das duas soligs da equam homo@nea, o quak
diferente de zero e portanto existe s@agnica para as derivadas das féagu. Por primitiva@o
ob®m-se logo as furlipsu e a solu@o da equeip rio-homognea.

Exemplo 5.2
Determine a solugo geral da equago

22y" — 2xy + 2y = 3 sinx (5.56)
A equa@o dade uma equap de Cauchy-Euler; a equagcaractdsticaé
rr—1)—2r+2=(r—-1)(r—-2)=0 (5.57)
e consequentemente a s@ogeral da equap homo@nea associada
yn = C1z + O (5.58)
admitimos que a sol@p geral da equap rio-homogneaé
Yy = w12 + usa’ (5.59)
e seguindo o ietodo de variago de padimetros obtemos

zuf +2uhy = 0 (5.60)

uy +2xuhy = wxsinz (5.61)
o determinante do sistema de equesg

222 — 2% = 22 (5.62)
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e a solug@oé
1 0 z2
o = — _ :
U= 3| eing 2 rsinx (5.63)
1|z 0
o — o
Uy = 5] seing sin (5.64)
e as primitivas o
w1y = wzcosx —sinx + C; (5.65)
ug = —cosz+ Cy (5.66)
A solucao geral da equagpé
y=Cix+ Coz? —xzsine W (5.67)

5.4 Equages lineares de ordem superior

Os netodos que temos visto generalizam-se facilmente a qualquerdegjirzgar de ordem:

ao(@)y™ + ar(@)y" YV + . e (@)Y + an(z)y = f(2)

A solugao geral da equap homog@nea correspondenge

yn = C1y1 + Coy2 + ... + Cryn

(5.68)

(5.69)

onde as fun@esy: sao soludes linearmente independentes.y@dor uma soluéo particular da

equago rao-homognea, a sollp geral da equap rao-homognea sex

Y="YptUn

(5.70)

Para encontrar uma sobug particular em alguns casos pode-se usaftodo de coeficientes
indeterminados, igual que no caso= 2. O método de varia@o de paiimetros consiste em

admitir uma forma especial para a s@ogeral:

Y =wyr +uy2 + ...+ uUpYn

(5.71)

0 qual conduz a um sistema linear de e@esccom determinante igual ao Wronskiano das
fungdesy; e lado direito igual a» — 1 zeros ef /ag. A solu@o do sistemad® as derivadas das

fungbesu e por primitiva@o de cada uma delas chegaasmlu@o geral.

Dadasn condigdes iniciais

y(x0) = yoy'(z0) = yp - - - y" " V(wo) = yy

Existe umlnico conjunto de constantésque determinam a sol&gUnica do problema.

Exemplo 5.3
Encontre a solu@o geral de

23y — 322y + 62y’ — 6y = bx

(n—1)

(5.72)

(5.73)
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E uma equa@o de Euler e, portanto, tem sofigs particulares da forma
y=x" (5.74)

por substituigo na equap diferencial homognea ok#m-se o polibmio caractestico

r(r—=1)(r—-2)=3r(r—=1)+6r—-6 = 0 (5.75)
(r—=1[r(r—2)—3r+6] = 0 (5.76)
(r—=1)(r—-2)(r—3) = 0 (5.77)

existem tés razes reais diferentes= 1, » = 2 er = 3, a solu@o geral da equap homognea
sela
yn = Crx 4 Cox? + Oz’ (5.78)

usando o raétodo de variago de pa@imetros, admitimos que a soligcda equeip rio-homognea
e
Y = w1z + ugx?® + uzx® (5.79)

Para determinar ass fun®esu, sefio precisas &m da equap diferencial, mais duas condis
arbitrarias:

zuf + 2uhy +2duly = 0 (5.80)

uf + 2zub + 32Uy = 0 (5.81)

com estas condigs as derivadas desao

Yy = w4 2zus + 3xus (5.82)
y" = 2ug + 6zus (5.83)
y" = 2ub + 6zul + 6ug (5.84)

e depois de substituir na eq@acdiferencial e simplificar, chegamagquaéo
2uh + 6zuly = % (5.85)

as tés condifes para determinar as fuigsu podem ser escritas na forma matricial

r 22 23 V] 0
1 2z 3z vy | = 0 (5.86)
0 2 6z vh 5/x*

As derivadas dasés fun@®esu; obtem-se atrags da regra de Cramer e as suas primitivas permitem
encontrar a sol#p gerall

5.5 Problemas
Encontre a soluip geral das seguintes eqgdas pelo ratodo de coeficientes indeterminados

1.y +y —2y=3—6x
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2.y —y=uxsinx
3.y — 4y + 4y = 2
Encontre a solWip geral das seguintes eqdias pelo ratodo de variago de paimetros
4. "+ =e*
5. y" + 4y = tg(2x)
6. 22y +ay — 4y = 2> + 2*

Sabendo que; (z) e y2(z) sdo solu@es linearmente independentes da egadpmognea cor-
respondente, encontre uma s@agarticular da equag rio-homognea

7.1 —2)y' +ay —y=2(x—1)%" y1=z, Yyz=¢"
, .
Y 1 1 sin T Ccos T
8. v +=+(1-— = = ) =
Y T A2 Y NG n Nz Y2 Jz
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Capitulo 6

Equacgoes de diferencas, lineares,
homogeneas

6.1 Equa@es de diferencas

Uma equago de diferencas, owfmula de recoéncia,& uma relago entre os termos de uma
sucesdo. Usaremos a seguinte nd@iagara sucesss:

{y’ﬂ} = {y07y1ay27y37"'} (61)
Um exemplo de equ@p de diferencag a seguinte
(n+ 2)yn+1 — 3yn = n* + 2 (6.2)

a equago anterior implica que para cada valor de n entre zero e infinito o termo de argdéma
suces&o, multiplicado por. + 2 e menos 3 vezes o termo de ordeng igual an? + 2. Podemos
tamkem considerar gn + 1) como a suce$® obtida eliminandg, na suces® inicial:

{Wns1} = {v1, 92,3, 94, .. .} (6.3)

e assim, a equag de diferencaé uma relago entre os termos de duas sudess A operago

de elimina@o do termo inicial na suce®s joga um papel semelhante ao da derivada no caso de
equaes diferenciais e, por isso, a eqaa@nterioe chamada umequago linear de primeira
ordem, nao-homogneaem analogia com as equs diferenciais.

A forma geral das equaes de diferencas, lineares de segunda orelem

AnYn+2 + bnyn-l—l + cpYn = fn (64)

em quea,, b,, ¢, € f, SA0 suces¥es conhecidas.

6.2 Solu®es das equages de diferencas
Regressemos ao exemplo dado na @eapterior:

(TL + 2)yn+1 —3yn = n’ +2 (6.5)
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Dado o valor inicial da suceds, por exemplg, = 0, & facil completar a se@ncia a partir da
equago de diferencas:

21 —3yo=2 = wyi=1 (6.6)
3y2 — 3y1 =3 = Y2 = 2 (67)
4y3 — 3y2 =6 — Y3 = 3 (68)

Como veremos mais frente, existem taném algumasécnicas que permitem determinar a forma
do termo geral de ordemsem ter que calcular todos ngermos anteriores. No exemplo anterior
a solu@o obtida a partir dgy = 0 foi

Yn =N (6.9)
mas a solugo gerake .
Yn = n+yo(nil)! (6.10)
como podemos conferir por substitagna equaio de diferencas:
n+1 3n+1
(1 2)ynss =3 = (0 + D+ 1)~y =B =t 2 (61D

A equa@o de diferencas pode ser escrita émas formas equivalentes, por exemplo, se substi-
tuirmosn porn — 1 obtemos

(n+ Dy —3yn_1=(n—1)*+2 (6.12)

Normalmente escreveremos as edescde forma a que o termo de ordem mais baixa na @quac
sejayy,.

6.3 Equag@es de diferencas lineares

Ja introduzimos numa se&g anterior a forma geral das eqdas lineares de segunda ordem. A
equago linear de terceira ordeén

AnYn+3 + bnYni2 + CnlYni1 + duyn = In (613)

e assim sucessivamente, para qualquer ordem supériollaro gque para poder obter a s@oc
Unica de uma equag de terceira ordem senecesaio conhecer &s constantes, por exempig
Y1 €yo.

Dadas duas soldes quaisquer de uma eq@adinear, a diferenca entre elagamim solu@o
da equa@o homognea correspondente. Por isso @amvcomecarmos por estudar as e@esc
lineares homogneas. A forma general, no caso da segunda o&dem

nYnt2 + bpYnt1 + Cnyn =0 (6.14)

Se duas sucedss{z, } e{z,} sdo solu@es da equap anterior, qualquer combirgglinear delas
tambem sea solu@o. Assim, as sol@gs de uma equag linear homognea definem um sub-
espaco vectorial. Como em qualquer espaco vectd@iphsével definir a indepenghcia linear
entre vectores. Para poder verificar quaisqueondiges iniciais associadas a uma eq@mde
ordemn, seB0 necesaiasn solug@es linearmente independentes.
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6.3.1 Independncia linear entre sucesses
Diz-se que duas sucéss{z, } e {z,} sdo linearmente independentes se a cdali¢

Axp+ Bz, =0 para qualquen (6.15)
implica que as constantes A e B sejam ambas nulas. O determinante (Casoratiano)

Tn Zn

Cp =

(6.16)
Tn+l 2n+1
sei@ nulo para qualquet se as duas sucésss forem linearmente dependentes.

Pode-se mostrar taraln (rio o vamos fazera) que o Casoratiano de duas soleg de uma
equa@o de diferencas linear hom@agea @o & nulo para nenhum valor de se as soluies §o
linearmente independentes. Assim, basta mostrar que o Casordi@amulo para algum valor
den, para mostrar que duas soligs §0 linearmente independentes.

Comn solug@es particulares linearmente independentes, pode-se obter acohica de uma
equa@o de ordern com quaisquer condigs iniciais. A solugo gerale uma combingipo linear
dasn soluges particulares.

6.4 Equag@es de diferencas lineares com coeficientes constantes

As equages de diferencas lineares, horéogas e com coeficientes constantes, resolvem-se em
forma ardlogaas equages diferenciais da mesma denoméxag¢Consideremos o caso de segunda
ordem

aYn+2 + bynt1 +cyn =0 (6.17)

ondeaq, b e ¢ SA0 constantes. Existem soligs particulares da forma
Yn =1" (6.18)
como podemos conferir por substita@na equdio de diferencas
ar™2 L or" e =0 (6.19)

no casor = 0 obviamente temos a solg trivial {0,0,0,...}. Ser nao for nula, dividimos a
eqgua@o anterior por™ e obtemos @olinbmio caracteristico:

ar’ +br+¢=0 (6.20)
cada raiz desse pofimio conduz a uma sol&g particular. As duas izes da equap quadatica
sao

—b+ Vb2 — 4ac —b— Vb2 — 4ac
b= 2a 7= 2a (6.21)

Existem tés casos conforme a natureza dazast

6.4.1 Raédzes reais diferentes

. A solugao gerale a combinago linear das duas sold€s obtidas a partir das duaszes

Yn = Ap" + Bq" (6.22)
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6.4.2 Razes reais repetidas

b
p=q=-5 (6.23)
a
aUnica solu@o obtida a partir do polamio caractdsticoé
Yn = D" (6.24)

Para construir a sol@p geral precisamos de uma segunda galdipiearmente independente da
primeira, obtida a partir do seguinte teorema.

Teorema 4
Se o polidmmio caractetstico da equa&o de diferencas
aYny2 + byni1 + cyn =0 (6.25)
tem umainica raiz realp, a sucesso
Yn = np" (6.26)
é solu@o da equago.

Demonstrago: Substituindo a suce&s[6.26 no lado esquerdo da edaagle diferencas e rea-
grupando termos, obtemos

a(n 4 2)p" 2 +b(n + 1)p" ™ 4 enp™ = (ap?® + bp + c)np™ + (2ap + b)p" ! (6.27)

o termo dentro dos primeiros @antesi€ zero, & quep é raiz do politmio caractéstico; o termo
nos segundos pantesisé tamiem zero & que, a raip &€ igual a—b/(2a). O resultadcé zero,
como pretenthmos demonstrall

A solucao gerake uma combinaio linear das duas soligs particulares

Yn = (A+ Bn)p" (6.28)
6.4.3 Razes complexas
p=a-+ ib qg=a—1ib (6.29)
ondeq e b s30 rmumeros reais. A sucess
Yn = (a + ib)" (6.30)

€ uma solugo complexa da equag de diferencas. As partes real e imagia de qualquer solag
sao tami@m solu@es da equdp. Teremos edb que calcular a parte real e imagiia da suces®
anterior; para isso escrevemosiomero complexe na forma polar

p = rexp(if) r=+va?+b? tgh = g (6.31)

o termo geral da suce®s complexa pode agora ser calculado facilmente e a formula deé&uler
usada para separar a parte real da ing&gan

Yn = (a+ ib)" =r"e'™ = ™[ cos(nf) + isin(nd)] (6.32)

A parte real e imagiéria €0 duas solu@es linearmente independentes da egaale diferencas
e a solu@o geral seéx
Yn = 1" [Acos(nb) + Bsin(nb)] (6.33)
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6.5 Equag@es de diferencas incompletas

Uma equago da forma
aYn+2 +byn =0 (6.34)

é designadincompletaja que @o aparece o termo de ordem+ 1. Comn igual a zero pode-se
obtery, em fun@o deyy; comn = 2 calcula-sey, a partir dey, e assim sucessivamente para
qualquer ordem par. Os termos de ordenpar podem ser obtidos a partir gg A solugo da
equa@o $0 assim duas sucées independentes com termos de ordem parpar. Isto sugere
gue em vez de procurarmos sddeg da forma

procuremos soluies
T (6.36)

em quem € a parte inteira de /2. Substituindo na equag de diferencas, e paraiferente de
zero, obtemos

ar™ £ pr™m =0 — r= —g (6.37)
A solugdo sedo as duas se@ucias
Yom = yor"  Yomi1 = Y10 (6.38)
ondem =0,1,2,...
Consideremos uma equagincompleta de terceira ordem
aYn+3 + byn =0 (6.39)

onde r&o aparecem os termos de ordemt 1) e (n + 2)- Comecgando com, calculam-se todos
os termos de ordemintiplo de 3; a partir dg; calculam-se os termos de ordem (tdulo 3) e os
termos de ordem (2 édulo 3) dependem dg. A forma geral de cada uma dessas 3 segiase

P (6.40)

ondem € a parte inteira de/3. A raiz r calcula-se igual que no caso da eda@incompleta de
segunda ordem:

2 (6.41)
a

A solugao gerak constitida pelas &s sucesses

Ysm = Yo" Ysm+l = Y1T Ysmy2 = Yor" (6.42)

6.6 Equa@es redutveis a equades de coeficientes constantes

Alguns tipos de equdgs de diferencas, lineares, de coeficientesivais podem ser reduzidas a
equa@es com coeficientes constantes. Consideremos um exemplo:

afn-‘rlyn-‘rl +bfnyn =0 (643)
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em quea € b SA0 constantes, £, € uma segéncia dada. A substitlap
Un = fa¥n (6.44)
transforma a equa@p numa equéap de coeficientes constantes
aUp+1 + buy, =0 (6.45)

Em geral, o etodo usado na equag anteriog Gtil sempre que os termos da eqaagle diferencas
sejam o produto entre os termos da mesma ordem das 8as¢s® v,

fnt2Ynt2,  fat3Yn+s, - (6.46)

Outro tipo de equdies rao-lineares que podem ser resolvidas facilmefde as equdies em que
a soma dos coeficientéqula para qualquer ordem Por exemplo, a equag de segunda ordem

faYnt2 + Gnt1Yns1 + hnyn =0 (6.47)

em que
fot+gn+h,=0 para qualquen (6.48)

Neste caso uma solagé dada pela equag

Yn+1l = Yn (6.49)

nomeadamente, qualquer su@ssonstanté solu@o da equaip.

6.7 Resolu@o de equades rao-lineares usando a fungo Gama

Para resolver equées com coeficientesin-constantes, setitil a fungdo gama. A fungo gama
€ uma fun@o especial definida por meio do integral

o0

I'(x) = /sx_l e ®ds (6.50)

0

O integral impbprio converge para qualquer valor déiferente de zero ou de inteiros negativos.
A funcao gama uma generaliz&p do factorial,& que verifica a seguinte propriedade

INz+1) =z (z) (6.51)

para a demonstrar o resultado anterior, podemos simplificas- 1) por meio de integrap por
partes

N(z+1)= /sx e ‘ds=—s"e"* ;O + x/sx_l e *ds =aT(x) (6.52)
0 0

O valor del'(1) pode ser calculado facilmente

r(1) = / e fds =1 (6.53)
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e usando a propriedad€x + 1) = = I'(z) vemos que paralmeros inteiros
I'(n+1) =n! (6.54)

outro resultado importanteo valor da fungo gama no ponto = 1/2, queé igual a\/.
Vamos usar a propriedafde 651 para resolver dipsacom coeficientes lineares emPor exem-
plo, a equago

a(n+b)ynt1 +cn+d)y, =0 (6.55)

em queq, b, c e d sAo constantes, ke d sao positivas. Neste caso usamos a egogg:51 para
escrever os coeficientes da seguinte forma

b = 6.56
n I'(n+b) fn ( )
P(n+d+1)  gu
d = - 6.57
nr rntd o (6:57)

substituindo na equag de diferencas e agrupando termos com o mésdioce, obtemos

L2 WP Y (6.58)
gn+1 gn

a

esh equago resolve-se usando cétedo introduzido na Se&@g[6.6.

Se os coeficientes da eq@acrao linear incluem produtos e quocientes de factores lineares, por
exemplo,(n+a)(n+b)/(n+ c), cada factor pode ser escrito em formalagaa equago[6.57, e
agrupando termos com a mesma ordengobse uma equag reduivel a equago de coeficientes
constantes.

Quando a constanténa equago[6.55 for um inteiro negatival(= —m, ondem & um inteiro
positivo), a solugo sead uma seq@ncia finita f que para = m obtem-se

Ymi1 =0 (6.59)

e qualquer termo de ordem superiomase@ nulo. Se o valor de: for baixo, existiao © uns
poucos termos na segucia, e sex prefervel calcub-los directamente a partir da eqaagde
diferencas. Sen for elevado, para reduzir a eq@d@ga uma equap de coeficientes constantes
escrevemos o factgn — m) da seguinte forma

—m=—(m—n :_F(m_n+1):_ fn
! = ) I'(m—n) Jn+1 (6.60)

A mudanca do sina@ necesaria devido a que a fud@@T' (m — n) existe para igual a0, 1,2, . . .,
m — 1, enquanto qu&(n — m) é indefinida.

Exemplo 6.1
Sabendo qugy = 2, encontre a solufo da seguinte equag de diferencas:

(1 +n)Yns1 + (2n +8)y, =0 (6.61)
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Os dois factores lineares que aparecem na éguapdem ser escritos na formia., / f,, usando

factoriais

(n+1)! (n +4)!

Substituindo na equag de diferencas e re-agrupando termos obtemos
(n+1)! n!
1 + 2y = :
(n 2V T2 gyt =0 (6:63)
usando a substitudp
n!

obtemos uma equag de coeficientes constantes para a s@cess
ani1 + 2a, =0 (6.65)

A equa@o caractdstica tem umdinica raiz\ = —2 e, assim, a sol@p gerae

an = ap(—2)" = y,= aow,i!‘(_wl (6.66)

Paran = 0 obttm-se(yy = 6a¢ = 2) e, portantogy = 1/3
6.8 Problemas
Resolva as seguintes eqbas de diferencas

1. ynt2 + 3ynt1 +2yn =0 =1 y1=0

2. Ynt2 +6ynt1 + 9y, =0 w=1 y1=1

3. Yn+2 — 4Ynt1 + 13y, =0 y=0, y=1

4. Ynt2 — 2Yn1 +4yn =0 Y =0, yp=1

5. €1 2y,0 — 5&" Ty, 1 + 6%y, =0

6. (n+ Dynt1—(n—3)yn =0 yo=1

7. (n+1)(n+2)yn+2 — (R +3)yn =0 v=2 wy=1

8. Ynt3 +8yn =0 =1, n=1 y=0

9. Yoz — (n+1L)yn =0

10. A sucesdo{F,} = {1,1,2,3,5,8,...}, em que cada termdiguala soma dos dois anteri-
ores,é chamadauces&o de Fibonacci

(a) Escreva a equag de diferencas e os valores iniciais que definem a siweks Fi-
bonacci.
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(b) Demonstre que = (1++/5)/2 ~ 1,618 e —1/¢ Ao rdzes do polibmio caractéstico
da equago encontrada naiaka anterior.

(c) Calcule otermo gerdl,, da suces# de Fibonacci e demonstre qlig,;/F), & igual a
¢ no limiten — oco. O nNUmerog representava na tra@ig grega a rel@p perfeita que
deveria existir entre os lados de um gagjulo para se obter o melhor efeitoédisto
(relacdo aurea).
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Capitulo 7

M etodo das gries

7.1 Series de Poéncias

Uma €rie de padnciase uma &rie que depende de um paretrox, da seguinte forma:
oo
S(z) = Z an(x — zo)" (7.1)
n=0
0 numeroxg, a seqgénciaa, € 0 padmetroz podem ser em geralimeros complexos. A con-
vergéncia da érie de pakncias depende da disicia entrer e x5 no plano complexo:
|z — o (7.2)

Se a dishncia for suficientemente aproximada a zer@raesconverged, € o valor daérie quando
T = xp); quanto maior for a diéincia mais lenta s@ara convergncia, aé que a partir de uma certa
distancia a érie diverge. O valor @mximo da dishncia para o qual &sie convergeé o chamado
raio de convergencia(R) e calcula-se a partir de:

n+1
fim 2T L gl gy (7.3)

n—oo  apR" n—00 Ap ]

7.1.1 Srie de Taylor

Uma fun@o andtica num pontar, € uma fun@o cujas derivadas de qualquer ordem existem
nesse ponto. Nesse caso a fampode ser representada por uredesde pakncias convergente
emeg:

[e.e]
f@) =" an(z —20)" = ag + ar(z — o) + ag(w — 9)” + - - (7.4)
n=0
as derivadas d¢ calculam-se derivando o termo dentro éaies, por exemplo, as duas primeiras
derivadas 3o:

fl) = ) nan(e —20)" ' = a1 + 2ag(x — m0) + 3ag(z — x0)> + - - (7.5)
n=0

f(x) = Z n(n — )ap(z — 20)" 2 = 2ay + 6a3(x — z0) + 12a4(x — 20)* + - - (7.6)

n=0
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Se substituirmos = z( nas €ries pargf, f’ e f” vemos que:

ap = f(vo) a1 = f'(xo)  2a2= f"(20) (7.7)
em geral,
nla, = f™ (x0) (7.8)
e asérie de Taylor de f escreve-se:
> r(n)
sy =3 T oy 7.9
n=0 )

No caso particulazy = 0 obttm-se a chamadsrie de McClaurin. O raio de conver@gncia da
série € iguala distincia entrexy e 0 ponto singular d¢ mais poximo.

7.1.2 Algumas éries de McClaurin importantes

1. Serie geondtrica

1 S
1_$:Z)x =14+z+2®+a3+-- (7.10)
2. Fun@o exponencial
c=3 0 (7.11)
0 .
3. Fun@es trigonoratricas
. _ - (_l)n 2n+1
s r = T;) mx (712)
- (_1)n 2n

cos r = nzz;) @n)] x (7.13)

7.2 Metodo das sries

Consideremos a equig diferencial linear, hom@mpea de segunda ordem
P(z)y" + Q(z)y + R(z)y =0 (7.14)

em queP, Q e R sao poliromios. Muitos problemas de engenharia conduzem a égsatessa
forma. A partir do teorema de ex@sicia e unicidade para eq@&s lineares, vemaos que 0s pontos
singulares 3o as razes do polibmio P(x). Se o pontar = 0 ndo for raiz deP(z), a solu@o da
equa@o diferencial sé& uma fun@o andltica emz = 0 e, portanto, exista a €rie de McClaurin
para a solugoy(z):

y(r) = i anz” (7.15)
n=0

A obten@o da solugo é equivalenté obtengo da seg@énciaa,. A equa@o de diferencas que
define a sedgnciaa,, &€ obtida por substituéo da &rie de McClaurin (e das sua derivadas) na
equago diferencial.

Na seguinte se@p veremos um exemplo de aplidéagdeste ratodo.
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7.3 Equag@o de Airy

Um exemplo de uma equag linear muito simples quean pode ser resolvida pelo€imdos dos
caftulos anteriores e que pode ser resolvida pedtaaio das&ries,é a equag@o de Airy:

y" = xy (7.16)

O polinomio P & neste caso igual a 1, de maneira que a &olsea anaitica emz = 0 e podea
ser escrita como um&se de McClaurin:

y(x) = i ana" (7.17)
n=0
A segunda derivada:
y' () = i n(n — 1)apz™ > (7.18)
e substituindo na equag diferencial -
i n(n —1)az™" Z anz™t = (7.19)
n=0

para agrupar as duasrges numainica €rie de paéncias, escrevemos a primeigis numa forma
equivalente: podemos incrementar em 3 unidadeslicen, dentro da érie, se subtrairmos 3 aos
limites do somairio; a €rie resultante saridénticaa rie inicial

o0
Z (n+3)(n+2)anszz"" Z anz™t (7.20)
n=-3
Na primeira &rie os dois primeiros termos (= —3 en = —2) s3o0 nulos e o terceiro termo
(n = —1) pode ser escrito explicitamente; @rig resultante comeca desde= 0, podendo ser

agrupada segundaégie:

23+ Y [(n+3)(n+2)anis — apla" =0 (7.21)

n=-—3

no lado esquerdo da equiectemos umaésie de pakncias em que o coeficiente de ordem Zero
2a, € 0s coeficientes de ordem superior a zé&m @ termo dentro dos gantesis quadrados, com
n = 0,1,2,... Para que aé&ie de pcdncias seja nula em qualquer poatoé necesario que
todos os coeficientes sejam nulos:

209 = 0 (7.22)

(n+3)(n+2)aps3 —a, =0 (n=0,1,2,...) (7.23)

Temos transformado o problema num problema de démpsage diferengas. A equagde diferen-
cas obtidee uma equdo incompleta, de terceira ordem e a sua smEPNsiste emas suceses
independentes para os coeficientes de ordéittipto de 3, nultiplo de 3 mais 1, e fitiplo de 3
mais 2. Comai, = 0, 0s coeficientes de ordemittiplo de 3 mais 2 3o todos nulos. Para obter
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as outras duas segcias podemos usar cétodo estudado no caplo anterior: parax = 3m,
definindow,,, = as,, obtemos:

9(m+ 1)(m ~+2/3)ums1 — Um =0 (7.24)
em termos de factoriais e fubgs gama temos:

(m+1D!T(m+5/3)

1 2/3) = 7.25
(m+ Dm+2/3) = = - 2/3) (7.25)
Usando a substitugp:
Ty = m!IT(m + 2/3)up, (7.26)
a Equa@o[7.24 transforma-se numa ec@agle coeficientes constantes:
9%mi1 — Ty =0 (7.27)
A solucao pode agora ser obtida facilmente:
Zo
T = (7.28)
(=9)m
aom = = — D TC/3) (7.29)

mIT(m + 2/3)9m *°

Para calcular a se@ucia correspondentera= 3m + 1, procedemos em forma semelhante. Em
funcdo dev,, = asm+1, a formula de reco@ncia (Equago[7.28)é uma equ&ip de primeira
ordem:

9(m + 1)(m +4/3)vmt1 — vm =0 (7.30)

e com a substitu#ip
Zm = m!T(m +4/3)vy, (7.31)

a equago transforma-se numa eqéaqde coeficientes constantes:

92mat1 — 2m =0 (7.32)
com solu@o:
20
Zm = (7.33)
(=9)m

(=D™(4/3)a

mIT(m + 4/3)9m (7:34)

A3m+1 = Um =

Finalmente, substituiamas, na €rie de McClaurin para obter a soigzda equégo diferencial:

_ (2/3)  _am o~ (CD)™T(4/3) s
aomZ:: m'F m+ 2/3)9mx3 +a1zmz::0 m!F(m+4/3)9m$3 (7.35)

ondeq e a; S0 duas constantes arhitias (condifes iniciais parg ey’ emx = 0). Em alguns
casos asé&ies obtidas podem ser identificadas com@@esde McClaurin de alguma fuag
conhecida. Neste exemplo &sigs rao correspondem a nenhuma faogonhecida, e constituem
duas funes especiais designadaacoes de Airy.
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7.4 Metodo de Frobenius

Quando o ponta: = 0 &€ um ponto singular da equaag diferencial, a sol@py naoé anaitica em
x = 0 e rao pode ser escrita na forma de uréaesde McClaurin. No entanto, em alguns casos
existe uma constantetal quey/z" &€ uma fungo anditica:

y(x) =2"f(x) (fanalticaemz =0) (7.36)
e a €rie de McClaurin d¢ sim existe. Para saber em que casos isso acoatgwxiso identificar
a que tipo de singularidade corresponde 0.
7.4.1 Pontos singulares regulares
Os pontos singulares da eqaagiferencial
P(z)y" + Qx)y' + R(z)y =0 (7.37)

sS40 0s pontos, onde
P(xz9) =0 (7.38)

Se 0s seguintes limites existem:

WQ@) . PR()

A= 1 = 7.39
om0 P() ) (7:39)
diz-se que o ponta, & um pontasingular regular.
Sex = 0 for um ponto singular regular, existipelo menos uma solag da forma
y(z) =2"f(zx) = Z anz" " (7.40)
n=0

A funcgao f(z) & anaitica emz = 0 e podemos admitir, sem perder nenhuma generalidade, que
f(0) & diferente de zero (sg(0) for nula, factoriza-ser, e redefinem-se e f ficando f(0)
diferente de zero). Isso implica que a constafteeja tambem diferente zero:

ag = lim mi = f(0) #£0 (7.41)
As derivadag/ ey” sdo
y o= > (n+r)ana™! (7.42)
n=0
Yy = Z(n + 7 —1)apz™ 2 (7.43)
n=0

Para calcular o valor dmdicer primeiro observamos que

111110 leiry/ = Tao (744)
lim 227"y = r(r—1)ag (7.45)

z—0
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a seguir multiplicamos a equég diferencial por:>~" e dividimos por P

2
R
22Ty + %xl_ry' + %x_ry =0 (7.46)

No limite z = 0 e usando as constantdse B definidas acima (Equag[7.39) obtemos:
[r(r —1) + Ar + Blag =0 (7.47)
Comoay € diferente de zero, devea ser solugo da chamadaquago indicial:
r(r—1)+Ar+B=0 (7.48)

Para cada raiz realda equago indicial substituimos agses paray, ¥’ e y” na equago difer-
encial e procedemos da mesma forma que étodo das@&ries, para calcular os coeficientgs
Cada raiz conduz a uma soaa; se as duas soldes forem diferentes, a sokm geral seéx a
combina@o linear das duas.

Exemplo 7.1
Encontre a solugo da equago:
dxy + 2y +y =0 (7.49)

O pontox = 0 & um ponto singular e, portantoam pode ser usado oétodo das &ries. Para
determinar se = 0 & ponto singular regular, calé@mos:

o2 1 e
A=lm-=5 B=lmo =0 (7.50)

Podemos assim usar cetodo de Frobenius e a eq@agndicialé:
2r(r—1)+r=0 (7.51)

com rdzesr; = 0 ery = 1/2. Com a primeira raiz/f = 0) temos que:
y = Z anz"” (7.52)
y = Z napz™ ! (7.53)

Yy = Zn(n — Dayz" 2 (7.54)

Substituindo na equag diferencial obtemos:

o0
Z[4n(n — Dapz™ t + 2na, ™ 4 a2 =0 (7.55)
n=0

os dois primeiros somatios podem ser escritos em fiagdez™:

o)

Z[4n(n + Dant1 +2(n+ 1Dapt1 + aplz” =0 (7.56)

n=0
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a formula de recoémcia parax = 0,1,2, 3, ... é:

(n+1)(4n + 2)ans1 + an = 0 (7.57)
A seqlencia obtida (arbitrandary = 1)

an=1,-1/2,1/24,-1/720, ... (7.58)

A solugao geral parece ser os inversos dos factoriais dognos pares, com sinais alternados. A
solug@o geral pode ser obtida transformand@arfula de recoéncia numa equag com coefi-

cientes constantes:
(2n + 2)!

1) = .
(2n+2)(2n+1) 20! (7.59)
up = (2n)lap, = Upt1 +u, =0 (7.60)
(="
W= (—1)" .= 7.61
up, = (=1)"ug = a (2n)!a0 (7.61)
com esta sed@ncia, a érie de podncias da primeira sol@g particulag (comag = 1)
Yy = i (_1)na:" = cos(z'/?) (7.62)
= (2n)!
Usando a segunda raiz = 1/2, a ®rie de pcdncias da segunda soagg:
y = > ap"t/? (7.63)
n=0
y = Z(n +1/2)apz""1/? (7.64)
n=0
y' = Z(n2 —1/4)a,z" 3 (7.65)
n=0
Substituindo na equag diferencial obtemos:
Z[(4n2 — Danz™ Y2 + 2n+ Dapze™ V% + a2 t?) = 0 (7.66)
n=0

a soma dos termos = 0 das duas primeiraggesé igual a 0 e asés €ries podem ser agrupadas:

o0

Z[(4n2 + 81 4 3)ant1 + (20 + 3)ang1 + anla" 2 =0 (7.67)
n=0

a formula de reco@nciaé:

(2n 4 2)(2n 4 3)ans1 + an =0 (7.68)
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A solucao geral olitm-se em forma semelhante ao caso anterior:

2n + 3)!
up = 2n+Dla, = upt1+u,=0 (7.70)
—1)"
up = (=1D)"ug = a,= (2(n+)1)'a0 (7.71)
a <rie de podéncias correspondenggcomagy = 1)
= i =D 2" T12 = gin(21/?) (7.72)
2 _n:() (2n+1)! B '

A solucao gerake uma combinaio linear das duas solbigs particulareg; e y.. &

7.5 Solu@o em ries em pontos singulares

Em geral, cada raiz da eq@azindicial pode conduzir a uma soligcem gries de pdincias. No
entanto, em alguns casepossvel encontrar apenas uma sdog O teorema que se segue indica
como determinar a sol&g geral por meio decsies de pd@ncias.

Teorema 5 (Frobenius)

Ser; e ry SA0 duas rédzes da equai indicial (emz = 0) de uma equéadp diferencial linear de
segunda ordem com ponto singular em= 0, existem tés casos, a depender dos valores-de
Tro.

1. Ser; — ry for diferente de zero e diferente de ufmmero inteiro, cada raiz conduz a uma
solugo diferente.

2. Ser; = rq, € pos$vel obter umalnica solu@o y; a partir do nétodo de Frobenius. A
segunda soluip ter a forma:

ya() = o™ +ynln @ (7.73)

n=0

onde a suce$® b,, deve# ser obtida por substitueip dey, na equago diferencial.

3. Ser; — ro for um rimero inteiro, existi@ uma solugo y; com a forma usada no@todo de
Frobenius. A segunda solag seé:

o0
ya(x) = Z bz 4 cy;In x (7.74)
n=0
ondec & uma constante. Nos casos em que 0, a segunda sol@p tem tambm a forma
do método de Frobenius, o qual implica que aplicando etodo de Frobeniug posével
encontrar as duas soldesy; e y» linearmente independentes. Quandoao € nula, o
método de Frobenius permite encontrar apenas uma Salga segunda soléo devea
ser encontrada por substitlio da forma geral deg, na equago diferencial.
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Com as duas soldgs encontradas seguindo @twdo indicado pelo teorema de Frobenius, a
solu@o geral sex:
y(x) = Ciyr(x) + Coya(x) (7.75)

Em alguns casos as condes fronteira exigem qugseja finita na origem o qual impli@g = 0,
sery < 0 oury = 11, ja que nos dois casos a segunda sdécdivergente na origem. Sg — o
€ um inteiro e o ratodo de Frobenius conduz a ulnaca solu@oy;, Co sea tamiem nula e Ao
se@ preciso calculags.

Exemplo 7.2
Encontre a solugo geral da equago:

zy" + 3y — 22y =0 (7.76)
O pontoz = 0 €& ponto singular. Os dois limites:

A4
Alim>% 23  Bolm—% —0 (7.77)

z—0 X z—0 X

existem e, portanta; = 0 & ponto singular regular. A equigindicialé:
r(r—1)4+3r=r(r+2)=0 (7.78)

com rdzesr; = 0 er, = —2. Como a diferenga entre aszasé um rumero inteiro, provavel-
mente o neétodo de Frobenius daiapenas uma das duas sokes linearmente independentes. Se
existirem duas soldies com a forma usada ncetodo de Frobenius, estas aparéoara solugo
correspondenta raiz menor = —2. Assim, come¢amos por considerar 0 caso —2:

y = Y ana"? (7.79)

n=0

y = Z(n—2)anac"_3 (7.80)
n=0

y' = Z(n —2)(n — 3)apz" 4 (7.81)

n=0

Substituindo na equag diferencial obtemos:

i[(n —2)(n — 3)anz" 3 + 3(n — 2)apz" 3 — apz] =0 (7.82)
n=0
—a1z7? + Z[(n +3)(n+ 1)ants — aplz™ =0 (7.83)
n=0

consequentemente; = 0 e:

(n+3)(n+1Dapt3 —a, =0 (n=0,1,2,...) (7.84)
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A solugdo da brmula de recoémncia §0 ties suces®es independentes. A sucassorrespondente
an =3m+ 1énula, g quea; = 0. Comn = 3m e u,, = as,, obtemos a equag:

9(m + 1)(m + 1/3) st — iy = 0 (7.85)

usando factoriais e fudgs gama temos:

Im+ T (m+14+1/3)umsr —m! T(m +1/3)uym =0 (7.86)
se definirmos:
U, = mIT(m 4+ 1/3)uyy, (7.87)
obtemos:
Ymt1 — v =0 = VU = ;}—7?1 (7.88)
A3m = Uy = [(1/3)ag (7.89)

9mmI T (m + 1/3)

Substituindon = 3m + 2 € agp12 = =, Na Equag@o[7.84 obtemos:
I9m+1)(m+5/3)Tmi1 — Tm =0 (7.90)

usando factoriais e fudgs gama temos:

Im+ D!T(m+1+5/3)zme1 —m! T(m +5/3)xy, =0 (7.91)
se definirmos:
Zm =m!T(m +5/3)x, (7.92)
obtemos:
st —2m =0 = 2y = 9% (7.93)
Gy = T = ——L O/ 3)02 (7.94)

9mm!T(m +5/3)

As duas sucedgs encontradas correspondasrduas soluies linearmente independentes. Assim,
0 método de Frobenius condazolu@o geral:

y = Z azm@®™ % + Z agm42”" (7.95)
m=0
(1/3)x3m=2 (5/3)x
_ n 7.96
a0 ZQmm'Pm+1/3 T Z9mm'I"m+5/3) (7.96)
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7.6 Problemas

Resolva, usando o @&todo das@&ries, as seguintes eqdas diferenciais. Compare os resultados
com as respectivas soldgs anaticas

1. (1—2Y)y — 22y =0
2.y —y=1+2?
3.y =3y +2y=0
4. ' —y==x
Determine a soll#p das seguintes equrs diferenciais lineares de segunda ordem
59" —zy+y=0
6. v +a2y=0
14z, 1

—Zu=0
9 ¥4 oY

8. xy'+(1—-22)y +(x—1)y=0

7. 2(1 —x)y” +

9. (1+x)2%y" — (1 +22)xy + (1 +22)y =0
10. z(z — 1)y" + (4z —2)y' + 2y =0
11y +a%y =0 y(0)=1, ¥ (0)=0

Nos problemas 12 e 13, & um paametro inteiro positivo. Demostre que para cada valor de
existe um polibmio de graw queé solu@o particular da equag e determine a forma geral do
polinbmio de graw com as condig@es fronteira dadas

12. Equago de Laguerre

zy'+(1—2)y +ny=0 Polinbmios de Laguerré,, (), L, (0) = 1
13. Equago de Hermite
Yy —2xy’ 4+ 2ny =0 Polindbmios de Hermited,, (x)
(2m)!

(a) Paran par use a condap Ha,, (0) = (—1)™ -

2(2m +1)!

(b) Paran impar use a condap H,,, . ;(0) = (—1)™ '
m:
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Capitulo 8

Transformadas de Laplace

8.1 Definicdo da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma féng (¢) € uma outra furigo F'(s) num doninio de valores
reaiss, definida pelo integral:

F(s) = /f(t) e stdt (8.1)
0

Igual que no caso da derivag, uma formaapida de calcular a transformada de uma &a&por
meio de algumas regras simples. A transformada inversa de ungoftitg) € a fun@o f (¢) cuja
transformada de Laplace seja igudlés).

8.1.1 Condiges de exigncia da transformada de Laplace

Para que a transformada de Laplacef@g exista,é preciso qug (¢) verifique as seguintes duas
propriedades:

1. A funcdo deved serparcelarmente coninua, isto &, f(¢) podea ter alguns pontos isola-
dos ondee descorihua, mas sé&r conthua em cada intervalo entre dois pontos de descon-
tinuidade.

2. Afuncdo f(t) deve ser uma furdp deordem exponencial existe um imero real a tal que
o limite
lim = [f(t)]e ™ (8.2)
t—o00

existe. O dorinio da transformada de Laplace fig) seas > a.

Usaremos a seguinte notexpara indicar a transformada de Laplace dadorfgt)

L{f(t)} (8.3)

e a fun@o obtida depois de transformar, @eepresentada pela mesma letra usada para aduncg
mas em maisculas

L{g(t)} = G(s) (8.4)
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8.2 Propriedades da transformada de Laplace

8.2.1 Linearidade

Para quaisquer duas fubesf(t) e g(t), e duas constantes a e b, verifica-se
L{af(t) +bg(t)} = a L{f(t)} +bL{g(t)} = aF(s) + bG(s) (8.5)
consequentemente, a transformada inversaé&améum operador linear:

L7 HaF(s) +bG(s)} = af(t) + bg(t) = a LH{F(s)} + bLHG(s)} (8.6)

8.2.2 Derivada da Transformada

% = js/f(t) e stdt = —/tf(t) e Stdt = L{tf(t)} (8.7)
0 0

derivandon vezes obtemos

n B o A" F
L F(O)) = (-1 (8.8)
8.2.3 Transformada da Derivada
Integrando por partes:
L{f'} = /f’eSt dt = fe 5| + s/feSt dt (8.9)
0 0 0

o Gltimo integralé a transformada dg definida ens > a. Paras > a o limite do primeiro termo,
guandct for infinito, & zero & quef & de ordem exponencial

L{f"y = sL{f} - £(0) (8.10)

A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a mesma propéaedade v
vezes, por exemplo, a transformada da segunda deréveylel a:

L{y"} = s L{y'} — v/ (0) = s[s L{y} — y(0)] — ¥/ (0) = 5°Y (s) — sy(0) — /(0) (8.11)
8.2.4 Deslocamento era

L{e®f(t)} = / felo= 9t dt = F(s — a) (8.12)
0
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8.3 Transformadas de Fun@es Elementares

A transformada de?, ondep € qualquer timero realg:

[e.9]

L{t'} = / tPe st dt (8.13)

0

usando a mudanca de varelu = st, o integral transforma-se numa famwgama:

[e.e]

L{tr} = / (u/s)P e = s~ (D) / uP e du (fp 111) (8.14)
0

0

em particular, quandp for um nimero inteiro positivor,

Lty =

e (8.15)

e paran =0

£y = é (8.16)

Aplicando a propriedade de deslocamentosipodemos calcular a transformada da amex-
ponencial

£{e) = £} —a) = ! - (8.17)
e usando a propriedade da derivada da transformada
d 1 1
aty, _ —
L{te™} = dg(g_@) FEE (8.18)

O mesmo resultado podia ter sido obtido a partir da transformadaudando a propriedade de
deslocamento em

As transformadas do seno e do co-seno podem ser calculadas substitaindma Equago8.17
e usando adrmula de Euler

1 s+ ib

ibt ‘o
L{e"™} = L{cos(bt) + isin(bt)} = P B (8.19)
comparando as partes reais e imagias, conclimos:
S
) b
L{sin(bt)} = (8.21)

52 4+ b2
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8.4 Calculo de transformadas inversas

Os resultados da sefg anterior podem tangin ser usados para calcular transformadas inversas.
Por exemplo, calculemos a transformada inversa de:

253 + 452 + 10s + 74

Gls) = Er (25 1 10) (8.22)
usando expat@® em fracfes parciais, obtemos:
Gls) = —2 3 1 (8.23)

s+2+(3+2)2+(3—1)2+9

para calcular a transformada inversa de cada termo, comeg¢amos por calcular as transformadas

inversas das &s fun@es:
1 1 3

s s2 s2+9
que §01, t esin(3t), respectivamente. A seguir usamos a propriedade de deslocamentiaesn
calcular a transformada inversa da fao¢s

(8.24)

t
g(t) =2e 2 4 3te™ 2 + % sin(3t) (8.25)

8.5 Resolué@o de equadges diferenciais por meio da transformada de
Laplace

Como vimos numa se&p anterior, as transformadas de Laplace das derivadas de urha faa¢
todas proporcionaia transformada da fuég original, multiplicada pos™, onden & a ordem da
derivada. Esta propriedade permite transformar uma @guaiferencial linear, com coeficientes
constantes numa equagalgbrica. Por exemplo, consideremos a e@oag

3y" — 12y + 12y = 4e*® sin(2x) (8.26)
Transformando os dois lados da ecame usando a propriedade de linearidade, obtemos:
3L{y"}Y —12L{y'} +12 L{y} = 4 L{e*" sin(2x)} (8.27)

cada um dos termos pode ser calculado usando as propriedades da transformada de Laplace:

L{y} = Y(s) (8.28)
L{y} = sY(s)—y(0) (8.29)
L{"Y = s°Y(s)—sy(0) —y'(0) (8.30)
. 2
E{ e2w sm(ZJJ)} = m (831)
a transformada da equig diferenciak
8

35%Y —3C1s — 3Cy — 12sY + 120 + 12Y = (8.32)

(s—2)2+4
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ondeA e B sao duas constantes, iguais aos valores iniciaig €¢’ emz = 0. Esta equado é
uma equag@o algebrica que pode ser facilmente simplificada, conduzamflm@oY:

3018+302 —301 8
Y = +
352 — 125 + 12 (s — 2)2 +4](3s2 — 125 + 12)

(8.33)

A solugdo da EDCe a transformada inversa desta faogUsando a expaas em fracdes parciais:
A B 2C D(s—2)
+ + +
s—2 (s—2)2 (s—2)2+4 (s—2)2+4
ondeA, B, C' e D sao constantes que podem ser calculadas comparando ddtiluas equages:

Yy =

(8.34)

2 1

A transformada inversa de cada uma das fiascparciai® facilmente identificada, usando as
transformadas calculadas em s&eg anteriores. A resposta firgal

() = [(1 = 20)9(0) + 24/ (0) + 20 — < sin(2r)] ™ (8.36)

8.6 Equages diferenciais lineares com coeficientefn-constantes

Quando os coeficientes de uma edquagliferencial linear @0 polirbmios, a transformada de
Laplace pode ser calculada usando os seguintes resultados:

L N (8.:37)
£y = (0 gy o) = (- ) 8.38)
LYY = (1) Y~ sy(0)] (8.39)

A transformada da equag diferencial sér outra equaip diferencial para a fudpY’, de ordem
igual ao maior grau dos coeficientes da e@ueagriginal. Em alguns casos a eqaagliferencial
obtida resulta ser mai&éil de resolver do que a eq@axoriginal.

A transformada de Laplaceé e as suas derivadas de@erser fundes assimptoticamente decres-
centes; esta propriedade das transformadas de Laplade icopdifes fronteira para a equas
diferencial obtida.

8.7 Equa@es diferenciais lineares com entrada descanua

O lado direito de uma equag linear @o homo@nea pode ser considerado como a entrada num
sistema linear que verifica o pripdo de sobreposép. Quando a entradedescorihua, a salaé
confnua pois a solu#op de uma equae diferenciab uma fungo deriavel.

O método da transformada de Laplaeerincipalmentditil para resolver equées diferenciais
com entrada descdnua, p que a transformada de uma fangparcelarmente cdnuaé uma
funcao contnua.
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Para representar fudes descoimuasé conveniente definir a fufig degrau unitario (tamkem
conhecida por furiio de Heaviside):

0 t<
u(t—a)—{ 1 t>z (8.40)
Sea < b, a fung@o:
u(t —a) —u(t —0b) (8.41)

éigual a1l nointervale < t < b e zero fora do intervalo. Assim, uma fuig;definida em forma
diferente em diferentes intervalos, por exemplo,

ro-{ B ezich 042

pode ser escrita ha forma compacta:

f(#) = [u(t —a) —u(t = b)[f1(t) + [u(t — ¢) — u(t — d)] f2(t) (8.43)
facilitando o @lculo da sua transformada de Laplace, por meio da propriedade que veremos na
Sec@o que se segue.

8.8 Deslocamento no doimmio do tempo

A funcao:
u(t —a)f(t —a) (8.44)

ondeu(t — a) € a fun@o degrau unitrio, representa fun@o f(¢) deslocada uma ditciaa no
eixo do tempa, sendo nula para< a. A sua transformada de Laplace calcula-se facilmente, em
funcao da transformada dé

Clult—a)f(t—a)} = /f(t— 0) e dt
= /f(r) e s(rta) qp
0

= e [ fre T dr
!

E obtemos a propriedade deslocamento ent:
L{u(t—a)f(t —a)} = e *F(s) (8.45)

Esta propriedade til para calcular transformadas de féeg com descontinuidades. Uma outra
forma equivalent@ a seguinte:

L{u(t —a)f(t)} = e “ L{f(t+a)} (8.46)
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Exemplo 8.1
Resolva o problema de valores iniciais:

7 / )t t<1
Yy + 3y +2y_{—t 1<t (8.47)
y(0) =y'(0)=0
Comecamaos por escrever o lado direito da egoara forma compacta:
' +3y +2y=[1—ut— Dt —tult—1)=t—2tu(t —1) (8.48)
A transformada de Laplace do lado esquezdo
L{y" + 3y + 2y} = (s> + 35+ 2)Y () (8.49)
Usando a propriedade de deslocamenta eartransformada do lado direié
1 1 e ?® e ?
t—2tu(t—1)} =5 -2 L{t+1}=— —2— —2 8.50
L{t—2tu(t =1} = o =267 L{t+ 1} = 5 —2-— 2= (8.50)

Igualando as transformadas dos dois lados da @mudiferencial, podemos obter faciimente

1—2e7° e’
Y= $2(s+1)(s+2) _2s(s+1)(s+2) (8:51)

Usando decomposi@ em fracQes parciais:

1 1 1 1
—_—— = — - + (8.52)
s(s+1)(s+2) 2s s+1 2(s+2)
1 1 3 1 1
- - _ 2 — 8.53
s2(s+1)(s+2) 252 4s * s+1 4(s+2) (8.53)
obtemos:
1 3 1 1 1 1 1
Y=—-—— — [l P —— 8.54
252 4s st1 As+2)  © (23 52 2(s+2)> (8:54)
e a transformada inverga
_t 3 el TV PR S T
y(t) = 571 + e 1 e +u(t—1) (2 (t—1) 5 e (8.55)

8.9 Impulso unitario
Em fisica umdor¢a impulsiva & uma for¢af (¢) que actua durante um pequeno intervalo de tempo
At. O aumento total da quantidade de movimento, de&iftwrcaf(t), & igual aompulso:

to+At
= / (1) dt (8.56)

to
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Uma fun@o de impulso unitrio & uma fundo f(¢) que produz um impulso igual a 1:

to+At
ft)dt =1 (8.57)

Um exemplcé a fun@o:
u(t — to) — u(t — to — At)
At

(8.58)

constante no intervaly < x < tg + At.
Consideremos uma sucassde impulsos uririos f,, com intervalosAt,, decrescentes. Por ex-
emplo, as funges

fn = nlu(t —to) —u(t —to — 1/n)] (8.59)

ondeu é a fun@o degrau undtrio. Neste exemplo cada fuing f,, € igual an no intervalo de
entrea e a + 1/n, e zero fora dele. O intervalo de dugacdo impulse At,, = 1/n e a fun@o

f» € um impulso unério. A medida que: aumenta, o dfico da fun@o f,, € cada vez mais alto,

e dentro de um intervalo mais pequeno.

O limite de uma suceés de impulsos uréirios com intervalos decrescentes, aproximando-se para
zero,é designadduncao delta de Dirac

8(t —to) = Tim_fu(t) (8.60)

a fung@od é nula em qualquer ponto diferenteigeinfinita em¢y mas o seu impulsé igual a 1.
A funcao delta de Diracao é realmente uma fu@@ mas sim unfuncional (limite de fun@es), e
da que o seu integral possa ser diferente de zero enquanto queta é&ungla em qualquer ponto
diferente de(. Uma propriedade importante da f@ucdelta de Dira€ o teorema que se segue.

Teorema 6
Sef(t) € uma fun@o contnua en,,

[ s - wyat = sao (8.61)

Para resolver equées diferenciais onde aparecam termos impulsivog,(gégrconhecer a trans-
formada de Laplace; para a calcular substituiremos adfuriglta pelo limite da sucess de
impulsos uniarios [8.59)

LL6(t —to)} = lim £ {n[u(t —to) — u(t —to — 1/n)]} = lim ~ [e—tos_ e~ (to+1/m)s
o e (8.62)
e, portanto,
L{6(t —tg)} = e 05 (8.63)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas deesfgone temos calculado
neste caftulo encontram-se resumidas na tapela 8.1.
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Funcao T. de Laplace

f(t) F(s)

» F'(p+1)

¢ gph+1

e f(t) F(s —a)

f't) sF(s) — f(0)
fyd  F()

0

() -

1) i

— /F(r)dr

u(t—a)f(t—a) e *F(s)

d(t—a) e ¢

f (2) a F(as)

cos(bt) %—Hﬂ

sin(bt) SQibQ

Tabela 8.1: Propriedades da transformada de Laplace.
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Exemplo 8.2
A quantidade dum medicamento no sangue de um paciente, decresce exponencialmente:

Y =Y et/ (8.64)

ondey € a quantidade, em gramas, do medicamento no instanig & a quantidade inicial, e
a & a constante de decaimento do medicamento no sangue. O paciente recebe dudasimiecc
medicamento, com doses glee y» gramas, nos instantes et (comis > t; > 0). Calcule a
guantidade de medicamento no sangue do paciente, efadwaugtempo, admitindo que em= 0
nao existia nenhum medicamento no sangue do paciente.

A massa do medicamento introduzido em cada ideéAy = fAt, ondef & uma fun@o que
depende do tempo (fluxo de medicamento que entra no sangue do paciente, em gramas por unidade
de tempo):

Ay
=y (8.65)
f
Y1
Ayz

ty t t

Figura 8.1: Fluxo de medicamentd,, para dentro do sangue do paciente.

Como o intervalo de tempo que dura uma infEmg muito pequeno comparado com o tempo entre
injecdes (figura 8]1) e com o tempo de meia-vida do medicamento, podemos admitir que o fluxo
f(t) & uma fun@o impulsiva de durdp quase nula, nomeadamente uma soma de duaseing
delta nos instantes ets:

F(t) = y10(t —t1) + y26(t — t2) (8.66)

Enquanto o medicamento no sangue aumenta degidgec@es, tambm diminui continuamente,
devidoa constante de decaimento do medicamento. A dimé@udp medicamento no instarite
e

dy

dt
ja que est& a equago que define o decaimento exponencial com constante de decaimexto
taxa de aumento do medicamento no sangugigeial ao aumento devidis injecfes, menos a
diminuicao devida ao decaimento do medicamento no sangue

—ay (8.67)

d
% = y16(t —t1) + 120t — t2) — ay (8.68)
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Estaé uma equdio diferencial linear, de coeficientes constantas, mmognea. Calculando a
transformada de Laplace nos dois lados da eapiagbtemos:

(s+a)Y =yo+yie " +ype * (8.69)
ondeY é a transformada dg

Yot yie T 4ype 2

Y 8.70
st a (8.70)

e calculando a transformada inversa encontramos agohe problema
y(t) = yoe ™ + gy u(t — t1) e ") Lyp u(t — tg) emott2) (8.71)

A figura[8.2 mostra o @fico da fun@oy(t). B

Vi1 Y2

ty t t

Figura 8.2: Decaimento do medicamento no sangue do paciente.

8.10 Convolug@o

A transformada de Laplace de um produto de duas@esgio € igual ao produto das transfor-
madas de Laplace das duas fdes. No entanto, existe uma op&ragntre funges que, quando
transformada, @ o produto das transformadas das duas@aag Essa operag entre fungesé
designadaonvolugao, e joga um papel importante nalculo de transformadas inversas, como
veremos.

O produto de convoldip entre duas fuldesf(t) e g(t) define-se da seguinte forma

t
fxg= [ f(r)gt —r)dr (8.72)
/

Teorema 7
A transformada de Laplace do produto de convéluentre duas furliesf e g, € igual ao produto
das transformadas de Laplace das duas tes;
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Demonstrag@o: A partir das definides da transformada de Laplace e do produto de coram)uc
obtemos

oo t
L{f*xg}= //f(r)g(t -r) e stdrdt (8.73)
0 0

o integral emr pode ser estendido@infinito, se multiplicarmos por uma fuag degrau unétrio
gue anule a parte desdaté infinito

L{f*g}= f(r)g(t —ryu(t —r)e st drdt (8.74)
[l
trocando a ordem dos dois integrais, obtemos
L{f*xg}= [ f(r) gt —r)u(t —r)e stdt| dr (8.75)
[

O termo entre p&ntesis quadradd@sa transformada de Laplace da faog, deslocada ertt
gt —r)u(t —r) (8.76)

gueé iguala transformada de Laplace demultiplicada pela exponencial desr. Assim, obte-
mos o resultado

L{f*g}=G(s) / f(rye™*"dr (8.77)
0

queé igual ao produto das transformadas de Laplace das dudsfropmo pretefidmos demon-
strar:
L{fxg} = F(s)G(s) [ | (8.78)

O teorema anterior tandin implica, em forma inversa, que a transformada inversa de Laplace de
um produto de fun@esé igual ao produto de convolag entre as transformadas inversas das duas
funcbes. O teorema de convoluge Util no calculo de transformadas inversas de fagg compli-
cadas que possam ser escritas como o produto entrédsisimples. O produto de convoiag
entre fun@es verifica as propriedades comutativa, associativa e distributiva efdadalagma de
funcdes.

Exemplo 8.3
Calcule a transformada inversa da fuag
a
F(s) = ———-
() s(s? + a?)
Podemos escrever a ful/’ como o produto entre duas fuies
1 a
G(s) == H(s) = ———— 8.79
()= HE)= g7 (8.79)

as transformadas inversas@ee H obtem-se a partir da tabela 8.1

g(t) =1 h(t) = sin(at) (8.80)
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e a transformada inversa dieé igual ao produto de convolag deg e h

t
F(t) = 1% sin(at) = / sin(ar) dr = 120500 g (8.81)
0

a

No calculo do produto de convol&g entre; e h, o termo dentro do integral pode ser escrito como
g(r)h(t—r) oug(t—r)h(r), usando a propriedade comutativa; cemvsempre examinar as duas
possibilidades para seleccionar a que seja naaisde primitivar.

8.11 Resoludo de equadges integro-diferenciais

Algumas equaies que combinem derivadas com integrais podem ser resolvidas por meio da trans-
formada de Laplace, quando o integral possa ser escrito como um integral de caonaritrg
funcgbes.

Exemplo 8.4
Encontre a solugo da equago integro-diferencial

t

dy -2

—= =1- - v .82

" /y(t v)e “Ydv (8.82)
0

com condi@o inicial y(0) = 1.

O integral no lado direito da equéagé um produto de convol@g:

dy —2t
1 .
dt yxe (8.83)

Transformando os dois lados da edampbtemos

1 Y
5Y—1=;—8+2 (8.84)
donde se obtem a fuaQY: ) ) .
- s(ss—:— 1) s s+1 (8.85)
e a solugo da equap € a transformada inversa
y(t)=2— e [ | (8.86)

8.12 Problemas
Aplicando transformadas de Laplace, resolva as seguintes@piac
1Ly +y —2y=3 y(0) =0,y'(0) =1

2.y +4y +ay=e* y(0) =0,4'(0) =0
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3.y -4y =y +ay=¢ y(0) =¢'(0) =y"(0) = 1
4. y" +y=~e'cost y(0) =1,4/(0) =0
5. o + 4y = tsin(2t) y(0) = y(7/4) = 0
6. t2y" — 2y =2t y(0) finita, y(2) = 2

Nas perguntas 7 a 10 resolva o problema de cdmrdifronteira

V=10 w0 =y () =0

usando a definép da fun&o f(¢) dada em cada caso

7.

0<t<m
T <t<2r
smt 2 <t

Calcule os seguintes produtos de convalug
11. e x e
12 txtxt
13. t xsint

Usando a propriedade da transformada de Laplace do produto de c@watafcule as transfor-
madas inversas das seguintes figs;

4

14, —
s2(s — 2)
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1
(s2 4+ w?)?

15.

Resolva as sequintes eqbag em forma geral, para qualquer faag¢ (¢) parcelarmente coimua
e paametrok diferente de zero

16. y" — k*y = f(t) y(0) =4'(0) =0

17. y" = 2ky' + Ky = f(t) y(0) =y'(0) =1
Equagdes integrodiferenciais Resolva as seguintes eqbes

18. y(t) = asint — 2 [} y(s) cos(t — s) ds

19. y(z) = = + [ y(t) cos(x —t) dt

20. [yy(s)ds —y/(t) =t y(0) =2

21. ' (t) + 2y + fg y(s)ds =sint y(0) =1
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Capitulo 9

Equacoes de diferencas, lineares,
nao-homogneas

No captulo[g estudamos &todos para a resoléig de equaies de diferencas lineares horgogas,

e vimos que existe uma grande semelhanca entre a rasaliegequdies de diferencas lineares e
a resolu@o de equdies diferenciais lineares. Seguindo a analogia, veremos nesiéd@ape no
caso das equaes de diferencas existe unétado aalogo ao netodo da transformada de Laplace
na resolugo de equdges diferenciais.

9.1 Transformada Z

A transformadaZ define como construir uma fuag a partir de uma sucéss Assim, cada
suces8o é transformada numa fuag; isso permit& transformar equées de diferencas em
equa@es algbricas que em alguns casos podem ser resolvidas facilmente, como veremos. A
transformad& de uma suced® {yo, y1, 2, - . .} € uma fun@o definida por meio deesie:

Yyr | Y2 Y3
z z z3

ondez &€ uma varavel reaE|. O doninio da varavel z onde a érie & convergente dependeda
suces8o. Usando uma notag mais compacta, escrevemos a transformada da 8odesg da
seguinte forma

Z{yy = Y 2 ©9.2)
n=0

e ainda usaremos uma outra n@a.gy, que representa a fuaig obtida aps transformar a sucess
{yn}.

Consideremos um exemplo: asuées§l, 1, 1,. ..} com todos os termos iguais a 1, igt@,, = 1.
Usando a defin@o da transformada obtemos

y(z):1+i+;+...zz<i>n (9.3)
n=0

10 donrinio da varavel z pode ser estendido ao8meros complexos, mas para os objectivos destéutapéo sea
preciso.
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queé uma érie geondtrica; s€l/z| < 1, a €rie converge para

@(z) = 1~ (9.4)

Outra transformad& que pode ser calculada usandoégies geongtricaé a transformada da
sucesdo com termo gera),, = o™, ondea &€ uma constante. Usando a defatigda transfor-
mada obtemos uma&se geongtrica

B a a? . sa\n
Assim, pardz| > |a|
ny _ z
Z{a"} = p— (9.6)

9.2 Propriedades da transformada Z

Usando os dois exemplos da sge@nterior e algumas propriedades da transforrdiagademos
calcular as transformadas de outras sumEssnais complicadas.

9.2.1 Linearidade da transformada Z

A primeira propriedade da transformad@ue estudaremdsa sua linearidade, isé& dadas duas
sucesBes quaisquefz,, } e {y,}, e duas constantese b, verifica-se que

Z{axy + by} = aZ{zx,} + bZ{y,} = ax + by (9.7)

Esta propriedade pode ser demonstrada facilmente a partir da defita¢ransformadd, ja que
as €ries convergentes tatim verificam a propriedade de linearidade.

9.2.2 Derivada da transformada Z

No dominio onde a transformadéaest definida, a&rie que a representa (eqéad9.2) converge
uniformemente, e pode ser derivada termo por termo

dy R MY 1 = nYn
WS 1S o

n=0 n=0

estalltima <rieé a transformadd da suces®n y,,; assim, temos obtido o seguinte resultado
Z{n yn} =2 (9.9)

Se conhecermos a transformadagle poderemos calcular a transformadardg, a partir da
derivada da transformada conhecida.
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9.2.3 Transformada da suce@o deslocada

A suces8o{y,1} & asuces® obtida a partir déy,, }, eliminando o primeiro termo e deslocando
todos os outros termos um lugar para a esquefda:ys, ys, . . .}. A transformadé&. desta nova
sucesao sea

o o
Z{ynsy =+ 2+ By =3 T =y (9.10)
z z ot z =0 z
A Ultima <rieé a transformad da suces®o {y, }
Z{ynt1} = 24 — Yoz (9.11)

9.2.4 Transformadas das suce8ss de senos e co-senos

Consideremos uma sucésscom termos complexos
Yyn = (a+ ib)" (9.12)
ondea e b s3o constantes reais. Usando o resultadd (9.6), o&tehiém \alido para imeros

reais p que a érie geonétrica tamim converge no plano complexo, obtemos

z

Z{(a+ )"} = - (9.13)

—a—ib
multiplicando o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador, podemos
separar as partes real e imaaiia

z(z —a) L bz
(z—a)2+b (2—a)2+0?

Por outro lado, se usarmos a represeddggolar do amero complexa + ib e a linearidade da
transformad&., podemos escrever

Z{(a+ ib)"} =

(9.14)

Z{(a+ ib)"} =Z {r" einﬁ} = Z{r" cos(nf)} + iZ {r" sin(nd)} (9.15)

onder e § sao o nmbdulo eangulo polar do amero complexo. Comparando as partes reais e
imagirarias das equées [9.1#) €(9.15), obtemos as transformadas de duas esessn senos
e CO-senos

bz

7 e g . 1

{r"sin(né)} CEEEE (9.16)
z(z —a)
Z{r" = — A7
{r"™ cos(nf)} GoaZ+ 0 (9.17)
onde as constantese b sdo definidas por

a = rcost (9.18)
b = rsinf (9.19)

Na tabeld 9]1 aparece um sarno das transformadaé que temos calculado, e de outras que
podem ser obtidas a partir das propriedades que temos estudado, eagugesismo élculo de
transformadas inversas.
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Sucesao TransformadaZ
Yn y(2)
Yn+1 2y — 2Yo
Yn+2 22y — 2%y — 2
da
nYn —zd—g
a” Z = a
n az
na - a)2
n2q" az’ + a23,z
(z—a)
n(n —1) an a’z
2 (z—a)®
n(n —1)(n —2) a’ a’z
3! (z—a)
" cos(nf _zz—a)
™ cos(nd) o af+ P
(a=rcosf,b=rsinb)
r™ sin(nd) 71722 5
(z—a)*+b

(a=rcosf,b=rsinb)

Tabela 9.1: Transformadas Z.
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9.3 Resoluéo de equages de diferencas lineares,ao-homogneas

A transformadd € Gtil para resolver equées de diferencas lineares, de coeficientes constantes,
nao homo@neas. Consideremos um exemplo com valores iniciais:

Yn+2 +3Ynt1 +2y, =3" wo=1  y1=0 (9.20)
Usando a expre@s que obtivemos para a transformadd gie;; }, podemos escrever

Z{yny1t = 2y—=z (9.21)
Z{yns2} = 2Z{yns1} — 21 = 2°Y — 2° (9.22)

e consultando a tabgla 9.1 vemos que

z

7{3"} = 9.23
B3 = (9.23)
Assim, a transformada da eq@acde diferencas se&r
(22 4+3242)7— 22— 32 = & 3 (9.24)
5
e dd obtemos )
z“+ 3z z (9.25)

_— .
YT T+ ) +2)(z-3)
O calculo da transformada inverédeito em forma a@loga as transformadas inversas de Laplace,
usando expad® em fracQes parciais, mas deixando de fora um faetap numerador, que ser
necesario manter em todas as fré&s parciais para poder usar a tapela 9.1. Consequentemente,
as frac@es que devé@o ser expandidags:

z+3 2 1
+D(z+2)  2+1 z+2 (9.26)
1 _ 1 1 1 9.97
(z+1)(z+2) 5(z+2)_4(z+1)+20(z—3) (.27)

multiplicando cada fracp parcial pelo factot que deixamos de fora, obtemos o lado direito da

equago [9.25)

Tz 4z z
y= — 9.28
V=140 542 "20:-3) (9-28)
e usando a tabefa 9.1, encontramos a $aluip problema de valores iniciais
7 4 3"
n=-(D" =2 (=2)"+—- N 2

Exemplo 9.1 (Populaéo mundial de baleias)

Admita que a populd@p actual de baleias no mundo1000 e que cada ano o aumento natural
(nascimentos e mortes naturais) da popélaé de 25%. Admita tan@éim que o timero de baleias
abatidas pelos pescadores cada ande 300 e que dstendncia vai se manter nos @ximos
anos. Calcule a populd@p, P,, (onden & o rtimero de anos a partir do ano actual) durante os
probximos anos.
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Se no ano a populaéo de baleias fossB,, 0 aumento da populag durante esse ano, devido
a nascimentos e mortes naturais, serizb P,,. O aumento (ou diminuép) da popula&go durante
esse ano seria

0,25P, — 300 (9.30)

mas por outro lado o aumento da pop@agiurante o péwdon tamkem devea ser igual a
P,1— P, (9.31)
combinando estas duas expi@Ess obtemos uma equagde diferencas
P11 — P, =0,25P, — 300 (9.32)

sen = 0 representa 0 ano actual, a cor@icinicial necessia para resolver a equag de
diferencas

Py =1000 (9.33)
Para resolver a equag podemos usar a transformatia
300
zp—1000z—p=o,25p—z_'i (9.34)

ondep(z) & a transformada da sucaes’,. A equa@o anteriole uma equ&ip algbrica que se
resolve facilmente para

_ 1000z 300 =z
P 195 -1)(z— 1,25
_ 1000~ _12002(271)7(271,25)
z—1,25 (z—1)(z —1,25)
200 =z 1200

21,25 T
a transformada inversa

P, = 1200 — 200 <i> (9.35)

obviamente a popul@p riio pode ser negativa e portanto a ex@esmterior 8 podeé ser \alida
para alguns valores detais que

1200 — 200 (i) >0 (9.36)
AR (9.37)
1) < .
5
nlnz <ln6 — n<8,03 (9.38)

logo a solu@o do problem&

—_ n <n<
p_ { 1200 — 200(1,25)" 0<n <8 (9.39)

0 n > 8 |
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9.4 Problemas

Resolva as seguintes eqbas de diferencas

1 Yni2 = 3ynt1 +2yn =1
2. Yny2 + Ynt1 — 2yn =3 Yo=0,y1 =1
3. Ynt2 + 4Yny1 +4yn = (—2)" yo=0,y1 =0
4. Ypi1 — 2y, = exp(—bn)
5. Yny2 — 2Uny1 + 4y, =27 Yo =0,91 =0
6. yn+z+4yn=37 Yo=1,y1=0
7. Ynt2 = Yn="n

Encontre as transformaddsdas seguintes sucées
8. {1,0,0,...} Yn = On0
9. {0,0,1,1,...} Yn =1—"0p0—0n1

10. y,, = nsin(wn)

11. Os rumeros{T,,} = {1,3,6,10,15,...} sho chamadoslmeros triangularespois podem
ser obtidos geo#@tricamente contando dimero de pontos nos amgulos da seduncia na
figura seguinte

. LN LN\

T.=1 T2=3 T3=6 T,=10

1. Determine o problema de valor inicial que define aGseros triangulares.
2. Encontre a forma gerdl,, de qualquer amero triangular.

Nos problemas 12 e 13 encontre uma e@oade diferencas para as seguintes sashggompare
Sn+1 com S,). Resolva a equé@p de diferencas usando a coradignicial S; para obter uma
formula geral par®’,

12. 5, =1+224+334+...+n3

13. 5, =24+44+6+---+2n



86 Equa@es de diferencas, linearesae-homogneas

14. O sistema iterativo
.’L’n+1:.%'721+0 :B():O

€ um sistema d@gico. Usando valores deigual a—1.3, —1.75 e —2 calcule alguns termos

da segéncia{x,,} att obter um valor repetido; qualo pefodo da segéncia em cada caso?

que pode concluir a partir destes resultados? Se quiser escrever um programa de computador
para encontrar o diagrama de bifurgaguse valores deentre—2 e 0.25, e tenha em conta

que os valores resultantes glgestio comprendidos entre2 e 2.



Capitulo 10

Sistemas de equames diferencials

10.1 Defini@o

Um sistema de: equa@es diferenciais de primeira ordegrum conjunto der equa@es diferen-
ciais, com uma vaéivel independentee n variaveis dependentes, xo, . . ., x,, que podem ser
escritas da seguinte forma

d:L'1

o - Fi(zy,... op, 2,20 t) (10.1)
dz
th = F(xy,...,¢op, 2,20, 1)
(10.2)
dx, I , ,
iy n(T1y e T, Xy, T, T)
ondefFy, F», ..., F,, sdo quaisquer furies dg2n+ 1) variaveis reais, que definem o sistemaaN

sela necesaio considerar sistemas de eqdes de ordem superior a 1, devido a que se alguma
das equates diferencias for de ordem superior, p@deer escrita como um sistema de e@esc
de primeira ordem como veremos no exemplo que se segue.

Exemplo 10.1
Escreva a equd diferencial de segunda ordem
2
COS x% + %% +sint =0 (10.3)

como um sistema de equiss de primeira ordem.

Podemos definir duas vasieisz; e x,, dependentes dea partir da fungox(t) e da sua derivada

T =x To = I (10.4)

a primeira definigo& uma simples mudanca do nome da&egl, mas a segunda defia@é uma
equa@o diferencial de primeira ordem. Temos t@&mbuma segunda equas; diferencial — a
equa@o dada — que em termos das @agis definidag

cos x1£ + 112 +sint =0 (10.5)

dt t
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O sistema de equaes, escrito na forma paré

dxl
— = 10.6
= (10.6)
int
dxo _ _ mry _ sin - (10.7)
dt tcosx; cosx

Como podemos ver, os sistemas de e§eadgliferenciais de primeira orde@wsmuito importantes

por incluir como casos particulares as ediexcdiferencias de ordem superior e 0s sistemas delas.
De facto, os retodos nuraricos para resolver equigs diferenciais de ordem superior baseiam-se,
geralmente, na resolag de sistemas de eq@&g de primeira ordem.

O sistema de equaes [10.R) pode ser escrito numa forma mais compacta, usando amotag

vectorial; 1 1
X X
& _p <t,x, dt) (10.8)

ondex & um vector com component@,cada uma delas fug det, e F & um vector conmn
componentes, furldes de, x e x’.

10.2 Sistemas de equées lineares

Um caso especial e importante na teoria das dipsmdiferenciai€ quando o vector de fudies
F, no sistema de equaes [(10.B), tem a forma

F=Ax+f (10.9)

ondeA & uma matriz quadrada x n de fun@es que dependem unicamentetd& & um vector
comn componentes dependentestde opaimos por trabalhar a represeritaglos vectores com
matrizes com umanica coluna, ficando assim bem definido o produto entre uma matin

e um vector § direita da matriz) de dimeés n, dando como resultado outro vector da mesma
dimeng&o.

O sistema de equaes diferenciais lineardéso sistema:

dx

— =A f 10.10

r X + ( )
Quando os coeficientes da mathizejam todos constantes, o sistema diz-se de coeficientes con-

stantes; e quando o vectbseja nulo, o sistema sehomog@neo.

Exemplo 10.2

Escreva o sistema de equims lineares, de coeficientes constantes,
33,1 = x1+ X9
rh = 4dx1+ 139

na forma vectorial.

'Quando escrever aio o $mbolo de um vector, convem usar a nétag que sea equivalente ao uso de caracteres
negros na vel® impressa.
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O sistema pode ser escrito assim:

x 11 x
I 1012

Que tem a forma da equég [10.10), com vectdt nulo e matrizA igual a:

11
A:h 1] ] (10.12)

10.3 Metodo de elimina@o

Um método para resolver sistemas de e@easqdiferenciais consiste em usar- 1 das equaies
para eliminarn — 1 das varaveisz;, na outra equap, ficando com uma equae diferencial
ordinaria para a furigo x; que rao foi eliminada. A melhor forma de explicar cetodoé atraes
de um exemplo. Consideremos o sistema do exefnplg 10.2 e usemos un&onotapouco
diferente para as derivada$ e z:

7y = Dy rh = Do (10.13)

ondeD é o operador que deriva em fur@do tempo a furip que estivea sua direita. O sistema
de equalesé

Dx1 = x1+x (10.14)
Dxoy = 4dx1+ a9 (10.15)

podemos consideraria como um coeficiente que multipliées fun@es, tendo o cuidado dé&o
inverter a ordem do produto. Assim, o sistema anterior pode ser visto como um sistema de duas
equa@es, com duas irdgnitasz; e x5 € com coeficientes que dependemigle

(D - l)xl —x9 = 0 (1016)
dr1+ (1= D)xy = 0 (10.17)

0 sistemeg, neste caso, homegeo, mas para sistemasorhomo@neos segue-se 0 mesmo pro-
cedimento, mantendo as fubes det nos lados direitos, sendo consideradas como coeficientes
gue dependem dee Para eliminar, no sistema anterior, multiplicamos a primeira e@epor

(1 — D), e somamos-la primeira equéipo:

(1—D)(D — 1)z + 4z, =0 (10.18)

o produto(1 — D)(D — 1) pode ser calculado como um simples produto entréveis, f que
qguando @ao ha funges envolvidasao Ha perigo de trocar a ordem das fdes e dos operadores

(1-D)D—-1)=—(D-12=-D*>+2D—1 (10.19)

onde D? & a segunda derivada em ordem ao tempo. Substituindo naZeq(i; 18), obtemos
uma equago diferencial de segunda ordem

—a + 221 4+ 321 =0 (10.20)
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gue pode ser resolvida para encontrgrpara calcular,, substitui-ser; na primeira equdap do
sistemall

O método de elimina@o consiste realmente no processo inverso ao seguido na Esolo@x-
emplo[10.1, quando transformamos uma egoage ordem superior num sistema de egeac
de primeira ordem. Existem sistemas de e§eacmais complicados, nos quais @todo de
eliminag@o rao é (til; realmente o processo de elimidacde vamveisé igual do que num sis-
tema de equdies al@bricas, e como o leitor devesaber existem @todos simples para resolver
sistemas de equaes al@bricas lineares, masia existem ratodos gerais para as eqdies 1@o
lineares. Inclusivamente no caso de sistemas lineares, quaridoarade vaéveis for elevado,
a elimina@o das vaéveis pode tornar-se complicada; alguns d@tomios usados no caso de
equa@es algbricas lineares, por exemplo a regra de Cramer, introduzenddipisr operadores
gue implicam ter que calcular o inverso de um operador diferencial, apie mma tarefaécil.

10.4 Metodo matricial

O metodo matriciak (til para resolver sistemas de eqaes lineares, de coeficientes constantes,
homog:neos e com valores iniciais. A forma geral desses sistemas

d
F)t( =Ax x(0) = xg (10.21)

onde o vector constante) da o valor inicial do vectox, emt = 0. Vamos encontrar a solég
do sistema comecando pelo caso mais simples1, e generalizando o resultado para qualquer
n. No cason = 1, a matrizA e o vectorx tém umalnica componente, e 0 sistefaimainica
equago diferencial:

dz

i z(0) = xo (10.22)
ondea & uma constante reala ¥imos \arios metodos para resolver essa eda@mQos capulos
anteriores. A soluoé

x = xoe™ (10.23)

A generalizago paran > 1 & facil: substituimos: pelo vectorx, e a pela matrizA, mas para ser
consistentes com a represedagle vectores como matrizes de uma coluna, a constadievea
vir depois e @o antes da furdp exponencial

Mas o que quer dizer a exponencial de uma matriz? perguotiitor. Para o nosso objectivo
exp(At) deved ser uma matriz que quando derivada em ordend@a a mesma matriz multi-
plicada @ esquerda) poA. Partindo da defingo do produto entre matrizes e de matrizes por
numeros, podemos definir qualquer féng@nadtica de uma matriz, generalizando a partir @ees

de McClaurin da fungo; nomeadamente,

A e (AD" b o
e _ZT_H+A+§A +... (10.25)
n=0

ondel & a matriz identidade, com 1 na diagonal e zero fora dela; a partir desta@efiigemos
demonstrar, derivando cada membro @des que

d eAt

i At (10.26)
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Do ponto de vista g@tico, a &rie de McClaurin &o é Util para calcular a matrizxp(At), pois
inclusivamente o @lculo dos primeiros termos nar&e torna-se tedioso. Para calcular a satug
do sistemagxp(At)xg, calcularemos primeiro um sistemansoluges particulares simples que
formam uma base para o espaco vectorial das 8eki e encontraremos as coordenadas da
solug@o particular nessa base. Antes de abordar o problamprecisas algumas defiigs.

10.4.1 \Vectores e valores @prios

Dada uma matriA de dimendesn x n, Qualquer vector de dimen&aon que verifique a pro-
priedade
Av = v (10.27)

é designadweector proprio, ondeX & um rumero designadwalor proprio. A condigao anterior
naoé trivial; implica que a multiplica&o da matriz pelo vector pprio da um vector qué paralelo
ao pvprio vector.
Se v for um vector poprio, qualquer vector na mesma dirgogcv) tamkem sed um vector
proprio, correspondente ao mesmo valabio; portanto, 0s vectoresqprios correspondentes
ao mesmo valor f@prio formam um subespacgo do espaco dos vectores de dmen® vector
nulo, 0, obviamente verifica a condiQ de vector @prio para qualquer matriz e qualquer valor
mas rao o consideraremos entre 0s vectoréppos.
Tamkem pode-se mostrar que dois vectordspios correspondentes a valore§gos diferentes
sao linearmente independentes. Comdimero naximo de vectores linearmente independentes
én, 0 nimero néximo de valores f@prios diferentes tan@m sean.
Para encontrar os vectores e valoresppios da matriz\, re-escrevemos a equag(10.2¥) numa
outra forma

(A=X)v=0 (10.28)
Esteé um sistema de equaes lineares, homégeo. Para que existam sdhes diferentes da
solu@o trivial, &€ necesario que o determinante do sistema hogmep seja igual a zero

A — | =0 (10.29)

esta condigo & um poliromio de grau: (polinémio caracteristico da matriz) e podérter, no
maximo,n raizes (valores fprios) diferentes.

No caso de existirem raizes do polibmio caractdstico, reais e diferentes, os vectore§mios
correspondentes a cada valopprio formam subespacos de dimaa4. (rao podem ter dime@a®
maior), e escolhendo um vectoroprrio por cada valor @prio obtemos uma base do espaco de
dimengon. Quando existe uma raiz repetidavezes, os vectores qurios correspondentes a
esse valor @prio formam um subespaco com dimadagompreendida entre Ing se a dimero

for m, sed ainda podsel seleccionam vectores pbprios linearmente independentes e completar
a base de vectoresqprios para o espaco todo. Para o nosso objectivo, no caso de vatipaepr
complexos sér ainda possel seleccionar um vector por cada valoopro, $ que 0s vectores
seleccionadosajrio sedo vectores [@prios.

Exemplo 10.3
Encontre os vectores pprios da matriz:

-1 0 3
1 11
-4 0 6
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O polinbmio caractdsticoé:

—(14+A) 0 3
1 (1-X) 1 =—(A=1)(\=5)14+6)=0 (10.30)
—4 0 (6—2X)

e, portanto, os valoresprios €0
A =1 Ao =2 A3 =3 (10.31)

0s vectores [@prios correspondentes\a = 1 sao as solu@es do sistema

-2 0 310 0
101 |0]=1|1 (10.32)
—4 0 5 |0 0
parai, = 2 temos:
[ —3 0 3 |0 [ 1]
1 -1 1|0 | = (10.33)
| -4 0 4 |0 | | 1]
e para\s = 3:
[ —4 0 3 |0 [ 6 ]
1 21 |0|=|7 (10.34)
| -4 0 3|0 | 8 ]
Os vectores [@prios K0
0 1 6
c |1 co | 2 cs | 7 | (10.35)
0 1 8

ondecy, ¢ € c3 SA0 ties constantes arlétrias.

10.4.2 Soluges fundamentais

Dado um vector qualquety, 0 produtoexp(At)x, &€ uma solugo particular do sistema

dx
— 10.
P Ax (10.36)

Sex for um vector poprio v da matrizA, a solu@o particular
ety (10.37)

designa-seolucao fundamental Dois vectores f@prios linearmente independenté&odrigem
a duas soluies particulares linearmente independentes. Assim, quando existineutores
proprios linearmente independentés; , va, ..., v, }, as respectivas soldes,{xi, xa, ..., X},
constituido umconjunto fundamental de solu@es, e qualquer outra sobug pode ser escrita
como combina@o linear das soldgs fundamentais

X = C1X] + CoXo + -+ - + Xy, (10.38)
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Ou, em forma mais compacta
x =Xc (20.39)

onde a matriZ define-se como a matriz em que cada colanana das soldes fundamentais
X;, € as componentes do vectosao as constantes. As solu@es fundamentais; calculam-se
facilmente a partir do seguinte teorema.

Teorema 8
Sev & um vector pbprio da matrizA, correspondente ao valor pprio A\, enfio

ety = eMy (10.40)

Demonstrago: usando aé&rie de McClaurin [equé@p (10.25] da fur@oexp(At), obtemos

ety =" AT (10.41)
aplicandom vezes a rel&o [10.2]) que define o vectorggrio,
Av = \"v (10.42)

e substituindo naégsie anterior, chegamos ao resultado

ety = Z (/\;L)' v =y | (10.43)

m=0

O resultado do teorenfiaéimportante porque permite substituir uma fagnatricialexp(A ¢),
por uma fun@o ordirariaexp(\t); € preciso ter em conta que a dita substéoig apenas poszel
qguando a fungo estiver a multiplicar a um vectorgprio da matrizA.

As componentes daatriz fundamental do sistemay, sao fun@es do tempo. No instante= 0,
a solu@o devea ser igual ao vector de condgs iniciaisx(0) = xg, € cada soluo fundamental
€ igual ao correspondente vectobprio

XZ(O) = eovi =v; (1044)
Substituindo na equag [10.39), obtemos um sistema linear de eGeagl@bricas
Ve = xg (10.45)

onde a matriZ/ € a matriz em que cada coluaaim dos vectores ppriosv;. A resolu@o desse
sistema permite encontrar as constantes

e a solugo [10.3Pk igual a
x = XV xg (10.47)

Comparando as equies (10.24) € (10.47), qués duas formas diferentes de escrever a Saolug
particular, \alidas para qualgquer vectgp, obtemos um resultado importante

et =xv! (10.48)

Esta equago permite calcular a exponencial de qualquer malria partir dos seus vectores e
valores poprios.
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10.4.3 Valores pbprios complexos

Quando existem valoresgprios complexos, procuramos um vectodgmio complexow = a +

ib, e as partes reah] e imagiréria (b) desse vector s@o usados como vectores da base. As
correspondentes soldgs fundamentaisjriio seéio dadas pelo teorerpa 8, pois os dois vectores
nao K0 vectores [@prios, mas coméa + ib) simé vector pbprio, usamos a equag

e*(a+ ib) = eM(a+ ib) (10.49)

Comparando as partes reais e imagias nos dois lados da eqaacé possvel calcular as duas
solu@es fundamentaiscp(At)a e exp(At)b.

Exemplo 10.4
Encontre a solugo geral do sistema de equies diferenciaisk’ = Ax, ondeA & a seguinte
matriz:

1 0 -1
A=1]0 2 0
1 0 1
O polinbmio caractdsticoé:
(1—X\) 0 -1
0 (2—)) 0 =2-N[A=-1)%*+1]=0 (10.50)
1 0 (1=2X)
e, portanto, os valores @prios 0
A =2 A=1+1 A3=1-1 (10.51)

um vector poprio (v1) correspondente & = 2 obtm-se a partir da soléo do sistema

~1 0 -110 0
00 0]0|] = wvi=]|1 (10.52)
10 -110 0

e a solu@o particular correspondenteva &

ety = | o (10.53)
0

Outras duas solidgs linearmente independentes podem ser obtidas a pattiy de \3. Para
A3 = 1 — iobtemos:

i 0 —-11]0 1
0 1+1) 00| = w=]0 (10.54)
1 0 ilo i

A partir dew pode obter-se uma solag particular complexa:

. 1 cost — isint
eMw = =Dt | o | = ¢ 0 (10.55)
i sint + icost
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As partes real e imagamia desta solip .0 tami@m solu@es, e junto com a sol&g obtida a
partir deA;, constituem um conjunto fundamental de sokes do sistema:

0 cost —sint
e?t |, e 0 , el 0 (10.56)
0 sint cost

A solugao geral do sistem@ qualquer combina&p linear do conjunto fundamental de sdas:

0 elcost —elsint c1
x(t) = | e* 0 0 co [ | (10.57)
0 elsint elcost c3

10.5 Vectores poprios generalizados

Falta-nos considerar o caso em que aparecé&esalo polibmio caractdstico com multiplici-
dadem > 1. No caso das faes rdo repetidas, o sistema de eqbeg lineares que permitem
calcular o vector @iprio correspondente sempre um sistema com uma @&el livre (subespaco
de dimend&o igual a um) que pode ser arbitrada. No caso da raiz de multiplicidadesistema
de equages lineares que definem os vectorgsppios pode ter entre uma e variaveis livres.
Se existiremm variaveis livres, ol#m-sem vectores poprios arbitrando valores linearmente in-
dependentes para elas (o maisif sef usar conjuntos de vawneis onde unicamente uma detas
diferente de zero). Se o sistema tiver menos dorgquariaveis livres, para completat vectores
fundamentais usaremos vectoregpos generalizados.

Um vector pbprio generalizado da matrie, correspondente ao valorgprio A e ao vector foprio
v, &€ um vectom que verifica a seguinte con@dig

(A—M)u=v (10.58)

Para construir a sol@p fundamental correspondente a um vectoppo generalizado, usa-se o0
seguinte teorema.

Teorema 9
Seu & um vector pbprio generalizado da matri&, correspondente ao valor pprio A e ao vector
préprio v, enfio

ebu = eM(u+tv) (10.59)

Demonstrago: usando aé&rie de McClaurin dexp(At),

oo
t
etlu = g
m=0

a partir da definigo do vector grprio generalizado, obtemos

m

A" (10.60)

3

Au=Au+v (10.61)
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e multiplicando repetidas vezes pela mafizemos que
A™u = \"u+m\" vy (10.62)

substituindo na&rie de McClaurin,

At o ()™ o ()™

ety mZ::O A u+7;(m_l)!v (10.63)
As duas éries @o o resultado que pretendiamos enconlliar.
O sistema que define os vectores generalizados pdeevaraveis livres, dando origem a@rios
vectores pbprios generalizados linearmente independentes, ou@odeter solugo quando &o
existirem vectores pprios generalizados correspondentes a um determinado vegprigprSe
depois de procurar vectoresoprios generalizadosao existirem suficientes vectores para com-
pletar uma base, sepreciso procurar vectoresmrios generalizados, de segunda ordem, §oe s
vectores pbprios generalizados, associados a um outro vecbgqriar generalizado.
No fim da pbxima secgo veremos um exemplo no quahecesario encontrar um vector pprio
generalizado.

10.6 Sistemas linearesamw-homogneos, de coeficientes constantes

Vamos estudar nesta s@ocum nétodo para calcular a sol@g de um sistema lineaéin-homo-
géneo, de coeficientes constates [eGugd 0.10)]

dx
=T A f 10.64
" X + ( )

No caso mais simples = 1, o sistema umalnica equago linear de primeira ordem

dx
i ax + f (10.65)

ondea € uma constante realfee uma fun@o det. Resolvendo o sistema por meio da transformada
de Laplace, optemos a soaw

z(t) = 2(0) e™ 4 e x f (10.66)
a generaliza®o deste resultado para qualqueé
x = e®'x(0) 4+ !« f(t) (10.67)

Para calcular o produto de convoimzentre matrizes, seguem-se as regras habituais do produto
entre matrizes, mas cada produto entre dois termos da ma#iarsgsroduto de convol@p entre
as respectivas fuibes.
O primeiro termo na sold@p [10.67)é a solu@o do sistema homégeo correspondente, com
as mesmas condies iniciais do sistemadao homo@neo. E o0 segundo ternm®uma solugo
particular do sistemado-homo@neo, & que no caso particulai0) = 0 obttm-se essa sol&g.
Usando a expreés [10.48) obtida para a exponencial da mairiz podemos escrever a SOl
particular da seguinte forma

x, =XV «f (10.68)
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A inversa da matriz de vectoresoprios, V-1, & uma matriz constante, independentet dde
maneira que pode passar a multiplicar no segundo membro do produto de caavolug

x, = X * (V7'f) (10.69)

Nao sea preciso calcular a inversa e ja que o vector entre pamtesi€ simplesmente a solag
do sistema de equaes lineares
Vu=f (10.70)

Com os vectores pprios da matriz\ e o vectorf calcula-se o vectai, e a soludo particulaé
yp =X x1u (10.712)

Exemplo 10.5
Resolva o problema de valor inicial

%:Ax—i—f x(0) = xo

onde a matrizA e os vectore§ e x, SA0 0S seguintes:

110 0 0
A=1010 f=ce"|1 xo= | 1
00 1 t 0

Com uma matriz&o simples, o maisatil seria escrever asegs equages diferenciais explicita-
mente e resolve-las directamente. No entanto, vamos usar este exemplo simples para ilustar o
método proposto nesta séx; O poliromio caractéstico da matrizA é

A=1P=0 (10.72)

Existe umdnico valor pbprio, A = 1, com multiplicidade 3. O Sistema que define os vectores
proprios sea

0107 a 0
000 bl=10 (10.73)
000 0

gue tem duas vaaieis livres ¢ e ¢); assim, obtemos dois vectore®prios linearmente indepen-
dentes:

1 0
vi=10 vi= |0 (10.74)
0 1

a raA0 para os designar pef e vg se@ discutida mais logo. O vector fundamentaldevea
ser um vector @prio generalizado de; ou devs; comegcemos por procurar vectore9mios
generalizados des; o sistema que os defirieo mesmo sistemp (10]73), mas com o lado direito
igual avs

010 a 0

0 0O b|=1]0 (10.75)

0 00 1



98 Sistemas de equaes diferenciais

Este sistemado tem solugo e, portantoys nao tem vectores pprios generalizados. Comny
obtemos o seguinte sistema

010 a 1
0 0 O bl=10 (20.76)
00O 0

com duas vaéveis livres & = 1. A escolha mais simples ser

0
vo=| 1 (20.77)
0

a matrizV de vectores fundamentais &exr matriz identidade (o qual explica porque os dois vec-
tores pbprios foram definidos come; e v3). E a matriz fundamentaX obtem-se usando os
teoremaglI8 E|9

1 ¢t 0
X=¢e]0 10 (10.78)
0 01
o vectoru definido na equdip [10.7)) ser igual ao vectof, ja que a matriZ/ & a identidade;

pela mesma rd@o, o vectorc definido na equaip [10.45) sex igual ao vectoxk,. A soluggo do
problema calcula-se a partir de:

tel el x (te!)
x=Xc+Xsxu=| e | +| exe (10.79)
0 el x (tel)

Os dois produtos de convolaig podem ser calculados usando a transformada de Laplace:

_ 1
et * et = ,C 1 {(5—1)2} = tet (1080)
1 t2
t to_ -1 _ b
(te')x e = L {(3—1)3}_26 (10.81)
a soul@o do problem&
2
t+5
x=c¢ | 1+¢ (10.82)
t2
2

10.7 Problemas

Resolva os seguintes problemas de valores iniciais pétodn da eliminago

1 ¥=y—=z z(0)=0
" ¥ =y —2sint y(0) =1
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!/ __ _ =
5 { ¥=y—=z { z(0)=0

y =y — 2z +sint y(0)=0

=z z(0)=0
3.0 y=s y(0) = -1

2=y z2(0)=1

Nos problemas seguintes calcule a matfiZ e use o resultado para encontrar a siatugo prob-
lema de valor inicial

%:AX x(0) = %o

[2 1 1
i o[}
1 -1 -1 0

5. A= 1 3 1 xg=| 1
_—3 1 -1 0

[ 4 5 1
6.A—__4 _4:| X0—|:2:|
1 0 0 1

7. A=1]3 1 -2 xg=| 1
_2 2 1 1

(2 1 1
a3y =
[ —1 —1 0 [0 ]

9. A= 0 -1 0 xg=| 1
| 0 0 -2 | 1]

[ -7 0 6 [ 1]

10. A = 0 5 0 xg=| 1
i 6 0 2 _1_

(1 —4 0 0 [ 1]

4 1 0 0 1

11. A = 0 0 2 1 Xg = 1
| 0 0 0 1 | 1 ]

Com as matrizes dadas em cada caso resolva o problema de valor inicial

%:Ax+f x(0) =x¢

) SIS
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1 10 0 0
13. A = 1 0 =¢é |1 xg= | 1
0 01 t | 0
2 -2 0 1
4.4~ 2 _2] f_[é(t_w)] X0 = 0}
-1 -1 -2 0 0
15. A = 11 1 f=¢€1|0 xp= 1|0
1 1 0
3 -1 [ 1—wu(t—-1) [0
64 [3 1] e[ = 0)]




Capitulo 11

Equacgoes de derivadas parciais

11.1 Introducao

Uma equago de derivadas parciaésuma relago entre as derivadas de uma faogle \arias
variaveis. Alguns exemplos, que aparecem em diversos probleataas Seguintes equis:

11.1.1 Equaéo de transfeencia de calor

. SeT'(t,z) representa a temperatura num instantea posiéox sobre uma barra, a equagde
transfeéncia de calor em uma dimeee:

or  0*T

ondea € uma constante. AfuagT é a varavel dependente i sA0 as vadveis independentes.

11.1.2 Equaéo de onda
. Uma fun@o de onda, em duas dimées,é uma fun@o f(x, y, t) solu@o da equaip
*f _ o(*f 9
ondev & uma constante (velocidade de prop@gac Neste caso, existem 3 \@areis indepen-
dentes, nomeadamente, as duas coordenadas espaeigie 0 tempa.

11.1.3 Equaéo de Laplace

. O potencial electroaticoV (z, y, z), numa regho onde Ao existam cargas, verifica a eqaag

o’V PV PV
527 T a7 T a7 =" (11.3)

Os exemplos anteriores correspondem todos a égsdipeares, nas quais uma combéaalgnear
de solufesé tamiem solu@o.
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11.2 Resoluéo de equages simples

As equaes de derivadas parciais em que aparece umiga derivada, podem ser integradas
facilmente. Consideremos por exemplo a eaac
0%v
dx?
como a segunda derivada em ordemé&@iguala derivada da primeira derivada parcial em ordem
ax, portanto, a derivada parciab /Jdx seié iguala primitiva de3y, ao longo de um percurso com
y constante

= 3y (11.4)

% = / 3ydz  (y constante) (11.5)

= 3y + f(y) (11.6)

onde f(y) pode ser qualquer fuio arbitaria que @o dependa de. Integrando uma segunda
vez, comy constante, obtemos a fulgu(z, y)

v =Syt +af(y) + 9ly) (11.7)

Esta solugo & bastante geral, pois depende de duastfes@rbitarias f e g. Para obter uma
solu@o Unica, sed necesario saber algumas condigs fronteira. As conddes fronteira o
tao importantes quanto a eqaacdiferencial para determinar a forma da salca que com
diferentes condies fronteiree possvel obter soluges muito diversas.

11.3 Metodo da transformada de Laplace

As equages de derivadas parciais lineares com cdighigniciais, podem ser resolvidas por meio
da transformada de Laplace. As coridig iniciais (na vaéivelt) para uma equap de ordem
emt, consistem nos valores da fiitge das suas primeiras— 1 derivadas no instante= 0. Se,
por exemplo, a sol@p da equedp for uma fungo de duas vaaveis,v(z,t), e a equago for de
segunda ordem eim as condies iniciais séio

o(,0) = f() (11.8)
w0 = o (11.9)

ondef e g sao duas funges der dadas. A transformada de Laplacewde, ¢t) se& uma fun@o
v(x, s), definida por meio do seguinte integral
v(x,s) = / e *ty(z,t) da (11.10)
0

As duas condiges fronteira permitem calcular as transformadas das duas primeiras derivadas,
usando a propriedade da transformada da derivada; o resultado @btido

ov _
E{@t} = sv(x,s)— f(x) (11.12)

v
L {8t2} = $%0(x,s) — sf(z) — g(z) (11.12)
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Comoz et sao varaveis independentes, e como a transformada de Laplace foi definida em ordem
at, as ordem entre as derivadas ema transformada de Laplad&sindependentes; por exemplo,

ov 0 dv
2 2 P
c {g;;} - g S L{v(z,t)} = j;; (11.14)

11.4 Transformadas de Fourier

11.4.1 Produto escalar entre funges

Um produto escalar entre duas fides f e g pode ser definido da seguinte forma:

L
= /f(a:)g(x) dzx (11.15)
0

propriedades:
g) € um rumero real.

1. (f,
(f.9) =19, f)
(
(

2.
3. (cf,g9) = ¢(f, g), para qualquer constante
4. (f.g+h)=(f,9) +{f.h)

5.sef #0=(f,f) >0

estas propriedade§ icenticasas correspondentes propriedades do produto escalar entre vec-
tores, e permitem definir o@dulo de uma furi@o eangulos entre furiies. O nbdulo da fun@oé

1/2
|f| = (<f7 f>) (11.16)

e duas fun@esf e g sao ortogonais se:

(f,9)=0 (11.17)

11.4.2 Srie seno de Fourier

A seguinte suced® de funfes seno:

{Sn(x) = sin <”L7Tx) } (11.18)

sao0 todas ortogonais; nomeadamente:

(Sns Sim) = { 0, n#m (11.19)
2
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em rela@o ao produto escalar definido acima. Qualquer outradnigfinida no intervald <

x < L é linearmente dependente do conjunto de &&sg,, (com algumas excepes que discu-
tiremos mais logo); assim, qualquer f@agf (x) definida no dito intervalo pode ser escrita como
combina@o linear da suceds {5, }:

= bysin <"L7Tx> (11.20)
n=1

a rie anterioe designada pasérie seno de Fourier E facil demonstrar (usando a ortogonali-
dade entre as fulBessS,,) que os coeficientds, na €rie S0 iguais a:

L
an = = i/f sin ( ) dz (11.21)
0

o integral anterior chama-s$ensformada seno de Fourierda fungo f(x).

11.4.3 Srie co-seno de Fourier

Outra suces® de funges ortogonaié a suces® de funfes co-seno, definida por:

{Cn(x) = cos (’Zb) } (11.22)

A propriedade de ortogonalidaée

0, n#m

L n=m#0 (ouLsen=m=0) (11.23)

<Cm Cm> = {

Qualquer funéo definida no interval® < = < L €& linearmente dependente do conjunto de
fungdesC;, (com algumas excepes que discutiremos mais logo); assim, uma&onf ) pode
tamkem ser escrita como uns&rie co-seno de Fourier

[e.e]
a nm
= ?0 + ngﬂ G, COS (L:L‘> (11.24)

onde os coeficientes, sdo iguais a:

L
ap = Cp) Z/f oS < ) dx (11.25)
0

e o integral anterior designa-gsansformada co-seno de Fourierda fun@o f(x).
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11.5 Resoluéo de EDPs usando transformadas de Fourier

A transformada de Fouriértil para resolver equées de derivadas parciais, de segunda ordem,
com condies fronteira. Se(z, y) for a varvel dependente, e tivermos coriiig fronteira para
x = 0ex = L, comecamos por definir a transformada de Fourier da seguinte forma

2
Un(y) = 7 (0(2,9), ¢n(@)) (11.26)
ondeg,, sed uma das seguintésncdes pioprias:
_J sin(A,z)
on(x) = { cos(Anz) (11.27)

e )\, sao certosvalores proprios escolhidos em forma adequada Yeremos a seguir qual &eat
escolha apropriada em cada caso).

11.5.1 Propriedade operacional

A transformada da segunda derivada tem a propriedade importante (propriedade operacional) de
depender da transformada da faag Por definigo, a transformada da segunda derivada pagcial

v 2 0%v
<8m2> = E<¢na @) (11.28)
integrando por partes duas vezes obtemos:
0% 2 [ o
v v
0
sro0 |© 1,0
_ s(v Y
= 7 <8a:¢” /% o dx) (11.30)
0 o
2/0 Lo
_ = 7’0 _ / ~ /
= L(0$¢n vqbn)O + 7 /gf)nvdx (11.312)
0

a segunda derivada das fies pbpriasé sempre (tanto no caso do seno como no caso do co-seno)
proporcional a si @rpria
$n = —Aindn (11.32)

Assim, a propriedade operacioréal

v 2 (0v ; ov ; 9
(5) = 7 (G000 = o)D) ~ GO0+ 0(0)6,0) ) ~iwe (11.32)
Como vamos resolver uma eq@acde segunda ordenf dadas apenas duas colbéig fron-
teira que permitem calcular dois dos termos dentro dasnpesis. Podemos usar a liberdade que
temos na escolha das fuies e valores piprios, para eliminar os outros dois termos dentro dos
paientesis. Estudaremos as quatro possibilidades:
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1. Os valores de(0,y) ev(L,y) sAo dados. Neste caso &erecesario arbitrar
én(0) = ¢ (L) =0 (11.34)
O qual determina as seguintes forg e valores pprios
On(x) = sin(Apx) An = — (11.35)
A transformada corresponderéie transformada seno de Fourier.
2. Osvalores dév(0,y)/0x e dv(L,y)/0x sdo dados. Neste caso erecesario arbitrar
¢ (0) = ¢, (L) =0 (11.36)
E, portanto, as furiies e valores pprios 0
¢n(x) = cos(Apx) An = — (11.37)
A transformada transformadea transformada co-seno de Fourier.
3. Os valores de(0,y) e dv(L,y)/0x sao dados. Neste caso &erecesario arbitrar
$n(0) = ¢, (L) =0 (11.38)

E, portanto, as furties e valores piprios 0

Pn(r) =sin(A\z)  Ap = <n + ;)Z (11.39)

A transformada corresponder@@transformada seno modificada
4. Os valores dév(0,y)/0x ev(L,y) so dados. Neste caso erecesario arbitrar
¢ (0) = ¢n(L) =0 (11.40)

E, portanto, as furlies e valores piprios 0

Pn(x) = cos(Anz) A= <n + ;)Z (11.41)

A transformada corresponderéatransformada co-seno modificada

Exemplo 11.1
Resolva a equdp de Laplace:
0*T  O*T
Z - 4 = 11.42
0x? + 0y? 0 ( )
para as seguintes condigs fronteira:
T T
O =u(-y) T =0 TEy=-0 TwH-0 (143
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A equa@o pode ser resolvida usando a transformada de FouriEf«lg/). em ordem &

2
tn = (T(2,4), 6a(y)) = / T, 9)én(y) dy (11.44)
0

Atendendas condi@es fronteira do problema, arbitramos as seguintes coesligara as fuidges
proprias
$p(0) =0  $a(2)=0 (11.45)
gue conduzenas seguintes fuldgs pbprias e valores piprios
buly) = coshny) Ao =(2n+1)7 (11.46)

as transformadas das derivadas parciaif d&o:

2 2
(‘3 T) _ 4% (11.47)

0x2 da?

2
0T _/ 2T W) d _or
763;2 i = —a Yy = By cos(
0

2
2
- )\Z/Tcos(/\ny) dy = —\2t,
0

0

2

/ sin(A,y) dy

0

= AT sin(\yy)

A transformada de Fourier da eq@agde Laplacé

d?t,,
7 At =0 (11.48)

estaé uma equaio diferencial ordiaria, linear, de coeficientes constantes. As dueesado
polinbmio caractéstico €0 \,, € —\,,, € a solugo gerak

tn = Ap €M% + B, e n® (11.49)

As condi@es fronteira parg, obtem-se a partir das transformadas de Fourier das coesliton-
teira do problema:

tn(2) = (T'(2,y), dn(y)) =0 (11.50)

1
LD a1 =960 = [ eonrnm) =

0
substituindo estas condies na solugo gerak,, (=), obtemos

sin A,
An

(11.51)
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Resolvendo este sistema, obtemos as constanteB,, e a solu@o particular

: —2A : 22
sin A\, e sin A, e*'n

fo= S AnC T w o SMARC T A 11.52
2X2 cosh(2),,) ¢ 2X2 cosh(2\,,) ¢ ( )

AfuncdoT(z,y) & dada pela&ie de Fourier

> sin A, .
T(z,y) = Z m sinh[ A, (z — 2)] cos(Any) (11.53)

n=0

11.6 Problemas

Encontre a soluip gerak(z, y) das seguintes equaes

ou
1. — =
ox Y
0%u
2. =0
oxdy
0%u
3. =22 49
0xdy Ty
Utilizando transformadas de Laplace, resolva as seguintes@epide derivadas parciais
ov ov
2t t<1
v(xz,0) =0 U(O,t)—{o .
0%v 9 0%v
L —— == = t
52~ C 5.2 0 (t >0) (x > 0) ,
v(0,t) =sint lim, o0 v(z,t) =0 v(x,0) = 7 =0
ot |,_o
ou ou
u(z,0) =0 u(0,t) =0
Encontre aséries de Fourier seno e co-seno das seguinte®ésng
7. f(x)=1 O<z<m
8. fla)=1—=x 0<z<l1
Resolva as seguintes eqbag
Pu  0%u
9. — = — 1 t
52 = 522 0<z<1) (8>0)
u(0,t) =u(l,t) =0 u(z,0) = 5sin(37x) gu =0
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ou 282u
u(z,0) = 22
P?u  O%*u .

u(z,0) =u(0,y) =1

0b<z<])

u(l,t) =1

O<y<1)

u(z,1) =0

(t>0)
ou

- -1
Ox =0

(x >0)

lim, oo u(z,y) finito
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Respostas aos problemas

Capitulo 1

Nos problemas 7 ao 10 existem mais sOkgaém das apresentadas a contiraggnas estage
asUnicas que se espera que um aluno sem conhecimento previo déexjdderenciais descubra

1 e’
7. y=¢€" 8.y=—— 9.9y=1 10.y = —
T 2
332
11. y =c1 + cox + > ondec; e cy; SA0 constantes arb#rias.

14. Sim 15.Sim 16. Nao

17. (a) Demonstra-se por substitaidirecta e conferindo a condiginicial.
(b) Demonstra-se em forma semelhaatalinha anterior, mas preciso ter em conta que

Va2 = |al.
(c) Emy = 0 verificam-se as conddgs do teorema de Picard, e como podemos ver no
gréafico existe soluolnica em cada caso. Nos pontos- 0 nao se verifica a condip
de continuidade déf/dy e existe um Gimero infinito de solues. Finalmente, em
y < 0 nao se verifica nenhuma das duas coddg;e o existem soluies.

Capitulo 2

1 [ 2
. = arcsen —
y 14 ¢2

2. y=1t>—2t+3

3. x=2 {arctan [\/gtg <y\2/§>] y}

2 2y —t
4, ln}yQ—ty+2t2| :c—arctan< i >

VT tvT7

5. 22 4 2zy + 2y% = 34
6. y?> +€siny =c
7. t415=(t—y—T7)(c+3|t—y—7|)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(y +2x/2+3/2)?
(y+z+2)3

= 0,098

Y3+ 3y — 23 + 3z =2

y=(-2+ 7e—t2/2)2

C .Ig

ety

(2 +y% +1)e v’

=c
2?4+ 2%y —y? =c
w3 +y° -3y =c

1 2z

N T @

2

Yo =sine + ——
ccosT —sinx

Capitulo 3

1

2

w

~

. (4813 £ 39) anos
. 10 639 084 habitantes
. 10 746 263 habitantes

. 590 m

b(a — x)
a(b — x)

1
©) k = oy

1
() k=—1In
at

b
b—=x

dk=—"

at(a — x)
yt =cx

(@ T"+ T = 15+ 10sin(27t)

b) Tee=1
(b) Tee 5+1+4ﬂ_2

10

C) Tmin =15 —
() min 1+47T

2

7

Yo = —
T

Yo = sinx

. 1 —exp[kt(a —b)]
1 — (a/b)exp[kt(a —b)]

Tr =

[sin(2nt) — 27 cos(27t)]

10

Virae e
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Capitulo 4
1 .
2. y=—(c1sinx 4 ¢y cos )
x
3.y =c1€ + (222 + 22 + 1)
4. y=c1x +co(z? - 1)
5, y=2e"%—g
6. y = cosh(ax)
1
7.y= ge% sin(3z)
8. y=(z—1)e/*
3
9. y= ZxQ —x
10, y = sin(21n |z|)
x
. y=az—-1+(x—-1)*
12. y = 3™
13. Nao existe solugo
14. y = c; + c2€" + 362
15. y = % + 23(cy + c3In|z)
Capitulo 5
1.y =c1€ 4 e 4 3z
1
2. y=c1€" + o€ 7 — 5(.% sinz + cos x)
23
3. y= <01—|—625B+6> e
4. y=cr+ (2 —x)e”
1 t 1
5. y = ¢18in(2z) + ¢o cos(2z) — 1 cos(2z) In tizi— . ‘
2 4
ca x
6.y=—ca®+ 247 T
Yy =clx +x2—|— 1 n|x|—|—12
1
7. yp = (2 — CL') e’
8.

1
yp:ﬁ
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Capitulo 6
1. {yn} ={1,0,-2,6,...} yn = (—1)"(2 —2")
4
2. {yn} ={1,1,-15,81,...}  yp=(-3)" <1 - 3n>
/1 n
3. {yn}=1{0,1,4,3,...} Yn = ( 33) sin [n arctan (;ﬂ
4. {y,} = {0,1,2,0,...} —ﬁsin<n—ﬂ)
. yTL 9 9y ) ) yn \/g 3
5. yp =€ (12" 4 23")
6(—1)"
——— 0<n<3
6. {yn} ={1,-3,3,-1,0,0,.. }yn =14 nl3—n) -~ "=
0 3<n
dm +2 2" (m + 1)!
7. ny — 2>1’ ’2 ) 45 m = m =
{yn} =1 3,2/3,5/ by Smml Y2m+1 @m + 1!
8. {yn} = {17 170) _87 _87 07 .. } Ys3m = (_8)771 Ysm+1 = (_8)777, Ysm+2 = 0
1 2
9. y3m =13"T <m + 3> Yzm+1 = 23T (m + 3) Y3m+2 = c33™m!
10. (a) Fn+2_Fn+1_Fn:0 Fp=F =1
1
c) F. = n—+2 4+ (=1
© Fu= oo [077 4 (1))
Capitulo 7
c
Ly=eXits™ =10
2. y:chiO%—xQ—Qx—?):ce”—:ﬂ—21:—3
2x
y=cy o 0o +CQZn 0 ( n') = 16° + €%
220 p2nt1
4.y Clzno( ) +c 22”0(2n+1) —x =cycoshz + cosinhz — x
xQn
5 y= 1-y>2 —
y=arto [ 2n=0 9nnl(2n — 1)}
1 2
6. y=c1y . 23 4 ep 3 g3t

(3n)! n=0 (3n +1)!
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7.y=c1(1+2x) + coy/x
8. y=¢€"(c; +calnx)

9. y=cix+ca(2? + xlnx)

10y =2 4 -2

T l1—=z

1. y=>.", 3
16"n!T <n + 4>

12. Lp(z) =>"0 %x
—1)YmFE(9m)!
o e

_1\m+k m |
(b) Homi1(x) =341, ((ml )_ k)!(ék J-L 11))!'( v

m

13. (@) Hom(z) =Y 1y

)2k+1

Capitulo 8
2.y= %th_Qt
3.y= %e‘“ - 2—10e—t + %(37 — 6t)e

4. 8y = Tcost — 3sint + € (cost + sint)

t . T .
5 y= E(bm(%) — 2t cos(2t)) — 6l sin(2t)

6. y=1t>—t

7.y= i(l —cos(2t)) [u(t) —u(t — m) + u(t — 2m) — u(t — 37)]

8. y— %sin[2(t — mult — ) — %sin(%)

9.y= i(l —cos(2t))[u(t) — u(t — )] + %(2 sint — sin(2t))u(t — 27)

10. 2y = — [2t — 27 — sin(26)] u(t — 1) + [4 — 37 — 2 cos(28)] u (t - 3:)

—2[2t — 7 + sin(2t)] u (t - g) + (2t — 7/2 + cos(2t)] u (t - %)
+ (1 — g) sin(2¢)u(t
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11. te™
5
12. &
51
13. ¢t —sint
14. et — 2t — 1

.
15. ﬁ[sm(wt) — wt cos(wt)]

16. y — %fg coshlk(t — $)|f(s) ds

17. y = et [1 + (1= k)t + [L(t — s)e f(s) ds]

1 . (V3 V3t
ﬁSln T — COS 7

1 3
21. y = §sint—|—e*t <1 — 2t>

18. y = ate™?

19. y=1+1t+¢€/?

20. y =1+ cosht

Capitulo 9
Lyn=y2-2")+yp(2"-1)+2"-n-1
2. Yp =1
3. yn = (_g) n(n —1)2"

7. vom =Y +mm—1)  yams1 = y1 +m?
8.7(z)=1

1
z(z—1)

9. y(2) =

2(2% — 1) sinw

(22 — 2z cosw + 1)°

10. y(z) =
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11. 1.Tn+1—Tn:n+1 T1:1
2. 1, = Mt
2
2 12
12, Sn:T,%:n(n:)

13. S, =n(n+1)

14. O peiiodo € 4, 3 e 1 respectivamente. Existem pontos de bif@éwantre—2 e —1.75, e
entre—1.75e—1.3

Capitulo 10

1. x =sint y = cost +sint

1 1
2. xzi(sint—tcost) yzi(sint—tcost—i—tsint)

B 2e—t/2 ] @
T = NG sin >
= —e1/2 _cos (\/§t> + L sin (\/gt)—

RN

2= e t/? _cos @ —Lsin @ _
2 NE 2

[ 2e** — ¢
e

[ @2t _ 3t
&3t
| et 4 et
cos(2t) + 7sin(2t)
2 cos(2t) — 6sin(2t)

1

1.
7. x—¢ | —1+2cos(2t) + 5 sin(2t)

8.X=62t|:1+t]

3 1
275 cos(2t) + 2sin(2t)

1

—t
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2e 10t 4 3edt
10. x = = Hedt
5| _g-l0t + 6e°t

cos(4t) — sin(4t)
sin(4t) + cos(4t)

11. x=¢ et _ 1
i 1
12 x— L[ —3—12t+16€ + 35€"
"7 48 | -3 — 12t — 32¢€ + 35e*
2
t R
+ 2
13.x=¢€| 1+t
2
2
14 x — sin(2t) + cos(2t) — u(t — ) sin(2¢)
"7 | 2sin(2t) + u(t — m)[cos(2t) — sin(2t)]

6t — t2
15.xtezf{ 3t ]

6 6 + 6t + t2

16— L] 3- et e 2 —y(t—1)(3 —4et~t 4 272
XT 9| 2 det 42072 —u(t — 1)(2 — et 4 2e221)
Capitulo 11

1. u(z,y) = zy + f(y), ondef & qualquer fungo dey derivavel
2. u(z,y) = f(z) + g(y), ondef e g sao fun@es dex e y, ambas deri@veis nas respectivas
variaveis

1 1 - o Lo
3. u(z,y) = §x3y + gzcy?’ + f(z) + g(y), ondef e g sao fun®es der ey, ambas deri&veis
nas respectivas vaeis

4. v(x,t) = 2677/ (t— g) [u (t— %) —u (t_ 1= g)]

5. v(z,t) = sin <t - %) u (t — %)

6. u(z,t) =z (t—1+e)

4 1 .
7. flx)y ==, sin(2n — 1)z Série co-sengf(z) =1
T 2n—1

8. f(z) = % s %sin(mm:) _ % + % s (27111)2 cos [(2n — 1)7a]
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9. u(x,t) = 5sin(3rz) cos(3nt)

o (=D 1 o [ 1
10 U(x,t) = 2 ZTLZO )\n — )\7% — )\7%
emque\, = (n+1/2)7
2 1 — (—=1)"n?r?
11. H=>>2,—11 e e
u(z,t) = 0o n { + n2n2 — 1

2(=1)"
A

)] costrna

1—(—1)" ,
- n?7r(2—)1e_z] sin(nmy)
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