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@ 1) EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estiio na pagina 456. ‘
Nos Problemas 1-22, resolva a equagfio diferencial dada.
1. xzy” -2y=0 2. aly 4 y=10
Loy +y =0 4 0" -y =0
5 xh" 4 ¥ +dy=0 6. x5 4 5xy' + 3y =10
7. xzy” -3 -29y=0 8. xzy” +3xy -4y =10
9. 25x2y" +25xy +y=0 10. 4,1'2}"' +dxy —y=10
1. 3% + Sxy + dy = 0 12, x%" 4 8xy’ + 6y = 0
13. xzyﬂ —xy +2y=0 14, x/l}'” = Txy' + 41y = 0
15. 3x%" + 6xy' +y =0 16. 2% + xy + y=0
17. x“y”’ -6y =0 18. xgy"’ +xy—y=0
3dy _,ady o & 3dl _,ody . dy
19, x"=—5 - 2x -2t + 8y =0 20, x"—5 — 2x° +dx== - 4y = 0
dx’ dx? dx dx’ 2 dx -
4 3 4 3 2
i 2
21 22 4642 o g 2. D5 630 02 dy | gl
dx dx dx dx dx” dx

Nos Problemas 23-26, resolva a equagfio diferencial dada sujeita as condigBes iniciais indicadas.
23 X%y 43 =0, 1) =0, y(1) =4

24. 2y ~5xy' + 8y =0, y2) =32, y(2) =0

25, 22y 4 N +y=0 y)=1, y1)=2

26, x*y" = 3xy +dy =0, y1) =5, y()=3

Nos Problemas 27 e 28, resolva a equacio diferencial dada sujeita as condigBes iniciais indicadas.

[Sugestdo: Fagat = —x.)

Ay =0 y-D=2 YD =4 2 2y - dxy + 6y =0, y-2)

=8 y2)=0

27. 4x

Resolva os Problemas 29-34, usando variagio dos parfimetros.

29, x}'” + _}-"r =% 30, x}ln - 4}'; - x-l

2

31 b + Sxy +y=x"—x 32. 2B - Ly + 2y = xF - ¢

|
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2 s . = 3
33 3y —xy +y=2 M Yy -y +2y=x"Inx

Nos Problemas 35-40, resolva a equagio diferencial dada fazendo a substituigio » = &',

% I ] _ 2
35. xzd—§+ ICLJ\:»S,L};E+3y=.1f2 36. 2y —4xy’ + 6y =In x
dx
N 2
37. 2" - 3xy’ + 13y = 4 + 3x 38, ANy - 3xy -3y =1+ 2 +x
3 2.
. ady 5 2dYy 2
39. 227 + 9y — 20y = 5/x° 40. x i 3x e 6x 2k - 6y
+Inx°

i i Fi 2 A
41. Considere duas esferas concéntricas de raios r = aer = b, a < b, como mostrado na Figura (; 2 -
temperatura «(r) na regido compreendida entre as esferas é determinada pelo problema de valor

fronteira
r— + 2—r =10, ula) =uy ub)=1u.

em que ug e 1y 530 constantes. Resolva essa equagio.
i 'mi q : i e
42. A temperatura no anel circular mostrado na Figura 6.3 ¢é determinada pelo problema de valor d
fronteira

2
AUy W0 w@) = wp u®) = u.
dar dr

r

em que iy e ¥ sio constantes. Mostre que

_ g In(r/B) — wy In(r/a)

e In(a/b)
p
[
u=1u, '.\ __/'I
. N : AU U
ESETS
Figura 6.2 Figura 6.3

Nos Problemas 43-45, resolva a equagéo diferencial dada.
2
43, (x - 1)2% - 20x - l)% — 4y = 0 [Sugestdo: Fagat = x — 1].

44. (3x + 4% + 1003x + 4y + % = 0 45, (x + 2" + x+ 2y 4y =0
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6.2 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estiio nas piginas 456 e 457.

Nos Problemas 1-10, encontre o intervalo de convergéncia das séries de poténcias dadas.

- 2k ;\ - 5k &
3. Z—k—x 4.2'}(—{):
k=1 k=10
o (x - 3)" o =7
5 6.
Z] e ; n
3 Sge- o TP
k=1 k 1( +:2) )
e k=1 ; '
9.2}6!2){ IU.Z—-}CETX
k=20 k=0

Nos Problemas 11-20, encontre os quatro primeiros termos de uma série de poténcias em x para a fungéo
dada. Calcule a série 2 mfo ou use um SAC como ensinado.

11. " senx 12. ¢ ¥ cosx

13. senx cosx

3 5 7 2
X X X
15. ¥ - — — i —
5[ 3 3 2 ]

2
1
17. tgx 18 ——
e +e
1 1
19. 20.
2. S, 2.2 2.V
2 3 4 2 3 4

Nos Problemas 21-30, resolva cada equagfo diferencial da maneira dos capitulos anteriores e entdo
compare os resultados com as solugées obtidas através de séries de poténcias y = I _ 5 cx".

2. Y+ y =0 22, ¥y =2y
23, ¥ - x%y =0 24. v+ Xy =0

25, (1 —xpy'—y=0 26. (1 +x)py'—2y=0
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97. y" +y=0 28, y" -y=0

20. y' =Y 30. 2y" +y' =0

6.3 SOLUCOES EM TORNO DE PONTOS ORDINARIOS

(NAO-SINGULARES)
suponha que a equagdo diferencial linear de segunda ordem
@y + ai@y’ + ag)y = 0 M
seja escrita da seguinte forma,
¥+ Py + Q()y =0 @)

Definimos.

DEFINICAO 6.1 Pontos Singulares e Ordinarios

Dizemos que um ponto xp € um ponto ordindrio on nio-singular da equagio diferencial (1) se
P(x) e Q(x) séio analiticas* em xp. Um ponto que ndo € um ordindrio € considerado como um ponto
singular da equagio.

EXEMPLO 1

Todo ponto x € wm ponto ordindrio da equagio
¥+ (€)' + (sen x)y = 0.
Em particular, x = 0 é um ponto ordindrio, pois

2
!

*
Wi,
+
2%,
I

; x
e’=1+F+ diic B IBEmX IS K=

(o]

convergem para todo valor de x. |

EXEMPLO 2

A equagdo diferencial xy” + (senx)y = 0 possui um ponto ordindrio em x = 0, pois pode ser
mostrado que O(x) = (senx)/x tem o desenvolvimento em série de poténcias

*  Veja as piginas 287-288.
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e assim por diante. Como cp e ¢; sdo arbitrdrias, encontramos
() = S - S T celx-1234+ L,
}I(X)—Cu[l F X+ 1% } [ J*z(x)—cl[x c* + T |

Como a equagdo diferencial nio tem pontos singulares, ambas as séries convergem para todog 08
valores de x. B

6.3 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estdo pagina 457.

Nos Problemas 1-14, para cada equagfio diferencial, encontre duas solugbes em série de poténcias
linearmente independentes em torno do ponto ordindrio x = 0.
1 y' =xy 2. 3" + x5y =0

3.y -2 +y=0 4 y' —xy' +2y=0

5 9" +x +xy=0 6. )" -2+ 2y =0

T x=1p"+y =0 8. (x+2p" +xy —y=0
9. (P = 1)y + dxy + 2y =0 10. (° + 1" - 6xy = 0
@+ 2p” +3xy —y=0 12. P+ 1)y +xy —y=0

13y - (x+ 1y -y=0 4. y' —xy' = (x+ 2y =0

Nos Problemas 15-18, use o método de série de poténcias para resolver a equagiio diferencial dada sujeita

iis condicdes iniciais indicadas.

15, x = 1" - +y=0, 0 16, (x + 1" = 2 —xp' +y=0, w0
=-2,y0)=6 =2 y(0)=-1

17. " = 20" + 8y = 0, §0) =3, »(0 =0 18 (*+1p"+2x' =0, y0) =0, y(0) =1

Nos Problemas 19-22, use o procedimento ilustrado no Exemplo 9 para encontrar duas solugdes, em série
de poténcias, para a equagiio diferencial dada em torno do ponto ordinério x = 0.

19. y"+ (senx)y = 0 20. xy”+ (senx)y = 0

[Sugestido: Veja Exemplo 2.]

X

21 ¥+ ey =0 22, ¥+ ey =y =0

Nos Problemas 23 e 24, use o método de série de poténcias para resolver a equagio nio-homogénea.

24,y —dxy’ - dy =¢*

23y —xy =1
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25. A equagdo diferencial ¥" = 2xy + 2Zny = 0 é conhecida como equacio de Hermite.* Quando
n 2 0 é um inteiro, a equagio de Hermite apresenta uma solugdo polinomial. Os polinémios de
Hermite t€m alguma importincia no estudo de mecénica quéntica. Obtenha as solugdes polinomiais
correspondentes an = len = 2,

26. Na andlise de uma coluna fina e uniforme de altura L que se curva sob a agiio do proprio peso,
encontramos o seguinte problema de valor de contorno:

" 63 _ _ i _
0 + L L-x6=0, 60)=0, ) =0

Aqui, E ¢ 0 método de Young, / € o momento de inércia da se¢fio transversal, d, a densidade linear, x
a distiincia medida ao longo da coluna e 6(x), a deflex@o angular da coluna em relagéio & vertical em
um ponto P(x). Veja a Figura 6.5. Obtenha uma solugiio em série de poténcias para a equagio
diferencial que satisfaga a condigio @°(L) = 0. Por conveniéncia, defina A° = dgL/EI e faca a
mudanga de varidvel f = L — x.

Figura 6.5

6.4 SOLUCOES EM TORNO DE PONTOS SINGULARES

6.4.1 Pontos Singulares Regulares: Método de Frobenius — Caso |

Vimos na secio precedente que ndo ha problema algum para encontrar uma solugio em série de
poténcias para

a(y” + ai@y” + aglx)y = 0 1))

em torno de um ponto ordindrio x = xy. Porém, se x = xg for um ponto singular, nem sempre &
possivel encontrar uma solugdo na forma de uma série de poténcias. Mas podemos tentar
encontrar uma solugdo na forma y = X _ jc(x — xp)" 7", em que r é uma constante a ser

determinada.

» Denominagiio dada em hor gemm a0 itico francés Charles Hermite (1822-1901).
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ou g{:”}:%g{r”'l}, n=11273..
Agora, #{1 } = 1/s, assim, por iterago, segue-se que !
1 2
s} =5 1) =5

1
g{tZ}:%,@?{:} :%(ﬁ]:%
3
5

1
231 =3 24%) = [s_z}=3—i‘

Embora uma prova rigorosa requeira indugéo matemética, parece razodvel concluir, a partir
desses resultados, a férmula geral

SRR RS SR S 29
2"} = < 2 }—s{ LR

As justificativas para as partes (f) e (g) do Teorema 7.2 serdo deixadas para vocé. Veja
os Problemas 33 e 34.

EXEMPLO 8

Calcule #{sen’t }.
Solugdo Com a ajuda de uma identidade trigonométrica, linearidade e das partes (a) e (e) do
Teorema 7.2, obtemos

1 - cos2t 1 1
T - _Llg
P{sen“t} = Sﬁ{ 2 }_ 2,92{1} 25"{005 2t }

7.1 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estio nas péginas 460 e 461.

Nos Problemas 1-18, use a Definigao 7.1 para caleular Z{ff) }.
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5. fi) = sent, 0 =t<wm
0, tzm

B

St //
——-—i—;
Figura 7.6

9.

it

Figura 7.8
1L fi)y = e! 7
13. fir) = re™

15. fir) = e 'sent

17. fit) =t cost

2‘ﬂt}:{ﬂl,'{)$1<2

0, 122

4-ﬂf)= 2t+1, 0<st<l
0, tz1

0, 0<t<ar
cost, tz2m/2

6. fit) ={

8,‘” /../
1/,

Figura 7.7
10.
St
c :——I
Figura 7.9

12 iy = ¥ %
14. flr) = t%e¥
16. fir) = e'cost
18. fit) =t sent

Nos Problemas 19-42, use o Teorema 7.2 para calcular 2{f(r) }.

19. fir) = 24

21. flr) = 4r — 10

2. fin=1>+6t-3
25, fe) = (t+ 1)

2. ) =1+ "

29. fir) = (1 + e¥)?

20. fir) =3

22, finn=Tt+ 3

24. fit) = —d1® + 161 + 9
26. firy = (2t — 1)°

28. i) =2 - ¢ P 4 5

30. fir) = (e — e
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31 flt) = 4t — Ssen3t
33, fit) = senh kt
35. fit) = ¢’ senht

37. fit) = sen2t cos2t

32. flt) = cos5¢ + sen2t
34. f(t) = cosh kt
36. fit) = ¢~ cosht

38. flr) = cos”t

WL

39, f{t) = cost cos2t [Sugestdo: Examine cos(n * #2).]
40. fir) = sent sen 2t
41. fl1) = sent cos2t [Sugestdo: Examine sen(r % 12).]
42, fir) = sen” ¢ [Sugestio: sen’ t = sent sen’1.]
43, A fungio gama € definida pela integral

sa

) = J 1% - lemtar,
0

; ; ay_ Ya+1
Veja o Apéndice L Mostre que #{t“ }= —(—F 1 a > -1
5

a =0

Nos Problemas 44-46, use o resultado do Problema 43 para calcular #{jTr) }.
a4, fir) = 1712 45. firy = ¢

46. fir) = 1°"%
47. Mostre que a fungiio fit) = 1/¢% nio possui transformada de Laplace.

1 oo

[Sugetiio: 2fw) = jo e " f(ndr +I] e ~" () dt. Use a definigiode

1
integral imprépria para mostrar que I e ¥ f(t) dt ndo cxiste.]
0

48. Mostre que, se as fungdes fe g forem de ordem exponencial para ¢ > T, entdo 0 produto fg também
serd de ordem exponencial para t > T. )

7.2 TRANSFORMADA INVERSA

Na segfio precedente, estdvamos trabalhando com o problema de encontrar a transformada de
uma da fungfo, isto &, transformar uma fungfo f{t) em outra fungdo F(s) por meio da integral.
Denotamos isso simbolicamente por #Z{f(t) } = F(s). Agora, trabalharemos com o problema
inverso, ou seja, dada uma fungio F(s), tentaremos encontrar uma fungdo f{t) cuja transformada
de Laplace seja F(s). Dizemos entdo que f{t) é a transformada de Laplace inversa de F(s) ¢
ESCTEVemos

Volume 1 Cap. 7 Transformada de Laplace 363

fit)y = £ {Fs)).

O andlogo do Teorema 7.2 para a transformada inversa é o seguinte;

TEOREMA 7.3 Algumas Transformadas Inversas
(@) d1 = gf‘l{l}

b) t" =9

(€ e =g 1
s-a
(d) sen ke = & Bk
s2 4 12
(e) coshkr=o ') —L _|p
PLEy
1
(f) scnhkr:.@"{ﬂ}

1 &
Z {52‘5“”’-&- kz}

F 1, uma Transformada Linear

(g) cosh kr

A transformada de Laplace inversa ¢ uma transformada linear;* isto é, para constantes « e 5.

ZYaF(s) + G(s)} = aZ YFs)) + B YG(s) ),
em que Fe G sdo as transformadas de algumas fungées fe g.
A transformada de Laplace inversa de uma fungiio F(s) pode nfio ser inica. Veja os
Problemas 35 e 36. Para nossos propésitos, isso nio é tio ruim quanto parece. Se fj e f> sdo
continuas por partes em [0, <) e de ordem exponencial, entdo, se Z{fi(1) } = Z{f(1) }, pode-se

mostrar que f) e fo sdo essencialmente\iguais; isto &, elas podem ser diferentes somente nos
pontos de descontinuidade.

*

A transformada de Laplace inversa é na verdade uma outra integral. Porém, o célculo dessas integrais
demanda o uso de varidveis complexas, o que estd além do escopo deste texto.
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(s — o) |= M . Esse processo € uma versdo simplificada de um resultado conhecido como teorema
=-M < = i de Heaviside.™
5s—=c¢ o §—=c i
]
paras > c. Como s — o, temos |Z{f(t) H — Oedai Z{fit) } — 0. O
7.2 EXERCICIOS
EXEMPLO ¢ As respostas dos exercicios selecionados estiio na pdgina 462.
As Tungbes F (5) = e Fy(s) = s/(s + 1) nilo sdo transformadas de Laplace de nenhuma Nos Problemas 1-34, use o Teorema 7.3 para encontrar a transformada inversa pedida.
fungdo continua por partes de ordem exponencial, pois
. 72 2 g1
Fiis) » 0 e Fys) » 0 5
S 2
quando s — e, Dizemos que &~ ! {Fy(s) } e Z ! {Fy(s) } nio existem. ™ 3. & |{iq - _3} 4 5&.-1{ [_f_ N _13} }
CREY & .
Observagdo Hd uma outra maneira de determinar os coeficientes em uma decompos‘iga"o em s+ 1) i
fragdes parciais no caso especial quando 2{f(r) } = F(s) for um quociente de polindmios 5. _g;-l{ T } 6 y—t{ }
P(s)/0(s) em que Q(s) é um produto de fatores lineares distintos: s 3
i oy — 1 14,6 1
F(s) = B . 7'9{?_?";—2} s&;f{;+s—5r+s+8}
(s —r)s — r) ... (s =1y
= - i 1 1 1
Vamos ilustrar isso com um exemplo especifico. Da teoria de fragBes parciais, sabemos que 9. & { T 1} 10. & { T 2}
existem dnicas constantes A, B e C tais que ) e
1 gl 12. & g
52+ 4s = 1 a A g B 3 c . (D {s +49} 2+ 16
s—Ds—-2)s+3) s-1 s=-2 s+3
_ _ e 13 gl 4 g1
Multiplicamos ambos os lados dessa tltima expressdo por, digamos, s — 1. Simplificamos e 452 + 1 R
entdo fazemos s = 1. Como os coeficientes de B e C séo nulos, obtemos
52 4 45 — 1 e
(s =2 +3) |s=1 - - ’ ¥ Oliver Heaviside (1850-1925) Muitos resultados que apresentamos neste capitulo foram imagi-
' nados e delineados pelo engenheiro eletrbnico inglés Oliver Heaviside em seu tratado Electromag-
Agora, para obter B e C repetimos o processo com os fatores s — 2 e s + 3, respectivamente: netic Theory de 1899, Heaviside usou originalmente aransformada de Laplace como meio para
' resolver equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes provenientes de sua investigacio
s 445 — 1 =B son Be 11 de problemas relacionados com linhas de transmissio. Como muitos de seus resultados carecem de
(s — D[-D]s +3) 5=2 = 5 prova formal, o cdlculo operacional de Heaviside, como veio a ser chamado o procedimento,
inicialmente foi visto com desprezo pelos matemdticos. Heaviside, por sua vez, chamava essa
244~ 1 1 “institui¢do” matemdtica de “estiipida”. Quando Heaviside, usando seus métodos simbélicos, foi
D6 =26+ |s- =C ou C=- 5’ capaz de obter respostas para problemas que os mateméticos ndo conseguiam resolver, o desprezo
B o transformou-se em censura € seus artigos nao foram mais publicados em periddicos matemdticos.
Vocé deve verificar por outros meios que Heaviside foi também o descobridor de uma camada de maxima densidade de elétrons, na atmosfera
chamada de camada de Heaviside, que reflete ondas de rddio de volta para a terra. Viveu os tiltimos
52+ 45 -1 . N 11/5 —1/5 anos de sua vida recluso e na pobreza, esquecido pela comunidade cientifica. Morreu em uma casa
= Die=2) e + 5 T T N sem aquecimento em 1925,
Como € de sua natureza, os matemdticos se apossaram de suas idéias, deram a elas um sélido
fundamento matemdtico e entdo generalizam-nas dentro de uma teoria abstrata.
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15. ! 16, g 1] 108
dr=d it

il 25 — 6 il s—1 L,
17. ¥ {;2+—9} 18. & {;Q—-E}
9. Fl—-1— 2w g|S*1

z { +3S} ‘93_{ 2 _ 45

1 1
21.9?{52+2s_3} zz‘g{sth—zo}

1 0.95 1 s-3
zs.g{(v—{]l)(s‘+02)} - ﬂ_{(s wI‘)(HwF)}

1 1 5+ 1
L g{(s—2(5~3)(’r—ﬁ)} . g{s(s—])(s+l):—2)}
27, g"{—.—.._.gfﬁ_t:l—} 28. g—l{ 5 s+ 1 }

(s = 2)s= + 45 + 3) {s° — ds)(s + 3)

29, F ——0 30. 7!

{5(“4} {%H)}
31 . !

{(52+4)(5+2)} 2 g{4 }
33.‘@'—-1—-—-—— 34, g'! frt 2

(2 + )2 + 4 [ (52 + )2 + 4)

A transformada de Laplace inversa pode nfo ser inica. Nos Problemas 35 e 36, calcule 2{ft) }.

1, t20, ¢, 122
35 fiy =43, t=1
4. t=2

13

e3, t20, t#5

36.}{;):{1 o

7.3 TEOREMAS DE TRANSLACAO E DERIVADA
DE UMA TRANSFORMADA

Nio € conveniente usar a Defini¢do 7.1 cada vez que quisermos encontrar a transformada de
Laplace de uma fungac fit). Por exemplo, a integragdo por partes envolvida no cdleulo de,
digamos, Z{e 't? sen 3t } € extremamente trabalhosa. Na discussdio que segue, apresentamos
vérios teoremas que facilitam o caleulo de transformadas. Isso nos possibilita construir uma lista
mais extensiva de transformadas sem a necessidade de usar a definigio da transformada de
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Laplace. Embora tabelas extensivas possam ser construidas, (veja o Apéndice II), niio deixa de
ser interessante saber as transformadas de Laplace de fungdes basicas tais como 17, ¢ ™, sen ki,
cos kt, senh kre cosh kt.

TEOREMA 7.5 Primeiro Teorema de Translagio

Se a é um mimero real, entiio
2{e“f0)} = Fis - a),
em que Fs) = Z{fl1) }
Prova A prova é imediata, pois pela Defini¢do 7.1,

=] oo

2{e )} = Le-ﬂe aqrydt = J-Oe_(’ — @y dt = F(s - a). O

O grificode F(s — a) é o grifico de F(s) deslocado sobre o eixo s para a direita, se
a >0, e para esquerda, se a < 0. Veja a Figura 7.10

(s-2)
F(s) i__\f*‘(s —-a)
5= a,la >0 g

deslocamento sobre
0 eixo §

Algumas vezes € itil usar o simbolismo
2Le"f)} = LUOY; 554

em que s — s — a significa que substituimos s em F(s) por s — a.

EXEMPLO 1

Calcule (@) Z{1°) e (b) Z{e Hcosdt).

Solugdo Os resultados seguem-se do Teorema 7.5
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= J-W-a— e~ ™) dt
0 ds ,
= - I e~ "if(r) dt
0
=-2{fi) }
d
assim, Z{tfi)} =— e Z{fi) ).
d
Analogamente, 2{iYin} = 2 xfin} =- 4 L) )

d(_d . _d?
Z_E{— =% ZHRn }]_ o 2{f1) }.

Os dois resultados precedentes sugerem a formula geral para Z{t"f(t) }.

TEOREMA 7.7 Derivadas de Transformadas
Paran = 13 2;:3, o5

20"nY = V" -—d':. F(s),
ds
em que F(s) = 2Z{f{t) }.

EXEMPLO 12

Calcule (a) Z{te*}, (b) Z{t senkt}, (c) 2{t? sen kt} e () #{te™! cos t ).

Solugdo Usaremos os resultados (c), (d) e (e) do Teorema 7.2.
imei 3 imeiro teorema de

(a) Observe nesse primeiro exemplo que pf)de.mos usar ta_mrcm o Enrglr'.mo

translagdo. Para aplicar o Teorema 7.7, verificamos que . = 1€ fi=¢e"

d ; d 1 _ 1. ..
B(e¥} = - I e} =—3;[;—_—31— © - 37

d
# o F{sen kt}

(b) #{t sen kt}

__4d k
T ds | 2+ k2

_ %%k
(2 + k%7
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(c) Fazendon = 2 no Teorema 7.7, essa transformada pode ser escrita como

2
P{t?sen kt} = % P{sen kt}

e dai, calculando as duas derivadas, obtemos o resultado. Alternativamente, podemos usar o
resultado obtido na parte (b). Como t2genkt = t(t sen ki), entiio

B2 sen bt} = — % 2{t sen kt )

el fo 2R
o ds (s?+k2)2}

pela parte (b)

Derivando e simplificando, temos

2 _ a3
2{t% sen kt} = g‘%—u.
(2 + k22
(d) Z{te "cost} = - g; Zle 'cost)
d —
=2 gleos 1), ., B
translagao
4G s+ 1
ds| (s + 12 + 1
(s + 1% -1

- [(s + 12 + 1% -

7.3 | EXERCICIOS
As respostas dos exercicios selecionados estio nas péginas 462 e 463.
Nos Problemas 1-44, encontre F(s) ou f(#) como indicado.

L 2{e') 2. 2(e™%)

3. 2%y 4. 2{t'% ")

5. #Z{e'sen3r} 6. Z{e ¥ cosdt)
7. @{e* senh3t} 8. 2{3&?‘}

(=)
9. 2{re’ + e™)?} 10. #{e¥(@ - 1)*}
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11. .‘?J{e_’senzr} 12. @{e‘cos’3r}
13 7! u o — .
2)3 -1
15, .gf’{ } 16. &‘7'{2——1—-—}
2 — 65 + 10 s+ 25+ 35
17. 18. ! _Z.S_.L
s+4s+5 s2 4 65 + 34
19. &' 20, o1 3
(s + 1) s -2}
2
21, g ! M 22, g ! %
sHs + 1) (s +2)
23. 2{(t - 1) @t - 1)} 24. 2{e® " - 2))
25, @l - 2)} 26. (Gt + 1) %@ - )}

27. %{cos 2t ¥t — n) } 28.

e 3)

29. #{t - 1%’ - 1)) 30. 2{e’ 7w - 5))
a1 i s, g Gre™™
. § : s+ 2
— 5 Se—:r:/l
3. 718 M Fhi=—o
5+ 1 55+ 4
i —2s
35, 1= 3. &N ==
sis+ 1) s = 1)
37. #{t cos 2t} 38. #{t senh 31}
39, 2’{:2 senh ¢} 40. E{a‘2 cos )}
41. 2{te” sen 6t ) 42, e cos 3t}
6 g5 PP L) PR
(s“+ 1) (s + 25 + 2)

Nos Problemas 45-50, identifique o gréfico das fungGes de (a)-(f). O grifico de fir) estd representado na
Figura 7.18.

(@) fl0) = fe) 2@ - a)
(e) f) %(t - a)

(b) flt — D) @(t - b)
(@ () = flo) et - b)

=
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(e} flr) @lt — a)

f@

= fley wt - b)

L e

) fte - a) @t —a) - fit — a) U@ - b)

Figura 7.18

a b

!
45. 46.
£ S
| a b J | a b f
Figura 7.19 Figura 7.20
47. 43.
S Fi0)
N ] b
| a b t P 7
Figura 7.21 Figura 7.22
49, 50.
7@ 0
a b t . 3 7
Figura 7.23 Figura 7.24
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Nos Problemas 51-58, escreva cada funcio em termos de fungdes degrau unitdrio. Encoﬁlre a transformads

de Laplace da funcdo dada.

2, 0=r<3

53.f(r)={?; 0=sr<l

t 0=r<2
55. fi) =4 "
o {0, P22
57.
S
1 | s
™ a b
pulso retangular
Figura 7.23

Nos Problemas 59 e 60, esboce o gréifico da fungio dada.

5. jiy = | L -
(0) Lz 52}

Nos Problemas 61-64, use o Teorema 7.7 com n

1

t

para encontrar a transformada de Laplace inversa dada.

61. m‘l{lns_ 3}
s+ 1

yr _ . .-158
63..?3’{2 tg 2}

1, 0=<r<4 L
52. fit) =40, 4<t<5
1, tz25
0, 0<t< -3~25
54. f() = 3n
. i
sent, 125
sen f, 0=i<2n
56. fl1) =
7 {O, 1z 2n
58.
§iU]
3 B
2 —
1+ —
IR
fungfio escada
Figura 7.24
2 30 5¢7H
60. f() =% 1=~ +
s §2 $2
1
4
& {ds F(s)}
2
62. z"’{ 1n52L1]
5+ 4

6. .@‘/”]{l —cotg_l i}
s s
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7.4 TRANSFORMADA DE DERIVADAS, INTEGRAIS E
FUNCOES PERIODICAS
Nosso objetivo € usar a transformada de Laplace para resolver certos tipos de equagdes diferen-

ciais. Para isso, precisamos calcular quantidades como #{dy/dt } e 2{d*/dt*}. Por exemplo,
se f for continua para t = 0, entdo a integragiio por partes proporciona

oo

201 = [ e

= e"ff(r}r +5 j e Y1) dt
0 0

| _— = —f0) + s2{fr) )
/ 5 2U7W)) = sFs) - 0). M
]I Aqui, estamos supondo que e~ *f(1) — 0 quando ¢ — eo. Analogamente,

|

o

_f e S f() dt
0

1]

2{7@) }

' = e 9f(r) ‘: +5 I:e‘“f'(f)dr

~f0) +s2{f"(t) }
s [sF(s) = f0)] = f°(0)
ou L@} = s*F(s) - s0) - £7(0). (2)

Os resultados em (1) e (2) sdo casos especiais do préximo teorema, que fornece a transformada
de Laplace da n-ésima derivada de f. A prova serd omitida.

TEOREMA 7.8 Transformada de uma Derivada

‘ Se fin), f(e) ..., f[" » U(r) forem continuas em [0, ), de ordem exponencial, e se f “’)(r) for
1 continua por partes em [0, =), entdo
2")} = s"Fis) - 5" 7 00) - 5" F0) - . - £ D),

em que F(s) = Z{f{1) }.

]
i
§
1
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EXEMPLO 10 _' 7.5 EXERCICIOS

Uma viga de comprimento L estd fixa em ambos os extremos (engastada). Veja a Figura 7.42.
Nesse caso, a deflexao y(x) satisfaz (9) e as condigdes

y0) =0, yL)=0 Y0 =0 e y(&) =0

As respostas dos exercicios selecionados estdo nas piginas 464 e 465.

Uma tabela das transformadas de algumas fung¢bes basicas aparece no Apéndice II.

Nos Problemas 1-26, use a transformada de Laplace para resolver a equagiio diferencial dada sujeita s

As duas primeiras condigfes indicam que ndo hd deflexdio vertical nas extremidades; as outras condigdes iniciais indicadas. Quando apropriado, escreva f em termos de fungfes degrau unitério.
duas significam que a linha de deflexdo € horizontal nos extremos. Encontre a deflexdo da viga & dy
quando uma carga constante w( estd uniformemente distribuida ao longo de seu comprimento, L S =y=id ¥0) =0 2. pta=sn AW =-1
isto €, quando w(x) = wy, 0 < x < L.
Ly +ay=e¥ y0) =2 4.y —y=sens, y0)=0
509" 45y +dy =0, 0 6.y~ 6y + 13y =0, ¥0)
Figura 7.42 =1 YO=0 =0, y(0)=-3
: 7.9 -6 + 9=t O 8.y —dy +dy =1 y0)
i =0, YO =1 =1, yO=0
Solugao A transformada de Laplace da equagiio (9) é i 9. ¥ — 4y +dy=re”  y0) 10. y" =29 + 5y =1+1, 30
/ " wo ' =0, YO =0 =0, y©=4
EIG*Y() = $50) - s5/0) - £7(0) = y"(0) = 2 | o
1.y +y=sent, y0) 12. y7 + 16y =1, w0) =1, y(0)=2
4 » sy W0 i :
SY(s) = sy"(0) - y (0)—58' | =1, y0)=-
Sec; = y"(0)e cz = y™(0), entdo I 13. 5" -y = e'cost,  y(0) 14. y” — 2y’ = e'senhts, W0)
€ & wy 5 =0, YO =0 =0, y(O0=0
V)= 3+ g+ F :
Y ) 31 Wi 41 ] 15. 29 + 3y” =3y’ =y =e”, y0) 16. y" + 29" — y' = 2y = sen3r, ¥(0)
5 Gy a 1) 2= 20 1] 2 !
e conseqiientemente yx) = { } L { 4} + E] @z {ss} ! =0, YO =0 y(0)=1 =0, ¥y =0 70 =1
_c 3 Wo 4 ! _ = = ’ @_y= 0) =0, y(0
—2x+6x * amr < _ 17. yW—y =10, »0) =1y 8. y™W—-y=1 0 =0y
Pelas condigdes dadas, y(L) = Oey(L) = 0, a dltima equagfo conduz ao sistema =0 ==L, yi=0 =¥ =g o=
1,2 2.3 W ,4_ 19. " +y = J), em que fi1) 20. "+ y = fin), em que fit) =
=L+ =L+ = L"=0
2 6 24E1 0, 0s1<1 1, 0<t<1
: = ¥0) =0 = y(0) =0
5 W 5 t21 -1, 121
C]L+?L2+@L3=U, o
21. y" + 2y = fi), em que f{r) 22. ¥ + 4y = fit), em que f{t)
Resolvendo, encontramos ¢ = woL.2/12El e ¢; = —woL/2EL Logo, a deflexio é dada por { L 0<i<l 1L 0<t<l 0
e ¥0) =0 ={‘ y0) =0 »(O) =-1
wol? 5 wol 5 wp 0; &2l 0,121

_ Wwol” Mo Bl R
YO = X T m* tum* < 24E1 <30S B -




