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ALGEBRA VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA

PREFACTIO

O presente trabalho foi escrito tendo como norte uma
premissa basica: que fosse acessivel ao aluno do 1.° ano da
faculdade e para tanto sua linguagem teria que ser tao clara e
didatica quanto possivel. Por vezes, preferiu-se a apresentagdo
intuitiva aos refinamentos teéricos.

Contém 421 exercicios (com seus subitens) em ordem
crescente de dificuldade. Para uma boa assimilagdo do texto,
resolveremos diversos exercicios emaula, deixando os demais a
cargo do aluno. Propositalmente, ndo se inseriram no texto
exercicios resolvidos (afora alguns exemplos de aplicagao
imediata da teoria) para uma maior valorizagdo da aula,
enlevando a interagdo aluno-professor. O aluno deve ter em
mente que a resolugdo dos exercicios deve preceder um bom
conhecimento da teoria.

Um grande numero de ilustragbes facilita o
entendimento do texto e é imprescindivel quando se almeja a
formagdo de uma visdo espacial na Geometria Analitica
Tridimensional. Ha sinopses historicas, indicagbes de aplica-
bilidade pratica e sugestbes para a resolugdo de exercicios, no
intuito de motivar o aluno naquilo que esta estudando.

Os quatros primeiros capitulos integram o programa da
Geometria Analitica na UFPR e foram abordados de maneira
concisa para ndo penalizar importantes capitulos vindouros da
disciplina: reta, plano, cbnicas, superficies, etc.

Os capitulos 5 e 6 tratam de vetores. Ha inimeros
caminhos para a resolugdo de problemas geomeétricos através
da Algebra, porém o tratamento vetorial € o mais indicado pela
sua elegéncia e simplicidade, além de ser assaz importante a
outras disciplinas. A um bom rendimento escolar em Geometria
Analitica, com enfoque vetorial, atrela-se um respeitavel
conhecimento dos capitulos 5 e 6.

Hé que se tomar publico que, face a nossa formagao
académica e relacionamento profissional, o presente trabalho
recebeu preponderante influéncia do livro Geometria Analitica e
Vetores, do Professor Leo Barsotti, que recomendamos a todos
os alunos que aspiram a um aprofundamento e a um maior rigor
no assunto.

Ademais, cumprimos o elementar dever de gratidéo
pelo desprendimento com que os professores Florinda Miyaoka,
Osny A. Dacol, Ana Maria N. de Oliveira, Luci C. Watanabe e Ivo
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J. Riegler se dispuseram a ler o manuscrito e apresentar sugestoées.
O mesmo preito de gratiddo estendemos a pléiade de colegas e
amigos do Depto. de Matematica da UFPR, que nos propiciaram
uma convivéncia de crescimento na disciplina, em mais de quatro
lustros.

Criticas e sugestées hao de surgir. E serdo bem-vindas.
Resta-nos o consolo de ter envidado esforgos para empregar util-
mente o0 nosso tempo. "A censura que nos for feita - se faz oportuno
Souza Pinto - ha de ser mitigada pelo censor se ele chegar a ter
consciéncia de nossa boa vontade emacertar.”
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Prezado Universitdrio:

"Tinha 12 anos quando assisti a demons-
tragdo de um teorema de geometria e senti
uma espécie de vertigem. Parecia que
estava descobrindo um mundo de infinita
harmonia. Nao sabia, entdo, que acabava
de descobrir o universo platénico, com sua
ordem perfeita, com seus objetos eternos e
incorruptiveis, de uma beleza perfeita e
alheia a todos os vicios que eu acreditava
sofrer. Assim, apesar deminhavocacdao ser
a de escrever ou pintar, fui atraido durante
muitos anos por aquela realidade fantas-
tica."”

Neste excerto de entrevista, de 1987, o renomado escritor
argentino Ernesto Sabato sintetiza um dos mais conspicuos encémios a
Geometria e, por extensdo, a Matematica "um mundo de infinita
harmonia”. Este é o sentimento que nds, professores, devemos transmitir
aos alunos de boa vontade.

A didatica, de um lado, cobra do professor a sensibilidade para
perceber o nivel da classe e, a partir dai, iniciar o seu trabalho; que o
professor dispa a postura hermética e estanque do ensino a base de
"quadro-negro, giz e salivacdo"; que induza o seu discipulo a apreciar a
Matematica como disciplina autbnoma, abstrata e, concomitantemente,
utilitdria em diversos setores. De outro lado, faz-se mister que o aluno
perceba o seu papel no processo, assumindo uma postura dinamica e
participativa. Nao basta ao aluno sentar-se em sala de aula e ouvir a
explicacdo do professor. E impossivel aprender a jogar ténis apenas
assistindo de camarote. Assim também com a Matematica: € necessario
treino, exercicios e efetiva participagéo pessoal.

A Matematica € uma disciplina que propicia o encetamento e a
formacéo do raciocinio. E para a maioria das atividades profissionais (que
exigem o0 nivel secundario ou universitario) € o raciocinio a principal
ferramenta de trabalho. Mesmo profissionais que ndo a utilizam,
reconhecem que a Matemética enseja 0 apanagio da ldgica, da témpera
racional da mente e da coeréncia do pensamento.

Acreditamos que o estimulo ou o desestimulo pela Matematica
ocorre a nivel do Ensino Fundamental. A esse nivel, tal como uma estrutura
geoldgica, os conhecimentos matematicos se sedimentam e se
estratificam. Disso resulta, como maior legado, o entendimento e a
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motivacao pela disciplina no Ensino Médio. Este embasamento representa
a conditio sine qua non para um bom rendimento na Faculdade. Isto posto,
a caréncia de tal embasamento leva a obstaculos que podem ser
transpostos na interacdo aluno-professor. A nés, professores, importa a
sensibilidade a percepcao de tais dificuldades bem como a disposi¢éo de
retornar aos niveis anteriores sempre que necessario. E frustrante
observar que em certos cursos - em especial noturnos - o indice de
desisténcia atinge 50% até ou logo apds a primeira avaliagdo. Se
consciente da sofrivel formacgéo anterior, cabe ao universitario novel a
busca junto aos livros, professores e colegas. Atirar pedras no passado,
pela malsad qualidade de ensino ou pela ma qualificacdo de alguns
professores do Ensino Fundamental ou Médio, ndo leva a nada. "O
importante - afirma Jean Paul Sartre - ndo é o que fizeram de nés, mas o
gue fazemos do que fizeram de n6s".

Ao ingressar na Universidade, o calouro sente-se perplexo e
desamparado. H4, no sistema educacional brasileiro, uma dicotomia entre
o Ensino Médio e a Faculdade. Enfatizam-se demonstragdes, teoremas e
abstracfes aqui e quase nada la. Cobra-se autodidatismo e raciocinio na
faculdade de quem cursou (salvo exce¢Bes) um Ensino Médio
preponderantemente a base de memorizacdes e expedientes similares.
Tal procedimento - argumenta Valmir Chagas - “desenvolve uma estranha
metodologia de perguntas e respostas tipificadas e gera maus habitos de
estudo”. E uma ledice enganosa transferir a metodologia de ensino dos
cursinhos ao Ensino Médio.

Cabe a comunidade universitaria a consciéncia das mazelas do
sistema educacional brasileiro. N&o é so: faz-se mister uma postura critica
e participativa diante das decisGes administrativas e pedagdgicas. Se tal
situagcdo ndo é apanagio do momento atual e sim tdo antiga quanto o
proprio Brasil, a ressalva cabe ao conformismo apatico e ao fatalismo de
aceitar as coisas como estdo e como sempre foram.

E papel precipuo da Universidade, e |lhe cabe a iniciativa,
promover fisica e socialmente a comunidade. Esta geralmente ndo tem
consciéncia de seus proprios problemas e muito menos de como resolvé-
los.

O Autor
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SINOPSE HISTORTICA

Foi extraordinaria o incremento dado a Geometria Plana e
Espacial pelosmatematicos helenisticos:

- Pitagoras (560-500a.C.)

- Euclides (c. 325-c.265a.C.)

- Arquimedes (287-212a.C.)

- Apoldnio de Perga (262-190a.C.)

Com estes ecléticos sabios, a Matematica deixa seu caracter
meramente intuitivo e empirico (egipcios e babil6nios) e se assume como
disciplina racional, dedutiva e légica, a partir da criacdo de definigdes,
axiomas, postulados e teoremas.

Pitagoras fundou no sul da Italia, na llha de Crotona, a Escola
Pitagdrica, a quem se concede a gldria de ser a "primeira universidade do
mundo”. Foi uma entidade parcialmente secreta, envolta em lendas, com
centenas de alunos. Estudavam Matematica, Astronomia, Mdusica e
Religido.

Embora se suspeite da autenticidade historica , conta-se que
Pitagoras tenha praticado uma hecatombe (sacrificio de cem bois),
comemorando a demonstracéo do seu célebre teoremaa’ = b’ + ¢’

Consta que uma grande celeuma instalou-se entre os discipulos
de Pitagoras a respeito da irracionalidade do +/2. Utilizando a notagéo
algébrica, a equacdo x> = 2 ndo admitia solugéo numérica para os pitago-
ricos pois estes s6 conheciam os ndimeros racionais. Dada a conotagéo
mistica dos numeros, comenta-se que, quando o infeliz Hipasus de
Metapontum prop6s uma solugéo para o impasse, 0s outros discipulos o
expulsaram da escola e o afogaram nomar.

Euclides fundou a Escola de Matematica na renomada Biblioteca
de Alexandria. Todos os grandes geOmetras da antiglidade como
Euclides, Arquimedes, Eratostenes, Apol6nio, Papus, Diofanto, Claudio
Ptolomeu, Teon de Alexandria, Hipétia, etc. se debrucaram sobre os
vetustos e novéis pergaminhos e papiros da grande biblioteca.

A sua destruicdo talvez tenha representado o maior crime contra o
saberemtodaahistériadahumanidade.

Em 48 a.C., envolvendo-se na disputa entre a voluptuosa
Cléopatra e seu irmdo, o imperador Julio César manda incendiar a
esquadra egipcia ancorada no porto de Alexandria. O fogo se propaga até
as dependéncias da Biblioteca, queimando cerca de 500.000 rolos.
Restaram aproximadamente 200.000 rolos.

Em 640 d.C., o califa Omar mandou que fossem queimados todos
os livros da Biblioteca sob o argumento que "ou os livros contém o que esta
no Alcoréo e séo desnecessarios ou contém o oposto e ndo devemos Ié-
los”.

A mais conspicua obra de Euclides, Os Elementos (c. 300 a.C.)
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constitui 0 mais notavel compéndio de matematica de todos os tempos,
com mais de mil edi¢cdes desde o advento da imprensa (a primeira versdo
impressa de Os Elementos apareceu emVenezaem1482).

Tem sido - segundo George Simmons - "considerado como res-
ponsavel por uma influéncia sobre a mente humana maior que qualquer
outro livro, com excec¢do da Biblia".

A Biblioteca da Alexandria estava muito préxima do que se
entende hoje por Universidade. E se faz apropriado o depoimento do
insigne Carl B. Boyer, em a Histéria da Matematica. "A Universidade de
Alexandria evidentemente nao diferia muito de instituicdes modernas de
cultura superior. Parte dos professores provavelmente se notabilizou na
pesquisa, outros eram melhores como administradores e outros ainda
eram conhecidos pela sua capacidade de ensinar. Pelos relatos que
possuimos, parece que Euclides definitivamente pertencia a udltima
categoria. Nenhuma descoberta nova é atribuida a ele, mas era conhecido
pela sua habilidade ao expor. Essa é a chave do sucesso de sua maior obra
Os Elementos".

A genialidade de Arquimedes como fisico-mateméatico s6 é
comparavel com Isaac Newton, no século XVIII. Pelas concretas ou
supostas obras de Engenharia, foi um precursor de Leonardo da Vinci.
Sua producgédo é completamente original e muito vasta, incluindo Geometria
Planae Sdélida, Astronomia, Aritmética, Mecénica e Hidrostética.

Nasceu na Sicilia, na cidade grega de Siracusa. Quando jovem
estudou em Alexandria, o templo do saber da época, com os discipulos de
Euclides.

Suas invengdes engenhosas, suas maquinas de carater utilitario e
bélico, 0 memorizaram através dos séculos por historiadores romanos,
gregos, bizantinos e arabes.

Arquimedes, no entanto, considerava seus engenhos mecanicos
como fator episddico e que, de certa forma, tiravam a dignidade da ciéncia
pura. "Sua mentalidade ndo era a de um engenheiro, mas sim, a de um
matematico."

Alguns de seus feitos sdo classicos e conhecidos, mas merecem
ser relembrados:

Por descricao de Vitrivio, conhecemos a histéria da coroa da rei
Herdo. Este havia encomendado a um ourives uma coroa de ouro puro.
Uma vez pronta, o desconfiado rei Her&o solicitou a Arquimedes que
analisasse a coroa e dirimisse a duvida: era a coroa de ouro puro ou feita de
umaamalgama com prata?

Quando tomava banho, Arquimedes, observou que, a medida que
seu corpo mergulhava na banheira, a 4gua transbordava. Foi o insight
pararesolver o problema.

Conta a historiador Vitrivio que Arquimedes, euforico, teria saido
pelas ruas, completamente nu, gritando "Eureka, eureka”, que significa
"Achei, achei".

Refeito do vexame, Arquimedes comprovou que houve fraude por
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parte do ouvires. Destarte, tomou dois recipientes cheios de agua e num
recipiente imergiu um bloco de ouro e noutro recipiente, um bloco de prata.
Como ambos os blocos continham o mesmo peso que a coroa, comprovou
afraude, pois constatou que os blocos deslocavam quantidades diferentes
de agua.

Deste fato decorre o principio de Arquimedes, lei basica da
Hidrostatica: Todo corpo mergulhado num fluido recebe um impulso de
baixo para cima igual ao peso do volume do fluido deslocado.

Paradoxalmente, Arquimedes era muito negligente em termos de
asseio pessoal. Lé-se emPlutarco que Arquimedes "era por vezes levado a
forca para banhar-se ou passar 6leo no corpo, que costumava tragar
figuras geométricas nas cinzas do fogo, e diagramas no 6leo de seu corpo,
estando em um estado de preocupacgéo total e de possesséo divina, no
sentidomaisverdadeiro, por seu amor e deleite pela ciéncia”.

Na 2.2 Guerra Punica, contra a poderosa razia do exército e
marinha romanos, comandados pelo Consul Marcelo, a sagacidade de
Arquimedes criou aparatos devastadores.

Marcelo infligiu um cerco de 3 anos e em 212 a.C. a cidade de
Siracusarendeu-se.

Adentrando-se as muralhas de Siracusa as hostes romanas
promoveram a pilhagem, seguida de uma sangrenta matanca. Um soldado
aproximou-se de um encanecido senhor de 75 anos, que indiferente a
chacina, desenhava diagramas na areia e absorto balbuciou: "N&o foque
nos meus circulos". O soldado enraivecido transpassou-0 com a espada.
Foram as derradeiras palavras de Arquimedes.

Amaior grandezase manifesta naMatematica:

Arquimedes, em um circulo dado, inscreveu e circunscreveu um
poligono de 96 lados e obteve a férmula para o célculo da &rea do circulo e,
pormuitos séculos, o mais acertado valor parap:

31—0<p <31—0
71 70

Uma metodologia absolutamente precisa para se calcular o valor
de p surgiuem 1671 como conseqiiéncia da série de James Gregory.

P_4.
4

W=
[, JIE=N
~N| =

Por essa série, o francés De Lagny em 1719 calculou as 112
primeiras casas decimais de p e em 1873 o inglés W. Shanks chegou
manualmente a 707 casas (conta-se que teria levado 5 anos para a

execucdo dos calculos).
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OBSERVACAO:

Apenas a guisa de ilustragdo, o simbolo p ndo foi usado na
antigliidade grega no sentido atual. A infrodu¢do do simbolo p so
aconteceu em 1706, porWilliam Jones, umamigo do Newton.

A letra p é a inicial da palavra grega perij ereia que significa
periferia, circunferéncia. Sabemos que p = 3,1415926535 ... é um
numero irracional. Em 1988, o japonés Yasumasa Kanada
conseguiu calcular o p com 200 milhGées de casas decimais. O
supercomputador usado por Y. Kanada levou apenas 6 horas para
fazeros célculos.

Argquimedes demonstrou que a area contida por umparabola (S,) e
uma reta transversal é 4/3 da area do tridngulo (S,) com a mesma base e
cujo vértice é o ponto onde atangente a parabola é paralela a base.

Em seus trabalhos de geometria sdélida encontramos, pela
primeira vez as formulas corretas para as areas da superficie esférica
(S =4pR?), da calota esférica (2pRh) e para os volumes da esferaa@R ao

dofuso eSferICOEEEpR39 3 5
2

O ilustre siracusano tratou de forma exaustiva sobre o centro de
gravidade de figuras solidas e planas.

Obteve a area de uma elipse (S = pab) e descreveu sdlidos de
revolucéo gerados por pardbolas, elipses e hipérboles em torno de seus
eixos (quédricas de revolugéo).

Descreveu a curva hoje conhecida como Espiral de Arquimedes
(em coordenadas polares tém equacdo r = kqg) e pela primeira vez
determina atangente a uma curva que nao seja o circulo.

De forma inédita, Arquimedes apresenta 0s primeiros conceitos
de limites e célculo diferencial.

Apoldnio de Perga parece ter-se considerado um cordial rival de
Arquimedes, e muito pouco se sabe de sua vida. Supde-se ter sido
educado em Alexandria e por algum tempo ter ensinado em sua
"Universidade". Gragas ao apoio de Lisimaco, general de Alexandre,
transferiu-se para Pérgamo (donde a palavra pergaminho), onde havia
uma Biblioteca e uma "Universidade" s inferiores as de Alexandria.
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Apolénio, e ndo Euclides, mereceu dos antigos o epiteto de o
Grande Gedmetra e isto pode nos parecer inaceitavel. A verdade é que ndo
se pode questionar o mérito de ambos. Euclides tornou-se sinénimo de
Geometria por sua amplamente conhecida obra Os Elementos, enquanto
amaiorparte das obras de Apolénio desapareceram.

O que sabemos dessas obras perdidas devemos a Pappus de
Alexandria (século IV d.C.), que fez uma breve descricdo de sua
monumental produgdo matematica. Infere-se que os tratados de Apoldnio
continham uma Matematica bastante avangada e inclusive muito do que
conhecemos hoje como Geometria Analitica.

Para gaudio de todos, porém, o tratado As Conicas, sobre se¢fes
coOnicas, suplantou todas as obras existentes na antigtiidade. O tratado As
Conicas é composto de 8 livros, sete dos quais sobreviveram.

E inegavel ainfluéncia de Apoldnio sobre Isaac Newton, Ptolomeu
(tabelas trigonométricas, sistemas de latitude e longitude), Kepler ("os
planetas descrevem 6rbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol ocupando
umdeseusfocos"), Galileu ("a trajetoria de umprojétil € uma parabola™).

Sabemos que a Geometria Analitica faz uma simbiose da
Geometria com a Algebra. Face o exposto, concluimos que os gregos
promoveram um extraordinario incremento a Geometria. No entanto, como
ndo dispunham de uma notacgéo algébrica adequada, a Matematica grega
teve o seu ocaso com Apolénio.

A Algebra, podemos afirmar de forma concisa, possui uma dupla
paternidade: Diofanto e Al-Khowarizmi.

Diofanto de Alexandria viveu no século Ill d.C., e sua principal
obra foi Aritmética, tratado que originalmente era composto de 13 livros,
dos quais s6 0s 6 primeiros se preservaram. O principal mérito da
Aritmética € a utilizacdo de notagdes, ou seja, de uma linguagem mais
sincopada,maissimbdlica para a Matemética.

Por seu turno, Al-Khowarizmi viveu por volta de 800 d.C. na
cidade de Bagdéa, que emerge como uma nova Alexandria. Sua principal
obra Al-Jabr deixou marcas indeléveis em toda a Europa. Al-Jabr recebeu
aforma latinizada Algebrae (Algebra).

Em &rabe Al-Jabr significa, numa traducdo mais livre, deslocacao
e parece "referir-se a transposi¢do de termos subtraidos para o outro lado
daequacgao".

Ossimbolos0, 1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8, 9 tiveram notavel receptividade
na Europa através da obra de Al-Khowarizmi. Dai serem denominados
algarismos arabicos, mas que a bem da verdade s&o de origem hindu.

Fulcrado nos gedmetras gregos e no desenvolvimento da Algebra
em toda a Europa, Pierre de Fermat concluiu em 1629 o manuscrito Ad
locos planos et solidos isagoge (Introducdo aos lugares planos e
sélidos). Para a maioria dos historiadores, tal manuscrito representa o
marco zero da Geometria Analitica.

E curioso observar que Fermat ndo era um matematico. Estudou
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Direito emToulouse, na Franca, e ai exerceu o cargo de advogado e conse-
Iheiro do parlamento. Fermat tinha a Matematica como um "hobby" e mes-
mo assim foi considerado por Pascal o maior do seu tempo. Dedicou-se
aos pensadores classicos e & Matematica grega e segundo Carl B. Boyer,
aobra As Conicas de Apolbnio foi uma das obras favoritas de Fermat.

Coube a Pierre de Fermat (1601-1665) a descoberta das
equacdes da reta e da circunferéncia, e as equac¢des mais simples da
elipse, da parabola e da hipérbole. Aplicou a transformacao equivalente a
atual rotacdo de eixos para reduzir uma equacao do 2.° grau a sua forma
mais simples. E cristalina em Fermat a percepgdo de uma Geometria
Analitica a trés dimens8es: "mas se o problema proposto envolve trés
incégnitas, deve-se achar, para satisfazer a equagado, ndo apenas um
ponto ou uma curva, mas toda uma superficie".

E oportuno observar que a usual denominacdo sistema
cartesiano (Cartesius é a forma latinizada de Descartes) € anacronica
historicamente, pois sua obra ndo contém eixos perpendiculares, eixos
obliquos, nem tampouco a equagdo de uma reta. Por mérito, o sistema
cartesiano deveria denominar-se sistema fermatiano.

No entanto, Descartes (que para sempre sera lembrado como
grande filsofo) superou Fermat pela utilizacdo de uma notagéo algébrica
mais pratica.

Muito deve a Geometria Analitica tridimensional a Leonhard
Euler (1707-1783). Euler nasceu na Basiléia, Suica, e recebeu uma
educacao bastante eclética.

Extremamente proficuo, insuperavel em producdo matematica,
Euler escrevia uma média de 800 péginas por ano. Em plena atividade
intelectual, morreu aos 76 anos, sendo que os Ultimos 17 anos passou em
total cegueira (consequéncia de catarata). Mesmo assim continuou
ditando aos seus filhos (eram 13).

A partir de meados do século XIX, desenvolveu-se o conceito de
Espacode4,5... ndimensoes.

Em 1854 o jovem matematico alemdo Bernhard Riemann
desenvolveu a idéia de uma Geometria Quadridimensional. Albert
Einstein, em 1915, mostrou que 0 nosso universo embora pareca E’, é na
verdade E’. Ele dava o primeiro passo para se perceber a variedade
espaco-temporal do universo. Cada um dos pontos do universo €&
determinado por 3 coordenadas (espaciais) que especificam sua posi¢éao e
uma quarta (temporal) que determina o tempo.

Sabemos que o0s gregos antigos promoveram um grande
desenvolvimento a Geometria Plana e Espacial, mas nao dispunham de
uma notacao algébrica ou simbologia adequadas.

Até o século XVI, toda a expressdo matematica se fazia de uma
forma excessivamente "verbal ou retérica".

Por exemplo, em 1591, Viéte para representar a equagdo
quadratica 5A’ + 9A -5 =0, escrevia embomlatim:

O
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5in A quad. et 9in A planu minus 5 aequatur 0. (5 em A quadrado e
9emAplanomenos5éigualazero).

“Na maior parte da ciéncias, assevera Herman Hankel (71839-
1873), matematico aleméo, uma geracdo pbe abaixo o que a outra
construiu, € o que uma estabeleceu a outra desfaz. Somente na
Matematica é que uma geragdo constréi um novo andar sobre a antiga
estrutura”. Como na formagéao de uma estrutura geoldgica, as descobertas
matematicas se sedimentam e se estratificam ao longo dos séculos.
Entretanto ndo se infira que a Matematica é uma ciéncia estatica e sim em
continua evolucéo. As formulagdes inicialmente ténues e difusas percor-
rem um espinhoso caminho até atingir a magnitude de seu desenvol-
vimento.

Apropriadamente, ja se definiu a Matematica como a "rainha e a
serva de todas as ciéncias". E 0 apanagio de sua majestade é o rigor, a
I6gica, a harmonia e sua linguagem precisa, universal e sincopada.

Apls este epitome histérico, adentremos entusiasticamente ao
mundo maravilhoso da Geometria. "Um mundo de infinita harmonia", nas
palavras do poeta.

- Que faz Deus, pergunta o discipulo.

- Deus eternamente geometriza - responde sabiamente Platao.
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CAPITULO

Nogdes preliminares

1.ELEMENTOS PRIMITIVOS

A geometria euclidiana admite como elementos primitivos os
pontos, as retas e os planos.

Notagao:

PONTOS: letras latinasmailsculas.
Ex.:A,B,C...P,Q...

RETAS: letras latinasminusculas.
Ex.: a,b,c...1,s,t...

PLANOS: letras gregas minudsculas.

Ex.:a,b,g...p...

2.PONTO E RETA IMPROPRIOS
a) Ponto improéprio

Se duas retas r e s sé@o
r paralelas entre si, entdo elas tém a
mesma diregdo ou mesmo ponto
impréprio. O ponto improprio da reta s
pode ser imaginado como o ponto no
infinito de s e € 0 mesmo paratodas as
retas que séo paralelas a s; sera indicado por Py,.

b) Retaimproépria

Se dois planos a e b séo
paralelos, entdo tém a mesma
e jacéncia ou a mesma reta impropria.

p A reta imprépria de a pode ser
imaginada como a reta no infinito

a desse plano e é a mesma para todos
os planos paralelos a a; seraindicada
porry.

O
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OBSERVACAO:

Chama-se ponto préprio ao ponto na sua acepgao usual. Assim,
duas retas concorrentes tém em comum um ponto (proprio).
Analogamente, dois planos concorrentes se interceptam segundo
uma reta (propria).

Cada reta propria tem um Gnico ponto improprio. Em cada plano
existe uma Unica reta impropria. A reta impropria é constituida
exclusivamente de pontos improprios. Duas retas improprias tém
em comum um unico ponto improprio. Todos os pontos e retas
improéprios do espago pertencem a um tnico plano improprio.

0 PROFESSOR ARREPENDIDO

Histérias pitorescas sempre tém um pouco de
fantasia, principalmente, quando se reportam a homens bem-
sucedidos.

Conta-se que na Universidade de Harvard havia um
professor deMatematica extremamente rigoroso.

Na ultima avaliagdo do ano, elaborou uma prova muito
dificil e langou um desafio a seus alunos: "se um de vocés tirar
nota 10 nesta prova, pe¢o demissao da Universidade e serei
seu assessor".

Era seu aluno um
fedelho de 17 anos, no entanto,
brilhante nessa disciplina, con-
siderada a "rainha e serva de
todas as ciéncias". Obteve nota
9,5.

Até hoje, 0 nosso caro
professor lamenta ter sido tao
exigente. Perdeu a oportunida-
de de se tornar um dos homens
mais ricos do Planeta. Em
tempo: o aluno se chamava Bill
Gates.

Histéria de uso corrente.
Texto do autor.
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0 PROBLEMA DAQUADRATURA DO CIRCULO

Foi proposto inicialmente por Anaxagoras (499 - 428
a.C.). Aprisionado em Atenas por suas idéias muito
avancadas para a época, afirmara que o Sol ndo era uma
divindade,masumagrandepedraincandescente,maior que o
Peloponeso (peninsula do sul da Grécia) e que a Luandotinha
luz prépria e a recebia do Sol. Anaxagoras foi professor de
Péricles (490 - 429 a.C.), que o libertou da prisdo. Ademais,
exerceu forte influéncia no primeiro dos trés grandes fil6sofos:
Sdcrates, Platdo, Aristételes.

Problema da Quadratura do Circulo: dado um
circulo, construir um quadrado de mesma area. Como 0s
gregos desconheciam as operages algébricas e priorizavam
a Geometria, propunham solucdo apenas com régua (sem
escala) e compasso. No século XIX, demonstrou-se que
nestas condi¢des este problema é irresoltvel.

) A solucéo é trivial se lancarmos méo dos recursos da
Algebra:

So= Sn

pR?=/¢*. Admitindo porex. R=3
pR) =¢*

¢=3p ou =531
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PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO
OU PROBLEMA DELIANO

Durante o cerco espartano da Guerra do Peloponeso,
conta uma lenda que em 429 a.C. uma peste dizimou um
quarto da populacdo de Atenas, matando inclusive Péricles.
Diz-se que uma pléiade de sabios fora enviada ao oraculo de
Apolo, em Delos, para inquirir como a peste poderia ser
eliminada.

O oréculo respondeu que o altar cubico de Apolo
deveria ser duplicado. Os atenienses celeremente dobraram
asmedidas das arestas do cubo.

nnmp

—% —%
1m 2m

A peste, em vez de se amainar, recrudesceu. Qual o
erro?

Em vez de dobrar, os atenienses octoplicaram o
volume do altar.

Pois:

paraa=1=V_, =1’=1

paraa=2=V, =2°=8

A complexidade do problema deve-se ao fato de que
0s gregos procuravam uma solugdo geométrica. E mais um
complicador: com régua (sem escala) e compasso.

Ainda no século IV a.C., o gebmetra grego
Menaecmus (que juntamente com Platdo foi professor de
Alexandre, o Grande) resolveu o problema com o tracado de
uma parabola e de uma hipérbole. Hodiernamente, tal solucao
é facilmente compreensivel através da Geometria Analitica:
Menaecmus obteve geometricamente o ponto de interse¢éo
da parabola x* = 2y com a hipérbole xy = 1. Asolucdo é x = 3/2.
Foi relativo o sucesso de Menaecmus entre 0S Sseus
compatriotas: ndo se valeu de régua (sem escala) e compasso

12
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apenas!

A solugéo deste problema é trivial com os recursos da

Algebra: procura-se a aresta (a) de um cubo, cujo volume seja

odobro do volume deumcubodea=1(V,,,=2a°:

a=? 1m

a’=2x1°

a=32 @26

OBSERVACAO:
Em 1837, o francés Pierre L. Wantzel demonstrou
gue o problema deliano ndo admite solu¢cdo com uso
de régua e compasso apenas. Com somente 23 anos,
Wantzel, engenheiro da prestigiosa Ecole Polytech-
nique, pds fim as discussdes de quase dois milénios.
Em seu excelente Livro O Romance das Equagodes
Algébricas (ed. Makron Books), Gilberto G. Garbi
descreve que "esta limitacdo de apenas dois instru-
mentos espelhava o conceito de elegancia com que
0s gregos tratavam das questes geométricas e, tam-
bém, a acao tipicamente helénica que eles nutriam
pelos desafios intelectuais, independentemente de
qualquer utilidade pratica".

(do autor)
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CAPITULO

Relacdes segmentdrias
no espaco unidimensional

O matematico e astrénomo alemao,Mobius (1790-1868) foi quem
adotou a convencéo de sinal as medidas de distancias, angulos, areas e
volumes.

1.RETA ORIENTADA

Uma reta é orientada, se esta-
(reta) belecermos nela um sentido de percurso
como positivo; o sentido contrario é
negativo. O sentido positivo € indicado
por uma seta. Um reta orientada também
(reta orientada) é chamada de eixo.

\ 4

2.MEDIDA ALGEBRICA DE UMSEGMENTO

Sejam dois pontos A e B pertencentes a uma reta orientada r. A
medida algébrica do segmento finito e orientado AB € um numero real,
positivo se sua orientagéo for concordante com o sentido positivo da reta e
€ um numero real negativo, em caso contrario. O nimero real que é a
medida algébrica do segmento AB € representado por AB. Ao eixo se
associa uma unidade de comprimento u.

Exemplo:

\ A

AB=+4u (onde A é origem e B extremidade)
BA= -4u (onde B € origem e A extremidade)

Os segmentos orientados AB e BA tém respectivamente medidas
algébricasiguaisade-4.

Entdo: AB+BA=0 ou AB=-BA
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3.RAZAO SIMPLES DE 3 PONTOS
a) Definicao

Dados os pontos A, B e P, de uma reta r, denominamos raz&o
simples desses pontos, nessa ordem, ao quociente, AP que é simbolizado

por (ABP). BP
Assim:
(ABP) = E
BP
OBSERVAGCAO:

Se (ABP) =k, diremos que P divide o segmento AB na raz&o k.

b) Sinal

A razéo simples (ABP) seréa positiva se o ponto P for externo ao
segmento finito AB . Se interno, arazao sera negativa.

Assim:
n P B 1 A B P I
(ABP)= © (ABP) = ®
c) Exemplos
1) _4 . . c B g
(ABC):A_C:_S:-S
BC -1

\ A

O ponto A divide o segmento PQ na raz&o simplesigual a 3.

lt)
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d) Casos particulares

1.SeP° A, arazaosimples é nula.

P°A B
]

A\

2.Se P° M (pontomédio), arazéo simples éiguala -1.

A P B r
1 |\I,| T »
(ABP):E: AP:-]_
BP - AP

4.DIVISAO AUREA
a) Definigao

Um ponto P divide umsegmento AB emmédia e extremarazio se:

AP’=AB.PB

Diz-se também que AP é o segmento aureo de AB.

OBSERVACAO:
Né&o prescindindo do rigor matematico, deve-se apresentar uma
segunda relagéo para o segmento aureo: PB>=AB . AP.

b) Calculo

Dado o segmento AB = a, calcular o seu segmento aureo AP = x.

A P
— @ T o—
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AP’=AB.PB
x’=a(a-x)

ou
X’ +ax-a’=0
Resolvendo a equacéo do 2.° grau para aincognita x:

_-a++5a
2
Emproblemas geométricos, adota-se a solugéo positiva:

x:ﬂ:o,elga

c) Epitome histoérico

Na histdria da humanidade, o assunto em epigrafe sempre
mereceu a atencdo de matemdticos, artistas, arquitetos, etc., pois
fornece as medidas de um
retangulo na propor¢do mais
estética. Para tanto, basta
prefixar a base a e calcular a
h=0,618a sua altura h = 0,618 a. E o
retdngulo &aureo. Este é
encontrado no frontispicio do
Paternon de Atenas (5.° sé-
culo a.C.), na piramide de
Quéops, na pintura de Leo-
nardo da Vinci, em grandes
catedrais da Idade Média e hodiernamente em projetos do renomado
arquiteto francés Le Corbusier. Também a sabia natureza, como se
observa em plantas, animais e em medidas do corpo humano. Rece-
beu o epiteto de sectio divina (secc¢do divina) e Johannes Kepler
(1571-1630) nao se conteve: “a geometria tem dois tesouros. Um é o
teorema de Pitagoras, e o outro é a divisdo aurea”.

O historiador grego Herédoto relata que os sacerdotes
egipcios Ihe haviam dito que as dimensdes da pirdmides de Giseh
haviam sido escolhidas de maneira que metade do comprimento da
base e a altura da face triangular formassem a divisdo aurea.

O

-
[
Jr
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O pentagrama estrelado ao lado A
figurado representou a insignia dos pita-
goricos, o simbolo da saude para os gre-
gos e aparece hoje freqientemente em
bandeiras, cartazes, etc. B E

Observe que:

C
E :ﬁ :E:E:O,Gls ® divisdo aurea
AC AC AD AE

5. ABSCISSAS NARETA

r
! »
>

O ponto O (origem) divide o eixo r em duas semi-retas, onde a
semi-reta positiva é indicada pela seta. E negativa a outra semi-reta. Ao
eixo se fixa a priori uma unidade de comprimento.

Chama-se abscissa x, de um ponto P, de uma reta orientadar, a
medida do segmento orientado e finito OP,, da origem a esse ponto,
antecedida do sinal de (+) ou (-) conforme o ponto pertenca a semi-reta
positiva ou negativa. H4 uma correspondéncia bijetiva entre os nimeros
reais e 0s pontos de umareta.

B o
-2

Exemplo:

\ L

>

X, =3 Xs=-2

OBSERVACAO:
Abscissa em latim significa corte, incisdao. Deve-se provavel-

mente ao fato de que a representagéo da abscissa na reta se faz
através de umpequeno corte.

6.DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Sejam os pontos P, e P,, cujas abscissas séo respectivamente X, € X,.

O
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\ A

Entao:

OP, +P,P,=0P,
P,P,=OP,-OP,

P1Pz = X=X

Exemplo:
Dadas as abscissas x, =5 e x, =- 3, calcular AB e BA.
Resolucéo:

AB=X,-X,=-3-5=-8
BA=X,-%X,=5-(-3)=8

7.RAZAO SIMPLES DE 3 PONTOS POR SUAS ABSCISSAS

Sejam os pontos P,, P, e P de umareta orientada r, com abscissas
X., X, € X respectivamente.

To
"
x1o
o

Determinar a abscissa x do ponto P que divide o segmento P, P,
numa certarazaok.

Entéo:

k=(P,P,P)

K= P, P k= X%
P, P X- X,
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Isolando o x:
X, - kx,
1- k

=

Caso particular: se k=-1tem-se:
_ X X,
2
Onde x é aabscissa do pontomédiodeP,P, .

Exemplo: -
Achar a abscissa do ponto P que divide o segmento AB naraz&o 2.
Dadosx,=3ex,=7.

X, - K _3-2(7)
1-k 1- 2

Resolucao: X = 1

. o
Figura: —+—+t

Portanto (ABP) =11

Exercicios

"Que nenhum desconhecedor da geometria entre aqui.”
(Inscrigdo no frontispicio da Academia de Platédo)

01. O ponto P divide o segmento P,P, numa certa razéo k. Cal-
culark, conhecendo-se respectivamente os pontos pelas suas abscissas
x=3, x,=6 e x,=-2

-3
Resp.: k=—
P 5

02.Dados (ABP) =5, x,=2, x,=5, calcular x,.

Resp.: 17
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03. Obteraabscissa do ponto P, tal que PA.PB=PC. PD.
Dados: x,= -2, X,=0, x.=3, Xx,=5

Resp.: 3
2
04. Considere O, A, B, C pontos colineares, onde O representa a
origem. Calcule a abscissa x do ponto C naigualdade:
AB+2CA+0OB-3BC=3

Dados:x,=2 e X,=5

Resp.: ﬁ
5

05. Achar a distancia QP tais que (ABP) = . 1 e (ABQ) = 1 sen-
dox,=2 e x,=8 2 2

Resp.: 8

06.Sendox,=3 e X, =8, calcular as abscissas dos pontos P, e P,
que dividem AB em3partesiguais.

07. Achar as abscissas dos pontos que dividem PQ em 4 partes
iguais. Dadosx,=-3 e X,=6

15

Resp.: _ —
4

N|w
N | w

"Gigantes sdao os mestres nos ombros

dos quais eu me elevei."
ISAAC NEWTON (1642 - 1727), fisico, astrénomo e matematico inglés.

7]



DESCARTES E FERMAT

Jurista e magistrado por profissdo, Pierre de
Fermat (1601-1665), dedicava a Matematica apenas suas
horas de lazer e, mesmo assim, foi considerado por
Pascal o maior matematico de seu tempo.

Coube a Fermat a entronizacdo de eixos
perpendiculares, a descoberta das equacdes dareta e da
circunferéncia, e as equagdes mais simples de elipses,
pardbolas e hipérboles. Por mérito, as coordenadas
cartesianas deviam denominar-se coordenadas
fermatianas.

VA Cartesius € a
forma latinizada de Des-
cartes (René). Foi mais

S <P fildsofo que matematico e

em sua obra, Discours

de la Méthode (3.° apén-
dice, La Géométrie) pu-

blicada em 1637 se limi-

tou a apresentar as idéias

fundamentais sobre a

resolucdo de problemas

com utilizagdo da Alge-
bra. Porém, é curioso observar que o sistema hoje deno-
minado cartesiano ndo tem amparo historico, pois sua
obra nada contém sobre eixos perpendiculares, coor-
denadas de um ponto e nem mesmo a equacao de uma
reta. No entanto, Descartes "mantém um lugar seguro na
sucessdo candnica dos altos sacerdotes do pensamento
em virtude da témpera racional de sua mente e sua

sucessdo na unidade do conhecimento. Ele fez soar o

gongo e a civilizagdo ocidental tem vibrado desde entéo

com o espirito cartesiano de ceticismo e de indagacéo que
ele tornou de aceitagdo comum entre pessoas educadas"

(George Simmons). Segundo ainda este proeminente

autor, La Géomeétrie "foi pouco lida entdo e menos lida

hoje, e bem merecidamente".
E ndo h& como resistir a tentacdo de expor um
tépico lendario da Matematica: o Ultimo Teorema de

Fermat. Em 1633, estudando um exemplar da Aritmética

®

=Y
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de Diofanto (séc. Ill d.C.), Fermat deparou-se com o
teorema: A equagao x" +y" =z" ndo admite solugao para
X, Y, z inteiros e positivos, quando o expoente n for
inteiro, positivo e maior que 2.

No livro de Diofanto, Fermat anotou: "encontrei
uma demonstragao verdadeiramente admiravel para
este teorema, mas a margem é muito pequena para
desenvolvé-la".

Héa quem duvide que Fermat tenha dito a verdade.
Porém, além de integro, moralmente idéneo, habil na
teoria dos numeros, lembramos que Fermat jamais
cometeu um engano ou disparatematematico.

Gerag0es inteiras de matematicos tém maldito a
falta de espaco daquela margem. Por mais de trés
séculos, praticamente todos os grandes expoentes da
Matematica (entre eles Euler e Gauss) debrucaram-se
sobre o assunto. Hodiernamente foram testados ternos de
até 4 milhdes de algarismos com ajuda de computadores e
comprova-se o teorema. Mas e a demonstrag&o? Que tal
um projeto para as suas proximas férias e alcancar a
imortalidade?! Além disso, 0 mateméatico alem&o, Paul W.
Khel, fascinado com o chamado Ultimo Teorema de
Fermat, deixou em 1906 a quantia de 100.000 marcos
para quem o demonstrasse (se bem que, com a inflagéo
do marco no pés-guerra, o prémio perdeu praticamente o
seu valor).

Em 1993, Andrew Wiles, matematico da
Universidade de Princeton (EUA), apdés 30 anos de
fascinio, interrup¢des e muito suor, apresentou a sua
demonstracdo em 140 paginas. A noticia ocupou espaco
nos noticiarios do mundo inteiro. Bom demais para ser
verdadeiro. Matematicos encontraram um erro, reco-
nhecido pelo proprio Wiles. Em 1996, este reapresenta a
demonstragéo na qual garante ter consertado a falha.

Cumpre esclarecer que Wiles utilizou conceitos
avancadissimos, com os quais Fermat nem poderia ter
sonhado.

(do autor)
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CAPITULO

Sistemas de coordenadas
no espaco bidimensional

1. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

Um sistema de eixos orto-
YA gonais no plano é constituido de duas
........ P retas orientadas x ey, perpendiculares
entre si e de mesma origem O. A reta
orientada x € denominada eixo X ou eixo
das abscissas; a reta orientada y €
denominada eixo y ou eixo das or-
. denadas; os eix0s X e y sd0 0s €eixos
- ’x coordenados e dividem o plano em 4
partes ou quadrantes.

Por um ponto qualquer do
plano tracam-se perpendiculares sobre
cada um dos eixos, determinando neles
ospontos P, e P, detal sortequex=0P, e y=0P, .

Destarte, podemos associar a cada ponto P do plano um par
ordenado de numeros reais. Assim o ponto P fica determinado por suas
coordenadas cartesianas ou também chamadas coordenadas retan-
gulares:

o
2

<
fe) —— ] ——— =
b

P=(x,y)

onde x é abscissade P eyaordenadade P.

Reciprocamente, dado um par de nimeros reais, localiza-se no
plano um Unico ponto P. Ha, portanto, uma correspondéncia bijetiva entre
os pontos do plano e os pares de nimeros reais.

Particularidades

a)0=(0,0) ® origem do sistema cartesiano.

b) P,=(x, 0) ® projecéo ortogonal de P sobre o eixo
das abscissas.

c)P,=(0,y) ® projecdo ortogonal de P sobre o eixo
dasordenadas.
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2.SISTEMA CARTESIANO OBLIQUO

O sistema cartesiano sera
denominado obliquo se o angulo
entre os eixos x e y nao for de 90°.
Propositalmente, em respeito a sim-
plicidade olvidamos o estudo em
eixos obliquos. Tais sistemas mono-
. tonizam a exposi¢do e dificultam

P, sobremaneira a dedugao e memori-
7ﬁf(~ zagdo de formulas.

3.PARES ORDENADOS: OPERAGOES E IGUALDADE

"/

a) Adigao
(X1 Y1) + (X5, ¥2) = (X + X, Y, +Y,)
Exemplo:

(2,5)+(1,-3)=(3,2)

b) Multiplicagao por umnumeroreal k
k (x;, 1) = (kx;, ky)
Exemplo:
3(5,-1)=(15,-3)
c) lgualdade de dois pares ordenados
X ¥) = (X y) U x,=x,e y,=y,

Exemplo:
(X_ l,y+3):(l, 7)

Donde: x-1=1® x=2
y+3=7® y=4

O
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4.DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS
YA

Dados dois pontos P, =(x,, y,) €
P,=(x,, Y,), deseja-se calculara
distancia d entre P, e P, . Apli-
cando o teorema de Pitagoras
ao triangulo retangulo P,AP, ,
tem-se:

d2 = (Xz' Xl)z + (yz - yl)z ou

(0] X, X, 7( d=\/(x2' X1)2+(Yz' y1)2

Exercicios

"O oposto do amor nédo € o 6dio, mas a indiferenga.”
Erico Verissimo (1905-1975), romancista gatcho.

01. Sendo A = (2, 3) e B = (1, 5), calcular as coordenadas
cartesianas de P em % =B .

Resp.:P=(0,7)
02. O segmento AB tem comprimento de 4 unidades. Conhe-
cendo-se oponto A=(- 2, 1), acharaabscissade B, cujaordenada é 1.
Resp.: -6e2
03. Calcular a soma dos comprimentos das medianas do triangulo
eqlilatero de vérticesA=(3,3),B=(-3,-3)eC=(- 343, 3\/§).
Resp.: 9\/5

04.Dados os pontosA=(2,y),B=(-8,4) e C=(5, 3), determinary
para que ABC seja umtriangulo retAngulo com angulo reto no vértice A.

Resp..y=-20uy=9



Jacir. J. Venturi

05. Encontre o ponto P = (x, y) equidistante dos pontos P, = (0, - 5),
P,=(-1,2)eP,=(6,3).

Resp.:P=(3,-1)
06. Determinar o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas,
sabendo que é equidistante dos pontos A= (1, J3 )eB=(2, J2 ).
Resp.:P=(1,0)
07.Dois vértices opostos de um quadrado sdo os pontos (1, 2) e
(- 5, 6). Determine a area do quadrado.
Resp.: 26
08. SejamM, =(2,-1),M,=(1,-2)e M, =(- 1, 3) os pontos médios
dos lados de umtridngulo. Achar os vértices desse triangulo.
Resp.: (4,-6),(-2,2),(0,4)

09. Conhecendo-se os pontos A = (a, 0) e B = (0, a), achar as
coordenadas do vértice C, sabendo-se que o triangulo ABC é equilatero.

8%1+fa a+fa0
2

Resp.:C =
ﬂ

10.Um triangulo equilatero tem vértices A= (x,y), B= (3,1)e
C=(-1,-1).Calcular o vértice A.

Resp.: (1+\/§,—2\/§) ou
(1-v3, 243)

11. Calcular o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo de
vérticesA=(5,-6),B=(1,2)eC=(3,-4).

Resp.: (11, 2) (circuncentro)

O
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5.PONTO QUE DIVIDE UM SEGMENTO NUMA RAZAO DADA

Seja 0 segmento de extremidades P, = (x;, y.) € P, = (X,, ¥,). O
ponto P =(x, y) divide o segmento P,P, numarazédo dadak.

y Ent&o:
PP
k=({P,P,P)=-
(PP, P) P,P
A Introduzindo as coordenadas de
P,P,eP
y . k = ﬂ
v, X=X,
k = "N
- T T AR
Isolando-se xey:
X, - KX, _ Y, - ky,

1w ¢ YTk

Caso particular
Se k = -1, entdo o ponto P coincide com o ponto médio do
segmento P,P,. Donde se infere as féormulas:

_X1+X2 _y1+y2
=4 e sSLL_dE
M 2 yM 2

6.BARICENTRO DE UMTRIANGULO
a) Definicao

Baricentro ou centro de massa é o lugar onde se aplica uma forga
para se levantar o sistema em equilibrio.

Geometricamente num tridngulo, o baricentro é obtido pela

interseccao das medianas.
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b) Calculo

Dado o triangulo de vértices A = (X,, Y.), B=(Xg, ¥s) € C = (X¢, Yo)-

O baricentro G divide a mediana AM
numa razao facilmente determina-

Introduzindo as abscissas :

XG'XA:
Xg = Xm

-2

Mas: x,,

vel:
(AMG)=2C - 2_ 5
MG -1
Entao: E=-2
MG
_ Xp 12Xy,

ou X

;s @

=XB-1XC @

2

Substituindo-se (2) em @ tem-se:

Xg =

Xp T Xg + X

3

Analogamente para a ordenada do baricentro obtém-se:

VAS

YatV¥s t¥Yc

3

Exercicios

"Quando morreres,

s0 levaras contigo aquilo que tiveres dado.”

Saadi (1184-1291), poeta persa.

01. Determinar as coordenadas dos pontos P, e P, que dividem o
segmento A=(3,-1)eB=(0, 8) em3partesiguais.

Resp.:P,=(2,2)eP,=(1,5)

0
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02. Até que ponto da reta o segmento de extremos A=(1,-1)
e B = (4, 5) deve ser prolongado no sentido de A para B para que o com-
primento quintuplique?

Resp.: P=(16,29)

03. O baricentro deum triangulo ABC € o ponto G=(4,0) e
M=(2,3) opontomédiode BC . Achar as coordenadas do vértice A.

Resp.: A=(8,-6)

04. Num triangulo ABC, sédo dados os vértices A =(-4,10)e
B = (8, -1). Determinar o baricentro G e o vértice C, sabendo-se situados
respectivamente sobre os eixosy e x.

Resp.:G=(0,3)eC=(-4,0)

05. Calcular as coordenadas dos extremos A e B do segmento que
é dividido emtréspartesiguais pelos pontos P, =(-1,3) e P,= (1, 5).

Resp.:A=(-3,1)eB=(3,7)

7.SISTEMAPOLAR

No plano, a importancia do sistema polar s6 é suplantada pelo
sistema cartesiano. E utilizado, entre outras disciplinas, em Célculo
Diferencial e Integral, onde o sistema polar apresenta proceras vantagens.
Mais especificamente, na representacao de certas curvas e em problemas
relativos a lugares geométricos. Na pratica também empregado na
navegacéao, aviacao, etc.

O sistema polar é carac-
terizado no espago bidimensional
por uma reta orientada p e um
r ponto O pertencente atal reta.

p ® eixo polar do sistema
O® poblo do sistema

k-2 /
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O ponto P fica determinado no plano por suas coordenadas
polares:

P=(r,q)

onde:
r =OP (r 3 0) é adistancia polarouraio vetor de P.
g(0° £ g<2p) é o argumento, anomalia ou angulo polar de P.

Reciprocamente, dado um par ordenado de nimeros reais, €
possivel localizar no plano um dnico ponto, do qual aqueles nimeros sao
as coordenadas polares.

b) Convengéo

O argumento g ser& considerado positivo se sua orientacéo for a
do sentido anti-horéario e negativo se no

* sentido horério. O raio vetor r € positivo

\ guando assinalado no lado terminal de g

3 >p e negativo quando no seu prolonga-
/ mento.

OBSERVACAO:

Tenha-se presente que o argumento g admite mdultiplas
determinacdes:

2kp+aq.

c) Representagao grafica de pontos

Na pratica, utiliza-se o papel quadriculado polar em que o raio
das circunferéncias concéntricas aumentam de 1 em 1 cm, e os angulos de
15° em 15°. Compensa-se a auséncia do papel quadriculado polar com
régua milimetrada e transferidor.

Exemplos:

Representar os pontos emcoordenadas polares:
A=(5,30°)

B =(4,150°)

C=(7,-30°

D =(4,-120°)

0
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OBSERVACAO:

E licito admitir-se a distancia
polar afetada do sinal de menos.
Como r = f(g) havera uma
correspondente alteracdo para
g. E facil anuir na figura ao lado,
que os pontos C e D por
exemplo, podem se apresentar
com outras coordenadas po-
lares.

Assim:
C=(7,330°) ouC =(-7,150°)
D =(4,240°) ou D = (- 4,60°)

d) Grafico de uma equagao emcoordenadas polares

A representacdo gréfica de uma equacdo em coordenadas
polares se obtém arbitrando-se valores para a variavel independente q e
calculando-se os correspondentes valores parar .

Exemplo:
Construirograficode r =1+cosq.
TABELA DE VALORES
g | 0 |15°(30°| 45°| 60°| 75°| 90°[105°|120°|135%150°165°(180°
p|20(19(18 (1,7 |1,5|1,2|1,0(0,7(0,5|0,2|0,1|0,03(0,0

75°
90° 60°

165°

180°
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OBSERVACAO:
A curva da péagina anterior denominada cardidide apresenta

simetriaemrelacao ao eixo polar p, pois cos g € igual a cos (- q).

8.PASSAGEM DO SISTEMA POLAR
PARA O SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

Por vezes, € oportuno passar de um referencial cartesiano para
umpolar; oude umpolar para o cartesiano.

YA Fazendo o eixo polar p coincidir com o
eixo cartesiano x e O concomitan-
temente pdlo e origem dos dois

P, ¢
sistemas.
Portanto:
y
P =(x,y)® coordenadas cartesianas
_‘ .
o} x P, x°p P=(r,q)® coordenadas polares

Do tridngulo retangulo OP,P obtém-se as relagdes:

1ri=x+y’
2)X =r cosq
3)y =r senq

4)tg9q= %

OBSERVACAO:

Além dos dois sistemas mencionados, ha outros menos usuais,
quais sejam: sistema bipolar, sistema polo-diretriz, sistema de
coordenadas baricéntricas, etc.

Exercicios

"E bom ter dinheiro e as coisas que o dinheiro pode comprar. Mas é
bom também verificar de vez em quando se ndao estamos perdendo
as coisas que o dinheiro ndo pode comprar.”

George Horace Lorimer
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01. Passar do sistema cartesiano para o sistema polar:

a) A=(-3, 3v3) Resp.: a% L2
3 g

b)B= (3x/§, 3) Resp.: a%

6@
)X’ +y- 3x=0 Resp.: r(r - 3cosqg)=0
d) (< +y°)*=3(x*-y?) Resp.: r*=3r’cos2q
e)X’+y’+xy=5 Resp.: r E?L lsen2q——5

2

flx+y-2=0 Resp.: r =

sen g+ cos q

02. Passar do sistema polar para o sistema cartesiano.

a) P :S%, - EQ Resp.: (\/5,- 1)
e 6g
b) Q= 8:2 QQ Resp.: (- \/5 1
e 6g
c)r’=k’sen2q Resp.: (X +y?)’ = 2k’xy
d)r’cos’2q=2 Resp.: (X’- y)?=2(X*+Y)

03. Achar as coordenadas polares do ponto simétrico de

A= a“32 ==+ em relacéo ao eixo polar.
3

e 3g

04. Idem para o ponto B de coordenadas cartesianas (4, - 3).

40

Resp.: ¢5, arc cos—+
¢

e 5g
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05. Representar r =2e0£q£p

Resp.:

(o)

(semi-circunferéncia de
raio igual a 2)

06. Transformar a equacéo r > = a’ cos 2q, do sistema polar para o

sistema cartesiano.

4

Resp.: (X" +y*)*=a’(x-y’)

OBSERVACAO:

Tal curva do 4.° grau, descoberta por
Jacques Bernoulli, ¢ denominada
Lemniscata (do grego lemnisko que
significa ornato, lago defita),

Série B

07. Passar do sistema polar para o sistema cartesiano:

a)r =kq

b)r:_

c) log,r =kq

2
y8

Resp.: X’ +y’ =K’ (af;\rc tg
e Xg

(espiral de Arquimedes)

K2
Resp.: X +y’ = >
g%rc tgxq
e Xg

(espiral hiperbdlica)
ZkS%rct :XQ
Xg

Resp.: X’ +y*=a ¢

(espiral logaritmica)
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OBSERVACAO:
Apenas a titulo de curiosidade, representamos 0s respectivos
graficos:

oV

a) espiral de Arquimedes b) espiral hiperbdlica

Q
\

sV

c) espiral logaritmica

A espiral logaritmica é aplicada em Mecénica dos Solos, por ser a
forma admitida para as linhas de deslizamento de um macigo
terroso.

08. Deduzir a férmula da distancia entre os pontos P, =(r,, q,) €
P,=(r,, g,),emcoordenadas polares.

L2 2 2
Resp.:d” =r] +r, - 2r r,cos(q, - q,)

SUGESTAO:
dz = (Xz - Xl)z + (YZ - Y1)2
Substitua:

X1:rlcosqllxzzrzcosqzlylzrlsenqliyZ:r zsenQZ
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09. Construiro graficoder =3 +senaq.

Resp.: 90°

120° 60°

150°

180°

240° 270° 300°

"Deus nao da fardos pesados para ombros fracos."
Adagio popular

O
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A BIBLIOTECA DE ALEXANDRIA

A destruicdo da Biblioteca de Alexandria, no Egito, as
margens do Mar Mediterréneo, talvez tenha representado o
maior crime contra o saber em toda a histéria da humanidade.

Em 48 a.C., envolvendo-se na disputa entre a
voluptuosa Cledpatra e seu irmdo, o imperador Julio César
manda incendiar a esquadra egipcia ancorada no porto de
Alexandria. O fogo se propaga até as dependéncias da
Biblioteca, queimando cerca de 500 mil rolos. Restaram
aproximadamente 200mil.

Em 640 d.C., o califa Omar ordenou que fossem
gueimados todos os livros da Biblioteca sob o argumento de
que "ou os livros contém o que estd no Alcordo e sdo
desnecessarios ou contém o oposto e ndo devemos |é-los".

Todos os grandes gebmetras da Antiglidade se
debrucaram sobre os seus vetustos pergaminhos e papiros.
Euclides (c.325 - ¢. 265 a.C.) fundou a Escola de Matematica
narenomada Biblioteca.

A mais conspicua obra de Euclides, Os Elementos,
constitui um dos mais notaveis compéndios de Matemética de
todos os tempos, com mais de mil edi¢cdes desde o advento da
imprensa (a primeira versao impressa apareceu em Veneza,
em1482).

Segundo George Simmons, "a obra 'Os Elementos'’
tem sido considerada responsavel por uma influéncia sobre a
mente humana maior que qualquer outro livro, com excegéo
da Biblia".

A Biblioteca de Alexandria estava muito proxima do
que se entende hoje por Universidade. E se faz apropriado o
depoimento do insigne Carl B. Boyer, em A Histéria da
Matematica: "A Universidade de Alexandria evidentemente
n&o diferia muito de instituicbes modernas de cultura superior.
Parte dos professores provavelmente se notabilizou na
pesquisa, outros eram melhores como administradores e
outros ainda eram conhecidos pela capacidade de ensinar.
Pelos relatos que possuimos, parece que Euclides
definitivamente pertencia a ultima categoria. Nenhuma nova
descoberta lhe é atribuida, mas era conhecido por sua
habilidade de expor. Essa é a chave do sucesso de sua maior
obra, 'Os Elementos"."

Pela trigonometria, um outro diretor da Biblioteca,
Eratostones (276 - 194 a.C.), comprovou a esfericidade da Ter-
ra e mediu com precisao e engenhosidade o perimetro de sua

circunferéncia.
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Num dos rolos de papiro, encontrou a informacéo de
gue na cidade de Siena (hoje Assuan), a 5.000 estadios
(cerca de 925Km) ao sul de Alexandria, ao meio-dia do
solsticio de verdo (o dia mais longo do ano, 21 de junho, no
hemisfério norte) colunas verticais ndo projetavam qualquer
sombra; ou seja, 0 Sol se situava a prumo. Entretanto, 0 nosso
conspicuo gebmetra observou que no mesmo dia de solsticio,
as colunas verticais da cidade de Alexandria projetavam uma
sombra perfeitamentemensuravel.

Aguardou o dia 21 de junho do ano seguinte e
determinou que se instalasse uma grande estaca em
Alexandria e que se escavasse umpoc¢o profundo em Siena.

Ao meio-dia, enquanto o Sol iluminava as
profundezas do poco de Siena (fazia angulo de 90° com a
superficie da Terra), em Alexandria Eratéstenes mediu o
angulo g=7°12', ou seja: 1/50 dos 360° de uma circunferéncia.

Superficie da Terra
[
Alexandria/ / Siena

/%L

Portanto, o comprimento do meridiano terrestre
deveria ser 50 vezes a distancia entre Alexandria e Siena.

Por tais calculos, conjecturou que o perimetro da
Terraseriade 46.250Km.

Hoje, sabemos que é de 40.076Km.

E evidente que Eratdstenes ndo dispunha dos
valores precisos nem do angulo g e muito menos da distancia
entre as duas cidades, que havia sido medida a pé, por
escravos que deveriam seguir em linha reta, atravessando o
Rio Nilo, pantanos, desertos, aclives e declives.

Ademais, as cidades de Alexandria e Siena néo
estao sobre o mesmo meridiano como supunha Eratostenes,
havendo uma diferenga de quase 3°.

(do autor)

O
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CAPITULO

Sistemas de coordenadas
no espaco tridimensional

1. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

Em Geometria Analitica plana as equag¢des contém duas
variaveis. Na espacial, trés varidveis. Nesta se exigir4d maior esforgo de
visualizacao das figuras. O conjunto de pontos do espaco tridimensional
seraindicado por E°.

Sejam X, y e z trés retas orientadas mutuamente perpendiculares
entre si e concorrentes no ponto O. Destarte o triedro (Ox, Qy, Oz) é
triretangulo.

Principais elementos::

- ponto O® origem do sistema cartesiano.

-retas orientadas ® eixos cartesianos.

- planos xy, xz, yz® planos cartesianos.

ZA

<V

Pelo ponto P tragam-se trés planos paralelos aos planos
coordenados e juntamente com estes individualiza-se um paralelepipedo
retangulo, cujas faces interceptamos eixosxemP,yemP,ezemP, .

Podemos associar a cada ponto P do espago uma tripla de
ndmeros reais. Assim o ponto P fica determinado por suas coordenadas
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cartesianas ortogonais :
P=(x,y,2)

onde:

x=0P, ® abscissa
y=0P, ® ordenada
z=0P, ® cota

O sistema cartesiano em estudo estabelece uma correspondéncia
bijetora entre cada ponto do espaco e a terna de niumeros reais. Os planos
coordenados dividem o espaco em 8 regides, denominadas oitantes ou
octantes.

Particularidades
a) O =(0,0,0)® origem do sistema cartesiano.

b) P,=(x,y,0), P,=(x,0,z),P,=(0,Y, z) representam as proje¢des
ortogonais do ponto P sobre os planos coordenados xy, xz e yz.

c)P,=(x,0,0),P,=(0,y,0),P,=(0, 0, z) representam as projecdes
ortogonais do ponto P sobre os eixos coordenados X, y e zZ.

d) N&o sendo os eixos mutuamente perpendiculares temos um
sistema de coordenadas obliquas.

Sao vdlidas as operagbes de soma e multiplicacdo por escalar.
comastriplas (x,, Y., ) € (X,, Y., Z,), bem como a condi¢ao de igualdade de 2
triplas (item 3, do capitulo 3).

Um verdadeiro repto a matematica hodierna foi e esta sendo o
estudo de espacos a 4 ou mais dimensdes. Einstein, em sua Teoria da
Relatividade apodia-se em um espaco de 4 dimensfes. E toda a nossa
estrutura mental, fulcrada numa geometria euclidiana de 2 ou 3 dimensbes
sofre uma vigorosa transformacéo. Por exemplo, num espago de 4
dimensbes (ndo representavel geometricamente), a interseccao de dois
planos pode ser um Gnico ponto. Ou ainda, é factivel a retirada de um objeto
(ou um ponto) do interior de um paralelepipedo sem atravessar as suas
paredes.

2.DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Dados dois pontos P, = (x,, Vi, z,) € P, = (X,, ¥,, Z,), a distancia d

5]
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entre os pontos P, e P, é dada pela formula:

d:\/(xz - X1)2 +(y, - y1)2 +(z, - z1)2

Para a demonstracdo, considere d a diagonal de um
paralelepipedo de vértices opostos P, e P,. Ou mais facilmente, veremos
no capitulo 5 (multiplicacéo escalar de 2 vetores).

ZA
d_.- -7 P, Z,-2,
P‘.'..’..j.- ................. /\4
X, — X,
Y=V #
o

<Y

3.PONTO QUE DIVIDE UM SEGMENTO NUMA RAZAO DADA.

A demonstragdo é analoga ao espago bidimensional. A
determinacéo das coordenadas do ponto P = (X, y, z) que divide o segmento
P, =(X, Y., 2,) e P,=(X,, ¥,, Z,) numacertarazaok, se faz pelas formulas:

_Xx - kx, _Yi-ky, _z,-kz,

1- K Y= 1k 1-k
Parak=-1,tem-se as coordenadas do pontomédiodeP, P,
4.BARICENTRO DO TRIANGULO
Também aqui a dedugdo é anéloga ao plano. Consideremos o

triangulo de vértices A = (X, Ya, Za)s B = (X, Ve, Z5) € C = (X, Yo, Ze)- O
baricentro G é obtido pelas formulas :

50
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Exercicios

"Existe um paralelismo fiel entre o progresso social e a
atividade matematica; os paises socialmente atrasados sdo

aqueles em que a atividade matematica é nula ou quase nula.”
(JACQUES CHAPELLON)

01. Calcularasomadas arestas do tetraedro regular de vértices
A:(\/§,0,1),B:(-\/5,0,1),C:(0,2\/§,2) e D=(0,0,4).

Resp.: 12\/5

02. Provar que ospontosA=(2,0,1),B=(3,1,5),C=(4,2,9)sao
colineares.

SUGESTAO:
Bastar verificar que d,. = d,; + dgc

03. Achar o ponto do eixo das ordenadas eqidistante dos pontos
A=(1,-1,3)eB=(2,2,1).

Resp.: (a;% - 1, 09
e 3 g
04. Verificar se os pontosA=(2,1,2),B=(1,2,-1)eC=(-1,0,- 1)
sdo vertices de algum tridngulo retangulo.
Resp.: ABC é triangulo re-

tdngulo com o angu-
lo reto em B.

SUGESTAO:
Calcule AB’,BC’, AC’eobserve que
AC*=AB’ +BC* (Pitagoras).
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05. Nafigura, achar as coordenadas dos pontos A, B, CeP.

ZA
Resp.: A=(2,4,0)
B=(2,0,3)
& G -»C C=(0,4,3)
e p. i P=(2,4,3)
Be-----f--unn--- o :
0 D S
P y
______________ o
2 A

06. Provar que otrianguloA=(1,2,0),B=(4,0,-1)eC=(2,-1,2)
€ equilatero.

07. Achar as coordenadas do ponto P que divide o segmento AB
narazdo2.DadosA=(2,5,-1)eB=(3,0,-2).

Resp.:P=(4,-5,-3)

08. No sistema cartesiano ortogonal, determinar as distancias do
ponto P =(1,- 4,-2)aos eixos coordenados x,y e z.

Resp.: 2\/3, \/E \/E

09. Achar os pontos do plano xz cuja distancia ao ponto A=(1, 1, 0)
€2eaopontoB=(2,0,1)é3 (Barsotti).

R o]

Resp.: P:EE‘/—E,O,—‘E-l?
&2 2 %

oS 0

e P2 o420
g 2 2 %

10. Num triangulo ABC s&o conhecidos os vérticesB=(2,1, 3) e
C=(0,5, 4) etambém o baricentro G =(1, 2, 3). Calcular o vértice A.

Resp.:A=(1,0,2)
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11. Os pontos A, B, M s&o colineares e M é o ponto médio de AB .
Sabendo-se que A= (1, 3,5) e M= (0, 1, 2), achar as coordenadas carte-
sianas do ponto B.

Resp.:B=(-1,-1,-1)

12. Calcular os vértices de um triangulo onde sédo dados o
baricentro G =(2, 2, 3) e os pontos médios de dois lados, M, =(1,2,4) e
M,=(2,3, 3).

Resp.: (2,0, 3),(0,4,5),
4,2,1)

13. Achar o volume da piramide de base OABC e P o vértice supe-
rior. Dados O=(0,0,0),A=(2,0,0),B=(2,2,0),C=(0,2,0)eP=(1,1,9).

Resp.: 12 u.v.

SUGESTAO:
Abase é umquadrado, cujo lado é 2.
Aalturah éacotado ponto P, ouseja,h=9.
1
V= §(SOABC)h

14. Até que ponto se deve prolongar o segmento de reta de
extremidades A = (1,-1, 2) e B = (4, 5, 6) para que se triplique o seu
comprimento no sentido de A paraB?

Resp.:(10,17,14)

15. O ponto P pertence ao eixo z e equidista dos pontos A = (2, 3, 0)
eB=(0,1,2). EncontrarP.

Resp.:P=(0,0,-2)
16. Dados dois vérticesA=(9, - 5, 12)e B=(6, 1, 19) de umparale-
logramo ABCD e P = (4,- 1, 7) o ponto de intersecgdo de suas diagonais,

determinar os vértices C e D.
Resp.:C=(-1,3,2)eD=(2,-3,-5)

O
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SUGESTAO
As diagonais de umparalelogramo
se bissecamemseupontomédio.

5. SISTEMA CILINDRICO

No espaco tridimensional o sistema cartesiano reina quase
soberanamente. Em alguns topicos da engenharia e em cursos de
licenciatura, dois outros sistemas também s&o usuais: o sistema cilindrico
e o sistema esférico.

a) Considere em um plano a um sistema polar, cujo polo é O e cujo
eixo polar é p; além disso, considere um eixo z de origem O e ortogonal ao
plano a. Dado um ponto qualquer P do espacgo E’, faz-se a seguinte
construcao, ilustrada na figura abaixo: P € projetado ortogonalmente sobre
oplanoa e sobre o eixo z; P' e P, sdo as respectivas projecdes.

Assim, ficam determinados trés nameros r, q e z que sdo suas
coordenadas cilindricas:

P=(r,q,z) onde:
r =OP'(r 3 0) éadistancia polar ouraio vetorde P.

g (0°£g<2p) é oargumento, anomalia ou dngulo polar de P.
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z=0P, éacotadeP.

Reciprocamente, dado um terno ordenado de numeros reais,
pode-se localizar um ponto no espaco, do qual os numeros dados séo as
coordenadas cilindricas; portanto, ha uma correspondéncia bijetora entre o
conjunto dos pontos do espaco e o conjunto de ternos ordenados de
ndmeros reais que séo as coordenadas cilindricas.

OBSERVACAO:

A denominagéo - cilindrica - provém de na figura se admitir um
cilindro de base circular, cujo raio é a constanter noplanoa, e cuja
geratriz é PP', que giraem torno de z.

b) Passagem do sistema cilindrico para o sistema cartesiano
ortogonal.

Considera-se os dois sistemas de modo que o eixo polar coincida
com o eixo das abscissas, 0 poélo coincida com a origem e 0 eixo z seja
comum para os dois sistemas.

ZA
P, [ 9

\‘?P

Entdo:

P =(x,y, z) emcoordenadas cartesianas
P =(r,q,z) emcoordenadas cilindricas

Observe-se que z é coordenada homdnima para os dois sistemas.

O triangulo retangulo OP,P' do plano a, estabelece as féormulas:

O
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1ri=x’+y*
2)X =r cosq
q 3)y =r senq

4tga=Y

Exercicios

"Como pode a Matematica, sendo produto do pensamento

siano.

humano, independente da experiéncia, se adaptar tao

admiravelmente aos objetos da realidade?”
ALBERT EINSTEIN (1879-1955) fisico alem&o.
Naturalizou-se cidadéo norte-americano em 1940.

01. Passar do sistema cartesiano para o sistema cilindrico.

a)A:g?E,l,zg Resp.:Azaa—/E,ﬂ,zg
e 2 2 g 2 4 4
b)B=(0,1,3) Resp: B=gl 2, 3¢
e 2 g
C) (X +y)2 =22 (- Yy Resp.:r*=7z"r?cos 2q

02. Efetuar a passagem do sistema cilindrico para o sistema carte-

a)A=gJ6, Q 229 Resp.: A=(-3, 3\/5, - 2)
e 3 g
b) B=(1,330°, p) Resp.: B:ae‘/_—g, - 1 p~
2 2 =
c)r’sen2q=27 Resp.:xy=2
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6. SISTEMA ESFERICO

a) Seja O (polo) um ponto do espaco E® pelo qual passa uma reta
orientada z (eixo polar). O plano a é passante por z. P um ponto do espaco
tridimensional. O semi-plano b de bordo z
ZA contémP.
Dado o ponto P, ficam determinados os
trés ndmeros r, q € @, que sdo suas
/ coordenadas esféricas:
o
a

P=(r.q,9)

r = OP, a distancia polar ou raio vetor
deP;

g a colatitude de P - é a medida do an-
gulo que o eixo z forma com OP;

g a longitude ou azimute de P - é a
medida do angulo que o plano a forma com
o semi-planob.

Reciprocamente, dado um terno ordenado de numeros reais, é
possivel localizar no espac¢o um anico ponto do qual os nimeros do terno
séo as coordenadas esféricas.

Para que a um ponto corresponda um unico terno de coordenadas
esféricas, costuma-se fazer as seguintes restri¢coes :

rso
O£q£p
0£a<2p

Plano meridiano Na figura ao lado, tem-se uma aplicagdo
de Greenwich notavel do sistema esférico: as coordena-
das geogréficas de um ponto P. O angulo g é
a longitude de P e q a sua colatitude. Re-
corde-se da geografia que colatitude é o
complemento da latitude, esta representada
nafigurapeloanguloa.

OBSERVACAO:

Adenominacgdo esférica provém do fa-
to de se imaginar uma superficie esférica
gue contém P, de centro em O e cujo raio
éaconstanter.

O

Plano equatorial
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b) Passagem do sistema esférico para o sistema cartesiano
ortogonal

Faz-se coincidir o plano a com o plano xz. O ponto P tem
projecdes sobre os eixos cartesianos ortogonaisem P, P, e P,.

O ponto P' é a projecéo de P sobre o plano cartesiano xy.
ZA
P

p. *

(o]
<
[
<V

¥

X

Emrelacéo aos dois sistemas, tem-se :
P=(x,y,z) ® coordenadas cartesianas de P.
P=(r,q,9)® coordenadas esféricas de P.

Por construgéo, observe-se que P,P = OP'. Do tridangulo retangulo
OP,P, obtém-se:

P, P
P,P=r senq
r e
z
Z=r cos(
o
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O triangulo retangulo OP,P' fornece:

0 * x=0OP'cosg

masOP'=P,P =r senq
x| @ X=I sen(cos g

* y=OP'seng ou

p: y P’ y=r sengseng
y
* fgg ==
9 X
Calculoder

Dos dois triangulos retangulos em destaque :
OP*=x"+y’= PP’

e
r’=p,pP*+z* ou re’=x’+y+z*

Exercicios

Grandes obras nao nascem apenas de grandes id€ias.

01. Passar do sistema cartesiano para o sistema esférico:

Q)A=(2,-2,0) Resp.: A = (242, 900, 315°)
- (0]
b)B:aeﬁ-, E Z5v22 Resp.:B=(5, 135°,45°)
2'2' 2 3

c)5x*- 5y’ =8z Resp.:5r sen’qcos2@=8cosq

nal:
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bB=3 P 3P0 Resp.:B=(0, -5,0)
&2 2

4]
c)g=45° Resp.:y=x
SUGESTAO:
Multiplique ambos os membros pela tangente.
d)g=30° Resp.:3(xX*+y) =27
SUGESTAO:

Multiplique ambos os membros pelo co-seno.
e)r?- 3rcosq=0 Resp. : xX*+y*+7°- 32=0

03. Dadasas coordenadas esféricas de P =(24/2, 45°, - 30°),
obté-las emcoordenadas cilindricas.

Resp.:P=(2,-30°2)

SUGESTAO:
Sist. esférico® sist. cart. ® sist. cilindrico

04. Do sistema cilindrico, passar para o sistema esférico:

3p ,0
A:%l s 2_ »" 0
e 4 g Resp.:A = §2»\/ 0, arc cos —— 0 3p
4%

0 RATO PLANEJADOR

Dois ratos passeavam despreocupadamente. O primeiro
rato vangloriava-se do seu doutoramento em planejamento nos
EUA. Fazendo tocaia, um gato saltou e p0s a pata em cima do
segundo rato. Este, aterrorizado, suplicou ao rato planejador:

- O que vocé faz ai parado? Ajude-me!

- Estou planejando!

- Planejando o qué? Socorro!

- Jasei: vire umpitbull!

. Mas como?

. Bem... euplanejo, vocé tem que executar!

60



Jacir. J. Venturi

CAPITULO

Vetores

1. SINOPSE HISTORICA

A historia da matemética raramente apresenta eventos
bombasticos. As formulacdes inicialmente ténues e difusas percorrem um
espinhoso trajeto até atingir a magnitude de seu desenvolvimento.

O conceito de vetor surgiu na Mecénica com o engenheiro flamen-
go Simon Stevin - 0 "Arquimedes holandés". Em 1586 apresentou em sua
Estatica e Hidrostatica, o problema da composicao de forcas e enunciou
uma regra empirica para se achar a soma de 2 for¢as aplicadas num
mesmo ponto. Tal regra, a conhecemos hoje como regra do paralelogramo.

Os vetores aparecem considerados como "linhas dirigidas" na
obra Ensaio Sobre a Representagao da Diregao publicada em 1797 por
GasparWessel,mateméatico dinamarqués.

A sistematizacao da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os
trabalhos do irlandés William Hamilton (notavelmente precoce: aos 5 anos
lia grego, latim e hebraico), do alemdo Hermann Grassmann e do fisico
norte-americano Josiah Gibbs.

2. GRANDEZAS ESCALARES E VETORIAIS

Certas grandezas ficam determinadas apenas por um nimero
real, acompanhado pela unidade correspondente. Por exemplo: 5 kg de
massa, 10 m’ de area, 12 cm de largura. Tais grandezas s&o chamadas de
escalares. Outras grandezas necessitam além do namero real, também de
uma direcdo e de um sentido. Exemplificando: a velocidade, a aceleracao,
omomento, 0 peso, 0 campomagnético, etc. S&o as grandezas vetoriais.

3.DEFINIGOES, ETIMOLOGIA E NOTAGOES

a) Vetor

DEF. 1: Vetor € uma tripla constituida de uma dire¢céo, um sentido e
umnumero nao negativo.

b) Vetor

DEF. 2: Vetor é o conjunto de todos os segmentos orientados de
mesmadire¢do, demesmosentido e demesmocomprimento.

O
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c) Imagem geométrica ou representante de umvetor

Na figura ao lado tem-se um
conjunto de segmentos orientados de
um Unico vetor. O segmento orientado é
um conjunto de pontos, ao passo que
vetor € um conjunto de segmentos
orientados. Cada segmento orientado
€, a rigor, a imagem geométrica ou o
representante de umvetor.

A figura apresenta quatro segmen-

tos orientados ou entédo quatro imagens
geométricas de ummesmo vetor.

Como abuso de linguagem, em-
prega-se a palavra vetor em vez de imagem geométrica do vetor. De
acordo com a locucao latina abusus non tollit usum (o abuso néo tolhe o
uso) também nds vamos escrever ou verbalizar a palavra vetor como
imagem geométrica do vetor.

d) Etimologia da palavra vetor
B

Provém do verbo latino vehere: transportar,
levar. Vetor € o participio passado de vehere, signifi-
cando transportado, levado. Apesar de primitiva e até
bizarra, a palavra vetor € pertinente: o ponto A é "trans-
portado” até B.

e) Notagoes de vetor
I. Umaletralatina mintscula encimada por uma seta.
® ®

® % ® —>
Exemplos: a,b,c...u,v,w...

Il. Uma letra latina minUscula sobrelinhada.

=3

Exemplos: a,b,c... u,V,

lll. Dois pontos que s&o a origem e a extremidade de um repre-
sentante do vetor.

Exemplo: o
A somado ponto Acom ovetor v é o ponto B.

65
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A+v=B
®
v ou
V=B-A
A

onde A é aorigem e B € a extremidade do vetor.

Esta notagdo é assaz vantajosa pelas aplicagfes das operacdes
algébricas e é devida ao mateméti%o algméo H. Grassmann (1809-1877).
Também bastante usual anotagdo v=AB

IV. Uma terna ordenada de nimeros reais : V= X0 Yar Z1)
Exemplo:
V=(1,5,4)
Nafigura %:(P- 0)

Como abuso de notagéo
tem-se ainda

v=(P- 0)=P

OBSERVACAO:
Usualmente, quando ja estiver fixado o sistema de coordenadas, o

representante do vetor é aquele cuja origem coincida com a
origem do sistema.

- ®
f) Médulo (| V1)
E o nimero néo negativo que indica 0 comprimento do vetor.

Exemplo:

I 1 1 1 &I®

>y Entéol¥]=4

g) Vetor nulo (0)

E o vetor de direcéo e sentido arbitrarios, e modulo igual a zero. O
vetor nulo tem coordenadas (0, 0, 0) e suarepresentagao gréafica é aorigem
do sistema de coordenadas.
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h) Vetor unitario

E ovetor deméduloigualal.
Exemplo:

®
\4

»
>

Entdo: |V]=1

1

i) Versor

® ~ ~ s
O versor de um vetor v nao®nulo, € o vetor unitario que tem a
mesmadirecdo e o mesmo sentidode V.

®
® \
versv = 5
[V]
Exemplos:
® ®
v ~ ® \"
1. |—®>|—|—>| entaoversv =—
vers vV 3
®
2. % 50 versw =
C ettt entao vers w = —
vers W 4

O vetor unitario coincide com o seu préprio versor.

j) Vetor oposto

Dado um vetor AB o seu oposto é o vetor BA e seindica por - AB.
O vetor oposto de umvetor vé representado por - V.

i
<

Exemplo:

<® <@

4. PARALELISMO DE VETORES
a) Definigao

Dois vetores U e V de mesma direcdo séo ditos paralelos. Ipso
facto, suas imagens geométricas podem ser representadas sobre uma

mesmareta.
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Exemplo: ®
—

®
—Y >

- -
Os vetores u e v sdo paralelos e podem ser representados
colinearmente:

OBSERVACAO:

Face o exposto até aqui, podemos associar ao conceito de vetor a
idéia de translac&o. Tal idéia, como € sabido, ndo se transfere para
retas paralelas, uma vez que estas possuem posicdes fixas e
determinadas.

Exemplo:
® A
—>u ® r
® B
» Vv * s
Os vetores U e V sdo No entanto, as retas r e s sdo
paralelos ou colineares. paralelas e jamais colineares.

b) Vetores equiversos e contraversos

Dois vetores paralelos sao equiversos se de mesmo sentido. Se
de sentidos contrarios, séo contraversos.

Exemplo:
®
R >t
® ®
» Vv vVeE——
® ® . . I
U e v sdo equiversos U e V sdo contraversos

5.MULTIPLICAGAO DE UM VETORPORUMESCALAR
a) Definigao

Sejak um escalar@e V um vetor. O produto do vetor v pelo nimero
realk é representado por kv. Entao, se:

O
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>

. k>0 o o _
Os vetores v e kv séo equiversos.
Exemplos: ———p u(dado)

I t t » 3u
16
|_> E u
Il. k<O
® ® ~
Os vetores Vv e kv séo contraversos.
. ®
Exemplo: » U (dado)
®
<« + i—2u

b) Casos particulares:

o(%)=0.

K=0p k=00u¥=0.

-1) V=-V onde -V éoopostode V.
c) Propriedades

Nas expressfes abaixo, m e n sdo escalares quaisquere Ve
W s&0 vetores arbitrarios:

I. Propriedade associativaemrelagao aos escalares.
m(n¥) = n(m%) = (mn) ¥

Il. Propriedade distributivaemrelagao a adigao de escalares.
(m+ n)(\'a/: mv +nv

lll. Propriedade distributivaemrelagao a adigao de vetores.
mV+w)=mv+mw

IV. SeV =(x,,V,,z,), entio:

mv =m(x,, y,, 2,) = (Mx,,my,,mz,)
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6. COPLANARIDADE DE VETORES

Os vetores U, V e W s8o coplanares se tiverem imagens geomé-
tricas paralelas ao mesmo plano. Cumpre enfatizar: dois vetores sao
sempre coplanares, enquanto que trés vetores podem ou ndo ser
coplanares.

Exemplos:

®
w

<®

®
a u

<®

® ® >
u, ve wsao coplanares

® > ~
, Ve wnao sao Coplanares

co

Convengao:
O vetor nulo é paralelo a qualquer vetor; é coplanar a qualquer
conjunto de vetores coplanares.

7.ADIGAO DE VETORES
a) Definicao
Dados dois vetores U e V, para se obter a soma U + V, fixamos um

ponto qualquer A do plano & e ¥ e consideramc®)s os pontos B=A+U
e C=B +Y, conforme a figura; nessas condigBes, U+V =(C-A).

Denotando por diferenca de pontos:
U+V=(B-A)+(C-B)=(C-A)

Donde AC é o vetor resultante, obtido
daadicdodeticomV.

Geometricamente, a soma de n vetores (sendo n um numero
inteiro positivo qualquer) é feita considerando imagens geométricas dos

7))
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vetores de modo que a extremidade de cada vetor coincida com a origem
do vetor seguinte; o vetor soma € o vetor que fecha a poligonal.

Exemplos:
> ® —> .
Dadosu,Vv e w, obter graficamente asoma:

Dados ali+w="?

®
v

DA
y

co
+
59
)

\/

Graficamente, o vetor soma é o segmento orientado que fecha a
poligonal, tendo por origem, a origem do primeiro vetor e por extremidade,
aextremidade do tltimo vetor.

b) Sob aforma de triplas:

®Dados osvetoreg o o
U=(X1,Y1,21) € V=(Xp,V¥2,22), entdo U+ V=(X; + X, V1 +VY2,2Z +2,).

c) Propriedades
I. Comutativa: G+V=V+U

o Demonstracdo: Considere asimagens geométricas dos vetores U
eVvrepresentados nafigura.

1.° membro:
G+V=B-A)+(C-B)=(C-A)

2.° membro:

V+i=D-A)+(C-D)=(C-A)
donde 4 + % =% + U (cqd)
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Consequéncia
Regra do paralelogramo: A diago(QaI do paralelogram% cons-
truido sobre as imagens geométricas de U e V representaasoma U+V.

OBSERVACAO:

Sabe-se que o paralelogramo apresenta duas diagonais distintas.
Para a "regra do paralelogramo" construido sobre as imagens
geométricas de Ui e V de mesma origem A, adota-se a diagonal que
contém o ponto A.

A'regra do paralelogramo" é muito usual na composicao de for¢cas
emMecanica.

Il. Associativa: (U +%’7)g w=0+(V+W)
Demonstracéo : Sejam U, ¥ e W vetores dados.

1.°membro:
(G+V%)=(B-A)+(C-B)=(C-A)
(G+%)+wW=(C-A)+(D-C)=(D-A)

2.°membro:
(V+W)=(C-B)+(D-C)=(D-B)
Uu+(V+w)=(B-A)+(D-B)=(D-A)

Entao:
(G+V)+W=t+(V+W) (ged)

® ®
lll. Elemento neutro: U+0=U

IV. Elemento oposto: Dado um vetor U, existe um Unico vetor
indicado por - U, tal que :

U+(-U)=0
Ovetor (-U) é o vetor oposto de U.

. ® ® ®
V.Leido cacelamento: Gi+V=0+W b V=W

8. SUBTRAGAO DE VETORES

a) Definicao o o
Dados os vetores U e V, definimos a diferenca u-v por:

G-V=0+(-V).
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Denotando por diferenca de pontos :

C
® ®
S u-v 1.°caso:
® ®
u-v=(B-A)-(C-A)=(B-C)
A H B
C
® ®
® v-u 2.°caso:
v
V-U=(C-A)-(B-A)=(C-B)
A H B

Graficgmente, a diferenca de dois vetores U e V é obtida fazendo-se
com que U e v tenham a mesma origem. A diferenca de vetores ndo é
comutativa: Gi-¥* ¥-0.

b) Exemplos

1) Dados osvetores U,V e W obter graficamente:

Dados a)i+w="2 b)d-w="?
®
w
>
o u+w
v
® ®
w u
®
u
®
V+w="? dyv-w="2 e)&@,-zﬁ:?
2 10
-V
2
>
W V*"; 1@ @
w —Vv-2u 2(3
2
®
v
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2) Num paralelogramo construido sobre dois vetores eV, as

dlagonals sao as imagens geométricas do vetor soma U + V e do vetor
diferenca ti- V. ®
u

<®
<@
c®

c®

®
u

Exercicios

“Quem quer fazer alguma coisa encontra um meio.

Quem nao quer fazer nada, encontra uma desculpa.”
Aforisma arabe

01. Determinar a origem A do segmento que representa o vetor
=(2,3,-1),sendo suaextremidade o ponto B=(0, 4, 2).

Resp.:A=(-2,1,3)

Y

®
a

® ® . .
03. Re%re%en:[@adgs os vetores U e v na figura, achar graficamente
ovetorxtalqueu+v+x=0.

<®

c®
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04. Nos cubos abaixo, representar a soma dos vetores indicados.

2 G

Resp.: a)(G-A)
b) (E-A)

05. No tetraedro e no paralelepipedo retangulo, achar a soma dos
vetores representados por suas imagens geometricas.

D G,
a) A, b) "’- '? F
D ------------------------------ 'E
; A/O » C
A AT B

Resp.: a)(D-A)
b) (E-O)

06. No hexagonoregular, obter:
a)(B-A)+(E-F)+(F-A)
b)(D-A)-(E-A)+(E-B)

Resp.: a)(D-A)
A D b)(D-B)
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07.Dados ti=(1,2,0),V=(2,1,-1)eW=(0, 2, 3), achar:
a) 20 - V + 4W
b)3(U + V) -2(2V - W)

Resp.: a)(0, 11, 13)

b)(1,9,7)
08. ConhecidosA=(1,3,0),B=(5,5,2) eV= (1, 3,-2) calcular:
a)A+V
b) 2A-3B-¥

Resp.: a)(2, 6,-2)
b) (-14,-12,-4)

09.Send04A):(2,0,1), B=(0,3,-2), C=(1,2,0), determinar

D=(x,y,z) talque BD=AB+CB.

Resp.: D=(-3,7,-7)

10. Calcular o vetor oposto de ABsendo A= (1,3,2)eB=(0,-2,3).
Resp.: BA= (1,5,-1)
11. Conhecendo-se U = (1,2,0), V=(0,1,3)ewW=(-1, 3, 1) calcu-
lar os escalaresm,nepemmu+nv+pw=(0,0,14).
Resp.: m=-1,n=5,p=-1

12. Os veto®res 4, V e W formam um tridngulo, conforme a figura.
Sendou=(1,2,0)ev=(3,0,3),entdow éigual a:

<@

Resp.: (-2,2,-3)

so

®
u

o 13. Determinar o vetor X, tal que 5% = U -2V, sendo U = (-1,4,-15)e
v=(-3,2,5).

Resp.: X = (1,0, -5)

0
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14. Calcular P tal que AP = %ﬁ

DadosA=(-1,-1,0)eB=(3,5,0).

Resp.: P zgé, 3, 09
e3 o

o 15.Saber<1@do(-®se queﬁ e V sdo perpendiculares tais que |ﬁ|:5 e
|V|=12, calcular |G +V|e|U-Y|.

Resp.:13e13

9. COMBINAGAO LINEAR DE VETORES

Considere os vetores U, U,, Us, ... U, e 0s escalares k,, k,, ki, ... k..
Diz-se que ¥ é combinag3o linear de t,, U, U, ... U, quando escritos sob a
formade:

® ®
v = kU, + KU+ kU, + ... k.U,

10. EXPRESSAO CARTESIANA DE UMVETOR

a) Seja x, y e z um sistema carte-
siano ortogonaL®C%nvencionou-se
representar por i, | e k, nesta ordem,
0s versores dos eixos cartesianos
ortogonais x,y e z.

Entéao:

E pela defini¢cdo de versor, que possuemmaodulo unitério, tem-se:

1T1=171=1kl=1
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OBSERVAGAO:

®® ® .
Os versores |, ] e k constituem uma base ortonormal de E* por ser
formada de vetores unitarios e mutuamente ortogonais.

b) Considere-se um ponto P = gx y, z) do espaco tridimensional e|
] e k os versores dos eixos carte-
sianos ortogonais x, y e z. O vetor
%:(P- O) tem origem em O e
extremidade em P e pode ser ex-
pressg como combinagéo linear
de i, je k. Do paralelepipedo re-
presentado na figura ao lado ob-
tém-se:

(P-0)=(P.-0)+(P,-0)+(P,-0)

como (Px-0) = XI
(Py-0)=y]
(Pz- O) =zk tem-se

P - O)=§®/=x?+y?+ zk

denominada expressao carte5|ana do vetor (P - O),onde x,y e z sao as
coordenadas xi,yje 7k as componentes do citado vetor. O vetor V re-
presenta a diag®on%l do %aralelempedo reto, cujas arestas sao os vetores
coordenadas Xxi,yj e zk.

OBSERVACAO:

Em patrticular o vetor (P - O) pode ter imagem geométrica num dos
planos cartesianos. Por exemplck se (gP - O) estiver no plano xy, a
3.2coordenada énula: (P-O)=xi+ yj.

c) Exemplos
Do paralelepl'pedo retangulo obtém-se:
(A-0)= 29
(C-0)= 42’
(G-0)= 3l
(B-0)= 2(!? + 4J
(D-0)=2 + 3?

(F-0)=4] +3k
(E-0)=21 +4] +3Kk
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11. CONDIGAO DE PARALELISMO DE DOIS VETORES

a) Teorema

. ~ ® ® ~ .
Dois vetores ndo nulos U e v sdo paralelos se, e somente se, existir
umescalarktal que:

<®
1l
=~

=l

Podemos afirmar que ¥ é expresso linearmente emfuncéo de b.

Demonstracgao:

1) Sendo teV paralelos, os seus versores s6 podem diferir quan-
to ao sentido:

® ®
versv=xversu ou
®
ou Vv-=

®
_.u
=+
u

= §®

<él <o

®
Como i'%' € umnumero real, chamemo-lo de k.
|al

Donde V =kt (cqd)

2) Reciprocamente, se V = kU, entdo v é paralelo a u, pela defini-
¢ao de produto de vetor por escalar.

b) Vetores representados por pontos

A |gualdade perS|ste se os vetores forem representados por
pontos. Seja Ui=(B-A) e V= (C-D), entéo:

(C-D)=k(B-A)
Exemplos:

Enfatizando o paralelismo dos vetores representados por suas
imagens geométricas, podemos afirmar que:
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(B-A)=2(P-Q)

@ J 1

P- Q=26 A
A B
| > (M- N)=-3P- Q)
) N @A SN

c) Vetores representados por triplas

N

Sejam U=(x, VY, z) e V=(X, Y,, ,). Peloteorema, i} € paralelo
a V se, e somente se, existir um nimero real k tal que V =kU; ou ainda,
(X2 Y2y Z,) = K(X4, V1, Z,). Explicitando o k, obtém-se a condi¢do de para-
lelismo dos vetores i e V:

Convengao:

A nulidade de um dos denominadores implica na nulidade do
correspondente numerador.

Exemplo:

®Sé\o paralelos 0s vetores
u=(3,2,0) e v=(6,4,0).

Na figura ao lado,u=(A-0)e
V= (B - 0). Observe que v = 20, e
- - > gue em particular os vetores eV
’ 3 tém imagens geométricas no pla-
no Xy.

<




ALGEBRA VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA

Exercicios

“Sempre se ouvirdo vozes em discordancia, expressando
oposicao sem alternativa; discutindo o errado e nunca o
certo; encontrando escuridao em toda a parte e procurando
exercer influéncia sem aceitar responsabilidades."

John F. Kennedy (1917 - 1963), presidente dos E.U.A.
01. Determinar x, sabendo-se paralelos os vetores :
a)li=(1,3,10) e V=(-2,%,-20)
b)V=(0,2,x) e W=(0,3,6)
® ©® ®@® ® @ ® @
c)u=2i-3j-k e v=xi-9j-3k
Resp.: a)x=-6

b)yx= 4
c)x= 6

02. Sendo A, B, C, D vértices consecutivos de um paralelogramo,
calcular as coordenadas do vértice D.
Dados:A=(1,3),B=(5,11)eC=(6, 15)

Resp.: D =(2,7)

03. Seja ABDC um paralelogramo de vértices consecutivos na or-
dem escrita. Achar o vértice A, sabendo-seque B=(0,1,3),C=(2,3,5)e
D=(-1,0,2).

Resp.: A=(3,4, 6)

04. Provar que ospontosA=(3,1,5),B=(2,0,1)eC=(4,2,9)sdo
colineares.

SUGESTAO:
2 v ¢
1 T T

Por exemplo: os vetores (C - A) e (B - A) devem ser paralelos.
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05. Calcular x ey sabendo que os pontos A=(1,-1, 3),B=(x,y,5) e
C=(5,-13,11)sdocolineares.

Resp.: x=2 e y=-4
06. Nafigura abaixo, obter a expresséo cartesiana do vetor (P - O).

ZA

Resp.: (P-0)=2i+4j-k

07. Seja o paralelepipedo representado na figura. Conhecendo-se
osvérticesB=(1,2,3),D=(2,4,3),E=(5, 4,1)eF=(5,5, 3), pede-se 0s
vérticesAeG.

G

Resp.: A=(1,1,1)
G=(6,8,5)

Série B

"Uns nasceram para o martelo, outros para a bigorna.”
(Frangois M. Voltaire (1694-1778), escritor francés.

O
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A geometria plana apresenta alguns proceros teoremas. De-
monstre-os vetorialmente.

08. O segmento que une os pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo ao terceiro lado e igual a suametade.

SUGESTAO:
v A+C | _B*C
2 2
Faca:
A+C B+C _1
M- N)= - ==(A-B
M-N=— > =5(A-B)

09. As diagonais de um paralelogramo se bissecam.

SUGESTAO:
_A+C _B+D

2 2

D
= P

‘ -

donde: (A+C)=(B+D)
ou(A-B)=(D-C)

10. Os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer, sdo
vértices de umparalelogramo.

SUGESTAO: A+B B+C
P1: P, = .

2 72
CcC+D A+D
P, = > Py = >

subtraindo-semembro a membro:
1
(P~ P,)=—(A- C)

e
(Ps- P3)=2(A-C)

O
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11. O segmento que une os pontos médios dos lados nédo pa-
ralelos de umtrapézio é paralelo as bases e igual a sua semi-soma.

12. O segmento que une os pontos médios das diagonais de um
trapézio, é paralelo as bases e tem comprimento igual a semi-diferenca dos
comprimentos das bases.

SUGESTAO:
D\ "c M:A+C N:B+D
e 2 2
Faca: (M-N)

13. Demonstrar vetorialmente que o baricentro G de umtriangulo

ABcég= AYB*+C
SUGESTAO:
C
Na figura:
(G-C)=2(M-G)
Porém: M= A+B
A M B

12. CONDIGAO DE COPLANARIDADE DE VETORES

a) Teorema

® , ® ® ~ ~
O vetor v é coplanar aos vetores U, e U, (ndo nulos e nao paralelos
entre si) se, e somente se:
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. ® . ~ . ® ®
Ou seja, se esomente se, vV for combinagio linear de u, e U, sendok, e

k,escalares.

Demonstragéo:

®
/ u,

/!

Dafigura: (B-A)=(C-A)+(B-C)

Substituindo: V=k,0,+k,l, (ged)

u,

. ® ® ®

Sejam v, u,, u, vetores
coplanares, (B - A) a |magem
geométrica do vetor V. Pela ori-
gem A conduzimos uma para-
lela ao vetor ul, e pela extrem|-
dade B, uma paralela a u2 .Cé
0 ponto de interseccdo de tais
paralelas.

Entdo: (C-A)=k,U,

(B-C)=k,U,

Remprocamente é passwel de demonstragao
seV= K, u +k, u entso os vetores YV, u e u sdo coplanares.

b) Coplanaridade de vetores representados por triplas

a ®
Trés vetores v, = (X,, Vi,
seu determinante deve ser nulo:

X4
X,
X3

Exemplo:

Os vetores Ui = (2,3,5),

> > .
2,), Vo = (X Yor Z,) € Vs = (X5, V3, Z5) SEO
coplanares se um deles for combinacéao linear dos outros dois. Ipso facto, o

Y 24
Y, %,
Y Z;

O

=0

V=(3,0,-1)ew=(7,6,9) sdo coplanares.
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Exercicios

"Segue sempre quem te da pouco, e ndo quem muito te promete.”
Provérbio chinés

01.Calcular a sabendo-se coplanares os vetores:
a)i=(1,3,0), V=(2,1,4) e W=(3,4,a)

b)u=ai-3], v=aj+k e w=i+j+k
1+ 13

2

Resp.: a)4; b)

02. Provarque ospontosA=(4,5,1),B=(-4,4,4),C=(0,-1,-1)e
D=(3,9, 4)séo coplanares.

SUGESTAO: O determinante das coordenadas dos vetores

(B-A),(C-A)e(D-A)énulo.

03. Dados U = 2(?, v=i +? +kew=-21+ 6(? + GE, exprimir W como
combinacéo linear de tev.

Resp.: W=-4U+6V

®

SUGESTAO: W=k +k,V
entdo (-2, 6, 6) =k, (2,0, 0) +k, (L, 1, 1)

04.Sendou,=(0, 2,-1),u,=(0,1,3) e V= 0,3,0) exprimir(\'D/ como
combinacéo linear de U, e U,.
Resp.: V = ;(361 +1U,)
. 05. Exprimirw = (-2, 6, 2) como combinac&o linearde i = (2, 0,0) e
V=(,1,1).
Resp.: impossivel

> ® ~ ~
OBS.: Defato, os vetores U, vew néo sdo coplanares.

O
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06. Considere a figura e expresse (P - B) como combinagéo linear
de(A-B)e(C-B).

B

Resp.: (P-B) :g(c- B)+%(A- B)

SUGESTAO:
(P-A)=2(C-P)onde
(P-A)=(P-B)-(A-B) e
(C-P)=(C-B)-(P-B)

07.Sendo P o pontomédiodoladoBCdotrianguloABC,conforme
afigura, exprimir (P - A) como combinacao linearde (B-A) e (C - A).

C

Resp.:(P-A):%(B- A)+%(C- A)

13. COMBINAGAO LINEAR DE 4 VETORES

Teorema

Sejam 3 vetores do espaco tridimensional U, U, e U,, ndo nulos e

~ ~ ® .
nao coplanares, entdo qualquer vetor v pode ser expresso como combi-
nagéo linearde u,, U, e U,:

®
v = k,d, + kU, + k.U,

O
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Demonstragao:

Fixemos no E* um ponto A e
tracemos o plano a paralelamente a
U,el, e passante porA. Aimagem
geométrica do vetor v é (B-A).PorB
conduzimos uma paralela ao vetor
U, interceptando a no ponto C.

Do tridangulo ABC:

(B-A)=(C-A)+(B-C) @
Como (C-A)écoplanarat,eald,:
(C-A)=k,u, + kU, @

Como (B -C) é paralelo a U
(B-C)=k,u, ®
Substituindo @ e 3 em@D:

V=k,U, +k,b, + kU, (cqd)

Exercicios

Que o jovem de hoje se transforme em locomotiva e ndao
em vagoées; em aguias e ndo em ovelhas.

01 . No paralelepipedo, expressar (F - A) como combinacéo linear
de(C-D),(D-A)e(E-B).

H G

Ey— F Resp.:
(F-A)=(C-D)+(D-A)+(E-B)
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02. Sendo P o vértice de uma piramide cuja base é o para-
lelogramo ABCD, exprimir (D - P) como combinacao linear de (A-P), (B-P)
e(C-P).

Resp.:
(D-P)=(A-P)+(C-P)- (B-P)

SUGESTAO: Facaafigura, onde (D-A)=(C-B)
ou (D-P)-(A-P)=(C-P)-(B-P)

03. No tetraedro OABC, P é o ponto médio de BC. Exprimir (P - A)
como combinacgédolinearde (A-0O),(B-0)e(C-0).

c

P Resp.:

(P- A)=(B- 0)+1(C- 0)- (A- O)
5 B 2 2

14. ANGULO DE DOIS VETORES

R . ® , A
O angulo 0° £ q £ 180° de dois vetores U e Vv, é o angulo fo(gmado
entre suas direcdes, levando-se emconsideracdo os sentidosde lie V.

Exemplos: ®
\
®
v
0 0
% >
0°<q<90° u 90°<q<180° u
®
v
® ®
u v
> —_—
®
q=190° u q=0°
® ® ® ®
(u e v sdo ortogonais)

(u e v sdo equiversos)

0
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q

® ®
«— L >
q=180° 0°<g<90°
® ® _
(u e v sdo contraversos)

15. MULTlPLlCACAO INTERNA OU ESCALAR
a) Simbolo: U.V

A notagdo acima é devida ao fisico norte-americano J. W. Gibbs
(1839-1903).

OBSERVACAO: Lol
Representa-se tambémuxv. (notacdoem desuso)

b) Definigao

. . ® -
O produto interno ou escalar de dois vetores U e V é 0 nimero
(escalar) tal que:

- ® - ®
u.v=|uj||v]|cosq

R Onde 0° £ g £ 180° ¢é a medida do angulo formado entre os veto-
resuev.

OBSERVACAO:
A operacgédo de multiplicag&o escalar foi criada por Grassmann.

c) Sinal do produto interno

-> ® . . Z A
u.v >0 indica que cos >0, o que ocorre quando g é angulo agu-
® ~ Z A
do. Seu.v<0, entdo qé angulo obtuso.
v
N
v
o 0
.
- - - NN e
u.v>0 Uu u.v<o0 u
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d) Nulidade do produto escalar
U.v=0,se:

[)umdosvetoresfornulo;
II) os dois vetores forem ortogonais, pois cos 90°=0.

e)Médulo de umvetor

O médulo de um vetor U pode ser calculado através do produto

interno, pois:

f) Angulo de dois vetores

O calculo do angulo entre dois vetores se faz de forma trivial,

isolando-se o cos g na férmula do produto escalar:

7%
cCosSqg== 7o
ST

g) Interpretagido geométrica do produto escalar

Na figura A'B' é a medidg
algébrica da projecédo do vetor v
sobre a dire¢do do vetor . Em

® simbolos:
/' u

AB'= proja%

Do tridngulo retangulo AB'B:
A'B'=ABcosq

®
=|v]|cosq
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Seja U* o versor do vetor U . A Gltima igualdade nao se altera se a
N -
multiplicarmos por | u*|.

AB'=|U*V|cosq

et

Aigualdade persiste com u* :|

et

0. V
pr SV =
JU

® ®
u.v
|U|

ou

> o - . ®
U.V=|U|pl’0jav

Seoanguloentre i e v for agudo, a medida algébrica da projecao
sera positiva. Se obtuso, negativa.
Exemplo:

. Dados| Ul=3elV|=2euv=60° achar amedida da projecéo do
vetorvsobreu.

Resolucao:
U.v=|u||V]cos60°

-0 @&=s

®
/" ®
u ﬂ.v_3=1

. ®
projuVv = 1" 3

—> U
h) Propriedades do produto escalar:
I. Comutativa:u.v = V.U

Il. Associativaemrelag&o a multiplicagdo porumescalark:
K(@.V)=(ki).V=10. (k)

III. Distributiva emrelacédo a adicdo de vetores:
U.V+W)=t.v+u.w

7]
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Demonstragao: Naflgurav B- %) e W = (C - B) e por consequén-
ciav+w=(C-A).OspontosA',B'e
C' sdo as projecdes ortogonais de
A, B e C sobre uma reta paralela ao
vetord.

Pelo teoremade Carnot:
A'C'=AB'+B'C

ou

] proj;AC = proj;AB + proj;BC

ou ainda:
proj; (V + W) = projv + projgw

Multiplicando os dois membros por | U | tem-se:
| U Iproj(V + W) = | U [proj,V + | U [proj;w
igua!dade que pela interpretacdo geométrica do produto interno pode ser
escrita:
U.(V+wW)=u.v+Uu.w (qged)
Exemplo:

Sendo|u|=4,|V|=5euv=120" calcular:

1) [d+V]

Resolucéo:

[U+V[ P =@U+V).(U+V
=U.U+0.V+v.d+v.V

=|UP+|VE+2]G]V]|cosq
= (4)" + (5)* + 2(4) (5) cos 120° = 21

Resp.: |G +V|= 21

%)
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2) vers (U +V)

Resolucao:
- -
+
vers (4 +V) = 4+ Y
[U+V]
_U+V
V21

Exercicios

"Sem liberdade, o ser humano nao se educa.

Sem autoridade, ndao se educa para a liberdade.”
Jean Piaget (1896 - 1980), educador e epistemologista suigo

01 Calcular |U+V|e o versorde (U + V), sabendo-se que | U | = 4,
|v|—Geuv 60°.

Resp.: 247 e =Y
P 2J7

02.Send o|ﬁ|=2,|\7|=3,|v_v’|=4,67=90°e??7v’=30°,ca|cular:
OBS.: U, Vews&o coplanares.
a)|u+V]|

Resp.: 413
b) vers (U +V) N

Resp.: U+v

) (U+V).(U-V) . ;
esp.: -

Resp.: 421+12/3

d)|u+V+w]|
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e) o vetor w como combinagéo linearde ie V.

SUGESTAO: k.U + kv

1) multlpllque escalarmente por u
2)multiplique escalarmente por v

. . PN
. 03. Determinar o angulo UV, sabendo-se que U+v+w="0,|d|=2,
[v|=3e|w|=4.

o, 1
Resp.: uv=arc cos 7

04. Provar a lei dos co-senos: ¢’ =a’ +b*- 2ab cos q

SUGESTAO:

2.2a.B

2

-2|%||%|cosq

05. Seja um paralelogramo construido sobre U e V. Determinar o
angulo g entre as diagonais do paralelogramo.

Dados|U|:J§,|7|:1e§U:g

27

Resp.: q= arccosi

SUGESTAO: Asdiagonais s&o u +Ve u V. . .
Ent&o seu produto interno é (U +v) (u- v) |(G+V)[|(G-V)|cosq

O
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06. Calcular o] angulo entre os vetores a +2b-¢ e-a+b- 2c

sabendo-se que | a I=1Bl=I¢ |=1eque a, b e ¢ sdo mutuamente ortogo-
nais.
P
Resp.: =
P 3

07.Sendo U, Vew mutuamente ortogonais, demonstrar que
Q)[U+V[=df+|V[

b) [U+V+W = [ U+ |V [+ W[

08.Na figura, calcularo angulo q entre os vetores be c sendo

|a|=+2 e |B|=2V2.

op
Resp.. —
P 6

SUGESTAO: Como
produto escalar entre

cw"@

> o
=a- b fa(;ao
ea-

09. Na figura estéo representadas as imagens geométricas dos
- = —> - —> .
vetoresu,vew. Sendo|u|=|v|=2e|w]|=4escreverwcomo combina-
céolineardeteV.

®
v

120°

Resp.: W=-2(U+V)

c®

10. Sabendo-se que os vetores U, Vv e w formam dois a dois angu-
. — = —
losde60°etaisque|u|=4,|vV|=2e|w|=1.
. E I
Acharomodulodovetors=u+v+w.

Resp: |$|= /35
SUGESTAO: Desenvolva o} produto interno:

S.S= (U+V+W).(U+V+Ww)

O
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16. EXPRESSAO CARTESIANA DO PRODUTO ESCALAR
De extraordinaria importancia é a expresséo cartesiana de U . V.

Num sistema cartesiano ortogonal sdo conhecidos os vetores U e V por
suas expressoes cartesianas:

— ® ® ﬁ
U=xi+y)+z
® ® 2> ﬁ
V=XI+Y,)+2Z,

Deducao:

® ® ® - o ® ®

ULV = (i +yf + 2K) . O+ v + 2.K)
@ @ ® ® ®

=X Xl XYl ] X2, K+

® - ® ® ® ®
FXYi T EYYS ] Yz K+

- ® ® - o o
+Xx,2,0.k+y,z). k+zzk.k

- ®
U.v=xX,+y\y, +7,7,

gue é a expressao cartesianado pro(gluto escalar. Desta também se pinca
acondicéo de ortogonalidade de UeV:

urv 0 xx,+y,y,+22,=0
e também o médulo de um vetor:
|Uf=d.i=x; +y; +Z

Geometricamente, o moédulo é a medida da diagonal de um para-

lelepipedo reto.
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Exemplo:

® > @ ® > ® o
Dadosu=3i+j e v=2i+2j- 2k, obter:

1) u.v
U.Vv=3@2)+1(2)+0(-2)=8
2) U]
|G "= (3)° +(1)°+(0)°’=10
|d|= 10
3) | V|
|VF =@ +@+(-27=12
[V|= 23

4) O angulo 6 entre os vetores U e V.

®
U.v=|Uu||Vv|cos®
substituindo os valores acima obtidos:

8 =.,/(10)(2v/3) cos 6 ou

cos 0=

8l»
@]
C

4
0 = arc cos——, ou seja 6 = 43°
J3' 0458

O
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Exercicios

"O mundo é um vasto templo dedicado a discérdia.”
Frangois M. Voltaire (1694 - 1778), escritor francés

01. Galcular os modulos e o produto escalar dos vetores
U=3i+4] e v=i-]+J7K

Resp.: |u]

02. Indicar quais vetores sao unitarios:

® —> o s
Resp.: vewséo unitarios.

03. Determinar m, sabendo-se ortogonais os vetores u=3i+ mj j+ K

e v=i-v2]-k

04.Sendou=i-2j+Ke v=-
a) amedida do angulo entre os vetores U e \”3;
Resp.: 150°

b) a medida da projec&o do vetor v sobre o vetor U.

Resp.: ﬁu.c.

05. Sabendo -se que u, Vewsdo cop(!)anares el= 2] k, =
w= 3] expr|m|rw como combinagéo lineardeuev.
9

Resp.: w = ?G+

N
\Y

9
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06. Achar o angulo gentre os vetores t = (10, -5, 0) e V= 1,2,3).
.q=P
Resp..g==
p.cq 5

07.Provarque ABC é triangulo retangulo, sendo A=(3,-2,8),
B=(0,0,2)eC=(-3,-5, 10).

08. Demonstrar vetorialmente a féormula da distancia entre os
pontos Pl = (X1' yl’ Zl) S P2 = (XZ’ y2' 22)'

Resp.: d= \/(Xz - X1)2 +(y2 - )/1)2 +(22 - 21)2

SUGESTAO: (P,-P,) = (X,- X,)i + (¥,- Y.)j + (2, - )k
entdod=|(P,- P)|

09.Dadosu=2i+K e V= 27+ﬁ calcularovers (2% +§®/).

Resp.: ECT 1T+E§
3 3 3

10. Os vetores U = a?+T e v=2i -T+ 2k formam um angulo de 45°.
Achar osvaloresde a.

Resp.:1le7

11. Qs %et0£e§
\

- ® . =
R U e v sdo paralelos. Calcular o vetor v, conhecen-
do-seu=2i+j+k eu.v=3.

1-

@ o le
Resp.: v=i+=]+=k
2" 2

12. S50 ortogonais os vetores U= (2,4, 1) ev=(1, 0, - 2)?

Resp.: Sim

@
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13. Dado o tridngulo retdngulo ABC com angulo reto em B, de-
terminar a medida da projecéo do cateto AB sobre a hipotenusa AC.

DadosA=(0,0,2),B=(3,-2,8)eC=(-3,-5,10)
Resp.: 72

2

14. Seja o triangulo de vértices A = (0,0,0), B = (1,-2,1) e
C=(1,1,-2). Pede-seoangulointerno ao vértice A.

Resp.: 120°

15. Achar o(s) vetor(es)% =(x, Y, z) taisque:
1) |V|=V6;

2) Véortogonalati=(3,-3,0);
3)véortogonalaw=(0, 2, -1).

Resp.: (£1,£1,+2)

16. Pede-se o vetor U = (X, y, z) sabendo-se que:
1) Uéparaleloav=(-1,1,2)
2) U.w=15,ondew=(2,1,3).

Resp.: (-3,3,6)

17.Sendo U= (2a, a, 2a), determinar a para que U seja umversor.
1
Resp.: a=%—
P 3
18. Qeterminar a para que seja de 45° 0 angulo entre os vetores
u=(1,a,0)e]j.

Resp.: a=%1

0]
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19. Calcular o valor de m para que o vetor U + v seja ortogonal ao
vetorw-u,ondetd=(2,1,m),v=(m+2,-5,2)ew=(2m, 8, m).

Resp.: -6e3
20. OspontosA=(2,1,2),B=(1,2,z)eC=(-1,0,-1) séo vértices
de umtriangulo retangulo, com angulo reto emB.Calcular z.

Resp.: -1ou?2
SUGESTAO: O produto interno dos catetos deve ser nulo.
Porexemplo: (B-A).(C-B)=0
Série B

"O amor nao garante uma boa convivéncia."
De uma psicoterapeuta, na Radio CBN

21. Provar que as diagonais de um losango séo ortogonais entre si.

SUGESTAO:
c
: Se as diagonais séo ortogonais:

(C-A).(B-D)=0

Mas
(C-A)=(B-A)+(C-B)e

(B-D)=(A-D)+(B-A)

A

Substituindo:
[(B-A)+(C-B)].[(A-D)+(B-A)=0

Aplicando a propriedade distributiva: |B-A[*-|A-D|*=0

donde|B-A|=|A-D|

@
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22. Demonstrar que num tridngulo retédngulo qualquer cateto é
média geométrica entre sua projecao sobre a hipotenusa e a hipotenusa
inteira.

SUGESTAO:

Nafigura:
a=b+c

Multiplicando escalarmente

por%:

a
a.b=b.b+b.c
|a||B|cosq=|b[+|B||C|cos90°
Porém|%|cosq:m

Entdo|a|m=|bf p b’=am

23. Demonstrar que num triangulo retangulo a altura relativa a
hipotenusa é média geométrica entre as projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa.

SUGESTAO:
Nafigura:

%:ﬁ;*—ﬁ
¢=n-h

Multiplicando escalarmente,
membro a membro:

Logo: h*=mn
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17. MULTIPLICAGAO VETORIAL OU EXTERNA

a) Simbolo: Uxw

b) Triedro positivo

c) Definigao

Os vetores U, V, W nesta ordem,
formam um triedro positivo se, um
observador postado em w e de frente
para U e V tem & sua direita o vetor U
e asuaesquerda o vetor V.

Ao repto de convencionar o trie-
dro positivo, a Fisica utiliza a regra da
méao esquerda: dispbe-se o dedo
médio na direc&o e sentido de U; o in-
dicador na direcdo e sentido de V; o
polegar indicara a diregdo e o sentido
dew.

O produto vetorial ou externo de dois vetores U e V néo paralelos
entre si, € um terceiro vetor com as seguintes caracteristicas quanto:

® ®
uxv

1) a diregdo: o vetor U x V é perpendicu-
lar aos vetores U e V.

2) ao sentido: os vetores U, V e U X V,
nesta ordem, formam umtriedro positivo.

3)aomoédulo:

[UxV|=|u||V]|senq

@
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onde qé amedidado anguloentre ieV.
OBSERVACOES:
1) Como operagao autbnoma, a multiplicacédo vetorial foi criada
por J. Gibbs.
2)Merecem cuidados:

u.v=|u]|v]cosq(verdadeiro)

uxv=|u||v]|senq/(falso)

d) Nulidade do produto externo
uxv=0, se:
[)umdosvetoresfornulo;

II) os dois vetores forem paralelos, pois 0 sen q = 0 quando g = 0°
ouqg=180°.

| OBSERVAGAO:

—

) ->_ ® -
Enfatizemos que parau! Oev! O:

a) o produto interno é nulo para U e V ortogonais;

b) o produto externo é nulo para U e V paralelos.

ace 0 exposto, ndo é factivel o cancelamento do fator comum a
—> o o = )
.W=U.V ea UXw=uUxv.

e) Propriedades

) Anti-comutativa: UxV=-vVxu
Ajustificativa é apresentada pela figura:

onde|UxV|=|Vxu] a

15
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Il) Associativa: k(UxV) = (kU) xV = U x (kv)

) Distributiva emrelagao a adigao de vetores:
— — —>. —> — = —>
UX(V+W)=UXV+UXW

OBSERVACAO:
A demonstracao fica postergada. Est4 condicionada a apresen-
tacéo das propriedades do produto misto.

. e - 2> ®
f) Multiplicagao externa dos versores i,jek

. ®® ®
Em particular os versores i, j e k nesta
ordem, representam umtriedro positivo.

© Na pratica, utilize a "circunferéncia"
i para efetuar o produto externo de dois
desses versores, cujo resultado é o versor
faltante, de sinal positivo se no sentido
anti-horario. Negativo, se no sentido ho-

—
=@

rario.
Exemplos:
® > ®
iXj=
ixk=-]
kxj=-1
kxi=f
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g) Expressao cartesiana do produto vetorial

Todo o capitulo de vetores apresenta uma importancia assaz
grande para a sua vida académica e quicé profissional. Em especial, 0
assunto empauta.

® ® - — — ® —> - - >
Dados u=x,+yj+zk e v=x,+Yy,j+2zKk calcularuxvnabase

ortogonal (TT ?).

UXV = (X + i)+ 2,K) X (7 + v + 2,k)

2T 4 2Ty Ty k +
X X0 X 1+ X,Y,i X | + X,2Z,1 X
— 5
k ]

+

® - > ® ®
Xo¥1) X1+ Y1Y,) X

> P
Fatorando emrelacdo aos versoresi, je k:

a X \®/ = (ylzz - yzzl)T"_ (Xzzl - XlzZ)T+ (lez - )(zyl)E

Tal expressdo pode ser escrita numa forma mais mneménica,
através do "determinante™:

> - -
i j k

- ®

uxv= X, A z,
X2 y2 Z2
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Exemplo:

> 2® 5 e 5 5 o
Sendou=2i-j+k e v=i+j-2k, calcular:
1)uxv=
~ ® N N
Resolucao: i i k
- ® ® - —
uxv= 2 -1 1 =i+5j+3k
1 1 -2
2) o vetor unitario ortogonal ao vetor i e a V.
® ® Resolucéo:
uxv
T n=vers (UxV) = uxv
- Tluxv
® ®
n v Onde
u | UxV|= O +5)+©3) =35
a
Entdo:
® ® o
@ 1+5j+3k 1 e 5 e 3 o
n= = i+ i+ k
J35 35 35 35
J e
Exercicios

Se o mundo é ruim, talvez nao seja pela quantidade de maus,
mas pela mediocridade dos bons.

01. Efetuar:
a) (?xﬁ)xﬁxf) =
b) (?x K) X (EXT) X (Tx_f) =
Resp.: a) T b)%

0]
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02. Conhecidos u=2i+3j+K e v=i-j+ 2K, pede-se:

a) Uxv
® ® -
Resp.: 7i-3j-5k
b) Vxu
® o> ®
Resp.: -7i+3j+5k
c) |uxv]
Resp.: v/83
d) |Vxu|
Resp.: +/83

03. Determinar o vetor unitario N, ortogonal aos vetores U = (2, 3, -1)
e v=(1,1,2).

Resp.: =g’ L 1
P =3 V3 543

1O

Q

. 04.Achar o vetor w=(x,y,z),tal que w.(1,0,2)=3e
Wx(1,0,-1)=(-2,3,-2).

Resp.: W=(3,2,0)

05.Calcular o| U |, conhecendo-se | UxV|=4+/2,|V|=2 e tv=45°.
Resp.: 4
06. O vetor W tem mddulo 7, forma um angulo agudo com o eixo
das abscissas e é ortogonal aos vetores u=i+2j e v=i+4j+3Kk.
Pede-seW.

Resp.: W=6i-3]+2K

1)
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07, Determinar um vetor concomitantemente perpendicular aos
> ® - — - 2>
vetoresu+v e 2v-u,sendou=i+j e v=2i-k.

Resp.: -3i+3j- 6K

08. Representar no triedro positivo®i,Te®k:

a) a=(2})x 31 Resp.: za
b) b=ix(3K)
c) c=(2])xK 2
< 0 >
y
® ®
e a=-6k
® ®
b=-3
. Ya ©c= 2

09. Calcular o vetor de médulo 18 e simultaneamente ortogonal a
u=(2,-1,0)eav=(2,-4,3).

Resp.: (-6,-12,-12)
ou(6,12,12)
10. Sendo V = (1, - 1, 1), calcular o(s) vetor(es) U = (X, y, z) que sa-
tisfaga(m) as trés condigBes seguintes:
1) Usejaortogonal ao eixo x;
2) 4.v=0;
3) [Vxi|= 3+6.

Resp.: i=(0,3,3)ou
u=(0,-3,-3)

SUGESTAO: Se U é ortogonal ao eixo x b U = (0, y, z).

10
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®
11.Sendo|u|=5, |V|=2 e u.v=8.Calcular|UixV]|.

Resp.: 6

12. Nafigura abaixo obter:

e s e > —
U.V+U. W+V. . W+|VXW |

‘ % Resp.: |V||W]
u

13. Num hexagono regular, amedida de cada lado vale 2.
Calcular |[(A-B)x(C-B)|.
E D

Resp.: 243
A B

14. Seja a um plano determinado pelos vetores U = (2, -1, 0) e
v=(0,1,-1). Determinar o conjunto de vetores ortogonais aa.

Resp.:k(1,2,2)

18. AREA DE UM PARALELOGRAMO E DE UM TRIANGULO

Tratar-se-a da interpretacdo geométrica do produto externo de
dois vetores.

a) Area de umparalelogramo
C

Seja um paralelogramo
construido sobre U = (B - A) e
v=(D-A) ehasuaaltura.

Da geometria plana:

Sheco = (AB)h

c®

»
' o
B
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Mas AB=|u]|
h=|v|senq
Substituindo:
Sweo=|U||V|senq ou
Sueco = UXV]|
Ou seja: geometricamente o médulo do produto externo de U e V
coincide com a &rea do paralelogramo construido sobre U e V.
Por diferenca de pontos:

SABCD= |(B - A) X (D - A)I

b) Area de umtriangulo

Face o exposto, depreende-se fa-
cilmente que a area do triangulo ABC é

obtida por:
1 > o
SABC =5 | uxv |
2
Por diferenca de pontos:
1
SABC = E |(B . A) X (C . A)l
c) Areade poligono
P, Conhecidos os vértices de um po-
ligono, podemos decomp6-lo em trian-

P, gulos.
Exemplificando: seja um penté-
P gono de vértices
) P, P=(x,y;,z)com
i=1,2,3,4,5,

S= Splpzps + SP1P3P4 + SP1P4P5

@
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Exercicios

"Nao se mede a eficiéncia de um administrador,
se problemas existem, mas avaliando se esses problemas

ainda sdo os mesmos."
John Foster Dulles (1888 - 1959), secretario de Estado norte-americano

01.Sendo|U|=4,|V|=3e &V =150°, calcular:

e PN ’ - ®
a)aareadotriangulo construido sobre uev; o o
z . - -

b) a area do paralelogramo construido sobre u+v e 2u - 3v.

Resp.: a)3u.a.;b)30u.a.

- ’ ®

02. Pede-se a 4rea o paralelogramo construido sobre i+ 2vVe i - v,
- - o (¢]
sendo|u|=4,|v|=3euv=120".

Resp.: 183 ua.

z , ®
o 03. Provar que aé&reado paralelogramo constrtgdo_}sobre a+be
a-béodobrodaareado paralelogramo construido sobreaeb.

-

SUGESTAO: Area do paralelogramo sobre 2 +Be a-b
S=|@+b)x@-b)
Aplicando a propriedade distributiva:
S=2/bxal (cqd)

. ‘A , - ® » ®
04. Calcular a areado tridangulo construido sobre u=2i-j+ke

Resp.. —— ua.

S

o 05.A4rea de um paralelogramo construido sobreti=(1,1,a)e
v=(-1,1,0)éiguala V22 . Pede-seovalordea.

Resp.: a=+3

®
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06. Determinar@a area do paralelogramo construido sobre U e v
cujas diagonaissdo u+v=(0,3,5) e u-v=(2, 1, 1).

Resp.: +/35 ua.

SUGESTAO: Resolva o sistema
u+v=(0,3,5)

=

U-v=(2,1,1) obtendoueV.

07.No triangulo de vértices
A=(0, 0, 2), B=(3,-2, 8) e C=(-3,-5,10), calcular:

a)amedidadoslados a, b, c;
Resp.: 7, 7327

b) amedida dos angulos A, I§, é;
Resp.: 45°; 90°; 45°

c) aareado triangulo.

Resp.: 49,5
2

08. Os pontos (3, 1, 1), (1, -2, 3), (2, -1, 0) sdo os pontos médios
dos lados do triangulo ABC. Qual a area do triangulo ABC?

Resp.: 2166 ua.

09. Calcular a alturarelativa ao vértice B do triangulo de vértices
A=(2,4,0),B=(0,2,4)eC=(6,0,2).
1042
3

Resp.: hy =

_ (AC)h,
SUGESTAO: S,pc="—

@
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10. Demonstrar a lei dos senos.

SUGESTAO:

lal|b]senC=|a||<|senB=|B]||¢|senA

- o ®
B 5 - . lallbllc]
a
senC _senB _senA ou
® - = - ®
[c] bl lal
senA _senB senC
= = (cqd)

a b

11. Achara area do quadrildtero A=(1, 4, 0), B=(5, -1, 0),
C=(0, -1, 0) e D=(-4, 2, 0).

Resp.: 24 u.a.

19. MULTIPLICAGAO MISTA

a) Definigao

-  —

Dados os vetores U, V e W, o produto misto destes trés vetores é o
escalarrepresentado poruxv. w.

Quanto a ordem das operagdes, realiza-se inicialmente o produto
externo e emseguida o produto interno.

b) Nulidade do produtomisto
UxV.w=0,se:
I) pelo menos um dos vetores for nulo;

1) G for paralelo a v (pois U x V = 0);

Il) os trés vetores forem coplanares.
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c) Interpretagcao geométrica do produtomisto

Os trés vetores ndo coplanares U, V e W representam arestas de
umparalelepipedo.

® ®
Auxv
E’ E .orriremereeeeesees s Sabe-se da geometria es-
T »" ./ pacial que o volume do para-
W lelepipedo (V,) é o produto da
h 9/ D c areadabase pelaaltura:
! A ® =l"—“ Vp = (SABCD)h
u
Mas

Sweeo = | UX V|

h =| W | cos q (do triang. retang. AE’E)
Substituindo:

V,=|UxV||w]cosq

Como q é o angulo formado entre o vetor U x V e 0 vetor W, tem-se
acima a férmula do produto interno entre os vetores U x Ve W.

V,=0xV. W

Geometricamente, o produto misto U X V . W representa o volume
. ®
de umparalelepipedo de arestas U, ve w.

Convengao de sinal

O volume do paralelepipedo pode estar afetado pelo sinal positivo
ou hegativo, conforme o angulo g seja agudo ou obtuso respectivamente.

Justificativa:
1)Se0°<q<90°b cosq=Ap V,=A

I) Se 90°<q<180°pP cosq=0© P V,= ©

@
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OBSERVAGAO:
Emparticularse: a)q=0"pP V,=®

b)q=180°P V,= 0O
c)q=90°p V,=0.

v,=@®

d) Volume do tetraedro

O volume do tetraedro
(V) equivale a 1 dovolume
6

g de um paralelepipedo (V,)
»C construido so%re 0S mes-
. - —>

mos vetores u,vew.

Entdo: V, =

o
cl
x
<!
=3

Por diferenca de pontos: V, = é(B -A)x(C- A).(D-A)

e) Propriedades do produtomisto:

1) Ciclica: a permuta circular ou ciclica dos fatores nado altera o
produto misto. Por outro lado, o produto misto troca de sinal quando se
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permuta ndo ciclicamente seus fatores.
Exemplos:

o =l

1 1
cl é¢
s| <
'<J/ .§¢ <l <l

Il) Permuta dos simbolos: ndo se altera o produto misto quando
se permuta os simbolos da multiplicacéo interna e externa.
Exemplo:

- ® — - ®
UXV.W=U.VXW

f) Expressao cartesiana do produtomisto

Consideremos os vetores por suas expressoes cartesianas:

>

Procuramos a expressao cartesianade Ux V. w.
1.°Passo:
UXV= 0T+, + Z,K) X 06+, + 2.K)

=(Y,2,- yzz])?+ (X,Z, - X,2,) f+ (X, Yo - X.¥,) K

2.%°passo: R
Multiplicamos escalarmente esta Ultima expressao pelo vetorw .

® =5 —
UXV.W=X, (ylzz - yzzl) + Ys (Xzzl - Xlzz) + Z4 (X1y2 - Xzyl)
A memorizacao de tal expresséo apresenta uma certa dificuldade.

Por isso, faz-se mister sob o aspecto mneménico, que se empregue um
determinante, dada a coincidéncia de resultados:

16
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Xy Yi Z,
Y, Z,

X3 Ys Z4

cl
x
<!
=
I
x

(expresséo cartesiana do produto misto)

Exercicios

"Planeje seu progresso, cuidadosamente, cada hora,
cada dia, cada més. A agao organizada, unida ao
entusiasmo, produz uma forga irresistivel."”

(P. MEYER)

N

j+8IZeW=

ol

01. Dados 0s vetores u = 3i - 2T+ 6K, v = - 30 -
calcular:

>

a) a &rea do paralelogramo construido sobre U e V.

>

b) o volume do paralelepipedo construido sobre u, ve

gl

c¢) aaltura (em valor absoluto) do paralelepipedo.
d) o volume do tetraedro construido sobre U, v e w.

Resp.: a)49; b)- 7
1 7
c)=; d)- —
)7 ) 6
oo 02. Cglcugaro volume do tetraedro de arestas u = 3i- 2?-6?,
v=2i-] e w=1+3j+4k.

Resp.: - Q
3

03. Determinar x para que o ponto A pertenga ao plano BCD.
Dados:A=(4,5,x),B=(-4,4,4),C=(0,-1,-1),D=(3,9,4).

Resp.: x=1

SUGESTAO: FacaV, :%(B- A)X(C- A).(D- A)=0.
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® o> o ® 5 o > 0 o
04.0Osvetores i+2j+3k,2i-j+k e 3i+j+4k sdocoplanares?

Resp.: Sim.

05. Calcular o volume do paralelepipedo construido sobreT,i ?k

Resp.: 1u.v.

06. Na figura abaixo estdo representados os vetores V,, ?/z e
Achar o produtomisto(V, +V,) . (v, - 2V,) X (V, + 2V.).
ZA

<!

Resp.: -

07. Calcular o angulo da diagonal do cubo com a diagonal de uma
face de mesma origem.

Resp.: cosng ou g @s5°

SUGESTAO:

Se]am(A O)—I+j e

(P- 0)= i +J +K osvetores que
dao as direcdes das diagonais.
Faca o produto interno.
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08. Determinar o &ngulo agudo formado por duas diagonais de um
cubo.

Resp.: cosq:% ou q=70°

Série B
09. Demonstrar a propriedade distributiva do produto externo:
Ux (V+w)=txV+0xw.

20. DUPLAMULTIPLICAGAO VETORIAL
a) Definigao

® .
Dados os vetores U, v e W chama-se duplo produto vetorial ou du-
> ® —> - - > .
plo produto externo ao vetor (U x V) X w ou ao vetor u x (V X w). Estes dois
vetores na maioria esmagadora das vezes sao distintos, ndo se verificando
a propriedade associativa. E imprescindivel, portanto, o uso dos parénte-
ses.

OBSERVACAO:
Relembrando:

= =

u .V resulta um escalar.

- -

u X Vv resulta um vetor.

> 2

uXxVv.w resulta um escalar.
- ® —

(U x V) x w resulta um vetor.

b) Representagao do duplo produto externo

Semmuitadificuldade po-
demos visualizar o vetor
(U x V) x W. Na figura represen-
ta-se U e v coplanarmente a «;
W ndo pertence ao plano «;
(UxV) éumvetorortogonala «;
efetuando-se o produto exter-
no entre (U x V) e W tem-se um
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vetor ortogonal a eles e em decorréncia coplanar a a.Ipso facto, os veto-

-> = - - . - —
resu,Vve (UxV)xwséo coplanares.Donde se infere que o vetor (U x V) X W
pode ser expresso como combinacéo linearde tie V.

Assim: (UxV)xW=Kku + kV

Exercicios

"Sobre todas as coisas ha 3 pontos de vista:

o teu, o meu e o correto.”
(PROV. CHINES)

> o

01. Sejam os vetores U = 3i- 2] - 6K, v= 2 -je w = i+ 3]+ 4K, achar:

a) u.v Resp.: 8

b) |UxV| Resp.: +/181

c) Uxv.w Resp.: -38

d) (UxV)xw Resp.: -51i+25j- 6K
e) Ux(Vxw) Resp.: -62i+3j-32k

02.Dados os vetores U=(2,0,0),v=(1,1,1)ew=(3, 2,-1) calcular:

a) |(UxV)xw Resp.: 2419
b) (U.W)WV-(V. W)U Resp. : - 2i+ 6]+ 6K

. ~ . ®
c) ovetor (U xV)xW como combinag&o lineardetieV.

Resp.: (UXV)XW=-4U+6v

SUGESTAO: .
Quanto ao item ¢ faga (U x V) x W = k, U+ k,v

@
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03. Considerando os vetores i=(1,2,3),Vv=(-1,1,2),a=(2,-4,3)
eb= (2,-1,0), calcular:

a) (Uxv).(axb) Resp.: -9

b) (UxV)x(axDb) Resp.: (-48,3,21)

Série B
04. Demonstrar os teoremas:
a) (UXV)XW=(U.wW)V-(V.wu

b) Ux (VxwW)=(d.W)V-(U.V)W

SUGESTAO:

z

Posicionando-se os vetores
—>

- o -
U, v e w, conforme a figura:

®
"l

N
u=X
i 4 -
V=XI+Y,)

—> ® g ﬁ
W =Xl + Y, + Z,
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EINSTEIN E SEU MOTORISTA

As pessoas famosas sempre se acrescem fatos
pitorescos ou hébitos excéntricos. Quanto a histéria
abaixo, se non é vero, é bene trovato, como dizem apro-
priadamente os italianos. Conta-se que Albert Einstein
(1879-1955), fisico alemé&o naturalizado americano,
visitava diversas cidades dos EUA ministrando palestras.
O conspicuo fisico era sistemético, ndo variava e tam-
pouco aprofundava o tema da exposi¢do: teoria dos
quanta e da relatividade, férmula E = mc® e concluia com
exortacdes pacifistas.

Na platéia, sempre atento, estava seu fiel mo-
torista. Adentrando-se a préxima cidade, Einstein foi aco-
metido de forte diarréia. Pensou em cancelar a palestra. O
motorista ndo se fez de rogado:

- Doutor, eles conhecem o senhor? - N&o, respon-
deu orenomado cientista.

- Ent&o posso falar pelo senhor, pois ja memorizei
todos os temas.

Conhecendo a loquacidade do companheiro,
Einstein consentiu. O motorista, engravatado, chegou ao
local da palestra e rasgou o verbo com todo o entusiasmo.

No fundo, o cientista perplexo a tudo assistia,
maravilhado com a dic¢éo, postura gestual e reproducdo
genuina de suas palavras. Era constantemente ovacio-
nado e a criatura superava o criador.

Eis que, em meio a platéia, alguém levantou o
bragco. O motorista palestrante gelou mas se manteve im-
perturbavel.

- Pois nao, qual é a pergunta?

Feita a pergunta, o palestrante, obviamente des-
conhecendo aresposta, foi enfatico:

- Comtodo o respeito, a sua pergunta se insere no
gue foi exposto em minha palestra, e tdo é verdade, que
convido meu motorista para respondé-la. Dito isso, apon-
tou para Einstein no fundo da platéia.

Histoéria de uso corrente.
Texto adaptado pelo autor.

@
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SIMBOLOS E NOTACOES MATEMATICAS

Apropriadamente, ja se definiu a Mateméatica como a
“rainha e serva de todas as ciéncias". E 0 apanagio de sua
majestade é o rigor, a légica, a harmonia e sua linguagem
precisa, universal e sincopada.

Sabemos que 0s gregos antigos promoveram um
grande desenvolvimento & Geometria Plana e Espacial, mas
ndo dispunham de uma notagdo algébrica ou simbologia
adequadas.

Até o século XVI, toda a expressdo matematica se
fazia de uma forma excessivamente "verbal ou retérica”.

Por exemplo em 1591, Viéte, para representar a
equac&o quadratica 5A%+ 9A-5=0, escrevia em bom latim:

5in A quad. et 9 in A planu minus 5 aequatur 0. (5 em
Aquadrado e 9emAplanomenos5 é igual a zero).

Além da prolixidade de comunicagdo entre o0s
matematicos, havia outras dificuldades, pois se utilizava de
notacgdes diferentes paraindicar as mesmas coisas.

O maior responséavel por uma notacdo mateméatica
mais consistente e utilizada até hoje foi Leonhard Euler
(1707-1783).

Recordemos as principais: f(x) (para indicar funcéo
de x); ¥ (somatoria e provém da letra grega sigma, que
corresponde ao nosso S); i (unidade imaginariaigualav- 1); e
(base do logaritmo neperiano e igual a 2,7182...); log x (para
indicar o logaritmo de x); as letras minasculas a, b, ¢ para
indicarem os lados de umtriangulo e as letras mailsculas A, B,
C para os angulos opostos. A letra w = 3,1415.... que havia
sido utilizada por William Jones em 1706, teve 0 uso
consagrado por Euler.

Euler nasceu em Basiléia, Suica, e recebeu
educacao bastante eclética: Matematica, Medicina, Teologia,
Fisica, Astronomia e Linguas Ocidentais e Orientais.

Extremamente proficuo, insuperavel em producao
matematica, Euler escrevia uma média de 800 paginas por
ano e publicou mais de 500 livros e artigos. Em plena atividade
intelectual, morreu aos 76 anos, sendo que os ultimos
dezessete anos passou em total cegueira (consequéncia de
catarata). Mesmo assim, continuou ditando aos seus filhos
(eramtreze).

A implementacéo dos simbolos mais adequados foi
acontecendo naturalmente ao longo de décadas ou séculos,
sob a égide da praticidade e do pragmatismo. E evidente,

®
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porém, que pouco se pode afirmar com precisdo nesta
evolucao.

Alguns exemplos:

SIMBOLO DE +

Uma explicacdo razoavel é que, até entdo, a adicao
de dois numeros, por exemplo 3 + 2 era representada por 3 et
2. Com o0 passar dos anos, a conjugacdo latina et (que
significa e) foi sincopada para "t", de onde se originou o sinal
de +.

SiMBOLO DE -

Pode ter sido fruto da evolugdo abaixo exposta,
conforme se observa nos escritos dos matematicos italianos
da Renascenca:

1.°) 5minus 2 = 3 (minus em latim significa menos).
2.°) 5m2 =3(m é abreviatura de minus).
3.9) 5- 2 =3(sincopou - se 0 m da nota¢ao ﬁ).

SiMBOLO DE X

E provavel que seja originario de uma alterac&o do
simbolo de +.

SIMBOLO DA + (DIVISAO)

Fibonacci (séc. Xll) emprega a notagao % , ja conhe-
cida pelos arabes. A notacéo a:b é atribuida a Leibnizem1648.

SIMBOLO DE <OU >
O inglés Thomas Harriot (1560-1621) foi o introdutor

dos simbolos de < ou > para indicar maior ou menor,
respectivamente. No entanto, os simbolos < ou = surgiram

@
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mais tarde, em1734, com o francés Pierre Bouguer.

SiMBOLO &

E ainicial da palavra grega per ij er eia, que significa
circunferéncia. Sabemos que & = 3,1415926535... é um
namero irracional e é a razdo entre o comprimento da
circunferéncia pelo seu diametro.

SIMBOLODE V

Apareceu pela primeira vez na obra Die Coss (1525),
do matematico alemao C. Rudolff. Este sugeria o simbolo por
sua semelhanca com a primeira letra da palavra latina radix
(raiz).

SiMBOLO DE =

Tudo indica que o sinal de igualdade (=) foi
introduzido por Robert Recorde (~1557), pois nada é moare
equalle a paire de paralleles (nada é mais igual que um par de
retas paralelas).

(Do autor)
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CAPITULO

Vetores:
Aplicacdes geométricas cldssicas

1.PROJEGAO DE UM VETOR SOBRE UM OUTRO VETOR

a) Um assunto util a Fisica: f re-
presenta uma forca aplicada a um bloco.
Nosso escopo é decompor f sobre outro ve-
tor ou sobre os eixos cartesianos x e y.

. . ~ ®
b) Determinar o vetor V,, projecéo do vetor v sobre o vetor Ui 0.

Deducao:
SendoV, paraleloa u:
v, =ku @

Substituindo @ em @) :

v=Kku+V,
Multiplicando escalarmente por u:
d.V=ki.i+4.v, ou
> ®
G.V=K/G[+0P k= |UG|\ZI ®
Substituindo @ em @: %;éf’a;l‘zga
o



bre ).

Ou simbolicamente:

. ®
vetor proj;v =
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Férmula que fornece o vetor projegao de V na direcéo de U (ou so-

OBSERVAGOES:

1) Obtido V,, na necessidade de calcular-se V, :

— — ® - ® ®
V,+V,=Vb V,=Vv-v,

onde v, representa a projecéo do vetor V na dire¢éio ortogonal a u.

2) Reiteramos 0 exposto na interpretagdo geomeétrica @():io produto
interno que a medida algébrica do vetor projecéo de v sobre U é

obtida por: e
(u.v)
U]

c) Exemplo

77

Dados os vetores U

u. V=) @+ (1) (-1)+0@2)=3
[U[= (1) +(-1)7+(0)=2

a0

i-j e V=2i-]+ 2K, calcular:

1) O vetor projecéo de V so-

bre U.

Foérmula:

*)..

% o

®

Substituindo na formula: v —g——(], 10)

B -3
Res V =C—,— -
P,

®
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2) %2: o vetor projecdo de Vsobrea direcéo ortogonal a U.

® - o

V,=V-V,
a3 -3 0
=(2,-1,2)-¢—,—,0+
( ) 20
al 1 .0
'9: —,—,2+
Resp.: v, gz 2%y

Exercicios

"Ninguém tera direito de ser mediocre no Séc. XXI.
Na mesa de jogo deste século, a qualidade nao sera
mais um diferencial competitivo, mas o cacife minimo

para pedir as cartas."
Luiz Almeida Marins Filho, PhD e consultor, numa palestra em Florianépolis

01.Sendoui=(5,2,5)eV=(2,-1,2),calcular o vetor proj;.

Resp.: (4,-2,4)

02.Dadosti=(5,2,5) evs= (2,-1, 2), determinar o vetor proja(\@/.

03. O valor da medida algébrica da projecdo de V= (5, 4, -3) sobre
u=(0,3,0)é:

Resp.: 4

©
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04. Achar Q vetor prOJegao de v = 47 + 51 + 3K sobre um vetor

perpendlcularau 2I+J 2K.

Resp.:. 227, §?+4_1§
9 9 9

(ou o seu oposto)
05. O vetor projecdo de U= (0, 1, 5) sobre o vetorv=(3,-5, 1) é:
Resp.: (0,0,0)
OBSERVACAO:

- =~ .
uevVsao ortogonais.

06. Seja o trianguloretangulo em A, devértices A =(3,-2,8),
B=(0,0,2) e C=(-3,-5,10).

Calcular: a) BH
b) m
c)n

07. Calcular os vetores projecéo de v=3i- ZT- 3k sobre os eixos
cartesianos x,yez.
Resp.: 3i -2}, -3K

®
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08. Na figura abaixo, tem-se o triangulo retangulo de vértices ABC.
Considere H o pé da altura do triangulo relativa ao vértice A e calcule o
vetor (H-A).DadosA=(1,2,-1),B=(-1,0,-1)eC=(2,1, 2).

A

14» 30> 24
Resp.: (H-A)= — j+—Kk
19 19° 19

2.PROJEGAO DE UM PONTO SOBRE UM PLANO

a) Projegao obliqua

<®

Seja a um plano in-
dividualizado pelo ponto
A e por um vetor unitério
n a ele ortogonal. Que-
remos as coordenadas
de P'que é a projecdo do
ponto P sobre o plano a,
segundo a direcdo do
vetor YV, dado.

Deducao:
Ovetor (P'- A) é ortogonal a f. Ovetor (P'-P)éparalelo av.

P-A.n=0 @ e
(P-P)=kvb PP=P+kv (2

Donde:

Substituindo(@) em @) :

(P+k€7-A).%:O ou
(P-A).N+kv.n=0

®
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Isolandok:
(A P) n @

=
n.v

Substituindo (3) em (2) :

p= (A P)n\®/
n.v

b) Projegao ortogonal

P
: Para este caso, basta@substituir
na férmula acima o vetor v pelo ve-
—> > ®
tor n. Lembrando que n. n =1, ob-
' tém-se:
® E I
n : N=P+[(A- P).A]A
: N
A

onde N é denominado pé da normal
do ponto P sobre o planoa.

c)Calculoden

Se o plano a for determlnado
por trés pontos A, B e C, o vetor n
unitario e normal ao plano é obtido
B por:

e _ (B- A)x(C- A)
I(B- A)x(C- A)l

®
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Exercicios

"E impossivel evitar que os pdssaros da dor,
da angustia e do desespero voem sobre nossas cabecas.
Mas podemos evitar que fagam ninhos

em nossos cabelos.”
(PROV. CHINES)

01. Achar as coordenadas da projecao do pgnto P sobre o plano
determinado por A, B e C, segundo a dirggag dovetorv. Dados: A=(2,1,0),
B=(0,2,1),C=(0,0,2),P=(0,-1,0) e V=i+Kk.

a0 100
Resp.: P'=C—,-1,—+
e’ ]

02. Calcular as coordenadas da projegéo ortogonal de P = (0, -1, 0)
sobre o plano determinado pelospontos A=(2,1,0), B=(0,2,1) e

C=(0,0,2).
o 40 &
Resp.: N = —0—9—09
292929 g

03.Seja a um plano determinado pelos pontos A = (0,0, 3),
B =(1,13) e C=(21,3). Adistancia entre os pontos P=(1,0,1)e
Q=(x0,2),comx>06é+2.
Considere Q' a projecdo orto-
gonal do ponto Q sobre o plano
a, e P' a projecdo do ponto P
sob(r@e a gegundo adirecdo do ve-

: tor v=2i+j+k.
/ : Calcular a distancia d

: : entre os pontos P'e Q'.

® P Q
\4 [

A BT

P @ Resp. : \/E

©®
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04. Considere os pontos A=(1,0,1), B=(1,1,2), C=(0,2,1),
D=(1,2,0) e E=(3,0,0). Calcular aintersec¢éo dareta DE, orientada no
sentido de D para E, com o plano ABC.

Resp.:P'=(-2,5,0)

3.DISTANCIADE PONTO APLANO

P a) Considere a um plano que

contém o pon%o A e ortogonal ao

dP a vetor unitario n. Queremos a dis-
S tanciado ponto P aoplanoa.

a7

Dedugéo:

Do triangulo retangulo PNA:

dP,a)=|(A-P)|cosq

0] segund% membro da igualdade acima ndo se altera, se o
multiplicarmos por|n|:

d(P,a)=|(A - P)||n|cosq

que exprime o produto escalar entre os vetores (A - P) e n. Donde se infere
aformula:

d(P,a)=(A-P).n

OBSERVAGAO: o
A d(P, a) é convencionada positiva se 0 segmento orientado PN
tiver o sentido de n ; negativa se PN tiver o sentido contrario an.

b) Pé da normal (N)

Trata-se da formula da projecéo ortogonal de um ponto sobre um
plano (deduzida no item anterior).

Entdo:

N=P+[A-P).nln  ou N=P+dP a)

®
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c) Se o plano a for individualizado por trés pontos A, B e C, € mais

comodo calcular a distancia do

e RRRREEEEE X ponto P ao plano a como a altura

Y do paralelepipedo cujas arestas
sdo(B-A),(C-A)e(P-A).

d (P, a) =h (altura do paralelepipedo)
_ volume do paralelepipedo
area dabase

4P, a)= B-AXC-A).(P- A)
’ I(B- A)x(C- A)l

Exercicios

"Todos os que meditaram a arte de governar os homens
se convenceram de que o destino de um pais depende

da educacdo dos jovens."
Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.), filésofo grego.

01. Conhecidos os pontos A=(0,1,2), B=(1,1,3), C=(1,3,3)e
D=(2,1,5),achar:

A)aalturadotetraedro ABCD relativa ao vértice A,;

5
Resp.:h = —
5

b) o pé da normal baixada de A sobre o plano BCD.

96
Resp.: N= glgg
(%]

®
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02.Dados os pontosA=(2,4,0),B=(0,2,4),C=(6,0, 2), calcular:

a) aaltura do tetraedro OABC relativa a O (origem);

132

Resp.: h =
P 5
b) o pé da normal baixada de O sobre o plano ABC.
1 20
Resp.: N= 33_9_35_9
825 5 25g

03. Achar a distancia do ponto P ao plano determinado pelos
pontos A, BeC.
Dados:P=(-5,-4,8),A=(2,3,1),B=(4,1,-2)eC=(6,3,7).

Resp.: 11

Nao ha acao prolongada que néo surta efeito.

4.DISTANCIADE PONTO ARETA

a) Consideremos um ponto A

e uma reta r, esta individualizada
7“/\ 9 por um (gonto P e por um vetor
. ’ unitario n, que tem a sua direcao.
.'&e Buscamos a distanciado ponto Aa

‘ al —3 retar.
P N A

Do triangulo retangulo ANP:
d(A,r)=|(A-P)|senq

que néo se altera se multiplicarmos 0 2.° membro por | R | :
d(A, 1) =|(A-P) | n|senq

que expressa o modulo do produto externo entre os vetores (A - P) e .
Com efeito:

d(A, 1) =|(A-P)x 1|

®
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b) Calculo do pé da normal (N)
N é o pé da normal do ponto A sobre a reta r. Com as devidas

precaug¢des quanto ao posicionamento dos pontos e do vetor n, pode-se
empregar aférmula do paragrafo anterior:

N=P+[A-P).nn

c) Se areta r for determinada por dois pontos B e C, a distancia do
ponto A areta BC pode ser obtida:

d(A,r) =h, (alturado triangulo)
_2 (area do triangulo)
comprimento da base

_|(A-B)x(C- B)|
d - WA= D) A DI
A= c )

Exercicios

"O principio mais profundamente enraizado na natureza

humana é a ansia de ser apreciado.”
Willian James (1842 - 1910), filésofo norte-americano.

01. Dados os pontos A=(0,1,2),B=(1, 1, 3),C=(1, 3, 4), deter-
minar:

a) aalturado triangulo ABC relativaa A,
Resp.:h =

35
5

b) o pé da normal baixada de A sobre areta BC.

3 140
Resp.: N= g 5?9
[4]

©®
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02.0OspontosA=(2,4,0),B=(0,2,4)e C=(6,0, 2) sdo vértices de
umtridngulo. Pede-se:

a)aareadotriangulo;
Resp.: 10\/5

b) a alturarelativa ao vértice B;

Resp

1042
=

¢) o pé danormal baixada de B sobre areta AC.

6 28 40
Resp.: N :g%ggg

03. Calcular a distancia do ponto P = (1, 2, 0) a reta determinada
pelos pontosA=(0,1,2)eB=(3,0, 1).
sV22
o

Resp

5.DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS

a) Aretar, é passante por P, e paralela ao vetorr,. Aretar, contém
o ponto P, e tem a direcéo do vetor r,. Nosso escopo é obter a formula da

distancia entre as retasreversasr, er,.
Deducéao:

T Zd(r,r)

g .
N, P,
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Seja a um plano auxiliar que contém aretar, e é paralelo aretar;.
Destarte, a distancia d(ry, I,) entre as retas r, e r, € a distancia de um ponto
der, aoplanoa. Nafigura:

d(ry,r) =(P,,a)

Empregando para o 2.° membro a férmula da distancia de ponto a
plano:

d(ru rz) = (Pz - P1) . ﬁ

® .
onde n = vers (I, x ,). Por isto:

d(ru rz) = (Pz - Pl) . VErs (?1 X ?2)

ou

_ (PZ-Pl)'F:lX?Z
WD =

cujo resultado deve ser adotado em modulo. Faz-se mister
registrar que no quociente acima tem-se para humerador o volume de um
paralelepipedo de arestas (P, - P,), I, e I,; para denominador a area de sua
base.

b) Calculo dos pés da normal comum (N,, N,)

O vetor (N, - P,) é paralelo ao vetorr,, e (N, - P,) é paralelo ao vetor
r,.Impondo a condicéo de paralelismo:

(Nl_Pl):kl?lp N1:P1+k1F1 @
e

(Nz'Pz):kz?zp N2:P2+k2?2 @
Subtraindomembro amembro@ de @ tem-se:

(N,-N) =(P,-P,) + kz?z - k1?1 @

4]
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Roteiro parao calculodek, e k,
1)Multiplica-se escalarmente (3 porr;;
2)Multiplica-se escalarmente 3) porr;
3) Resolve-se o sistema de duas equacdes do 1.° grau emk; e ky;

4) Substitui-se k; em @ obtendo-se N;. O k, é substituido em 2)
parase obter N,.

OBSERVACAO:
Tendo-se N; e N, € ttil enfatizar que Ny N, =d (ry, 1,).

Exercicios

"Os maiores inimigos do homem estao dentro do

proprio homem: sao as mdgoas, os ressentimentos.”
De um cacique indigena

01.Asretasr; e r, sdo determinadas por:

iP.=(0,1,1) i P,=(1,2,1)
rlzia o> o e r2=|% RN N

fn=it+k TrnL=i+]+2kK,
achar:

a) adistanciaentreasretasr,e r,;

243
Resp.: —
P 3

b) ospésdanormal comum.

Resp. : N,= (0,11);N,= C—

4]

w o
w |
QIO

ol
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02. Dadas asretasr, e r,, sendo:

‘IP1:(1112) ‘I,PZ:(vovl)
r= i» - r,= | - -
A in=]-2k
calcular:
a)adistanciaentreasretasr, e r,;

Resp.: !
3

b) as coordenadas dos pés da normal comum;

25 9,

c¢) as coordenadas do pé N da normal baixada de P, sobre o plano
por r, paralelo ar, (Barsotti).

Resp.: N, =2 1,288 =5 5 190
e

6. AREADE UM TRIANGULO

OBSERVACAO:
A critério do professor os itens 6, 7 e 8 sdo dispensaveis.

a) Preliminares
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Depreende-se da figura que o volume do prisma de base ABC
equivale a metade do volume do paralelepipedo (V) de base ABDC.

1
Vprisma = Evp

Numericamente, a area do triangulo ABC coincide com o volume
do prisma de base ABC, desde que o admitamos de altura unitaria.
Portanto:

Sppc = %Vp (parah =1)

b) Area de umtriangulo num plano orientado

® Consideremos um plano
a determinado pelos pontos
é\, B, C e orientado pelo vetor

A n, unitario e a ele ortogonal.
a Face o exposto decorre que:

Shec = (B A)X(C- A).7

C) Convengao de sinal

A area do tridngulo sera positiva se os veértices ABC estiverem no
sentido anti-horario e negativa se os vértices ABC estlverem no sentido
horario. Assim, para umobservador postado ao longo de n tem-se:

g Ah
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7.AREA DA PROJEGAO ORTOGONAL
DE UM TRIANGULO SOBREUMPLANO

—

Pede-se a &rea da projecao ortogonal de um triangulo ABC sobre

umplano a, orientado pelo vetor i, ortogonal ao plano.
Entdo:

Swee =5 B-A)x(C-A)A @

Na figura, o vetor (B' - A") representa o vetor soma dos vetores
(B'-B),(B-A)e(A-A"). Assim:

(B'-A)=(B'-B)+(B-A)+(A-A)

Analogamente para o vetor (C'- A'):

(C'-AY=(C'-C)+(C-A)+(A-A)

Ent&o:

(B'-AYx(C'-A)=[B'-B)+(B-A)+(A-A)X[(C'-C)+(C-A) +(A-A)]

Aplicando ao 2.° membro a propriedade distributiva do produto
vetorial, observa-se a nulidade de 8 termos, resultando simplesmente o

termo (B - A)x (C - A), o qual é substituido em ):

Spoc =%(B- A)x(C- A).f

144
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que representa a férmula da area da proje¢éo ortogonal de um triangulo
. L. =
sobre umplano orientado pelo vetor unitario n.

8.AREA DA PROJEGAO NAO ORTOGONAL
DE UM TRIANGULO SOBREUMPLANO

Seja a um plano orientado pelo vetor R, unitario e a ele ortogonal.
Procura-sea area da projecao do triangulo ABC sobre o plano a, segundo a
direcédo do vetor V (representada na figura por A'B'C)).

Tracemos um plano auxiliar b, que seja normal ao vetor V. Con-
forme se infere da figura, A"B"C" é a &rea da proje¢do ortogonal do
triangulo ABC, bem como do tridngulo A'B'C' sobre b.

Matematicamente, a area da:

proj, ABC = proj, AB'C’

145
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Porém, do paragrafo anterior a area de:

®
A"B"C"=proj,ABC = %(B - A)x(C- A). I%T

|
1 v
A"B"C"=proj,A'B'C'= E(B'- A x(C-AY). | 5 |
Y,
donde:

Le-ayxc-ay). L =L@ a)xc- A).
2 [v] 2

<

@

<6

_ 1., e o
Vimos no produto externo que 5' UXV|=S, e por conseqiiéncia

1 = —> P . H
> (UXV)=(Saec)n, sendo R umvetor unitario. Por analogia tem-se aigualda-

de:

(Suc)it = %(B'- AYX(C-A) @

Substituindo @) em @):

vo1 v
Spec)i.——==(B- A)x (C- A).
(Sasc) vl 2( ) x( )F@V—l

Isolando S,,., e emambos os membros cancelando | V |:

s -B-AX(C- A).V
B 2.V

férmula que forn®ece a area da projecéo de um triangulo ABC, segundo a
dire¢cdo do vetorv.

46
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Exercicios

"A tragédia comeca quando os dois acham que tem razao".
Shakespeare (1564-1616), dramaturgo e poeta inglés.

01. Conhecendo-se ospontos A=(0,1,2), B=(1,1,3) e
C=(1,3,4),calcular:

a) a éreg da projecdo ortogonal do triangulo ABC sobre o plano
orientado poru=i+j;

Resp.: . ﬁ
4

b) a area da projggég dg ABC sobre o mesmo plano, porém
segundo a dire¢do do vetor v=2i+Kk.

Resp.: . @
2
02. Sejam os pontos A=(3,0,0),B=(2,2,1)eC=(1, 1, -1), deter-
minar:
a)amedidadolado a;
Resp.: Jéu.c.
b) amedida do &ngulo A;
Resp.: 60°
c) aéreado triangulo ABC;
Resp.: ﬂu_a_
2

d) aalturarelativa ao vértice A do triangulo ABC;
Resp.: 3.2 u.c.
2

e) o pé danormal baixada de A sobre areta BC;

a8 3 0
Resp.: N=¢—,—,0=
S PP

47
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f) aalturarelativa a O (origem) do tetraedro OABC;
Resp.: +/3 u.c.
g) o pé da normal baixada de O (origem) sobre o plano ABC;
Resp.: N=(-1,-1,1)
h) o volume do tetraedro OABC;
Resp.: 3 TRY

. |) a area da projecao ortogonal de ABC sobre o plano orientado por
r=2i+ 2] +Keaele ortogonal;

Resp.: 3 u.a.
2

j) aareada prOJegao do trlangulo ABC sobre o mesmo plano, mas
segundo adirecéao dev=3i+ 21 +K.

Resp.: -8 ya
11

9.CO-SENOS DIRETORES DEUMVETOR

a) Parametros diretores

zZA
C
Sao as projecdes do vetor
2 V sobre 0s eixos cartesianos.
b Na figura equivale aos
segmentos de medidas algé-
o b y = bricas:
B 'y
X a OA=X;
OB=y;
A OC=z.
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b) Angulos diretores

~ . A ®
Sao as menores medidas dos angulos a, b e gque o vetor v forma
COM 0s eixos cartesianos X, y e z, respectivamente.
Frize-seque0£a,b,gEp.

c) Co-senos diretores

Os co-senos dos angulos diretores sédo denominados co-senos
diretores, quais sejam: cos a, cos b, cos g.

® ~ .
O vetor v tem a expressédo cartesiana:
— > i = L,
V = Xi + yj + zk e médulo

V1= +y? ez

Obtém - se a figura que :

OA =x = | V| cos a (do triangulo retangulo OAP)
OB=y=| v | cos b (do tridngulo retAngulo OBP)
OC=z= |§®/ | cos g(do tridngulo retangulo OCP)

Dasigualdades acima:

cosa =

7 ,/x +y? +7°
_y
cosb—T
[ V] 1/x +y +272
cosg—T
[V] ,/x +y?+2°

Relembramos que, quando se expressa V=Xi+ yJ + zk os coefi-
cientes x, y e z sdo as medidas algébricas das projecdes do vetor V sobre os

eixos cartesianos.
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d) Teoremas

I) Asoma dos quadrados dos co-senos diretores de qualquer vetor
éigual a unidade.
Deducao:
. ® - ® - .
Seja v = xi +yj + zk um vetor; do item c, temos:
ae X o ae y o & 7 9

cos?a +cos’b +cos’g="¢ +6
CxZ +y? +7° g\/x +y 422 G Gy 472

X2 y2 Z2

CryP e XAy +ZE X tyi 47l
=1

Entéo:

cos’a +cos’b+cos’g=1

. ® ®
II) Os co-senos diretores de v séo as coordenadas do versor de V.

Deducao:
® > >
oV _xi+yj+zk
versy=——=—2 """
[V] [V]
X ® ® z
:—®—|"'—<¥Tl"'—®—z
vl vl v

=(cos a)?+ (cosb) ?+ (cosg) K

vers v = (cos a)?+ (cos b)T+ (cos g)IZ

OBSERVACAO:

Decorre desta Ultima expressdo que sempre que um vetor tem
nulo um coeficiente, tal vetor é ortogonal ao eixo homénimo da
coordenada faltante, pois se cos g = 0, resulta que g = 90°.

©
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Exemplificando:

® - ®
ovetorv=i+2j
€ perpendicular
aoeixoz.

® ® ~ . . . ~
IlI) Se v, e v, sdo dois vetores, cujos co-senos diretores séo,
respectivamente, cos a, , cos b,, cos g, e cos a,, cos b,, cos g, entdo o an-
® )
gulo gentre v, eV, é dado por:

cosg=cosa,cosa, +cosb, cosh,+cos g cosg

Demonstragéo: z

Sejam os versores:

vers \71 =(cos al)T+ (cos bl)T+ (cosg) K
€ g
Vers v, = (cos az)?+ (cosb,) T+ cos @) K

(o)

<Y

Do produto escalar obtém-se:

V,.V v, Vv
cosq= ﬁl.az = ~>1 ' ®2 X
[Villva Vel v

ou

cos g = (vers v,). (vers v,)
ou
cos q=|[(cos a1)7+ (cos bl)T+ (cosg) V] .[(cos aZ)T+ (cosb,) T+ (cosg,) ?]

donde:
cosg=cosa,cosa, +cosb,cosb, +cos g, cos g,

®



Jacir. J. Venturi

Exercicios

"Ha homens que lutam por um dia e sao bons;
ha outros que lutam por um ano e sao melhores;
ha aqueles que lutam por muitos anos e sao muito bons;
porém ha homens que lutam por toda a vida:

Esses sao imprescindiveis."
Bertold Brecht (1898-1956), escritor e teatrélogo aleméo.

01.SendoV=i-K, calcular:

a) os parametros diretores de (\E’/;
Resp.:1,0,-1
b) osco-senos diretores de v;

Resp.:

V24
2

v[

¢) osangulosdiretores de V.
Resp.:a =45° b=90°;
g=135°

02.Numvetor V s&o conhecidos cos a = 2 e cosh= g, determi-
nar: 3 3
a) cosg(gé angulo agudo);
1
Resp.: =
3
b) vers V.
Resp.: vers V= ZT_,_ Ef+ =K
3 3 3
03. Os angulos diretores de um vetor sédo 120°, b e 60°. Achar b.

Resp.:45%°e 135°

®
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04.Dados os pontos A= (4,3,-1) e B =(6,1,0), calcular
®
cosa+cosb+cosgdovetorv=(B-A).

Resp.:

WP

. 05. Determinar o vetor U do espaco tridimensional, sabendo que
|u|=2equeformaéngulosde 90° e 150° respectivamente com 0s eixos
xey.

Resp.: ﬁ:(O,-\/§,l) ou G:(O,-\/g,-l)

06.a,=60°, b, =120° e g = 60° s&o os angulos diretores do vetor
81. Do vetor %2 sdoa,=45°b,=90°, g =135°.
Calcular o angulo g entre C(’/l ev,.

Resp.: g=90° (@1’\ %2)

—

07. Pede-se os co-senos diretores do vetor U = AB - CD + 2DA,
sendoA=(-2,1,0),B=(0, -3,1),C=(1,-3,2)eD=(1,0,-4).

5 2 8
V93" 93’ o3

Resp.:

08. Seja o vetor \®/, com |€)/|:4 e seus angulos diretores a =45°,
b = 60° e g = 120°. Calcular as proje¢cdes do vetor V sobre os eixos
cartesianos.

Resp.: 24/2,2,-2

"N&do ha pessoas mds. Ha pessoas que nao foram

suficientemente amadas."”
Jodo XXlll, papa de 1958-63.

®
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Série B

09. No plano cartesiano, demonstrar:
cos (a-b)=cosacosb+senasenb.

SUGESTAO:

I

4

® > - rd >
vers v, = cos ai + cos (90° - a)j = cos ai + sen aj

Vers V, = cos bi + cos (90° - b)T: cos bi + sen bT

Efetuando a multiplicacao interna:

(vers V,) . (vers v,) = (cos ai + sen aj) . (cos bi + sen bj)

cos(a-b)=cosacosb+senasenb

“SO UMA VEZ
Nosso filho tera 3 anos
e estaradoido para
sentar emnosso colo.

SO UMA VEZ
Ele tera cinco anos
e querera brincar conosco.

SO UMA VEZ

Ele tera 10 anos e desejara

estar conosco em nosso traba-
Iho.

(ged)

SOUMA VEZ

Ele sera adolescente
everaemnésumamigo
com quem conversar.

SOUMA VEZ
Ele estara na universidade
e quereratrocar idéias conosco.

SENOS

Perdermos essas oportunidades,
nés perderemos o nosso filho e
ele ndo tera pai."

©
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A LICAO DOS GANSQS CANADENSES

Uma maravilhosa licao de vida pode ser obtida dos
gansos selvagens canadenses que migram do Hemisfério
Norte para o Sul. Como arautos de mudangas, quando
partem, é prendncio de frio. Ao retornarem, é chegado o
verao.

Guiados pelo sol e pelo campo magnético da Terra,
cumprem a rota mais curta e sé estabelecem grandes cur-
vas para evitar desertos e oceanos.

Neste longo voo, a formacéo do bando é a de um
triangulo; ou, a rigor, de um majestoso V, cujo vértice esta
voltado para a frente. Nesta formacdo geométrica, cada
péassaro da frente cria um vacuo para o de tras, rendendo ao
grupo quase o dobro do aproveitamento com o mesmo
esforco.

Da mesma forma, quando um conjunto de pessoas
compartilha do mesmo objetivo e de forma organizada, é
mais leve a tarefa de cada um e os resultados sédo
extraordinarios.

Ao ganso da frente cabe a tarefa de dar dire¢&o ao
bando. E, quando cansa, alterna a posicao de ponta com
outro passaro. E o lider. Em seu peito, batem as

rajadas do vento forte, os pingos da chuva
castigam seus olhos. Mas é ele, o lider, que
tem as asas fortalecidas, que melhor
vislumbra o horizonte, que melhor
contempla as belezas do sol nascente
e do sol poente. Os problemas séo
como as rajadas de vento que nos
fortalecem para enfrentarmos a vida
com mais determinacdo. E Deus
nunca nos dé tudo. Mas também néo
nos priva de tudo. E por maior que
sejam as dificuldades, Ele né&o
permite embates maiores que a
nossa capacidade de vencé-los.

Os lideres sacrificam muitas
vezes a si proprios por uma causa
relevante cujo maior prémio ndo € o
triunfo, mas a imensa satisfagcdo do

®
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dever cumprido. E se fracassarmos "resta o conforto de
que mais, valem as lagrimas de nao ter vencido do que a
vergonha de ndo ter lutado”.

Quando um dos gansos é ferido ou fica doente,
incontinenti, dois deles saem da formacdo e lhe déo
companhia e protecdo. E a manifestacéo da solidariedade
em se postar ao lado das pessoas em seus momentos
dificeis. Quem ndo tem amor e amizade em seu coracao,
sofre da pior doenca cardiaca.

Na formagdo angular, 0s gansos que vém atras
grasnam freneticamente para motivar os da frente. Na
convivéncia em grupo, ndo s6 é importante a nossa efetiva
participacdo mas também as palavras encorajadoras.
Pessoas motivadas sdo mais felizes e produtivas. A acao
organizada unida ao entusiasmo produz uma forca
insuperavel.

Terds uma rota segura por conta dos bons
ensinamentos que te foram transmitidos pelos pais,
professores e bons amigos. S&o eles que revestiram e
revestirdo a tua existéncia com carinho, dedicacdo e
muitas vezes sacrificam os proprios sonhos em favor dos
teus. Sdo eles que abrem as portas do teu futuro,
iluminando o teu caminho com a luz mais brilhante que
puderam encontrar: o estudo, os bons exemplos e as licdes
de vida. Sao eles que muitas vezes renunciam a tudo por ti,
menos afti.

Educar tem raiz numa palavra latina belissima:
ducere, que significa conduzir, marchar a frente ou mostrar
o caminho.

A esses grandes educadores, pais, professores e
bons amigos, a nossa eterna gratidao.

A histéria dos gansos canadenses é
reiteradamente verbalizada em
cursos de motivagéo.

Texto do autor.
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CAPITULO

0 Plano no E®

1.EQUAGAOGERAL DO PLANO

a) oplano é determinado por umponto e por dois vetores.

<Y

Dados
Po = (Xo, Yor Z0)

- - 4
=i+ mj+nk
> > 4
=/(,i + m,j + n,k

<®

1

<@

2

O plano a contém o ponto

Po e é paralelo aos vetores
— - o ~ —

Vv, e V, (v, ndo paralelo av,). O
ponto P = (x, y, z) pertencera ao
plano a se, e somente se, 0s

® ®

vetores (P - P.), v, e v, forem
coplanares:
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b) O plano é individualizado por dois pontos e por umvetor.

>
o y
X
X - X Y-y
X; - Xy Y- Y
14 m

Dados

Pl = (Xli yli Zl)
PZ = (XZ! yZ! 22)
v =/ +m+nk

O plano a é passante por P, e
P, e é paralelo ao vetor V.Um ponto
genérico P = (X, y, z) pertence ao
plano a se, e somente se, 0s veto-
res(P-P),(P,-P)e v forem copla-
nares:

z -2z,
Z,- 7, =0 (In

n

c) O plano é definido por trés pontos nao colineares.

Dados

Pl = (Xli yl! Zl)
PZ = (XZ! yZ! ZZ)
P3 = (X3! y3! 23)

O plano a é determinado pelos
pontos P,, P, e P;. Um ponto ge-
nérico P = (X, y, Z) pertence ao pla-
no a se, e somente se, os vetores
(P - Py), (P, - Py e (P; - P;) forem
coplanares:

©
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X'X1 y'y1 Z-Zl
X, - X Y- Y Z,- 7, =0 (“I)

X3 - X Ys- Y Z3- 7,

Aresolucéo de cada determinante representado por (1), (I1) ou (Il
conduz aumaequacao linear atrés variaveis:

ax+by+cz+d=0

cognominada equagao geral do plano.

Exercicios

"Néao basta destruir o que sobra;

é necessadrio construir o que falta."”
Anénimo.

01. Equagéo geral do plano que contémo ponto A=(3,0, 1) e é pa-
ralelo aos vetoresii=(1,2,0) e v=(0,3,1).

Resp.:2x-y+3z-9=0

02. Achar a equacao do plano que passa pelos pontos P =(1, 2, 3)
eQ=(1,2,0)etemadirecdo do vetorv = 2i+3K.

Resp..y-2=0

03. Obter a equagéo do plano que contém os pontos A=(3,0, 1),
B=(2,1,1)eC=(3,2,2).

Resp.:x+y-2z-1=0

®
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2. PERTINENCIA DE PONTO APLANO

/ Dado um plano a de equacao
P ax + by + cz + d=0 e um ponto
Po = (X0, Yor Z0), @ condicéo para P
pertenceraa é:

a(xo) + b(yo) + c(z5) +d =0

ou seja, atripla (x,, Yo, Zo) deve satisfazer aequacaode a.
Exemplo:

OpontoA=(3,1,2)pertenceaoplanoa: 2x+y-3z-1=0.

3. INTERSEGAO DE UM PLANO
COM OS EIXOS COORDENADOS

Sejaa:ax+by+cz+d=0

a) Intersegdao com o eixo x.

O plano a intercepta o eixo das
abscissas no ponto A = (x, 0, 0). Pa-
ra se determinar o ponto A basta
fazery=z=0naequacao do plano.

b) Intersegaocomoeixoy.
O plano a intercepta o eixo das

ordenadas no ponto B =(0, y, 0). Na
equacdo do planofazemosx=z=0.

c) Intersegdao com o eixo z.

O plano a intercepta o eixo das cotas no ponto C = (0, 0, z); para
obtermos suas coordenadas basta fazer x =y = 0 na equagéo do plano.

4]
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Exemplo:

Determinar os pontos de interse¢do do planoa: 4x+3y-z-12=0
com os eixos coordenados.

a) Intersecéo com o eixo X.
Fazendonulosyeznaequacaodea:
4x-12=0b x=3 P A=(3,0,0)

b) Intersecdo comoeixoy.
Fazendox=z=0:

3y-12=0 b y=4 b B=(0,4,0)

¢) Intersecdo com o eixo z.
Fazendox=y=0:

-z-12=0b z=-12 b C=(0,0,-12)

d) Plotagem do plano no sistema cartesiano:

4x+3y-z-12=0
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4. EQUAGAO SEGMENTARIA DO PLANO

O plano

a:ax+by+cz+d=0com
a.b.c.d?t Ocorta os eixos car-
tesianos em trés pontos distintos
P, Q e R, que determinam os trés
segmentos OP, OQ e OR. Indi-
caremos por p, g e r, respectiva-
mente, as medidas desses seg-

mentos.
- -d
P=(p,0,0)l ab ap+d=0b p::
Q=(0,q0)1 ap bg+d=0p q:'bOI @
R=(0,0r)T abp cr+d=0 b r=29
c
Voltemos aequacaode a:
ax+by+cz=-d
dividindo por (- d)
%+b_y+z_1
-d -d -d
ou
X y z
+ + =1
-d/a -d/b -d/c @
Substituindo@ em 2) :
5 +X + E:]_
p q T

6]
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denominada equagdo segmentaria do plano, por interceptar os eixos X, y
ezemsegmentosp,qer.

Exemplo:
Obter aequacéo segmentariado plano 4x-3y +2z-12=0.

Solucéo:
ZA
a) plano dado
6 4x-3y+2z=12
ﬁ_3_y+2:1 ou
12 12 12
—4 o) y 5+L+£=1
3 -4 6
3

X

Exercicios

"Quem aos 20 anos néao é de esquerda, ndao tem coracao;

quem continua sendo aos 40, ndo tem cabecga.”
Autoria incerta.

01. Obter aequacéo segmentariado plano a: 2x + 3y -4z-24=0.
Resp.: X ¥4+ %2 4

-6

02. Obter os pontos de interse¢do do plano x + 2y - 4z + 5=0 com
0s eixos coordenados.

Resp.: A:(-5,0,0);B:8%,-§,Og
e 2 g
c=%029
e 4o

6]



Jacir. J. Venturi

03. Determinar a equac¢do do plano que passa pelo ponto
A=(1,2,-1) e que corta os eixos coordenados emsegmentos iguais.

Resp.:x+y+z-2=0
04. Equacao geral do plano que intercepta os eixos y e z em
segmentos de comprimento 2 e 2 e passa peloponto A=(1, 3, - 3).
Resp.:2x+y+z-2=0
05. Determinar o volume do tetraedro limitado pelo plano
3x+2y+2z-6=0e pelos planos coordenados.

Resp.: 3u.v.

5.EQUAGCAO DO PLANOQUEPASSAPORUMPONTO

E ORTOGONAL AUMVETOR
An Queremos a equagé@o do
plano a que passa pelo ponto
Po = (X0, Yo Zo) € sej% ortogonal
aovetorn=ai+ bT+ ck.
P -~

=

o P e

/ Observe que, aqui, n é o
vetor normal a um plano e ndo
necessariamente unitario.

DEDUCAO:

SejaP =(x, Y, z) umponto genérico de a. Entéo:

(P-Po)=(X-X) 1+ (y-Yo) [+ (2-25)K €

n=ai+bj+ck

Os vetores (P - P,) e i sdo ortogonais; logo, seu produto interno

deve ser nulo:
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(P-Py).h=0
a(x'xo)+b(Y'Yo)+C(Z'Zo):0

ou
ax+by+cz+(-ax,-by,-cz,)=0
—_—
d
ou ainda

a:ax+by+cz+d=0

® . . .
Comparando com n, verificamos que os coeficientes a, b e ¢ da
equacao geral de um plano séo, nesta ordem, as coordenadas de um vetor
normal a esse plano.

Exemplo:

Equacéo do plano que passa pelo ponto A = (1, 3, 5) e seja orto-
gonal ao vetor i = (2,4,6).

Solugéo:

a) Equacéo do plano

a:2x+4y+6z+d=0

b)A=(1,3,5)1 a
2(1)+4(3)+6(5)+d=0 b d=-44

c)Resposta:a: 2x+4y+6z-44=0

Exercicios

"O poder é como violino:

pega-se com a esquerda mas toca-se com a direita.”
Anénimo.

01. Equacao geral do plano que contém o ponto P, = (0, 1, 3) e seja
®
ortogonal ao vetorn=(3, 2, 5).

Resp.: 3x+2y+5z-17=0

65
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02. Determine umvetor unitario perpendicular ao plano

ﬁx+y-z+5=0.
&2 1

10
Resp.: &——, =,- =T0UO0 Seu oposto.
2’2" 25

6.CASOS PARTICULARES DA EQUAGAO GERAL DO PLANO

A nulidade de um ou mais coeficientes na equacao geral do plano,
fard com que este ocupe um posicionamento particular em relagéo aos
eixos coordenados.

Naequagcdoax+by+cz+d=0,se:

1.°caso:

d=0 b ax+by+cz=0(coma.b.ct0)
O plano contém a origem.

Justificativa:
OpontoO=(0,0, 0) verificaaequacéoax+by+cz=0.
Se otermo independente for nulo, o plano contera a origem.

2.°Caso:

a)a=0 b by+cz+d=0(comb.c.d! 0)
O plano é paralelo ao eixo x.

Justificativa:

O vetor norm®al ao plano
by+cz+d=0én=(0,b,c)
gue é perpendicular ao eixo x.
Logo, o plano é paralelo ao
eixo X.

by+cz+d=0

- Analogamente, se:

a)b=0 b ax+cz+d=0(coma.c.d! 0)
O plano é paralelo ao eixoy.

c)c=0 b ax+by+d=0(coma.b.d! 0)
O plano é paralelo ao eixo z.

O
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EM RESUMO: O plano é sempre paralelo ao eixo da coordena-
da ausente.

3.°Caso:

a)a=d=0 b by+cz=0(comb.ct 0)
O plano contera o eixo x.

Justificativa:

O plano by + cz = 0 além de
conter a origem (pois d = 0) é
paralelo ao eixo x, pois tem como
vetornormalon= (0, b, c).

<V

Analogamente, se:

b)b=d=0 b ax+cz=0(coma.c! 0)
Oplanoconteraoeixoy.

c)c=d=0 b ax+by=0(coma.b! 0)
O plano contera o eixo z.

4.°Caso:

a)a=b=0b cz+d=0(comc.d? 0)
O plano é paralelo ao plano xy.
z

Justificativa:

O plano cz +d =0tem como
vetor normal o n = (0, 0, ) que é

"Zez+d=0 ; ( )4
paralelo ao eixo z. Isto posto, 0

_ plano intercepta o eixo z e é
"y paralelo ao plano xy.

6]
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OBSERVACAO:

Secz+d=0b z= _d b z =k (querepresentaumplano paralelo
c

ao plano xy e intercepta o eixo z no ponto k). Em particular,z=0éa
equacao do plano coordenado xy. Assim:

z

3

x
N
g <Y

x

b)b=c=0P ax+d=0(coma.d! 0)

O plano é paralelo ao plano yz.

OBSERVACAO:

Seax+d=0pP x= ; P x=k. Emparticular,x=0éaequagdo
do plano coordenado yz.

c)a=c=0b by+d=0(comb.d? 0)
O plano é paralelo ao plano xz.

OBSERVACAO:
Seby+d=0b y= Fd P y=k. Emparticular,y=0representao

plano coordenado xz.

O
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EMRESUMO:
Se dois dos coeficientes das variaveis forem nulos, a

equacao representa um plano paralelo ao plano das variaveis que nao
figuram na equagao.

Exemplo:

Indicar o posicionamento de cada plano em relacéo ao sistema
cartesiano:

a)3x+y-4z=0 b planoque passa pelaorigem.
b)2x+3z-3=0 b plano paraleloaoeixoy.
c)4x+3y=0 P planoquecontémo eixoz.
d)x-4z=0 P planoquecontémoeixoy.
e)x-3=0 b plano paraleloao planoyz.

N.B.: No E? a equacdo 2x + 3y - 6 = 0 representa uma reta.
Entretanto, no E*tal equacéo representa umplano paralelo ao eixo z.

YA z

™

r2x+3y-6=0 = a:2x+3y-6=0

3\7
>

X

Exercicios

"Importa muito hoje que o candidato a uma vaga no mercado de
trabalho seja comunicativo, saiba trabalhar em grupo, tenha
conhecimento de uma especialidade e seja capaz de tomar

decisées.”
Nilson José Machado (n. 1947), professor da USP, numa palestra em Curitiba.

01.Dadooplanoa:2x+3y+z-3=0, pergunta-se se 0s pontos
A=(1,1,-2)eB=(2,0, 1) pertencemaa.

®

Resp.:Al aeBl a.
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02. Obter a equacdo do plano que passa por P = (1, 2,1) e
Q = (3,1,-1) esejaparaleloaoeixoyy.

Resp.: x+z-2=0
03. Calcular a equacao do plano passante por P = (1, 3, 3) e
paralelo ao plano xy.

Resp.: z-3=0

04. Plano que contém o eixoxe o ponto A= (1, 3, 3).

Resp.: y-z=0

05. Equacdo cartesiana do plano que passa pelos pontos
A=(0,1,2)eB=(1, 3,0)esejaparalelo ao eixo x.

Resp.: y+z-3=0

06. Achar m para que o ponto A = (m, 1,2) pertencaao plano
X+2y-z+5=0.

Resp.: m=-5

07. Nas figuras abaixo, determine as equag¢des dos planos, sa-
bendo-se que:

a) a, éparalelo ao plano yz;
b) a, passapor P e contém o eixo z;
C) a, éparaleloaoeixoy.

z

~ N

|

Resp.:a)a;:x-2=0; b)a,:2x-y=0; c)az: x+2z-4=0

@
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08. Achar a equacdo do plano que passa pela origem e é
perpendicular ao vetorti = (2, -1, 3).

Resp.:2x-y+3z=0

Série B

"Certas escolas tém cheiro de morte

por matarem a criatividade dos alunos.”
Andnimo

09. (VISSOTO LEITE) A figura abaixo representa um galpao. Os
ndmeros representam as dimens@es do galpdo. Determine:

a) equacdes dos planos que
z contém os telhados e
as paredes;

> b) o volume do galpéo.

H/ Resp.:

= c a) (EIFH)y - 3z + 24 = 0
2 e A S » (HDG)y +3z-36=0
- G (ABFG) x-20=0

) (BCDG)y-12=0
6 (OEAF)y=0

A 12 B (OEDC)x =0
}X

b)2.160u.v.

7.PARALELISMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS PLANOS

Dados os planos :
a,: ax+by+c,z+d =0
a,:a,x+b,y+c,z+d, =0
Ent&o R, e i, sdo respectivamente os vetores normais aos planos
a,ea, e podem serrepresentados por:
n,=aj+by+cK

N

- ® 54
n, =a, + b, + ¢,k
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a) Condigao de paralelismo

Os planos a, e a, sédo

n, paralelos se, e somente se, 0s
vetores n, e n, o forem, isto &, se
a, e somente se, os coeficientes
das variadveis homonimas forem
, proporcionais:
a'1 = bl = C1
a, - - -
a2 b2 C2

a2 b2 C2 d2
da equagdo de a, por uma constante k.

b) Condicao de ortogonalidade

a, A condi¢éo de ortogona-

lidade de a, e a, € a mesma con-

(?12 ol dicdo de ortogonalidade dos veto-
(> resn,en,:

a,a, +bb,+cc,=0

a, [~
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Exercicios

"A metade do mundo sempre ser-te-a adversa:
se fores bom, os maus combater-te-ao;

se fores mau, os bons combater-te-do."
Sabedoria arabe

01.Calcular a e b para que os planos 2x+3y+3=0 e
(a-2)x+6y+(b-1)z+5=0sejam paralelos.

Resp.: a=6eb=1
02. Determinar k para que os planos2x+3z-1=0e
3x+y+kz+2=0sejam ortogonais.

Resp.: k=-2

03. Equacédo do plano que contenha P =(0, 1, 2) e seja paralelo a
a:2x+3y-z+5=0.

Resp.:2x+3y-z-1=0

SUGESTAO:
1) a,éparaleloaa:
a,;:2x+3y-z+d=0
2) P1 a:
/ / 2(0)+3(1) (2)+d=0
=-1

04. Equagéo do plano que passapelopontoA=(3,5,0) e é:
a)paraleloaoplanoa:2x+y-3z+1=0;
b) ortogonal aos planosa,: x+y+2z-2=0;e a,:x-y+z-3=0

Resp.:a)2x+y-3z-11=0
b)3x+y-2z-14=0

@
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05. Obter o plano que contém P =(0, 1, 2) e é ortogonal aos planos
a;:X+y-z+5=0e a,:2x+2y+z+1=0.

Resp.: x-y+1=0

Observe na figura que, que-
remos um plano que passe pelo
ponto P = (0, 1, 2)®e tenha a di-
recdodosvetoresn, =(1,1,-1)e
n,= (2,2, 1). Entdo:

06. Obter a equagéo do plano que passa pelos pontos P, = (1, 3, 0)
eP,=(2,0,1)eéortogonalaoplanoa:x+y-z+3=0.

Resp.:x+y+2z-4=0

SUGESTAO:
Depreende-se da figura
gue queremos um plano b
p[ Lb=2 gue passa pelo ponto Pi, e
/ tem adirecdo dos vetores

o (P,- P)e n=(1,1,-1).

5@

07. Equacéao geral do plano que passa pelos pontos A=(2,0,5) e
B=(0,1,0)eéperpendicularaoplanoa:x+3y-z-7=0.

@

Resp.: 2x-y-z+1=0
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08. Obter a equacéo do plano perpendicular ao plano xy e que
contenhaospontosA=(-4,7,1)eB=(1, 3,-1).

Resp.: 4x+5y-19=0

Série B

Encantam-me as pessoas que vao além do seu dever.

09. Determinar as coordenadas da projegao ortogonal do ponto
P=(0,1,2)sobreoplanoa:4x-2z+2=0.

Resp.: N= 95 1——

SUGESTAO:
(24

Formula (deduzida a pag. 133):

. N=P+][(A-P).versn]versn,
N onde A é um dos infinitos pontos de
o a.Porex.:A=(1,1,3).

> o—>
5®

10. Achar a projecéo ortogonal do ponto A =(3, 1, 3) sobre o plano
a:x+y+z-4=0.

Resp.: N=(2,0,2)
11.DadoopontoP=(3,6,1)eumplanoa:x+y+z-13=0,acharo
ponto P, simétrico de P emrelacdoaa.

Resp.: P'=(5,8,3)

73
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8.EQUAGAO DO FEIXE DE DOIS PLANOS

Considere a, € a, dois pla-
nos que se interceptam segun-
do uma reta real r. Assim, no
espaco tridimensional a reta r
pode ser representada por:

jasax+by+cz+d, =0
r=j
r %az:a2x+bzy+czz+d220

Oy

Denominamos FEIXE DE PLANOS de eixo r, ao conjunto de todos
os planos que passam pelaretar.

Equacgéao do feixe de planos:

Multipliquemos a equacéo de a, por um nimero real| e somemos
comaequacdodea,:

ax+by+cz+d +l(@x+by+cz+d)=0 (¥

Para cada valor de |, a equacao (*) representa um plano que
passa pelaretaintersecdo de a, e a,, pois qualquer ponto P = (X, y, z) dessa
intersecdo satisfaz as equacdes de a,,de a, ede (*).

Consoante o exposto, a equacdo de um plano que passa pela
intersecdo de dois planos pode ser determinada mediante o conhecimento
de uma condi¢&o que permita calcular a constante | .

A equacdo (*) - que em notacao simplificada sera representada
pora,+la,=0 - édenominada equagéao do feixe de dois planos.

Exemplo:
Achar a equacgédo do plano que contenha areta

r'l 2x+y-z+1=0

'%x+y-1:0 e opontoP=(1, 3, 0).

@
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Solucéo:

a) Equacao do feixe de planos
2x+y-z+1+| (x+y-1)=0 (*

b)P=(1,3,0)T (*)
2(1)+(3)-(0)+1+1(1+3-1)=0 P |1 =-2

c¢) Substituindo | =-2em (*)
2X+y-z+1-2(x+y-1)=0 ou
y+z-3=0 (resposta)

Exercicios

"O professor é o mais importante arquiteto.
Se estes constroem prédios de tijolos e concreto,

ferro e vidro, aquele ergue templos de carne e osso.”
Jodo Manoel Simbes (n. 1938), advogado e escritor portugués radicado no Parana.

01. Obter aequacao do plano que contém areta:

Jaix+y-z+3=0

: e seja paralelo ao eixo das abscissas.
}azzx-y+22+5=0 1ap

Resp.: 2y-3z-2=0

SUGESTAO:

1) Equagcéo do feixe de planos que E r:
X+y-z+3+|(x-y+2z+5)=0
ou
@+1)x+@-1)y+(-1+21)z+3+51 =0
—

I
0

2) Se o plano deve ser paralelo ao eixo x, 0 seu coeficiente

deve ser nulo:
1+l=0Ppb | =-1
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02. Pede-se a equacao do plano que passa pela origem e que
contémareta

- X+y-z-8=0
"|2x+z+4=0

Resp.: 5x+y+z=0

03. Calcular aequacao do plano que contém areta

[x+y+z=0
ly+z-2=0

e é perpendicularao planop: x+2z-3=0.

Resp.: 2x-y-z+6=0

04. Determinar a equacao do plano que passa pela reta de in-
tersecdo dos planos x-3y-z+3=0 e 3x+y-2z+2=0e éperpendicular
aoplanoyz.

Resp.: 10y+z-7=0

05. Equacao do plano determinado pelo ponto A= (0, 1, 1) e pela
reta
_{x+y-3:O
| x+2z-1=0

Resp.: 3x+y+4z-5=0

06. Dado o feixe de planos:
X+y-3z+5+|(2x+3y-5z+1)=0 pede-se aequacdo do plano
pertencente ao feixe e que passa pela origem do sistema cartesiano.

Resp.: 9x+14y-227=0

@
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Série B

"Perde tudo quem perde o momento certo.”
Provérbio espanhol.

07.0splanos a;:6x-5y+2z-8=0, a,:x-2y-2z+1=0e
a5 6x+2y-5z-1=0 seinterceptamemumunicopontoP. Determine-o.

Resp.: P=(1,0,1)

SUGESTAO:

&, Resolva o sistema:

6x-5y+22-8=0
X-2y-2z+1=0
6x+2y-5z-1=0

/:\

OBSERVACAO:
Trés (ou mais) planos que se interceptam segundo um ponto P
formam uma estrela de planos. O ponto P é o centro da estrela.

9.DISTANCIADO PONTOP,AUMPLANO a

Dados:
PO = (X01 yO! ZO)

1P a;ax+by+cz+d=0
Z_d (P, a)
H Com o escopo de utilizar a for-
T mula da p&gina 135, consideremos
P. °N um ponto genérico P, = (x,, ¥, Z,)
o de aeovetorn=ai+ bT+ cﬁ, orto-
gonalaa.

@
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Entéo:

d(P,, @) = (P, - P,) . vers n
ou (em médulo)
d(P,,a)=|(P,-P,).versn| @

Porém:
(Po - Pl) = (Xo Xy YooY Zo- 21) €

___(@byo) @
TR

E

N
vers n =

=1

Substituindo @ em @ :

(a,b,c)

va? +b? +¢?

d(Poa a) = (Xo "X Yo Y Zo- 21) .

= | a(xo - Xl) + b(yo - yl) + C(Zo - 21) |

va? +b? +c?

= | X, + byo * CZ, +(' ax, - byl B Czl) |

vJa? +b? +c?

Mas se P, = (x,, ¥, z,) 1 a:
ax, +by, +cz,+d=0 ou
d=-ax, - by, -cz

Conseguentemente:

| axo + by, + ¢z, +d |

va? +b? +c?

©

d(P,, @) =
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Exercicios

"O melhor lengo para uma lagrima é o sorriso da mulher amada."
Dito popular

01. Calcular a distanciado ponto P, =(1, 0, 1) ao plano
a:2x+2y-2z+3=0
J3

Resp.: =—
2

02.Osplanosa;: x+y+z-4=0ea,:2x+2y +2z-3 =0séo
paralelos. Determinar a distancia entre eles.

Resp.: 5V3

6

SUGESTAO:

v
o

& Seja P, = (4, 0, 0) um
- ponto qualquer de a;.

‘ d(a, a,)=d(Po, a,)

a,

03. Acharo ponto do eixo das cotas equidistante do ponto
A=(1,-2,0)edoplano2x+3y+6z-9=0.

Resp.: P=(0,0,-2) ou p-:g&o_%g'
e 13p

04. Obter as equag0des dos planos paralelos ao plano
2x+y -2z + 1 =0 e que distam 3 unidades da origem.

Resp.:2x+y-22+9=0

O
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05. Quais os valores de k para que o plano x + 2y - 2z + k = 0 diste
daorigem 4 unidades?

Resp.: k=112
06. Encontrar um ponto do eixo y cuja distancia ao plano
X+2y-2z-2=0éde2unidades.
Resp.: P=(0,-2,0) ou P'=(0,4,0)

10. EQUAGOES DOS PLANOS BISSETORES

“"Z plano bissetor

traco de a,

‘,‘-P plano bissetor

Ztra(;o de a,

Para uma melhor visualiza¢do dafigura, os planos a, e a, estéo re-

presentados por seus tragos (planos de topo).
DEFINICAO: Um plano é bissetor quando passa pela
intersecao de outros dois, formando com estes, angulos diedros

congruentes. Os planos a, e a, possuem dois planos bissetores.

Considere:
a;ax+by+cz+d, =0
a,ax+by+cz+d,=0

Seja P = (x, y, z) um ponto arbitrario de um plano bissetor. As dis-
tancias do ponto P as faces do diedro devem ser iguais:

d(P, a,) =d(P, a,)
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axtby+cz+d __ ax+by+c,z+d,
Jal +b} +c? Jag +b3 +c?

que representam as equagbes dos dois planos bissetores do diedro
formado pelos planos a, e a,.

11. ANGULO DE DOIS PLANOS

Dados:
a;;ax+by+cz+d =0
a,,ax+hby+cz+d,=0

Sejam;

- > e > > > - o

n=aji+bj+cken,=ai+hbj+ck
0s vetores normais dos planos a, e a,,

respectivamente. Considere g 0 menor
a - -
angulo entre os vetores n, e n, Por

construcéo, g também é o menor &ngulo entre os planos a, e a,. Do produ-
to escalar:

®

cosq= lfl'rkl (com0° £ g £90°)
In [In,|

ou

Cosq: |a1a2+blb2+clc2|

JaZ +bZ+c? \JaZ +bZ +c2

Emparticular, se g=90°, entédo cos q=0; donde a,a, + b,b, + ¢,c,=0,
gue obviamente indica a ja conhecida condi¢&o de ortogonalidade de dois
planos.

©
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Exercicios

"Nada de grandioso pode ser obtido sem entusiamo.”
Ralph Waldo Emerson (1803-1882), poeta e filbsofo norte-americano.

01.Dados os planosa,: x+2y-3z-1=0ea,: 3x-y+2z-5=0,
obter:
a) aequacao dos planos bissetores;
b) o Angulo agudo entre os planos a, e a,.
Resp.:a)2x-3y+5z-4=0e4x+y-z-6=0
b) g=arc cosi =69°04"'
14
02. Determinar o valor de "k" para que seja de 60° o &ngulo entre

osplanosa,;: kx+2y+2z+1=0 e a,:x-y+z+3=0.

Resp.: k% 26

Série B

"Pequenas coisas so afetam as mentes pequenas.”
Benjamin Disraeli (1804-1881), politico e escritor inglés.

03. Escrever as equacgdes dos planos que contém areta
, x-z=0
y-2=0

equeformamcomoplanoa:x+y+z-1=0umangulode 60°.

Resp.: xi-\/gy—z-l_-Z\/€=0
SUGESTAO:
1) Equagéo do feixe de planos que E r:
X-z+1(y-2)=0 ou x+ly-z-21 =0 @

2) Aplique aférmula do angulo entre os planos Dea.

©
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04. Calcular o angulo entre o plano coordenado yz e oplano
X+y+z-3=0.

3
Resp.: g=arc cos 3
05. Obter a equacao do plano bissetor do diedro de angulo agudo
formado pelos planos a,: 3x-2y+6z-7=0 e a,:3x+6y-2z-9=0.

Resp.: 4y-4z-1=0

SUGESTAO: a) Calcule os planos bis-
setores:
b, (bissetor)
a, b;:6x+4y+4z-16=0
b,:4y-4z-1=0

b) Tome um ponto de um
dos planos dados.
SejaP,=(3,0,0)1 a,.

) b, (bissetor) Calcule as distancias de
: P, aos dois planos bisseto-
res:
P 2 _ 1
5 1B 76 ™7
a, 1
d(P,,b,) = E

Das duas distancias, a d(P,, b,) € a menor. Ipso facto, b, é o
plano bissetor do &ngulo agudo.

06. Achar a equacédo do plano bissetor do diedro obtuso cujas
faces sdoosplanos2x+3y-6z=9e2x-6y+3z=7.

Resp.: 4x-3y-3z-16=0

SOFISMAS:

Como Deus é onipotente, Ele pode fazer absolutamente tudo. Mas:

- Poderia modificar o passado?

- Seria capaz de construir uma pedra tdo pesada que Ele préprio ndo
pudesse carregar?

- E justo que Ele permita que o justo sofra por ser justo?

©®
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0 MAIS NOTAVEL SIMBOLO MATEMATICO: 0 p

Sabemos que o p é uma constante obtida pela férmula:
_C ,onde C é o comprimento da circunferénciae D, 0seu
D

didmetro. A letra p € a inicial da palavra grega perij eria, que
significa circunferéncia, periferia. O simbolo p foi implantado
porWilliam Jones em 1706, porém héregistros do calculo do

quociente $§9 na mais remota antigliidade (babildnios, egip-
eDg
cios, gregos).

Arquimedes, (287 - 212 a.C.), em um circulo dado, ins-
creveu e circunscreveu um poligono de 96 lados e obteve, de
forma n&o empirica, 0 mais acertado valor para p, na antigui-
dade:

3E <p< 32
71 70
Uma metodologia absolutamente precisa para se
calcular o valor de p surgiu em 1671 como consequéncia da
série de James Gregory e Leibniz:
E:]_- £+1- E+1- i
4 3 57 9 1

Por essa série, em 1824, orientado por Gauss, 0
matematico Dase, "calculista rapido como um relampago”,
calculou o nimero p com 200 casas decimais. Em 1873, o
algebrista inglés W. Shanks chegou manualmente a 707
casas. Verificou-se mais tarde que cometeu erros a partir da
528.2 casa e conta-se que teria levado cinco anos para a
execucgdo (manual) dos célculos.

Em 1988, o japonés Y. Kanada conseguiu calcular o p
com 200 milhGes de casas decimais. O supercomputador
levou apenas seis horas para fazer os célculos. Unico objetivo:
marketing.

O p é um namero irracional e para 8 casas decimais tem
ovalor:

p=3,14159265...

A frase a seguir representa um artificio para memoriza-
lo: SOU O MEDO E TEMOR CONSTANTE DO MENINO
VADIO, onde cada palavra encerra um nimero de letras que
coincide com cada algarismo de p.

©
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CAPITULO

A Reta no E°

1.EQUAGOES DARETA

Qualquer representacao cartesiana de uma reta no espaco tridi-
mensional se faz com pelomenos duas equacodes.

a) Equagoes paramétricas dareta

A Seja r uma reta passante por
Ps = (X6, Yoo c,) e paralela ao nao
P ' nulo vetor r= fl +mj+nk.
Po O vetor 7 é denominado ve-
/ T tordiretor daretar.
Um ponto P = (X, Y, z) perten-

<V

ce a reta r se, e somente se, 0s
2>

vetores (P - P,) e r forem parale-

los:

(P-P)=tr (t1T R)

ou

P=P,+tr (1)

Esta é a equago vetorial paramétrica da reta r no E° (t € cha-
mado parametro).

87
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Introduzindo as coordenadas de P, P,e fem (1), obtém-se:

X= Xo+ (t
y= Yotmt
Z= z,+nt

cognominadas equagdes paramétricas dareta.

b) Equacoes simétricas dareta

Isolando-se o parametro t em cada uma das equag8es paramétri-
cas e igualando as expressodes, obtém-se:

X-Xo _¥Y-¥o_2-%
/ m n

GhY
gue sdo denominadas equagoes simétricas daretar.

Casos particulares das equago6es simétricas:

CONVENCAO: A nulidade de um denominador implica na nulida-
de do correspondente numerador.

[) Umdosdenominadores € nulo.
Se,porexemplo,n=0 b z-z,=0PbP z=z.

ao plano cartesiano xy, pois o seu
vetor diretor F= (¢, m, 0) é parale-

H r .
// lo atal plano. Por conseguinte:
\ a

r X-Xg =Y'YO =Z'Zo
4 m 0

ZT Neste caso a reta é paralela

<VY

ou

r X-Xo _Y-Yo (Ondef.mlO)

188
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II) Dois denominadores sdo concomitantemente nulos.
Se, por exemplo, /=m=0en! 0seinfere que areta é paralela ao
eixo das cotas, uma vez que o

“» seu vetor diretor €= (0, 0, n).
Assim:
r
r X-Xo :y'yo — Z-7Z,4
0 0 n
A L ou
o ‘ y
Xogl o omeaeaeaes * =X,
x r =Yo
z2-75 _,
n

c) Equacgdes simétricas dareta por dois pontos

zA . _
Considere a reta r indivi-

P dualizada por dois pontos
/I:// P.= (XY, 2) P, = (X, ¥, 2) €
P, seja P = (x, y, z) um ponto ge-
] nérico de tal reta.

Por conseguinte, a reta r
passa pelo ponto P, e tem
como vetor diretor, o vetor
(PZ-Pl):

<Y

X=Xy = Y-Ya = Z-Z;
Xo=Xy Yo-Y1 Zp-24

que representam as equacdes simétricas da reta individualizada pelos
pontos P, e P,.

©®
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d) Equagdes da reta determinada pela intersegdo de dois
planos

Cumpre lembrar o ja exposto no capitulo de plano que uma reta no
espaco E’ pode ser determinada pela intersecéo de dois planos.

_‘:,al:alx +by+c,z+ d;, =0
7a,:a,x+b,y+c,z+d, =0

e) Equagoes reduzidas dareta

Das equacdes simétricas de umaretar

X-Xo _Y-"Y¥ _2-2
/ m n

temos duas igualdades independentes entre si:

.ly'yo:X-Xo (1)

3
~

< (2

Isolando-se avariavely em(1):
y=px+d,

Isolando-se avariavel zem(2) :
Z=pX+Q,

Destarte, as equagoes reduzidas de uma reta, com variavel
independente x, sdo representadas por:
. E,y =pX+q,
12 =PX+0;

@
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Geometricamente, areta r : :'y P:X+ 0,
1Z=PpX+0,

no ponto P, =(0, q,, q,) € E (1, p., p,) € o seu vetor diretor. Ademais, cada
uma das equag@es reduzidas da reta representa um plano e a reta é
portanto determinada pela intersecdo de dois planos, cada um dos quais
paralelo aumeixocoordenado.

Dependendo da posi¢édo da reta r, poder-se-a usar como variavel
independente ndo sé o x, como tambémoyouentdooz.

Exemplo:

intercepta o planoyz

Achar as equacgOes reduzidasdareta r: g == =——

(com variavel independente x).

RESOLUGCAO:
iy-3_x
a)izy_?’:z_2 p r:¥ -3 2
I
f-2 2

b, o3
r:% y 2 (Resposta)
tz=-x+2

Areta r representada por suas equacdes reduzidas é frutoda

. ~ -3x
interse¢dodos planos a,:y = - +3ea,:z=-x+2

z < Observe que os planos a,
! r e a, sdo paralelos aos eixos z e

: y respectivamente.
28 P, Aretar "fura" o plano yz no

ponto P,=(0, 3, 2) etem como

: 37 y vetor diretor o \(7:@-3-12_
a, e 2 %)
2
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Exercicios

"A Matematica é a unica linguagem que temos em

comum com a natureza."
STEPHEN HAWKING. (n. 1942), doutor em Cambridge,
considerado o mais brilhante, fisico teérico desde Einstein.

01. Achar as equacdes simétricas da reta que passa pelo ponto
A=(1,3,0)eéparalelaaovetorv=(3,4,-1).

02. Obter as equacdes simétricas da reta individualizada pelos
pontosA=(1,3,2)eB=(5,2,2).

o %Og. A retar passa pelo ponto P = (1, 2, 0) e tem a direcao do vetor
v =3i+j-k. Determinar as equagdes reduzidas de r (com variavel indepen-

dente x).
+ -x+1
Resp.:y=x35;z= X3

04. Estabelecer as equac6es reduzidas da reta que passa pelos
pontosP=(0,-4,-5)eQ=(1,-2,-2).

Resp.: y=2x-4;z=3x-5

05. Sao dadas as equagfes paramétricas de

Ix=1+2t
r:_{y=-2+3t
lz=-5t

Obter as equacgdes simétricas der.
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Verificar se os pontos P=(4,2,0) e Q=(1,0,-1) pertencema

x-1_ 'y z+1
reta r;——=== .
3 2 1
Resp.: PTre Qi r

IX=3+t

07. Determinar o ponto dareta r:.ly:1+t quetenhaordenada5.
15—
1z2=4-1

Pede-se também o vetor diretorder.

Resp..P=(7,5,0)er=(1,1,-1)
08. O ponto A =(0, x, y) pertence a reta determinada pelos pontos
P=(1,2,0)eQ=(2,3,1). AcharA.
Resp.: A=(0,1,-1)

09. Complete:

a)Areta X"1_Y-3 _Z+1 gparalelaaoplano:
2 -1

b)Areta X+*1_Y+1_2-2 ¢paralelaaoeixo:

3 0 0

d) Areta X?H = yl-l, Z =2 éparalelaaoplano:
1x=2

d)Areta r: }y =2+ 3t éparalelaaoeixo:
tz=-3

Resp.:a)yz; b) x;c) xy; d)y

@
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10. Dada aretar como intersecéo de dois planos, obter a sua

. g iXty+z-2=0
equacao simétrica. Dada r: j
1X+3y-z-2=0
X-2 -0 _z-0
Resp.: r: =Yo-

-2 1 1

SUGESTAO:
Obtenhadois pontos P,e P, der:

;."' P1 Pz ;[
r v - 1) fazendo por exemploy=0emr,
: resulta o sistema:

iX+z-2=0
%x-z-2:O

b x=2b z=0b P,=(20,0)

2)fazendo por exemploy =1 emr,resulta o sistema:

Ix+z-120 0k z=1p P, =(0,11)
ix-z+1=0 2
3),.: X=X, - Y-Y: - Z-2,

Xy =Xy Y- Yi Z,-2;

N.B.: Cumpre destacar que para subtraendo de cada membro do
x-2 _y-0_2-06 adotou-se o ponto
-2 1 1 g

P.=(2,0,0). No entanto, poder-se-ia adotar o ponto

.
numerador daresposta ¢ :
e

X- -1 z-16
P,=(0,1,1) 8?: 0 =Yoo 0 ou qualquer outro pontodaretar.
e

-2 1 7]

I X-2y+z+3=0

11.Pede-se aequacéo simétricade S:
14x+y-52+3=0
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12. Equagdo do plano que contém a reta re o ponto A. Dados
A=(1,0,2) errx-1=y+3=z.

Resp.: x+2y-3z+5=0

SUGESTAO:

1) Equacéo de r comointersecao de 2 planos
r_‘!al:x-z-lzo

'%az:y-z+3:0

2) Equac&o do feixe de planos que E r
a,+la,=0 @

AT D

13. Obter a equacéo do plano determinado pelo ponto

ix+y-3=0
A=(0,1,1)epelareta r:j
1X+2z-1=0

Resp.: 3x+y+4z-5=0

14. Achar a equacéo do plano a e que concomitantemente:
a) passe peloponto A=(0, 1, 2);
b) sejaparaleloa r : x-y1l_z+1

1ap 270 1

c) seja perpendicular ao plano b: 2x+y-z+2=0.

Resp.: x-4y-2z+8=0

A SUGESTAO:

A figura mostra que o plano a
contém o ponto A = (0, 1, 2) e é
paralelo aos vetores r = (2, 0, 1) e
n=(2,1,-1). Entéo:

=

X y-1 z-2
2 0 1
2 1 -1

1
o

b - a:

®
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15. Encontrar a projegdo ortogonal daretar:x=y-1=z-2sobre o
plano coordenado xy.

Resp.: r' : == y-1_z2
1 0
z
SUGESTAO:
Sejam

P,=(0,1,2)eP,=(1,2,3)
»  bontos da retar, e P',=(0,1,0)
y eP',=(1,2,0)asrespectivas pro-
jecdes ortogonais sobre o plano

Xy.

Série B

"Qualquer professor, que possa ser substituido por um

computador deve ser substituido.”
Arthur Clarke (n. 1918), escritor inglés e autor de "2001 - Uma odlisséia no espago”

x-5_y-3_

. R z
16. Calcule as medidas dos angulos que areta r : —
forma com os eixos coordenados. 2 3 6

Resp.: cosa :g(a @r3°);
3
coshb :7(b @65°) e
6
0059=7(g @s1r°)

SUGESTAO: o
Calcule os co-senos diretores do vetor r = 2i + 3j + 6Kk.

X 2 2

Por ex.: cosa =

S eyiezr JAr9+36 7

@
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17. Aretarpassapelo ponto A=(1, - 2, - 3) e forma com os eixos X,
y e Z respectivamente angulos de 60°, 90° e 30°.

18. Achar aretar obtida pelaintersecédo do plano
a:2x+3y+4z-12=0comoplanoxy.

Resp.: X'G_:X:E
-6 4 0
SUGESTAO:
1) Equacéo segmentariade a:
XeYiZ2o
6 4

2) Célculo dos pontosP e Q:
P=(6,0,00eQ=(0,4,0)

3) Obter areta PQ.

19. Equacao do plano que contém o ponto A= (2, 1, 3) e é paralelo
asretas:

IX=2+t

T ix=2z-1
r:jy=-1+3t e s:j +3

- ~ =7

lz=2 by

Resp.: 3x-y-5z+10=0

20.Num cubo sé@o conhecidos 4 de seus vértices: P, =(2, 2, 0),
P,=(2,4,0),P,=(0,4,0)eP,=(2, 2, 2). Determine os pontos onde areta
r—==—= "fura” o cubo.

0 2 -1

Resp.:P=(1,2,2)e P'=(1,4,1)
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12x+y+2z-3=0 .
21.AcharopontoPemaqueareta r:j intercepta
o plano coordenado xy. 1X+y-2z-1=0

Resp.: P=(2,-1,0)

22. Dada a figura abaixo, onde o plano a € paralelo ao eixo z e 0
planob é paralelo ao plano xy. Aretar é aintersecdo de a e b. Pede-se:

a) equacdes simétricas der;

b) equacéo do feixe de planos porr.

X-2_y_z-4

Resp.: a)r:

-2 3 0
b)3x+2y-6+1(z-4)=0
ou z-4+1 (3x+2y-6)=0

2. POSIGOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

No espaco E°, duasretar, er, podemser:

a) Coplanares e paralelas

Asretasr, er, jazem no mes-
mo plano a e tém a mesma dire-
¢do. Como caso particular as re-
o tasr, er, podem ser coincidentes.
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b) Coplanares e concorrentes

As retas r, e r, estdo contidas
r, no mesmo plano a e se intercep-
P tam num ponto P. As coordenadas
de P = (x, y, z) satisfazem o
sistemaformado porr, er,.

c)Reversas

/ As retas r, e r, perten-

o N cem a planos distintos e ndo tém
1 ponto (proprio ou impréprio) em
comum.

3.CONDIGOES DE PARALELISMO E ORTOGONALIDADE
DE DUAS RETAS

Conhecendo-se asretasr, er, por suas equagdes simétricas:

X=X _Y-Y._2-2
l m, n
p= XX Y Yy _Z2°2
, = = =
t, m, n,

a) Condigao de paralelismo

. ~ - ® - =
Aretar, temadirecdo dovetorr,=/,1+m,j+n,K. Porsuavez, areta

. ~ - - rd = R
r,tem adirecdo do vetor r,=/,i+ m,j+n,k. Acondi¢@o paraque asretasr, e
r,sejam paralelas € que seus vetores diretores o sejam:

®
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N

r2
b) Condicao de ortogonalidade

A condigdo de ortogonalidade entre as retasr, e r,, coincide com a
dosvetoresr, er,:

L0, +mm, +nn, =0

N.B.: Autores hé, que estabelecem uma acepcéo diferente no que
tange aretas perpendiculares e retas ortogonais:

*duas retas r, e r, sdo ortogonais se formarem entre si um angulo
reto.

* duas retas r e s sdo perpendiculares se além de formarem um
angulo reto forem concorrentes.

r, T,
S S— a/ /:l— rla
a . a
(r, e r, sdo ortogonais) (r, e r, sdo perpendiculares)

D
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Exercicios

"Pessoas que sao boas em arranjar desculpas raramente

sdo boas em qualquer outra coisa."
Benjamin Franklin (1706-1790), politico, fisico e filésofo americano.

N

02. Provar que as retas
ix+y+1=0 12x+2y+1=0

rej e s: sdo paralelas.
iX-y+2z=0

13x- 3y +62+1=0

SUGESTAO:
Obter as equacdes simétricas de r e s e verificar que

03. Determinar as equacgdes simétricas da reta r sabendo-se que
passapelo ponto P=(3,5,2) eé concomitantemente ortogonal ao eixox e

x-1_y-3_z+1

areta s:
-2 1
Resp.: X =3, y__5 :Z__2
1 2
SUGESTAO:
1) Aretartem aforma: 2 3_y-5_2-2

m n
2) Imponha a condicdo de ortogonalidade entreress.

D
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04. Calcular k para que as retasr e s sejam ortogonais.

R Kx + 2 ix=1+3t
1y =kx i
Dadas:r:iy e s:.ly:2-t
1z =-3X i
1z =2t
Resp.: k= -3

4. CONDIGAO DE COPLANARIDADE DE DUAS RETAS

Dadas asretas:

Aretar, contém o ponto P,=(x,, V¥,,z,) e tem a direcdo do vetor
Y. =i+ mJ+nK. Aretar,contém o ponto P, = (x,, y,, z,) € tem a direcéo do
vetorr, = /,i + mj + nK. Asretasr, er,serdo coplanares se, e somente se,
osvetores (P,- P,), T, er,oforem:

r,

r

N
Te
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Exercicios

"As grandes idéias necessitam de grandes asas
para os grandes v60s.

Mas nunca podem dispensar o trem de pouso.”
Umberto Eco (n.1932), escritor italiano

01. Provar que as retas r e s sdo coplanares. Dadas:
r_x-l_y-l_z+2 e S_x_y+1_z+1

2 0 1 "1 2 -1

02. Calcularm para que as retas r e s sejam coplanares. Dadas:
Ix=2-3t

r: }y =1+t e
1|' z=2t+3

dy=mx+1
'%z:-Sx

-9
Resp.: m=—
P 13

03. Asretasr, e r, sdo coplanares. Achar a equacao do plano que
as contém. Dadas:
I’_x+1_y-1_z-2 . X+5 _y+2 2z

Y3 1 3 24 3 2

Resp.: 7x-6y-5z+23=0

SUGESTAO:
O plano a contém o ponto P, e é
paralelo aos vetoresr, er,. Sejam:
P.=(2, 2, 5) um ponto qualquer
der,,,=(3,1,3)er,=(4,3,2).
Entdo:
X-2 y-2 z-5
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04. Achar aequacéo do plano que contém as retas

Xx-1_y-1_z+2 o X_y+l_z+1
2 0 1 1 2 -1
Resp.:2x-3y-4z-7=0
Série B

“Sorte nas profissées nao existe. O que existe é o encontro da

preparagcao com a oportunidade.”
Joseph Straub, consultor norte americano

05. Obter as equacdes simétricas daretar que passa pelo ponto

) iy=3 dy=x+2
A=(-1,0,-1)equeinterceptaasretas r, : i e I
fz=x+1 1z2=2
Resp.. X*1_y _z+1
3 3

SUGESTAO:

_x+1:y- 0 _ z+1

T m n

2) equacles simétricas der, er, :

r

X+l _y-3_z
A n:——= - e
r 1 0 1
r r2:x+2:X:z-2
1 1 0

3) condic¢do de coplanaridade entrerer,.

4) condicdo de coplanaridade entrerer,.

D
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6.INTERSEGAO DE DUAS RETAS

Sejamr, er, duas retas concorrentes:

Ix-2_y-4

Sistema ’{ 3 S P x=-1b y=-1
px+l_y+l
1 2 4

Se P=(X,y, z) é o ponto de intersec@o der, er,, as coorde-nadas deste
ponto satisfazem o sistemaformadopor 1 e 2 .

Exercicios

"Duvidar de tudo ou acreditar em tudo sao atitudes preguigcosas.

Dispensam-nos de refletir."
Henri Poincaré (1854-1912), filésofo e matematico francés.

01. Achar o ponto de interse¢éo daretar com o plano a. Dados:
r_x+2_y+4_z-1

e a:3x-5y+z-1=0
2 1 -3

Resp.: P=(12,3,-20)

02. Encontrar as coordenadas do ponto de intersecdo de

a:2x+3y+4z-1=0comaretadeterminada pelos pontos P, = (1,0,2) e
P,=(3,4,1).

Resp.: P :8? 1,- S,Eg
e 2

4y

03.Asretas r: X t=y-1_2z+2 . x_y+l_z+1
0 1 1 2
interceptam num ponto P. Achar as coordenadas de P.

Resp.: P=(1,1,-2)

D
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04. Calcular o ponto de interse¢éo das retas
X _y-2 _z+1 e s X _y-1_2z

Resp.: P=(1,-1,2)

05. Achar o ponto de interse¢cdo der, er,. Dadas:
iIX+y+2=0 1y+1=0

r
Hix+2=0 2ly+z=0

Resp.: P=(-1,-1,1)

06. Calcular as equacdes simétricas dareta s que passa pelo

pontoA=(1,-1,1)eéortogonalaretar: > "1 T

Resp =
1 4 -2
SUGESTAO:

1) Equacédodes:

P A g X1 y+1_z-1
S m n

1 r - . ]

2) Condicao de ortogonalidade deres;

3) Condicao de coplanaridade deres.
s=7?

07.AretarpassaporP=(2,-1, 3) e é ortogonal areta
i2x-3z2+6=0

s Achar o ponto deintersecdo der e s.
12y-5z+24=0.

Resp.: (3,-2,4)

IE
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Série B

“You are not my first love, but you are my last.”
Cangéo americana

08.DadosopontoP,=(2,-1,1)eareta t: , Obter:

x-1 y+1 =z

0 1
a) aretarque passapor P, e intercepta ortogonalmente aretat;
b) o ponto deintersecéoderet;

c¢) adistanciado ponto P, aretat.

X-2 _y+1_z-1

Resp.: a) r: 1 5 >
Al 306
b) N=¢—,-1==
IN=Es 15,
J5
c) d(Po,t)=d(Po,N)=?

09.Achar o ponto A' simétrico de A=(3,1,6) emrelagdo areta
X-3_y-1_2z-4
1 0 1

Resp.: A'=(5,1,4)

x-3_y+l _z-2 e
3 -2
€ oponto P,. Determine adistanciado ponto P, ao

10. Aintersecdodasretas r:

s: X - 1:y+2 _Z- 5
3 4 -5
planoa:2x-y+2y-1=0.

5
Resp.: —
P 3

D
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11. Achar as equacg6es simétricas da reta que passa pelo ponto de

IX=2+t Ix=1-t
intersecdodasretas r,: }y =-1+2t e r,: |ly =t e é,aomesmo
1z =3t lz=2+2t

tempo, perpendicularar, er,.

7.CONDIGOES DE PARALELISMO E ORTOGONALIDADE
DERETAEPLANO

Sejam

a:ax+by+cz+d=0

r.X'Xo:)"YO:Z'Zo
/ m n

a) Condicao de paralelismo de reta e plano

> 2 & o

O vetor n = ai + bj + ck é ortogo-

- ® - o

nal ao planoa er = /i + mj + nk

tem a direcdo da reta r, esta para-

lela ao plano a. Isto posto, a condi-

¢do de paralelismoentrearetare o

plano a se faz com a aplicacdo da

condicdo de ortogonalidade entre

®

osvetoresner:

—>
5@

al+bm+cn=0

1
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b) Condigao de ortogonalidade de reta e plano

r
A reta r sendo ortogonal ao

plang a ®tem a direcdo do vetor
L n=al + bj + ck. Da condic&o de pa-

—>
5@

ralelismo entre dois vetores:

G|

Exemplos:

01. Achar as equag0es da reta por P, = (3, 5, 0) e ortogonal ao
plano2x+4y-z+1=0.

RESOLUCAO:
r
p a) Equacadoda reta por
° =(3,5,0)
|—| r_x-3=y-5=z-0
. T m n
a b) Em face da condicdo de

ortogonalidade de reta e plano:
{=a=2,m=b=4 e n=c=-1

c) Resposta: r:

02.Obter a equacdo do planoporP,=(3,5,0)eortogonal areta
. x-1 _Y_ z+2
1 27 4

D
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RESOLUCAO:
a) Pela condigdo de ortogonalidade
P, de reta e planosabemosque a=/=1,
b=m=2 e c=n=4. Entéo:
a:lx+2y+4z+d=0

b)MasP,=(3,5,0)1 a
1(3)+2(5)+4(0)+d=0
d=-13

a c) Resposta:
a:Xx+2y+4z-13=0

Exercicios

"Em tempo de mudancgas, os dispostos a aprender sempre
sdo os que herdarao o futuro. Os que acham que ja aprenderam
tudo, descobrirao estar preparados apenas para viver num

mundo que ja ndo mais existe.”
Eric Haffer

Xx-1_y+3_1z-

3 1 é paralelaao plano

01. Verificarseareta r:

a:2x-2z+3=0.

Resp. : Areta é paralela ao plano.

02. Obter a equagao da reta que passa por P = (3, 0, 1) e € ortogo-
nalaoplanoa: 3x+4y+2=0.

Resp. X-3_y _z-1
3 4 0

03. Determinar a equacgdo do plano ortogonal ao segmento de
extremidades P =(0, 3,2)e Q=(2, 1, 4) emseupontomédio.

12

Resp.:x-y+z-2=0
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04. Achar o ponto P' simétricode P=(2, 2,-1) emrelagéo plano
a:x-z+3=0.

Resp.: P'=(-4,2,5)

05. Calcular as equag8es simétricas da reta que passa pelo ponto
A=(1,-2,5)eéparalelaaosplanosa,:x+y+z+3=0ea, x-z+1=0.

Resp. X-1_y+2_z-5
1 -2 1

06. Achar as equacdes simétricas da reta que passa pelo ponto
P=(3,5,-2)eéparalelaaosplanosx+2y-z+3=0 e x+2y+3z+4=0.

Resp.: X~ 3_Yy-5_z+2
-2 1 0

07.Determinar a distancia daretarao plano a, sendo:
- x-1_y+1_z-2
1 2 2

e a:dx-y-z+3=0

Resp.: J2

SUGESTAO:

P,
- r

5 Verifiqgue que a reta é
T Z_d,a) paralelaao plano.

; Entédo d(r, a) = d(P,, &)
¢ onde P, = (1, - 1, 2) é ponto
qualquerder.
a

@
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08. Obter as equacdes daretar tais que:

1) passe porP,=(-2,-3,5);
2) sejaparalelaaoplanoa:2x-z+3=0;
X=z-2

N

. i
3)intercepteareta s:
1y =

Resp.: x+2=y+3:z- 5

SUGESTAO:

Po \ X+2_y+3_z-5

r a)r
\ ) )4 m n
b) condicdo de paralelis-

moderea;

¢) condicao de coplanari-
dadederes.

Série B

"Quando vocé contrata pessoas mais inteligentes que vocé,

prova que é mais inteligente que elas.”
Richard Hallan Grant, vice-presidente da Chevrolet Motor Company

09. Equacgéo daretar que passa pelo ponto A=(3, 2, 1), é paralela
aoplanoa:x+y+z-2=0eortogonalaretas: x=2y=3z.
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10. Provar que aretar esté contidano planoa.
X _Y_

-1 3 2

Dados: r:

11. O plano a é determinado pelos pontos A= (0, 0, 2),B=(-2,0,0)
Ix=1+t
eC=(0,1,2). Aretapor r:iy =-3+3t
tz=1+t

Sabendo-se paralelos r e a, calcular a distancia entre a reta e o
plano.

Resp.: J2

12. Achar a equacéo do plano que passa pelareta
ix+y-z+3=0 x+1l vy z+2
r:i e éparaleloareta s: ===
12x+y+1=0 12 7

Resp.:3x+2y-z+4=0

13.Obter as equagfes simétricas da reta r situada no plano
-1 y z+1

a:2x+y-z+1=0equeintercepta ortogonalmente areta S: T_E_ 3

x+3 y+8 z+13
5 -7 3

Resp.:
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8.DISTANCIADE UM PONTO A UMA RETA

A Considere r uma reta passan-
¢ te por P, = (X0, Yo, Zo) € que tem a
: direco do vetor = /i + mj +nk. Em
7 g A, 1) tais condi¢Ges aretartemaforma:
r : r:X'Xo:y'yo:Z'Zo
Po ! m n

Na pagina 137 demonstrou-se a féormula que permite calcular a
distanciade umponto Aaretar:

d(A, 1) =|(A-P)xversr|

Exercicios

"Se minha Teoria da Relatividade estiver correta,
a Alemanha dira que sou alemao e a Franga me declarara
cidadao do mundo. Mas, se nao estiver, a Franca dira

que sou alemao e os alemaes dirdo que sou judeu.”
Albert Einstein (1879-1955), Prémio Nobel de Fisica em 1921

01. Calcular adistanciado ponto A=(1, 2, 0) areta
iX+y+z-2=0
Ax+3y-2z-2=0
J21

Resp.. ——
P 3

02. Achar a distancia do ponto A = (1, 1, 3) a reta determinada pe-
lospontosP=(4,3,-2)eQ=(2,2,0).

Resp.: J2

16
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03. Asretasr, er,sdo paralelas. Determinar a distancia entre elas.

Dadas: r,: > =Y =2 2 o rz:x+1:y-1:5
1 1 2 2 2 4
Resp.:@
3
SUGESTAO:
A

b ri d(ru rz) = d(A1 rz)

onde A é ponto qualquer der,.

r,

Série B

"Na boca de quem nao presta, quem é bom nao tem valia."
Chico Anysio (n. 1931), humorista.

04.Obter as equacdes simétricas das retas que passem pelo
ponto A=(0,0, 1), distem Q da origem do sistema cartesiano e sejam
2

paralelas ao planox-y+2=0.
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9. DISTAN_CIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS
E EQUACOES DANORMAL COMUM

A figura ao lado mostra duas
retas reversasr, e r,. Pretende-se a
formula da distancia entre elas,
bem como o célculo das equacgbes
da normal comum (n).

a) Formula da distancia entre duas retas reversas

r,
n
A reta r, é passante por
N P, = (X, Y., Z,) € € paralela ao vetor
NP, r,= ¢+ mj+nkK. Aretar, contém o
ponto P, = (X,, ¥,, Zé) e tem a direcéo
dovetorr,= /,i + m,j+n K.
" Zd(r.r) C ’
/ Isto posto:
.N1 rl:X_Xlzy_yl:Z_Zl
fl ml nl
P,
rZ:X_ Xz :)/' Y, :Z' Z,
r,

4y m, n,

Deduziu-se na pagina 140 do presente manual, que a distancia
d(r,, r,) entre as retas reversas I, e r,, estas reversas entre si, € obtida pela
férmula:
(Pz 3 Pl) o F)1 X F)2
T X, |

1t

d(r,r) =
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b) Equagdes da normal comum

A reta n, normal comum as retas r, e r,, serd individualizada pelas
equacOes daretaque passapelos pontos N, e N,.

Corroboramos que os pontos N, e N, sdo os pés da normal comum
asretasr, er,. A determinacgédo de tais pontos ficou demonstrada a pagina
140:

(N,- P)=knP N,=P,+kr, @

(N,- P)=kJ,b N,=P,+kr, @
Subtraindomembroamembro @ de @ tem-se:
(N,- N)=(P,- P) + K, - kI,

Os valores de k, e k, sdo obtidos multiplicando-se escalarmente
esta Gltima equacdo porr, er,.

Exercicios

"Nunca na minha vida aprendi fosse o que fosse

daqueles que sempre concordaram comigo."
Dudley F. Malone

01.Dadas asretas

X_y-1_z-1
10 1
rZ:X_l=y_ 2.2-1 Caleular:
1 1 2

a)adistanciaentreasretasr, er,;
b) aretan, perpendicularcomumasretasr, er,.

Resp.: a) d(r,r,) = ?
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iXx+z-2=0 x-2y-1=0

2.Sendo r,:j e i calcular:
1y-1=0 1z-1=0
a) adistanciaentre asretasr, er,;
b) os pés da normal comum;
c)anormalcomumasretasr, efr,.
Resp.: a) d(r, r2):§
& . 29 ® 1.0
b) N=¢-.1, -5 N, =¢-, -, 1=
Mgt T e
o) n x-4/3 _y-1_2z-2/3
1 -2 -1

10. ANGULO DE DUAS RETAS

zpA
Dadas as retas r, e r, por

r suas equacgdes simétricas:
2

q X=X Y-V _Z-Z
r, r: = =
4y m, n,

O angulo g é o menor angulo formado pelasretasr, er,.

Obtémao-lo pela aplicacéo do produto escalar entre os vetores dire-
torest, er,

_Innl o® . PO
cosqg= £qQqf —+
e & %2,

@
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11. ANGULO DE UMA RETA COM UM PLANO

r
® / Dados:
Tn
a:ax+by+cz+d=0
0 r.x-xo_y-yo_z-zo
& S m n

@ Onde r tem a direcéo do vetor

5 - ﬁ
r=£+mj+nk. o
. > - 54
Considere n=ai+bj+ckum ve-

tor normal ao plano a.

0 angulo agudo g entre os vetores 1 e ¥ calculado através da defi-
nicdo de produto escalar:

=l

5@

|

cosq=

56

Infl
Procura-se no entanto, o angulo A (agudo) entre areta r (que tem
adirecado do vetorr') e o plano a. Depreende-se da figura que cos g=sen /&,

haja visto que os angulos g e ZA£sao complementares.

Face ao exposto:
senqzﬁi €%£,€E£ P
InIr] e 2g

“Duas coisas indicam a fraqueza: calar-se quando é preciso

falar; e falar quando é preciso calar-se.”
Adégio arabe

D
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Exercicios

"Se ndo houver frutos, valeu a beleza das flores;
Se nao houver flores, valeu a sombra das folhas;

Se nado houver folhas, valeu a intencdo da semente."”
Henfil (1944 - 1988), escritor e humorista mineiro.

01.Achar o angulo entre as retas
- + + + -
:x 1 vy _z les:x 3:y 2=z 1

7 -1 0 -2 1 -2

r

Resp.: q= % rad.

+ +
02.Pede-seoanguloentrea:-x+y+3=0 e r:X—12=L=Z—2

-2 1

Resp.: = g rad.

. 12x+3y-2z-1=0
03.Acharoanguloqueareta r:j

formacom
12x+4y-3z+5=0

o eixo das cotas.

2
Resp.: arc cosg

04.Achar as equacdes simétricas da reta que passe pelo ponto
A=(1,0, 2), seja paralela ao plano a: x - z + 2 = 0 e forme um angulo de

grad. comoplanob:x+y-z+4=0.

X -
Resp.: = =

_y z-2
1 /6 1

@
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Comecou o cacique: "Vocé estd numa cela, onde existem duas
portas, cada uma vigiada por um guarda. Existe uma porta que dé para a
liberdade; e outra, para a morte. Vocé esta livre para escolher a porta que
quiser e por ela sair. Podera fazer uma pergunta - apenas uma - a um dos
dois guardas que vigiam as portas. Ah, ia esquecendo: um dos dois
guardas responde sempre a verdade; o outro, invariavelmente, responde
com uma mentira. Mas vocé desconhece qual guarda mente, ou qual diz a
verdade. Boa sorte!"

O homem-branco pensou bastante. Depois dirigiu-se a um dos
guardas e fez uma Unica pergunta. S6 uma. E lampejamente saiu pela
porta que dava paraaliberdade.

Qual a pergunta que o homem-branco fez ao guarda?

P> IV) Um grande industrial na necessidade de ir a S0 Paulo,
chegou a seu guarda-noturno e ordenou:

- Amanha, acorde-me as 6h, por favor. Tenho que apanhar o avido
paraS.P..

- Pois nédo, chefe!

Pontualmente as 6h o guarda apertou a campainha da residéncia
doindustrial e tentou demové-lo da idéia de viajar:

- Patréo - disse o guarda - estou com mau pressagio: sonhei esta
noite que o Sr. teria um acidente com o avido e me permita sugerir que ndo
viaje.

O industrial titubeou, mas mesmo assim viajou. Sem incidentes,
chegouaS.P. e portelefonemandou despedir o guarda. Por qué?

P> V) Coloque avirgula:
* Levar uma pedra do Rio a Europa uma andorinha néo faz veréo.
* Um fazendeiro tinha um bezerro e o pai do fazendeiro também
eraamae do bezerro.

P> V1) Um pai distribuiu um niimero x de magés a seus 3 filhos de

sorte que:

1) aofilhomaisvelhocoubemetade das magds maismeiamaca;

2) ao filho do meio, metade das magas que sobraram mais meia
magca;

3) ao filho mais mog¢o, metade das macas que restaram das duas
distribui¢cbes anteriores,maismeiamaca;

4) ao préprio pai coube umamaca.

Calcular o nimero x demacas.
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RECRZANDO

A Matematica em muito ajuda o desenvolvimento do raciocinio.
Cada "quebra-cabec¢a" € um repto ao nosso ego, uma razia a nossa
inteligéncia e ndo ha quem néo goste de enfrenta-lo. Existem as centenas,
envolvendo ou ndo a Matematica.

Pode parecer bizarra a incluséo de tal adendo. Justificamos como
uma homenagem especial aos nossos alunos de Licenciatura, que
poderao futuramente motivar suas aulas, em nivel de Ensino Fundamental
e Médio. Ade-mais, cabe ao futuro engenheiro desenvolver o raciocinio,
por ser este a principal ferramenta de trabalho.

J& pertencentes ao dominio publico, tais recreacbes foram
recriadas, uma vez que possuem redacao prépria. Em sua maioria esma-
gadora, nos foram verbalizadas por alunos e amigos e coletados por cerca
de 3lustros. Respostas na pagina 233.

P> 1) Assinale a alternativa que corresponde ao 5.° simbolo da
seqiéncia:
M, 2,8, M, ..
a) Q 9 &
0y (' &)V
o9 O

P> 11) Um tijolo pesa 2 quilos mais meio tijolo. Quanto pesa um tijolo
emeio?

P> 1ll) O homem-branco foi feito prisioneiro de uma feroz tribo
indigena. O cacique querendo demonstrar elevado grau de justica,
remeteu a sentencga a inteligéncia do prisioneiro.
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Comecou o cacique: "Vocé estd numa cela, onde existem duas
portas, cada uma vigiada por um guarda. Existe uma porta que dé para a
liberdade; e outra, para a morte. Vocé esta livre para escolher a porta que
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com uma mentira. Mas vocé desconhece qual guarda mente, ou qual diz a
verdade. Boa sorte!"
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guardas e fez uma Unica pergunta. S6 uma. E lampejamente saiu pela
porta que dava paraaliberdade.
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- Patréo - disse o guarda - estou com mau pressagio: sonhei esta
noite que o Sr. teria um acidente com o avido e me permita sugerir que ndo
viaje.
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P> V) Coloque avirgula:
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* Um fazendeiro tinha um bezerro e o pai do fazendeiro também
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P> V1) Um pai distribuiu um niimero x de magés a seus 3 filhos de

sorte que:

1) aofilhomaisvelhocoubemetade das magds maismeiamaca;

2) ao filho do meio, metade das magas que sobraram mais meia
magca;

3) ao filho mais mog¢o, metade das macas que restaram das duas
distribui¢cbes anteriores,maismeiamaca;

4) ao préprio pai coube umamaca.

Calcular o nimero x demacas.
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P> VII) Prove quemetade de onze é seis.

P> VIIl) Quando o Rei da Pérsia perguntou qual a recompensa que
desejava, o inventor do jogo de xadrez pediu um grao de trigo para o
primeiro quadrado do tabuleiro, dois para o segundo, quatro para o
terceiro, oito para o quarto, e assim por diante, dobrando a quantidade para
cada quadrado subsequente. Calcular o numero total de gréos
correspondentes aos 64 quadrados do tabuleiro.

TABULEIRO DE XADREZ

P> 1X) Um reldgio de parede da uma badalada & uma hora, duas
badaladas as duas horas, trés badaladas as trés horas e assim por diante.
Que horas sao quando ele esta dando a sua 42.2 badalada do dia?

P> X) A torneira A enche um tanque em 3 horas, e a torneira B, em 4
horas. Um siféo esvazia o tanque em 6 horas. Funcionando os trés juntos,
e otanque estando vazio, qual o tempo para enché-lo?

@
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P> XI) Aponte o erro nas operagdes abaixo:
Sejaa=b

1. multiplicando os doismembros por a:
a’=ab

2. subtraindo b’ de ambos osmembros:
a’-p’=ab-b’
ou
(a+b)(a-b)=b(a-b)

3. dividindo ambos os membros por (a - b):
at+tb=b

4.mas a=b
b+b=b
2b=b

5. dividindo os dois membros por b:

2=1

P> XII) Dois pastores: Ae B.
A diz para B: "Dé-me um de seus carneiros que ficamos com igual
namero”. B diz para A: "N&o, dé-me um de seus carneiros que ficarei com o
dobro dos seus". Quantos carneiros tem A e quantos tem B?

P> Xlll) Empregando apenas o algarismo 9, escrever:
a)10
b)100
c¢) 1000

P> XIV) Movendo apenas um palito do fésforo, torne verdadeira a
igualdade abaixo:
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P> XV) Trés irméos A, B e C receberam de heranca 17 camelos, na
partilha, caberia a A metade da céfila, a B uma terga parte, e C herdaria
uma nona parte. Como 17 ndo € mdltiplo de 2, de 3 e de 9, ndo houve
consenso entre os trés irm&os. Procuraram a via judicial.

O Juiz juntou ao espélio um de seus camelos, perfazendo um total
de 18 camelos e argiiu:

- Cabe a A metade de 17, ou seja 8,5 camelos. Com a inclusdo do
meu camelo,metade de 18 € 9.

- Cabe a B umaterca parte de 17, ou seja, 5,66 camelos. Tomo 18
edivido por 3,eassimB leva6.

- Cabe a C uma nona parte de 17, ou seja, 1,88. Tomo 18 e divido
por9eaCcabe?2.

Os trés irmaos anuiram e a sentenca foi proferida. Cumpre
esclarecerque 9+6 +2 =17 e ojuiz pdde reaver o seu camelo.

Explique o sofisma.

OBSERVAGAO:

Numa redagdo mais primorosa e elegante, vocé encontra o
problema dos camelos - porém para 34 - no livro O Homem que Calculava,
de Malba Tahan.

P> XVI) Uma lesma deve subir um poste de 10 m de altura. De dia
sobe 2 m e anoite desce 1 m. Emquantos dias atingird o topo do poste?

P> XVII) Existem nove bolas de marfim e uma delas por ser falsa tem
peso menor. Dispondo de uma balanca que em cada prato cabem no
maximo 3 bolas, pede-se o nimerominimo de pesagens para se descobrir
abolafalsa.

P> XVIII) O velho pai em seu leito de morte chamou seus dois filhos e
murmurou: "Como vocés sabem, tenho uma grande extenséo de terra e
ndo pretendo dividi-la. P6-los-ei a uma prova: cada um de vocés apanhe
um cavalo e o dono do ultimo cavalo que chegar a cidade de Meca ficara
sozinho com a herancga”.

O velho pai morreu e o filho F, tomou o cavalo C, e o filho F, tomou
o cavalo C,. Naturalmente passaram-se anos e nem a F, e nem a F,
interessava chegar primeiro a Meca.

Embusca de uma solugdo, procuraram um juiz. Este lhes deu uma
sugestdo, sem contrariar a proposicao do velho pai e os dois sairam em
disparada, cada umquerendo chegar primeiro que o outro a Meca.

Qual asugestdodojuiz?

@
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P> XIX) Calcular o valor de x na equacao:
fax +ate
a= -
mo

P> XX) Trés gatos comem trés ratos em trés minutos. Cem gatos
comem cem ratos emquantosminutos?

P> XXI) O pai do padre é filho demeupai.Oqueeusoudopadre?
P> XXIl) Qual o dobro da metade de dois?

P> XXIIl) Numa lagoa, ha dois patos na frente de dois patos, dois
patos no meio de dois patos e dois patos atras de dois patos. Quantos
patos hanalagoa?

P> XXIV) Depois de n dias uma pessoa observa que:
1) choveu 7 vezes, de manhéd ou a tarde;
2) quando chove demanhé&nédochoveatarde;
3) houve 5tardes sem chuva,;
4) houve 6 manhas sem chuva.

Calcularn.

OBSERVAGAO:
Questdo de concurso para engenheiro de Petrobras.

> XXV)Ovanrde% é:

> XXVI) Se um bezerro pesa 75 kg mais meio bezerro, quanto pesa
umbezerro inteiro?

2%
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P> XXVII) Decifre:

1000 1000

noés K nés
vocé tem

1000 1000

P XVIIl) Um avido lotado de passageiros parte do Rio de Janeiro em
diregdo a Buenos Aires. Por uma fatalidade cai na fronteira Brasil-
Argentina. Onde serdo enterrados os sobreviventes?

P> XXIX) Uma pata nascida no Chile bota um ovo na divisa Brasil-
Chile. Segundo o Itamaraty, a quem pertence 0 ovo?

P XXX) "Quem é aquele mogo?" - pergunta Regina. Débora
responde:
-"O pai dele é irmédo da esposa demeucunhado”.
Qual o grau de parentesco entre o moco e Débora?

P> XXXI) O p é um namero irracional e para 8 casas decimais tem o
valor:
p=3,14159265
Afrase abaixo, representa um artificio para memoriza-lo:
SOU O MEDO E TEMOR CONSTANTE DO MENINO VADIO.
Onde cada palavra encerra um nimero de letras que coincide em
ordem com cada algarismo do p.

P XXXII) Teste a sua intuigdo: uma moeda é envolta, bem ajustada,
em todo o seu perimetro por um barbante. O mesmo se faz com a Terra
(considere-a esférica) a altura do Equador. Acrescentando 1 m ao
comprimento dos barbantes em ambos os casos resulta uma "folga". Qual
"folga" € maior: entre o barbante e a moeda ou entre o barbante e a Terra?
Qual dos dois casos permite a passagem de uma ratazana?

OBSERVAGAO:
Este problema ¢é encontrado no livro Geometria Analitica de

Boulos e Camargo.
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P> XXXIII) De posse de um lapis e de uma folha de papel em branco,
escrever o nimero 1000 dentro de um circulo fechado, com a condic¢éo de
néo se levantar o lapis do papel. Assim:

P XXXIV) Um matematico ao contar a histéria dos 3 porquinhos a
seu filho de 5 anos, comecou: "Seja F uma floresta onde h& 3 porquinhos:
P,,P,eP,. AdmitindoP,>P,>P,."

P XXXV) Eis aqui um belo texto por demais conhecido. A autoria é
desconhecida. Transcrevemo-lo com alguns acréscimos e alteracdes.

A TRAGEDIA DA MATEMATICA

Num certo livro de Matematica, um quociente apaixonou-se por
uma incégnita. Ele, o quociente, é produto da notavel familia dos
polindbmios. Ela, uma simples incognita, resultante de um ente geométrico
com uma equacao literal.

Oh! Que tremenda desigualdade. Mas como todos sabem, o amor
nao tem limites e vai do menos infinito ao mais infinito.

Apaixonado, o quociente a olhou do apice a base, sob todos os
angulos, agudos e obtusos. Era linda, figura impar, com tragos que a
punham em evidéncia: olhar rombdide, boca eliptica, seios esferéides num
corpo cilindrico de linhas senoidais.

-Quemés?-perguntou o quociente com olhar radical.

- Sou araiz quadrada da soma do quadrado dos catetos. Mas pode
me chamar de Hipotenusa - respondeu ela com uma expressao algébrica
de quem ama.

Ele fez de suavida uma paralela a dela, até que se encontraram no
infinito. E se amaram ao quadrado da velocidade da luz, tragando ao sabor
do momento e da paix&o, retas e curvas nos jardins da terceira dimenséo.

Ele a amava e a reciproca era verdadeira. Adoravam-se na
mesma razao e proporcao, no intervalo aberto da vida.

Trés quadrantes depois, resolveram se casar. Tracaram planos
para o futuro e todos lhes desejaram felicidade integral. Os padrinhos
foram o vetor e a bissetriz.

Tudo estava nos eixos. O amor crescia em progressao
geométrica: como o marido era uma poténcia, Hipotenusa foi fecundada
guando estava em suas coordenadas positivas. Tiveram um par: o menino,
em homenagem ao padrinho, chamaram de versor; a menina, uma linda
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abscissa. Nasceram de uma operagéo cartesiana.

Foram felizes até que, um dia, tudo se tornou uma constante. Foi
ai que surgiu um outro. Sim, um outro. O Maximo Divisor Comum, um
frequientador de circulos concéntricos viciosos. O minimo que o Maximo
ofereceu foi uma grandeza absoluta. Ela sentiu-se impropria, mas amava o
Méximo. Sabedor deste triangulo amoroso, o quociente chamou-a de
ordinéria.

Sentindo-se um denominador, resolveu aplicar a solucgao trivial:
um ponto de descontinuidade na vida deles. E quando os dois amantes
estavam em coldquio, ele em termos menores e ela de combinacao linear,
chegou o quociente e, num giro determinante, disparou o seu 45.

Ela passou para o espacgo imaginario e o quociente foi parar num
intervalo fechado, onde a luz solar se via através de pequenas malhas
guadréticas.

P> XXXVI) Ummatematico, chamado Roberto, tinha 3 filhos:
1. Zero-berto
2.Um-berto
3. Dois-berto

P> XXXVII) Um trem parte de uma cidade A a 110 km/h e, ao mesmo
tempo, um outro parte da cidade B a 90 km/h. Encontram-se numa cidade
C. Qual dos dois trens estamaispréximo da cidade B?

P XXXVIII) Um barqueiro, estando na margem A de um rio, tem que
atravessar para a margem B um coelho, uma onga e uma caixa de
cenouras. Como seu barco € muito pequeno, ele s6 pode atravessar um de
cada vez. Para que a onca ndo coma o coelho e o coelho ndo coma a
cenoura, em que sequéncia o barqueiro deve proceder atravessia?
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Respostas

P> 1) Resposta: d.
Divida cada simbolo por umareta vertical. Assim:

M ® tem-se a direita da retaoalgarismo1leaesquerdao

o algarismo 1 invertido.
S : 2 ® tem-se a direita daretaoalgarismo2eaesquerdao

: algarismo 2 invertido.
O 3.° simbolo corresponde ao algarismo 3, 0 4.° simboloao 4 e a

respostaao 5.

> I]) Resp.: 6 kg.
E sé resolver a equagéo:
peso dotijolo=x

x:2+%x® X=4

Entao, umtijolo e meio pesa 6 kg.

P> 1ll) O homem-branco perguntou a um dos guardas: "Segundo o
outro guarda, qual a porta que da para a liberdade?" E saiu pela porta
oposta.

Justificativa: 1) O homem-branco formula a pergunta ao guarda
que sempre diz a verdade. Este, sabendo que o outro guarda mente,
indicara a porta que leva a morte. 2) O homem-branco formula a pergunta
ao guarda que sempre mente. Este, por ser mentiroso, dira que o outro
guarda apontara a porta que leva a morte.

P> IV) Se era guarda-noturno ndo podia ter sonhado (dormido) a
noite.
P> V)*...umaandorinhanédo faz, verao.

OBSERVACAO:
Verédo néo é substantivo e sim verbo (verao vocés).

* um fazendeiro tinha um bezerro e o pai, do fazendeiro também
eraamae do bezerro.

B
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P> VI) 15macas.

Resolucéo:
1)aomaisvelho: X 41 _X*1

2 2 2

x. X+l
2) aofilho domeio: 2 ,1_x+1
2 2 4

X - X+1 x+1

3) a0 maismogo: 2 4 1_x+1
2 2 8

4)aopai: 1
Equacéo:

X+1 x+1 x+1
+ + +
2 4 8

1=x
gue resolvida, nos conduz ax =15.

P> VIl) Em algarismos romanos, represente o Xl. Horizontalmente,
divida-o ao meio. Assim:

Xt =VI

P> VIIl) A seqliéncia (1, 2, 4, 8, 16, 32 ...) constitui uma PG limitada,
onde:a,=1,q=2en=64¢e pede-se asomade seus 64 termos.
a) Célculode a,,
a,=aq"”
a,=a,0"=1(2)"=2"

b) Célculode S,
_a9-a,
gq-1

2% 2.1
564:7
2-1

n

=2%-1

Resp.: 2*-1gréos detrigo.
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OBSERVACAO:

Segundo Malba Tahan, o celeiro que satisfaz essa condigao é, por
exemplo, aquele que tem 4 m de altura, 10 m de largura e 300.000.000 km
de comprimento, ou quase o dobro de distancia que separa a Terra do Sol.

A quantidade de trigo, cujo numero de graos corresponde a
expressédo 2 - 1, cobriria toda a superficie da Terra com uma camada de
trigo de 2cm de altural...

P> 1X) 9 horas.

P> X) 2 horas e 24 min.
Resolucao: A B

Empregue aférmula: jE LEL

11,11 _31,, 41,17
tot, t tq
g
onde: I
t ® tempo procurado 6h
t, ® tempo datorneira A (3h)
ts ® tempo datorneira B (4h)
ts ® tempo do sifao S (6h)

Resp.: t=2,4h=2horas e 24minutos.

P> XI) Observe no item 3 que a - b = 0, e matematicamente n&o se po-
de dividir por zero.

P Xll)5e7.
Resolucao:
ndmero de carneiros de A=x
ndmero de carneirosdeB=y
X+1=y-1
y+1=2(x-1)

Resolvendo o sistematem-se: x=5ey=7.

B
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> XIll)

a) 9+9:10
9

b) 99+g:100

c) 999 +g =1000

P> XV) Basta observar que o nimero de camelos que emtesecaberia

asoma(A+B+C) néoél?esim%+%+% =05 +5,66 +188 = 16,04.

Adiferencaentre 17 e 16,04 € 0,96, que ficou assim distribuido:
-afavordeA:9-8,5=0,5

-afavordeB:6-5,66=0,34

-afavordeC:2-1,88=0,12

A somadasdiferencas: 0,5+0,34 + 0,12 perfaz 0,96.

P> XVI) 9 dias. No nono dia a lesma sobe 2 m, atinge o topo e
evidentemente ndo desce 1 m.

P> XVII) Apenas 2 pesagens.

P> XVIII) Atente para a proposicdo do velho pai: "o dono do ultimo
cavalo que chegar a Meca..." O Juiz simplesmente sugeriu que trocassem
de cavalos. Assim, F, montou em C, e disparou em dire¢édo a Meca, pois se
chegasse em primeiro, seu cavalo C, chegaria em ultimo. Por sua vez F,
montou em C, e também disparou em dire¢&o a Meca, para que seu cavalo
C, chegasse emultimo.

@
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P XIX) x=a.mo - te. Algebricamente, explicite o x:

ax +ate a(x +te X +te
a2z YA, o _AXHIE) ), X*IE
mo mo mo

P a.mo=x+te

P x=a.mo-te

P> XX) 3minutos.

B XXI) Tio.

B XXII) Dois.

> XXIll) 4 patos. Entenda pela figura:

P XXIV) Resp.: 9.
Resolucéo:

manhas chuvosas + tardes chuvosas = dias chuvosos

7

(n-6) + (n-5)

Resolvendoaequacgdo (n-6)+(n-5)=7 tem-sen=9.
XXv) ¥ - N
2

OBSERVACAO:
Oito "deitado" dividido por dois, resulta quatro "deitado”.

B



Jacir. J. Venturi

P> XXVI1)150kg
Resolucao:
pesodo bezerro=x

entdo: x = 75+§ P x =150
P> XXVII) Céentre nds, vocé temmilen/cantos.
P XXVIII) Sobrevivente ndo se enterral!
P XXIX) O Brasil ndo faz divisa com o Chile.
P> XXX) OmogoésobrinhodeDébora.
- XXXI) X - X - X
P> XXXII) A folga é amesma (16 cm). Em ambos os casos a ratazana

passa com a mesma facilidade!

Justificativa:

A"folga"independe doraio. Seja R o raio de uma circunferéncia de
C = 2pR. Acrescendo 1 m tem-se C' = 2pR'". A "folga" igual a 1 m é a dife-
renca C'- C.Matematicamente:

C'-C=1P 2pR'-2pR=1b (R'-R)= 2—2 @uL6 cm.

P> XXXIIl) Dobre a borda inferior da folha de papel de forma que se
sobreponham. Afigurailustra: sigaosnumerosde 1a10.
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P XXXVII) Ambos os trens estdo a mesma distancia da cidade B.

B XXXVII)
1) Atravessa o coelho paraa margem B;
2) Retorna sozinho paraa margem A;
3) Levaacenoura paraamargem B;
4) Traz de volta o coelho paraa margem A;
5) Leva aonga paraamargemB,
umavez gue a onga ndo come cenoura;
6) Volta sozinho paraamargem A;
7) Finalmente retorna para a margem B com o coelho.






BIBLIOGRAFIA

1) BARSOTTI, Leo. Geometria Analitica e vetores. Curitiba, Artes
Gréficas e Editora Unificado, 1984. 3.2ed. v. 1. 165p.

2) BOULOS, Paulo; CAMARGO, Ilvan de. Geometria Analitica: um
tratamento vetorial. Sdo Paulo,McGraw-Hill, 1987. 2.2 ed. 383 p.

3) STEINBRUCH, Alfredo; WINTERLE, Paulo. Geometria
Analitica. S&o Paulo, Mc Graw-Hill, 1987. 2.2ed. 291 p.

4) CAROLLI, Alésio Jodo de; CALLIOLI, Carlos Alberto; FEITOSA,
Miguel Oliva. Vetores, Geometria Analitica: teoria e exercicios. Sao Paulo,
Nobel, 1968. 6.2ed. 212 p.

5) MURDOCH, David C. Geometria Analitica: com uma introdugéo
ao calculo vetorial e matrizes. Rio de Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos,
1971.2.2ed. 296 p.

6) REIS, Genésio Lima dos; SILVA, Valdir Vilmar da. Geometria
Analitica. Rio de Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos, 1984. 1.2ed. 227 p.

7) SANTOS, Nathan Moreira dos. Vetores e Matrizes. Rio de
Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos, 1979. 2.2ed. 152 p.

8) LEITE, Olimpio Rudinin Vissoto. Geometria Analitica Espacial.
Sé&o Paulo, Edi¢des Loyola, 1983.1.2ed. 251 p.

9) GIACAGLIA, G. E. O. Vetores e Geometria Analitica -
Elementos de Algebra Linear. S&o Paulo, Nobel, 1985. 3.2ed. 355p.

10) MACHADO, Antdnio dos Santos. Algebra Linear e Geometria
Analitica. Sao Paulo, Atual, 1980. 1.2ed. 210 p.

11) LEHMANN, Charles H. Geometria Analitica. México, UTEHA,
1953.1.2ed. 488 p.

12) MAIA, L. P. M. Calculo Vetorial. Rio de Janeiro, Latino-
Americana. 1.2ed. 111 p.

13) zOZIMO, Gongalves Menna. Geometria Analitica Plana:
tratamento vetorial. Rio de Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos, 1978. 1.2
ed. 248 p.

14) CABRERA y MEDICI. Geometria Analitica. Buenos Aires,
1947.1.2ed. 456p.

15) BOYER, Carl B. Histéria da Matematica. Sao Paulo, Editora da
Universidade de S. Paulo, 1974. 1.2ed. 488 p.

16) SIMMONS, George F. Calculo com Geometria Analitica. Sao
Paulo,McGraw-Hill, 1987.1.2ed.v. 1. 829 p.






	Índice
	Prefácio
	Mensagem
	Sinopse
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Capítulo 6
	Capítulo 7
	Capítulo 8
	Apêndice
	Bibliografia



