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CONICAS E QUADRICAS

PREFACTIO

Conta uma fabula grega que os deuses do Olimpo estavam
preocupados com a evolu¢do do homem. Este estava se desenvol-
vendo tanto pelo uso de sua inteligéncia que em breve alcancaria 0s
imortais deuses.

Era preciso agir. O tonitroante e todo-poderoso Zeus, senhor
dos deuses e do mundo, vociferou: "Vamos esconder do homem o
seutalento, e ele jamais nos alcancgara”.

Mas onde esconder o talento do homem? Posseidon, deus
dos mares, sugeriu as profundezas dos oceanos. Apolo, deus da luz,
no topo da montanha. Deméter, deusa da terra, em vales reconditos,
Hefesto, deus do fogo, em magmas vulcanicas. Ares, deus da guerra,
nas geleiras eternas.

Impavido, Zeus declara: "Nada disso, o melhor esconderijo
do homem é o interior do proprio homem. Ele jamais ha de procurar o
que estadentrodesi".

Esta fabula n&o so6 enaltece a busca do autoconhecimento e
do desenvolvimento das proprias potencialidades, mas também
retrata a saga intelectual do povo grego. Mesmo aos nedfitos, a cultu-
ra helenistica enseja umextraordinario fascinio.

A investigago sistemética, racional e criativa norteia suas
atividades na Matematica (Hipdcrates, Anaxagoras, Zenao,
Demadcrito, Hipias, Tales, Hipasus, Pitagoras, Euclides, Arquimedes,
Apoldnio, Eudoxo, Aristarco, EratOstenes, Ptolomeu, Hiparco,
Diofanto, Papus); na Filosofia (Socrates, Platdo, AristOsteles,
Anaximenes, Anaximandro, Protagoras, Zendo, Epicuro); na
Histéria (Herddoto, Xenofonte, Tucidides); na Poesia (Homero,
Pindaro, Hesiodo, Safo); no Teatro (Esquilo, Séfocles, Aristofanes,
Euripides); nas Artes (Fidias, Miron, Ictinio, Calicrates); na
Medicina (Hip6crates, Empédocles, Alcméon).

Aos gregos (por nascimento e/ou formacgéo) Pitagoras,
Euclides, Arquimedes e Apol6nio deve-se praticamente todo o
desenvolvimento geométrico das Conicas. E muito mais, ensejaram
a transicdo da fase intuitiva e empirica da Matemética dos antigos
egipcios e babildnios para a fase de axiomatizagdao da Matematica.
Mormente, da Geometria, "um mundo de infinita harmonia", confor-
me assevera o renomado escritor argentino Ernesto Sabato.

No volume anterior, Algebra Vetorial e Geometria
Analitica, tratamos de equacdes lineares, isto €, equagdes que so
possuiam termos do 1.°grau emx, y e z. No presente (e despretensio-
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so) livro-texto, tratar-se-a de equag0des do 2.° grau, no plano cartesia-
no. Em especial, a parabola, a elipse, a hipérbole e a circunferéncia.
Sé&o curvas obtidas pela interse¢éo de um plano com um cone circular
de 2 folhas. Por isso, séo chamadas de sec¢des cbnicas ou simples-
mente conicas.

Tratar-se-a também de superficie quadricas, que ganham
uma importancia cada vez maior na area computacional (Fractais,
por exemplo).

Uma quadrica é o conjunto de pontos E°, cujas coordena-
das cartesianas, verificam uma equacao do 2.° grau a, no maximo,
trés variaveis. Esferas, paraboléides, elipsoéides, hiperboldides, cilin-
dros (do 2.° grau) e cones (do 2.° grau) constituem as mais conheci-
das superficie quadricas.

Um grande numero de ilustracdes facilita o entendimento do
texto e é imprescindivel quando se almeja uma conspicua formacgéo
geométrica. Ha indicacdes de aplicabilidade prética, sinopses histo-
ricas e sugestdes para a resolugdo de exercicios, no intuito de moti-
var o aluno naquilo que esta estudando. Com o escopo didatico, os
exercicios estéo dispostos emordem crescente de dificuldade.

Deve-se ter em mente que a resolucéo dos exercicios pre-
cede necessariamente um bom conhecimento da teoria. Por vezes,
preferiu-se a apresentacgao intuitiva aos refinamentos tedricos, que
viessem obstaculizar acompreensao do novel universitario.

Honraram-nos sobremaneira a analise criteriosa e as
sugestodes feitas pelo Prof. Leo Barsotti nos manuscritos que antece-
deram este manual e de quem fomos assistentes por 3 lustros. Nesta
convivéncia, aprendemos a admira-lo ndo apenas como profissional
exigente e de extraordinario conteddo mas também como exemplo
de coeréncia e justica.

Ademais, cumprimos o elementar dever de gratiddo pelo
desprendimento com que os professores Florinda Miyadka, Osny A.
Dacol, Décio Krause, Ana Maria N. de Oliveira, Luiz Carlos
Doménico e Adilson Longen se dispuseram a ler o manuscrito e apre-
sentar sugestdes. O mesmo preito de gratiddo estendemos a pléiade
de colegas e amigos do Depto. deMatematica da UFPR, que nos pro-
piciaram uma convivéncia de crescimento pessoal e profissional.

Também a nossa profunda e sincera gratiddo aos abnega-
dos professores Pe. Oneres Marchiori e Pe. Andreas Wiggers pelos
ensinamentos de Matematica, Latim e Grego no Ensino
Fundamental e Médio em Lages(SC) e antes de tudo exemplos de
altruismo e dedicagéo.

Criticas e sugestdes hdo de surgir. E serdo bem-vindas.
Resta-nos o consolo de ter envidado esforcos para empregar util-
mente 0 N0Sso tempo.

O autor




CONICAS E QUADRICAS

CONICAS: RESENHA HISTORICA

INTRODUGAO

"Na maior parte das ciéncias, assevera Herman Hankel, uma gera-
¢do pde abaixo o0 que a outra construiu, e o que uma estabeleceu a outra
desfaz. Somente na Matemética é que uma geracdo constréi um novo
andar sobre a antiga estrutura.” Como na formac&o de uma estrutura geo-
I6gica, as descobertas matematicas se sedimentam e se estratificam ao
longo dos séculos. Entretanto ndo se infira que a Matematica é uma cién-
cia estética e sim emcontinua evolucao. As formulac¢des inicialmente ténu-
es e difusas percorrem um espinhoso caminho até atingir a magnitude de
seu desenvolvimento.

No presente epitome histérico, vamo-nos ater ao periodo conside-
rado por muitos historiadores como a fase aurea da Matemética da anti-
glidade. Esse periodo se inicia com a Escola Pitagérica (séc. Vla.C.), tem
seqliéncia com Euclides e Arquimedes e termina com Apolénio (séc. Il
a.C.).

Este apandgio, por si s6, ndo justificaria esta resenha historica no
presente livro-texto que trata das Coénicas. No entanto, é justamente
nesse periodo que se da praticamente todo o desenvolvimento geométrico
das cénicas. Porém, o enfoque analitico das conicas s6 acontece com
Fermat (1601-1665), uma vez que 0s matematicos gregos nao possuiam
uma notacao algébrica adequada.

Credita-se a Fermat:

- 0 estabelecimento do principio fundamental de que uma equa-
¢do do 1.° grau, no plano, representa uma reta e que uma equacéo do 2.°
grau, no plano, representa uma cénica;

- adeterminacdo das equacdes mais simples da reta, da circunfe-
réncia, da elipse, da parabola e da hipérbole;

- aaplicacéo darotagéo de eixos para reduzir uma equagéo do 2.°
grau a suaformamaissimples.
PITAGORAS (560(?)-500(?)a.C.)

A palavra Matematica (Mathematike, em grego) surgiu com
Pitagoras, que foi o primeiro a concebé-la como um sistema de pensamen-
to, fulcrado emprovas dedutivas.

Existem, no entanto, indicios de que o chamado Teorema de
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Pitagoras (a’= b’ + ¢ ja era conhecido dos babilénios em 1600 a.C. com
escopo empirico. Estes usavam sistemas de notagdo sexagesimal na
medida do tempo e namedida dos angulos.

Pitagoras nasceu na Asia Menor, nailha de Samos. Percorreu por
30 anos o Egito, Babilonia, Siria, Fenicia e quica india e Pérsia, onde acu-
mulou ecléticos conhecimentos: astronomia, matematica, ciéncia, filoso-
fia, misticismo e religi&o. E oportuno lembrar a sua contemporaneidade
com Buda, Conflcio e Lao-Tsé.

Retornando a Samos, indispds-se com o tirano Policrates e emi-
grou para o meridido da Italia, na Ilha de Crotona, de dominagéo grega. Ai
fundou a Escola Pitagérica, a quem se concede a gldria de ser a "primeira
Universidade domundo".

A Escola Pitagérica e suas atividades se viram desde ent&o envol-

tas porum véu de lendas. Foi uma entidade parcialmente secreta com cen-
tenas de alunos que compunham uma irmandade religiosa e intelectual:

- prética de rituais de purificacdo e crenga na doutrina da me-
tempsicose, isto é, na transmigracdo da alma apos a morte, de um corpo
para outro. Portanto, advogavam a reencarnacdo e a imortalidade da
alma;

- lealdade entre os seus membros e distribuicdo comunitaria dos
bens materiais;

- austeridade, ascetismo e obediéncia a hierarquia da Escola;

- proibicdo de beber vinho e comer carne (portanto é falsa a infor-
macao que seus discipulos tivessem mandado matar 100 bois quando da
demonstragao do denominado Teorema de Pitagoras);

- purificacdo da mente pelo estudo de Geometria, Aritmética,
Musica e Astronomia;

- classificacdo aritmética dos nimeros em pares, impares, primos
e fatoraveis;

- "criac@o de um modelo de definicdes, axiomas, teoremas e pro-
vas, segundo o qual a estrutura intrincada da Geometria é obtida de um
pegueno namero de afirmacgdes explicitamente feitas e da agao de um racio-
cinio dedutivo rigoroso" (George Simmons);

- grande celeuma instalou-se entre os discipulos de Pitagoras a
respeito dairracionalidade do J2 . Utilizando notacao algébrica, a equacgao
X’ =2 ndo admitia solugdo numérica para os pitagoricos, pois estes s6 admi-
tiam os numeros racionais. Dada a conotag¢&o mistica atribuida a V2,
comenta-se que, quando o infeliz Hipasus de Metapontum propds uma
solugdo para o impasse, os outros discipulos o expulsaram da Escola e o

afogaram nomar;
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- na Astronomia, idéias inovadoras, embora nem sempre verdadei-
ras: a Terra é esférica, os planetas movem-se em diferentes velocidades
em suas Varias orbitas ao redor da Terra. Pela cuidadosa observacao dos
astros cristalizou-se a idéia de que ha uma ordem que domina o Universo;

- aos pitagéricos deve-se provavelmente a constru¢éo do cubo,
tetraedro, octoedro, dodecaedro e a bem conhecida "se¢do urea”;

- na Musica, uma descoberta notavel de que os intervalos musicais
se colocam de modo que admitem expressdes através de propor¢des arit-
méticas: /2, %/s, *ls.

No entanto, Pitagoras deve ser considerado uma figura imprecisa
historicamente, ja que tudo o que dele sabemos deve-se a tradicao oral.
Nada deixou escrito, e os primeiros trabalhos sobre o mesmo deve-se a
Filolau, quase 100 anos ap6s a morte de Pitadgoras. Mas nao € facil negar
aos pitagoricos - assevera Carl Boyer - "o papel primordial para o estabele-
cimento da Matematica como disciplinaracional”. A despeito de algum exa-
gero, ha séculos cunhou-se uma frase: "Se ndo houvesse o 'teorema
Pitagoras', ndo existiria a Geometria".

A Escola Pitagérica ensejou forte influéncia na poderosa verve de
Euclides e Platdo, na antiga era crista, na Idade Média, na Renascenca e
até emnossos dias com o Neopitagorismo.

EUCLIDES (c.325-¢.265a.C.)

Ignora-se o local e ano de nascimento de Euclides.
Provavelmente, tenha recebido os primeiros ensinamentos de Matematica
dos discipulos de Platéo.

Ptolomeu | - general macedénio favorito de Alexandre, o Grande,
morto em323a.C.-trouxeEuclidesdeAtenasparaAlexandria. Esta torna-
ra-se a nova capital egipcia no litoral mediterrdneo e centro econémico e
intelectual do mundo helenistico. Euclides fundou a Escola de Matemética
na renomada Biblioteca de Alexandria, que pode ter alcan¢ado a cifra de
700.000 rolos (papiros e pergaminhos).

Alexandria, a partir de Euclides até o séc. IV d.C., reinou quase
absoluta ndo sé como a mais eclética e cosmopolita cidade da antiglida-
de,mastambémcomoprincipal centro de producdomatematica.

A mais conspicua obra de Euclides, Os Elementos (c. 300 a.C.),
constitui um dos mais notaveis compéndios de Matemética de todos os
tempos, com mais de mil edicdes desde o advento daimprensa (a primeira
versdo impressa de Os Elementos apareceu em Veneza em 1482). Tem
sido - segundo George Simmons - “considerado como responsavel por
uma influéncia sobre a mente humana maior que qualquer outro livro, com

excecao daBiblia".
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Conta-se que o rei Ptolomeu, tenho folheado Os Elementos, per-
guntou esperancosamente a Euclides se ndo havia um caminho mais
suave para aprender Geometria. Laconico, Euclides teria respondido:
"N&o ha uma estradareal paraa Geometria".

Os Elementos sdo uma compilacdo metddica e ordenada de 465
proposicdes reunidas em 13 livros. Sua caracteristica € o rigor das
demonstragdes, o encadeamento légico dos teoremas, axiomas e postula-
dos e a clareza na exposi¢do. Sua proposta € uma Geometria dedutiva,
despreocupada das limitacdes praticas, contrastando com a Geometria
egipcia, de carater indutivo e fulcrada em problemas concretos.

Dos 13 livros em que se subdividem Os Elementos, 0s 6 primei-
ros tratam da Geometria Plana Elementar; os 3 seguintes, da Teoria dos
Numeros, o livro X trata dos Incomensuraveis (nUmeros irracionais) e os 3
ultimos, da Geometria no Espaco.

O livro XIIl de Os Elementos aborda exclusivamente as proprie-
dades dos 5 solidos regulares - denominados Poliedros de Platao.
Lembramos que um poliedro (do grego poli (muitas) + edro (faces)) é um
sélido cuja superficie € constituida de faces poligonais. O poliedro é regu-
lar se suas faces forem poligonos regulares. Ha apenas 5 poliedros regula-
res: o tetraedro (4 faces triangulares), o cubo ou hexaedro (6 faces quadra-
das), o octaedro (8 faces triangulares), o dodecaedro (12 faces pentagona-
is) e oicosaedro (20 faces triangulares).

Faz-se oportuna a assercao de George Simmons: "A construgcao
de poliedros regulares fornece um climax soberbo a Geometria de
Euclides, e alguns conjecturam que esse foi o proposito primeiro pelo qual
Os Elementos foram escritos: o de glorificar os Poliedros de Platdo". Na
proposicéo 18, a ultima de Os Elementos, Euclides prova que ndo pode
haver umoutro poliedro regular, além dos 5 mencionados.

Euclides foi sinbnimo de Geometria e reinou absoluto até o séc.
XIX, quando foi parcialmente contestado o seu famoso 5.° postulado, por
Riemann, Lobatchewski e Bolyai (criadores das geometrias néo-
euclidianas).

A bibliografia de Euclides é eclética e valiosa: Os Dados (solucéo
de problemas geométricos planos, que complementavam os 6 primeiros
volumes de Os Elementos); Da Divis&o (trata da diviséo de figuras pla-
nas); Fenémenos (geometria esférica aplicada a astronomia); Optica
(que trata da geometria dos raios refletidos e dos raios refratados);
Introdugdo Harménica (mdusica).

E para desfortuna de milhares de matematicos, muitas das obras
de Euclides se perderam: Lugares de superficie, Pseudaria, Porismas
(que pode ter representado algo proximo da nossa atual Geometria
Analitica). Precipuamente, lamenta-se o desaparecimento de AS
CONICAS de Euclides, que, conforme referéncias, deve ter tratado de
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esfera, cilindro, cone, elipsoide, paraboléide, hiperboloide, etc.

A Biblioteca de Alexandria estava muito proxima do que se enten-
de hoje por Universidade. E se faz apropriado o depoimento do insigne
Carl B. Boyer, em a Histéria da Matematica: "A Universidade de
Alexandria evidentemente nao diferia muito de instituicbes modernas de
cultura superior. Parte dos professores provavelmente se notabilizou na
pesquisa, outros eram melhores como administradores e outros ainda
eram conhecidos pela sua capacidade de ensinar. Pelos relatos que pos-
suimos, parece que Euclides definitivamente pertencia a Ultima categoria.
Nenhuma descoberta nova é atribuida a ele, mas era conhecido pela sua
habilidade ao expor. Essa é a chave do sucesso de sua maior obra - Os
Elementos.”

ARQUIMEDES (287(?)-212a.C.)

A genialidade de Arquimedes como fisico-matematico sé é com-
paravel com Isaac Newton, no séc. XVIII. Sua produgéo é completamente
original e muito vasta, incluindo Geometria Plana e Sélida, Astronomia,
Aritmética,Mecénica e Hidrostatica.

Nasceu na ilha grega da Sicilia, na cidade de Siracusa. Quando
jovem estudou em Alexandria, o templo do saber da época, com os disci-
pulos de Euclides.

Suas invengdes engenhosas, suasmaquinas de carater utilitario e
bélico, o memorizaram através dos séculos por historiadores romanos, gre-
gos, bizantinos e arabes.

Arquimedes, no entanto, considerava seus engenhos mecanicos
como fator episddico e que, de certa forma, tiravam a dignidade da ciéncia
pura. "Sua mentalidade ndo era a de um engenheiro, mas sim, a de um
matematico".

Alguns de seus feitos séo classicos e conhecidos, mas merecem
serrelembrados:

Por descrigao de Vitrivio, conhecemos a histéria da coroa do rei
Herdo. Este havia encomendado a um ourives uma coroa de ouro puro.
Uma vez pronta, o desconfiado rei Herdo solicitou a Arquimedes que anali-
sasse a coroa e dirimisse a duvida: era a coroa de ouro puro ou feita de
umaamalgama com prata?

Quando tomava banho, Arquimedes observou que, a medida que
seu corpo mergulhava na banheira, a 4gua transbordava. Foi o insight
pararesolver o problema.

Conta o historiador Vitravio que Arquimedes, eufdrico, teria saido
pelas ruas, completamente nu, gritando "Eureka, eureka”, que significa
"Achei, achei".

Refeito do vexame, Arquimedes comprovou que houve fraude por
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parte do ourives. Destarte, tomou dois recipientes cheios de agua e num
recipiente imergiu um bloco de ouro e noutro recipiente, um bloco de prata.
Como ambos os blocos continham 0 mesmo peso que a coroa, comprovou
afraude, pois constatou que os blocos deslocavam quantidades diferentes
de agua.

Deste fato decorre o principio de Arquimedes, lei basica da
Hidrostatica: Todo corpo mergulhado num fluido recebe um impulso de
baixo para cimaigual ao peso do volume do fluido deslocado.

Paradoxalmente, Arquimedes era muito negligente em termos de
asseio pessoal. Lé-se em Plutarco que Arquimedes "era por vezes levado
aforca para banhar-se ou passar 6leo no corpo, que costumava tracar figu-
ras geomeétricas nas cinzas do fogo, e diagramas no 6leo de seu corpo,
estando emumestadodepreocupacéo total e de possessao divina, no sen-
tidomaisverdadeiro, por seu amor e deleite pela ciéncia”.

Na 2.2 Guerra Punica, contra a poderosa razia do exército e mari-
nha romanos, comandados pelo Coénsul Marcelo, a sagacidade de
Arquimedes criou aparatos devastadores:

- catapultas de grande alcance para lancar blocos de pedra sobre
as galerasinimigas;

- gigantescos guindastes que elevavam a proa dos navios roma-
nos, afundando-os pela popa;

- um enorme espelho que incendiava os navios hostis a distancia,
umavez que refletiam os raios solares.

Plutarco conta que se instalou tamanho temor e angustia entre as
tropas romanas, que qualquer corda ou pau sobre as muralhas de
Siracusa era considerado uma artimanha diabdlica de Arquimedes.

Marcelo desistiu de tomar Siracusa por assalto e infligiu um cerco
de 3anos.Em212a.C.acidaderendeu-se.

Adentrando-se as muralhas de Siracusa as hostes romanas pro-
moveram a pilhagem, seguida de uma sangrenta matanca. Um soldado
aproximou-se de um encanecido senhor de 75 anos, que indiferente a cha-
cina, desenhava diagramas na areia e absorto balbuciou: "N&o perturbes
0s meus circulos". O soldado enraivecido trespassou-o0 com a espada.
Foram as derradeiras palavras de Arquimedes.

Marcelo, que havia dado ordens expressas para que se poupasse
avida de seu arquirival, ficou muito entristecido e providenciou que lhe con-
cedesse um enterro com honras. Mandou erigir um monumento e, satisfa-
zendo o desejo de Arquimedes, foi gravada na lapide de seu timulo a
representagdo de uma esferainscrita num cilindro circular reto cuja altura é
igual ao seu diametro, pois ele havia descoberto e provado as relagdes
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matematicas (notacao hodierna):

N

 ——

Outros inventos notaveis ou estudos de Arquimedes:

-Ummecanismo feito de tubos emhélice, fixos a umeixoinclinado
com uma manivela para fazé-lo girar. Tem por escopo elevar a agua a um
plano superior, conhecido como "parafuso de Arquimedes". E um processo
rudimentar,masqueaindaéusadoaolongodorioNilo.

- Descobriu o principio da alavanca e cunhou o célebre aforisma:
"Dé-me umponto de apoio e levantarei o mundo".

- Conta Plutarco que Arquimedes arrastou uma das galeras do rei
Herdo tdo suave e uniformemente como se navegasse em pleno mar,
movendo apenas com sua mao a extremidade de um engenho que consis-
tiaemumblococompoliasecordas.

- Relata Cicero que Arquimedes construiu um empolgante meca-
nismo hidraulico, com esferas moveis que representavam o Sol, a Lua, os
cinco planetas (conhecidos), podendo-se observar as fases e os eclipses
daLua. Enfim, umpequeno planetério.

A grandezatambém semanifesta naMatematica:

- No tratado Sobre as Medidas do Circulo, Arquimedes, em um
circulo dado, inscreveu e circunscreveu um poligono de 96 lados e obteve
a formula para o célculo da &rea do circulo e, por muitos séculos, 0 mais
acertado valor parap:

10 10
—<pPp<3—
71 p<3

3 70

OBSERVAGAO:
A obtencéo da area do circulo através de poligonos ficou conheci-
da como a"quadratura do circulo”. Apenas a guisa de ilustracéo, o

simbolo p nao foi usado na antigliidade grega no sentido atual. A
introdugdo do simbolo sé aconteceu em 1706, por William Jones,

umamigo de Newton.
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A letra p é a inicial da palavra grega pPerij er eia que significa
periferia, circunferéncia. Sabemos que p = 3,1415926535... € um
namero irracional. Em 1988, o japonés Yasumasa Kanada conse-
guiu calcular o p com 200 milh&es de casas decimais. O super-
computador da época, usado por Y. Kanada levou apenas 6 horas
parafazer os céalculos.

- No tratado a Quadratura da Parabola, Arquimedes demonstra
que a area contida por um parabola (S;) e uma reta transversal é “/sda area
do triangulo (Sy) com a mesma base e cujo vértice € o ponto onde atangen-
te a parabola é paralela a base.

Ainda neste mesmo tratado, o ilustre siracusano foi provavelmen-
te o primeiro a saber e provar que a area da esfera € 4pR?, em notac&o atu-
al.

- No livro O Equilibrio de Planos, trata do centro de gravidade de
figuras sdlidas e planas (triangulo, trapézio, segmento de parébola, etc.).

- No tratado Dos Conoides e Esferoides, Arquimedes obtém a
area de uma elipse (S = pab) e descreve sdlidos de revolucao gerados por
parabolas, elipses e hipérboles em torno de seus eixos (quadricas de revo-
lugéo).

- O tratado Sobre Espirais descreve a curva hoje conhecida
como Espiral de Arquimedes (em coordenadas polares tem equacéo
r =kq) e pela primeira vez determina a tangente a uma curva que nao seja
ocirculo.

- De formainédita, Arquimedes apresenta os 1.” conceitos de limi-
tes e célculo diferencial.

APOLONIO DE PERGA (262(?) - 190(?) a.C.)

Parece ter-se considerado um cordial rival de Arquimedes, e
muito pouco se sabe de sua vida. Nasceu em Perga, sul da Asia Menor, em
data desconhecida. Supde-se ter sido educado em Alexandria e por algum
tempo ter ensinado em sua "Universidade". Gragas ao apoio de Lisimaco,
general de Alexandre, transferiu-se para Pérgamo (donde a palavra perga-
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minho), onde havia uma biblioteca e uma "Universidade" so inferiores as
de Alexandria.

Apolbnio, e ndo Euclides, mereceu dos antigos e epiteto de o
Grande Geometra e isto pode nos parecer inaceitavel. A verdade é que
ndo se pode questionar o mérito de ambos. Euclides tornou-se sinénimo
de Geometria por sua amplamente conhecida obra Os Elementos,
enquanto a maior parte das obras de Apol6nio desapareceram.

O que sabemos dessas obras perdidas devemos a Pappus de
Alexandria (séc. IV d.C.), que fez uma breve descrigdo de sua grande pro-
ducdo matematica. Infere-se que os tratados de Apolénio continham uma
Matematica bastante avangada e inclusive muito do que conhecemos hoje
como Geometria Analitica.

Para gaudio de todos, porém, o tratado As Conicas, sobre secdes
cbnicas, suplantou todas as obras existentes na antigliidade. O tratado As
Codnicas € composto de 8 livros, sete dos quais sobreviveram.

Faz-se oportuno um superficial epitome de As Conicas (embora
haja dificuldade emfazé-lo dada a amplitude e a profundidade da obra):

- as segdes cbnicas ndo possuiam uma terminologia apropriada.
Foi Apolénio quem introduziu os nomes elipse e hipérbole. A palavra para-
bola deve-se provavelmente a Arquimedes;

- pela primeira vez Apoléniomostrou que de umunico cone podem
ser obtidas a elipse, a parabola e a hipérbole, simplesmente variando a
inclina¢&o do plano de se¢éo;

- até entdo o cone utilizado era de uma s6 folha. Introduzindo o
cone duplo (de duas folhas), Apolénio apresenta a hipérbole como uma
curva de dois ramaos, que nos é familiar;

- as propriedades das curvas nédo diferem conforme sejam obtidas
emcones retos ou obliquos;

- embora Apol6nio ndo se reportasse a um sistema de eixos (em
Geometria Analitica ditos cartesianos), via de regra, utilizava umpardedia-
metros conjugados como equivalentes aos eixos obliquos;

- Apolbnio conhecia a hipérbole equilatera, a hipérbole referida as
assintotas, polo, reta polar de umponto externo a cnica;

- 0 matematico de Perga descreve um profundo estudo sobre tan-
gentes e normais a uma conica.

Aos que buscam um conhecimento mais profundo do tratado As
Coénicas, recomendamos a leitura do capitulo 9, de Histéria da
Matematica por Carl B. Boyer. A propésito, este escreve: "Foi a
Matematica Pura de Apoldnio que permitiu, cerca de 1.800 anos mais tar-
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de, os Principia de Newton; este, por sua vez, deu aos cientistas de hoje
condi¢cdes para que aviagem de ida e volta a Lua fosse possivel".

Igualmente é inegéavel a influéncia de Apoldnio sobre Ptolomeu.
Este foi astrdnomo e gedgrafo e fez observagfes em Alexandria de 127 a
151 d.C.. Suas obras mais famosas sdo o Almajesto (astronomia) e a
Geografia (8 volumes).

Ptolomeu introduziu as tabelas trigopnométricas, o sistema de lati-
tude e longitude tal como é usado hoje em cartografia, usou métodos de
projecao e transformagdes estereograficas. Catalogou cerca de 8.000 cida-
des, rios e referenciais importantes. Até a Idade Média, os mapas tinham
como prototipos os mapas elaborados por Ptolomeu. E sobre tais mapas
se debrucou Colombo muitas vezes antes de empreender sua viagem a
América.

Ademais, As Conicas de Apoldnio tiveram forte influéncia nos
estudos de Kepler. Em 1609, Kepler edita a Astronomia Nova, onde apre-
senta a principal lei da astronomia: "os planetas descrevem orbitas elipti-
cas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos focos". A propdsito, a
palavra foco é devida a Kepler e provém da forma latinizada focus, cuja
acepcéo éfogo, lareira.

Outra aplicacao préatica de As Conicas aparece na obra Os dois
principais sistemas (1632), de Galileu, em que "desprezando a resistén-
cia do ar, a trajetoria de um projétil € uma parédbola". Ademais, Galileu se
reporta a componente horizontal e & componente vertical de uma parabo-
la.

Enfim, Leibniz se faz oportuno: "Quem entende Arquimedes e
Apoldnio, admirard menos as realiza¢cdes dos homens mais célebres de
épocas posteriores".

GEOMETRIA ANALITICA: SINOPSE HISTORICA

Depreende-se que foi extraordinario o incremento dado a
Geometria Plana e Espacial pelos matematicos helenisticos. Porém, nao
dispunham de uma notagéo algébrica adequada. Que nos perdoem pelo
exagero da simplificacéo, mas podemos afirmar que a Algebra possui uma
dupla paternidade: Diofanto e al-Khowarizmi.

Diofanto de Alexandria viveu no séc. Il d.C., e sua principal obra
foi Aritmética, tratado que originalmente era composto de 13 livros, dos
quais s6 os 6 primeiros se preservaram. O principal mérito da Aritmética é
a utilizagéo de notagdes, ou seja, de uma linguagem mais sincopada, mais
simbdlica para a Matematica.
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Por seu turno, al-Khowarizmi viveu por volta de 800 d.C. na
cidade de Bagda, que emerge como uma nova Alexandria. Sua principal
obra Al-Jabr deixou marcas indeléveis em toda e Europa. Al-Jabr rece-
beu a forma latinizada Algebrae (Algebra). As palavras algarismo e
algoritmo s&do provavelmente corruptelas de al-Khowarizmi
(algorismib algarismo b algoritmo).

Em &rabe Al-Jabr significa, numa traducéo mais livre, desloca-
¢ao e parece "referir-se a transposigdo de termos subtraidos para o outro
lado da equagédo”.

Ossimbolos 0,1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9tiveram notavel receptividade
na Europa através da obra de al-Khowarizmi. Dai serem denominados
algarismos arabicos,masqueabemdaverdadesdodeorigemhindu.

Fulcrado nos gebmetras gregos e no desenvolvimento da algebra
em toda a Europa, Pierre de Fermat conclui em 1629 o manuscrito Ad
locos planos et solidos isagoge (Introdugdo aos lugares planos e soli-
dos). Para a maioria dos historiadores, tal manuscrito representa o marco
zero da Geometria Analitica.

E curioso observar que Fermat ndo era um matematico. Estudou
Direto em Toulouse, na Franca, e ai exerceu o cargo de advogado e con-
selheiro do parlamento. Fermat tinha a Matematica como um "hobby" e
mesmo assim foi considerado por Pascal o maior do seu tempo.

Desafiou a témpera racional de muitas geragées de matematicos
com o notabilissimo Ultimo Teorema de Fermat. As margens da
Arithmética de Diofanto, Fermat escreveu: "Ndo desenvolvo aqui a
demonstracao deste teorema por falta de espago.” (ver pag. 33 do nosso
livro Algebra Vetorial e Geometria Analitica). Dedicou-se aos pensado-
res classicos e & matematica grega e segundo Carl B. Boyer, a obra As
Codnicas de Apoldnio foi uma das obras favoritas de Fermat.

Coube a Pierre de Fermat (1601-1665) a descoberta das equa-
¢Oes dareta e da circunferéncia, e as equagfes mais simples da elipse, da
parédbola e da hipérbole. Aplicou a transformac&o equivalente a atual rota-
¢do de eixos para reduzir uma equagéo do 2.° grau a sua forma mais sim-
ples. E cristalina em Fermat a percepcdo de uma Geometria Analitica a
trés dimensdes: "Mas se o problema proposto envolve trés incognitas,
deve-se achar, para satisfazer a equacgdo, ndo apenas um ponto ou uma
curva,mastodaumasuperficie".

E oportuno observar que a usual denominacg&o sistema cartesia-
no (Cartesius ¢é a forma latinizada de Descartes) € anacronica historica-
mente, pois sua obra ndo contém eixos perpendiculares, eixos obliquos,
nem tampouco a equagdo de uma reta. Por mérito, o sistema cartesiano
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deveriadenominar-se sistema fermatiano.

Indubitavelmente, René Descartes (1596-1650) é considerado o
pai da filosofia moderna pela sua obra Discours de la Méthode, publi-
cada em 1637. O terceiro apéndice desta obra chama-se La Géométrie e
€ uma aplicagdo da algebra aos problemas geométricos, mas quase nada
trata do que se entende hoje por Geometria Analitica. Segundo George
Simmons "La Géométrie foi pouco lida entdo e menos lida hoje, e bem
merecidamente”.

O autor
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CAPITULO

Transformagdes de
2
coordenadas no E

Uma vez conhecidas as coordenadas de um ponto ou a equacgao
de uma curva em relagdo a um certo sistema de referéncia, trataremos
neste capitulo das novas coordenadas do ponto ou da nova equacéo da
curva em relacdo a um novo sistema de referéncia. Assim, a curva cuja
equacao f(x, y) = 0 quando referida a um sistema de coordenadas carte-
sianas xOy transformar-se-a numa equacao do tipo F(x', y') = 0, quando
referidaa umnovosistema de coordenadas cartesianas x'0O'y'.

Este novo sistema é obtido através de uma translagao de eixos
e/ou uma rotagao de eixos. Enfatize-se que numa transformagao de
coordenadas (mediante uma rotacdo ou translacdo) ndo é afetada a
forma da curva ou o gréfico da curva. No entanto, ha alteracao na equacgao
dacurva.

1. TRANSLAGAO DE EIXOS

YA No plano cartesiano xOy
. considere um ponto O' = (X, Yo)-
A Introduza um novo sistema

x'0'y' tal que O' seja a nova ori-

gem e o eixo O'X' tenha a mesma
- » direcdo e sentido de Ox e O’
Yo o x tenha a mesma direcéo e senti-
dode Oy.

Dizemos que 0 novo siste-
ma x'O'y' foi obtido por uma
translagcdo do antigo sistema
xOy. Em ambos os sistemas se
conservam as unidades demedi-
da.

xy
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VA

Yo

Xy

Um ponto P do plano tem
coordenadas:

*X ey em relacdo ao siste-
ma xOy.

*X'ey'emrelagdo ao siste-
max'O'y".

Obtemos facilmente da figu-
raas formulas de translagao:

X=X, +X'

% TP

Xo

Exemplo:
Considere a circunferéncia de equacdo X’ +y’ - 6x- 8y +21=0
emrelacdo ao sistemaxQy. Faga uma translacao de eixo tal que a nova ori-
gem seja O' = (3, 4). Obtenha a equacéao da circunferéncia em relagédo ao

xY

Y=Yoty

novo sistemax'0'y'.
RESOLUCAO:
a) Férmulas de translagéo:
YA VA }X:X'+3
Ty=y+4
b) Substituindo x e y por
4 o' 5 seus valores na equacéo da cir-
cunferéncia:
(X + 3 + (y + 4) -
- 6(x'+3)- 8y +4)+
+21=0
> Efetuando-se:
o 3 X

x?+y'" =4 (circunferéncia)

A circunferéncia x* + y* - 6x - 8y + 21 = 0 se transforma na equacao
x? + y? = 4 mediante uma translacdo de eixos, sendo a nova origem

0O'=(3,4)eraioiguala 2.

O



2.ROTAGAO DE EIXOS

YA

o° o’

a) Formulas de rotacao

CONICAS E QUADRICAS

Preliminarmente con-
sideremos um sistema de
coordenadas cartesianas
ortogonais xOy. Man-
tendo fixa a origem O,
faz-se uma rotagdo nos
eixos Ox e Oy de um
mesmo angulo , no senti-
do anti-horario. Obtemos
assim um novo sistema
x'0'y' por uma rotagdo de
xOy.

Um ponto P que tem coordenadas (X, y) em relagédo ao sistema

xQOy, ap6s uma rotagao de eixos assume coordenadas (X', y') em relacéo
ao novo sistemax'O'y".

Na figuraaolado:
(P-0O)=(P- O)
(xi+yj)=xi+yj) @

22 T .
ondel,j,i'ej sdorespec-
tivamente os versores
doseixosx,y,x'ey".

a) Multiplicando escalar-
mente @ por i’



Jacir. J. Venturi

Mas:

Pi=1

j.i=0

7=l cosxx = cosq ®
jﬁ'.iﬁzlﬁ'llfcosyx cos(90°+q)=- senq

Substituindo @ em @:

x=x'cosq - y'senq

b) Multiplicando escalarmente D porTobtemos por célculos ana-
logos:

y=X'senq+y'cosq

Como se viu, deduzimos vetorialmente as formulas de rotagao:

X=X'c0sqQ- y'senq
y=X'senq+y'cosq

b) Tabela das férmulas de rotagao

Com o0 escopo mnemonico, transcrevemos a tabela abaixo.
Observe que a2.2colunanadamaisédoque aderivadada 1.2 coluna.

X y
cos q —senq
y sen q cos q

DERIVADA

Exemplo: A equacéo 5x° + 6xy + 5y° - 8 =0 representa uma elipse
no sistema xQOy. Obter a equac@o da mesma elipse uma vez efetuada a
rotacdo de eixos de amplitude q=45°.

RESOLUCAO:
a) Férmulas de rotagéo:
X = X'cOS 45°- y'sen 450 = g - gy = g(x y)

O
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X =X'sen45°+y'cos45° = ‘/25 X'+ gy \/25 (x'+y')

b) Substituindo x e y por seus valores na equacéo dada:
- .2
ey2
SS26 vl <082 ey E2 <x+y»+se_(x+y>J
e g 82 82

c¢) Desenvolvendo e simplificando, a equacéo acima reduz-se a:
4X|2 + y.Z = 4

d) Gréfico:

YA Aequacéo
5%’ + 6xy + 5y’ - 8 =0
x' foi transformada na equa-
¢a0 4x? + y? = 4 mediante
uma rotacado de g = 45°.
Veremos que a equacéo
45° transformada é de longe,
muito mais facil de se
representar graficamente.

<
xY

OBSERVAGAO:

Parabola, elipse e hipérbole serdo estudadas nos trés proximos
capitulos. Didaticamente merece ressalvas a postura de se repor-
tara uma curva que ainda néo foi apresentada.

Justifiquemos:

1) As equacgbes mais simples (ditas candnicas) da parabola, elipse e
hipérbole fazem parte do contetido programatico do Ensino Médio.

2) Nosso escopo no presente capitulo néao é enfatizar o grafico da
curva e sim a rotagdo e/ou translagao de eixos cartesianos.
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Exercicios

"Deus da a todos uma estrela, uns fazem da estrela
um sol. Outros nem conseguem vé-la."
Helena Kolody, poeta e escritora paranaense.

01. Transformar a equacio x* + 4y” - 2x - 16y + 5 =0 por meio de
umartranslacao de eixos, considerando a nova origem no ponto (1, 2).

Resp.: x?+4y?-12=0
02. Por meio de uma rotagéo de eixos de amplitude Erad., trans-
formar aequacdo x’- y’=4. 4
Resp.: X'y'=-2

03. Obter a nova equacéo dareta 3x - 4y + 10 =0 quando se efe-
tua umarotagdo de eixos de amplitude g, sabendo-se que senq = g

Resp.: y'- 2=0

04. Por meio de umarotacao de eixos de amplitude g = 30°, trans-
formar aequacéo 6x* +8y” - 24/3xy- 1=0.

Resp.: 5x?+9y”- 1=0

05. Transformar a equacdo xy = 1 através de uma rotacéo de
eixosde q= % rad.

Resp.: x?- y?=2

3. APLICAGAO DAS TRANSLAGOES EROTAGOES
NO ESTUDO DE UMA EQUAGAO DO 2.° GRAU

O estudo emepigrafe terd aplicagbes assaz importantes nos capi-
tulos vindouros: elipse, parabola, hipérbole, cénicas.

Assim, sejaaequacéo do 2.°grau emduasvariaveis:
AX+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0

O
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Nosso escopo € eliminar nesta equagdo, um ou mais termos, utili-
zando uma translagao e/ou uma rotagao. Afloram dois tipos de proble-
mas, que serdo analisados de per si:

a) Pormeiodeumatranslacao eliminar os termos do 1.° grau.

Exemplo: Calcular as coordenadas da nova origem O' = (X, Y,) &
qual se deve transladar os eixos, para que na equagédo da circunferéncia
X’ +y*- 4x- 6y +4=0desaparecam os termos do 1.° grau.

RESOLUCAO:

a) Férmulas de translacao:
IX=X,+x
| '
TY=Yoty

b) Substituindo na equacéo da circunferéncia:
(Xo + X')z + (yo + y.)z - 4(Xo + XI) - 6(yo + yl) +4=0

c¢) Desenvolvendo e agrupando convenientemente os termos:
XY P H(2X0 - AX H2Yo - B)Y +Xg +Yo - 4Xo - By, +4=0 (*)

* fazendo o coeficiente de x'igual a zero:
2Xo-4=0 ® x,=2

* fazendo o coeficiente de y'igual a zero:
2y,-6=0® y,=3

Entdo O'=(2, 3),

YA A d) Substituindo x,=2 e
y Yo=3em(*):

/— X2 4 y.z -9=0
gue representa a equagdo
de uma circunferéncia com
centro na origem do siste-
max'O'y' e cujoraio € 3.

oA

Parecem-nos Uteis e préti-
cas as seguintes proprieda-
(o) 2 X des (que podem ser verifica-

das no exemplo acima):
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1. Dada a equagio Ax’ + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0, a transla-
¢ao nao afeta os coeficientes dos termos do 2.°grau (A, B, C).

2. Ap6s uma translagao com O' = (x,, y,) 0 novo termo inde-

pendente F' pode ser obtido: F'= Ax3 +Bx,y, + Cy? +Dx, +Ey, +F.

EXEMPLIFIQUEMOS:

Na equacéo 5x° + 6xy + 5y*- 4x + 4y + 8 =0, os termos do 1.° grau
sdo eliminados quando feita uma translagdo para O' = (1, - 1). Emrelacéo
ao sistema x'O'y' a nova equacao terd aforma 5x” + 6x'y' + 5y + F' = 0.

Mas, F'=5(1)°+6(1) (- 1) +5(- 1)*- 4(1)- 4(-1)+8=4.
Resp.:5x?+6x'y' +5y*+4=0
b) Pormeiodeumarotagaoeliminarotermoemxy.

Dada a equagdo AX’ + Bxy + Cy’ + Dx +Ey + F=0(()), o termo
em xy pode ser eliminado mediante uma rotagdo de eixos correspon-
dente aumangulo gtal que:

B
tg2q9=— araAl C
g2Zq A-C (p )

DEMOSTRAGAO:

a) Férmulas de rotacao:
IX=x'cosq- y'senq
}y =x'senq+y'cosq

@)

b) Substituindo @ em @

A(x' cosq- y'seng)’ +B(x' cosg- y senq) (X' sen g+Yy' cos q) +
+C(x'seng+y'cosqg)’+...=0

ordenando ostermosemx”? y?ex'y"

(A cos’ g+ B sen qgcos g+ C sen’ g)x” + [-2A sen g cos g +
+ B (cos’q- sen’q) + 2C sen qcos g X'y + (A sen’q -
- Bsenqcosqg+Ccos’q)y’+...=0

O termo em xy desaparecera na equacao acima se o seu coefici-

ente for nulo:
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(C- A)(2senqcosq)+B(cos’q- sen*q)=0
(C- A)sen2g+Bcos2g=0 ®

Dividindo por cos 2q:
(C- A)tg2q+B =0
ou

B
tg2q=—— At C
99=—— @ (A0

Cumpre destacar:
1) Arotagao nao afeta o termo independente.
2) Adotaremos sempre 0° £ g £ 90°.

3) Se em particular A = C, entdo(4) ndo tem sentido, mas de
(3)obtém-seBcos2q=0 P cos2q=0 b 2q=90° b q=45°

4) O grau de uma equagao nao é alterado quando se aplica
uma transformacgao de coordenadas.

Exercicios Resolvidos

"Todos sabemos o que somos, mas ndao o que podemos ser."
William Shakespeare (1564-1616), 0 maior dramaturgo inglés.

1.Dada aequagdo 3x* - 4xy - 1=0, pede-se para:

a) achar o angulo de rotacéo que elimina o termo emxy.

RESOLUCAO:

-4 -4
tg2g=—=— = —
944 A-C 3-0 3

2tgq -4
mastg 29 = =—
9<d 1-tg’q 3

Efetuando-se: 2tg’q- 3tgqg- 2=0
Equacéo do 2.°grau cujas raizes sao:
tgq, =2
1
t = gp—
9q, >
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OBSERVAGCAO:
O angulo agudo gé obtidopelatgg=2 b q=63°25".

b) Calcular as formulas de rotagéo (para0° £ g £ 90°).

b.1) Célculodosengedocosq
Obtivemos quetgq=2
xsec’q=1+tg° q=1+(2)*=5

secq= J5

1 1

secq:JE

xsen*q=1- cos’q=1- iS

*C0S Q=

2
senq=—

V5

b.2) Férmulas de rotacgéo:
IX=x'cosq- y'senq
}y =x'senq+y'cosq

Substituindo senq = 2 ecosq= 1

V5 V5
&1 o , &2 0 X'-2y'
o NG

22 0 , @10 2x+y

Nl v

c¢) Obter a nova equagéo no sistema x'Oy' apds a rotacéo de eixos
de amplitude q:

c¢.1) Substituindo as férmulas de rota¢éo na equagao dada:

2y0 2y' 02X +y'0

I A B

c.2) Efetuando-se os produtos e as somas:

1=0

Resp.:4y?- x?-1=0

O



OBSERVAGAO:
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Veremos no Cap. 4 que aequacao 4y”- x?- 1=0representauma

YA

x'

q @63°

hipérbole referida ao
sistema x'Oy' e a
equacdo dada
3x°- 4xy - 1 =0re-
presenta a mesma hi-
pérbole porém referi-
da ao sistema xOy. A
rotacdo dos eixos foi
de g, @63°. Ao lado
(apenas a titulo de
ilustracdo) represen-
tou-se a hipérbole.

Transformar a equacao 3x” + 2xy + 3y’ - 6x - 6y + 1 =0 numa

RESOLUCAO:

equacao dotipo Ax"*+Cy"*+ F=0.

Na equac&o 3x*+ 2xy + 3y’ - 6x - 6y + 1 =0devemos eliminar:

1) ostermos do 1.° grau (translacao)

2) otermo em xy (rotacao)

Importante: Pode parecer natural que a translagdo necessaria-

mente preceda a rotacdo. Mas nem sempre isto € verdadeiro. Ha exercici-
os cuja ordem das transformacdes é contraria a citada. Alvitramos a
seguinte regra pratica:

Naequacgéo Ax*+Bxy + Cy’+ Dx+Ey+F=0se:

i1) translacé@o

B2- 4AC1 0 i -
12) rotacéo
i1 .

B2 - 4AC =0 : )rotagdo )
12) translagéo

No presente exercicio:

B*- 4AC=(2)*- 4(3)(3) 0
Ordem das transformacdes:

1) translacéo
2) rotacéo

O
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2.a) TRANSLACAO
Férmulas de translacéo:
X=X, +X
I '
Y=Yty
Substituindo na equacéo dada:
3(Xo + X‘)Z + 2(Xo + X') (yo + yl) + 3(Yo + y.)z - 6(Xo + Xl) -
—6(yo+y)+1=0 @

Fazendo os coeficientes de X' e de y'igual a zero:
16x,+2y,- 6=0
12x, +6y,- 6=0

. 3 3 .
Resolvendo o sistema temos: X, :Z ey, :Z’ ou seja,

~ . a8 30 . .
Como na translacéo para a nova origem O'= QZ’ZT séo eli-
e a
minados os termos do 1.° grau, resulta uma equacéo do tipo:

3x?+2xy' +3y?+F =0, onde:

.2 .. . .2 .. ..
F=380 pEB0880, 80 (B0 (880,,_-7
e4g edgédg éd4g é4g é4gp 2

Assim pela translagdo a equagéo dada se transforma numa
equacao do tipo:

3x% +2x'y'+3y"” - % =0 @
OBSERVACGAO: 35
Selevassemos O'= gz,zg em (1) obteriamos igualmente (2),po-
e

2 . . .
rém ndo optado por serummétodomaislaborioso, via de regra.

2.b) ROTACAO (para se eliminar o termo em X'y’ na equacgéo (2)).

Comonaequacdodada A=C b q=45°

O
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Formulas de rotagéo:

J2 u

X'=X"'c0s45°- y''sen45°= —(x"- y")i
2 I
y®

b

y'=X'""sen45°%+y'' cos45°= ‘/— (x' "y )y
Substituindo @) em ):

&2, . .U & el

3e7(X"-y' ) +26>7(X )ue7(X"+Y")u+

5 i 8 a6 d
é u

13802 eyt L7 g
82 q 2

7
Efetuando os produtos e as somas: 4x"? + 2y - ' 0®@

que é uma equagcao do tipo Ax"? + By"? +F = 0.

OBSERVAGAO:

No Capitulo 3 veremos que a equacéo(@representa uma elipse.
Ao lado, apenas a
titulo de ilustragao,
figurou-se a elipse
em relagdo ao novo

sistema x"O'y",apés
efetuadauma trans-

lacdo para O'= (3 S’J

e uma rotagdo de
amplitude g =45°.

Exercicios

"Pior que o o6dio é a falta de amor."
Nelson Rodrigues (1912-1980), dramaturgo e jornalista pernambucano.

01. Mediante uma translacdo de eixos, eliminar os termos do 1.°
grau naequacao X’ +4y’- 2x- 16y +5=0.

Resp.: x?+4y”- 12=0
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02. Eliminar os termos do 1.° grau em 2xy - x - y + 3 =0 por meio
de umatranslacao de eixos.

Resp.: 4x'y'+5=0

03. Transforme a equacéo x* + y* - 8x - 10y = - 37 numa equagio
dotipo x* +y*=k. Construa a figura.

v A Resp.: x“+y”=4

SUGESTAO:

Na equacédo dada devemos
eliminar os termos do 1.°
grau ® translacao.

A 4

A
NP

xVY

04. Eliminar o termo em xy na equagao x* + 4xy +y*- 2 =0 median-
te umarotacao de eixos.

Resp.: 3x?- y?-2=0

05. Calcular o anguloq(0° £ q £ 90°) necessério para girar 0s
eixos para que desapareca O termo em Xy na equacao
X2 + 2J§xy +3y° + J3x - y +3 =0 eacharaequacao da curvareferida aos
NoOVoS eixos.

Resp.: q=60% 2x*- y?+3=0
Série B

“Nao tenho tempo nem para brigas nem para lamentagoées;
homem algum pode obrigar-me a descer tanto
que possa odia-lo.”
Laurence Jones

06. Transformar a equacgéo 5x° + 4xy + 2y’ = 1 numa equacio do
tipo Ax?+ Cy”?=F.

Resp.:6x”+y?=1

O
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SUGESTAO:
Na equacéo dada deve-se eliminar otermo emxy ® rotagéo.

Férmula: tg2q = _B _4 P senq= 1 e cos qi
' A-C 3 J5 NG
Com estes valores substitui-se as férmulas de rotacao na equa-
¢cdodada.

07. Reduzir a equacao 5x* + 5y° + 6xy - 4x + 4y - 1 =0 a forma
AX" + Cyuz +E=0.

Resp.:8x"+2y"- 5=0

SUGESTAO:

a) Devemos eliminar;
-ostermosdol.grau ® translagao.
-otermoemxy ® rotacao.

b) Ordem das transformacg®es:
i 1) translag&o.

B®- 4AC1 0 N
1 2)rotacao.

c) Substituindo as férmulas de translacdo na equacédo dada
obtém-se O'=(1, - 1) e uma equag&o do tipo: 5x'* + 6x'y"' + 5y + F = 0.
Mas: F=5(1)*+5(-1)°+6(1)(-1)- 4(1)+4(-1)- 1=-5.
Entdo: 5x?+6xYy +5y?-5=0 @

d) Com arotag&o eliminamos o termo emxynaequacao@:

B _6
tg2q=——=— b q=45°
929=—==3 q

Formulas de rotacdo para q = 45°:

X = X' c0s 45° - y' sen 45°= y2 x-y)
2 @

y =x'sen45° +y'cos 45°= g x'+y)

e) Levando(2) em (1) tem-se aresposta.
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08. Transformar a equacéo y’ - 4x - 6y + 5 =0 numa equacéo do
tipo Ay”? + Bx' =0.

Resp.: y?- 4x'=0

SUGESTAO:
Deve-se eliminar o termo em y (translacéo) e o termo indepen-
dente. Substituindo as férmulas de translag&o na equacao dada:

(Vo V') - 4(X, +X)- 6(y, +y)+5=0 @

ordenando:

y? - AX'+(2y, - 6)y'+y5 - 4%y - 6y, +5=0
_

Termo Independente

Sistema:
12y,-6=0 iX,=-1
1Y2- 4x,- 6y, +5=0 Y, = 3

AnovaorigeméO'=(-1,3).Levandox,=- 1ey,=3em @)che-
ga-se aresposta.

A guisa de ilustracéo: a

curva (parabola) de equacéo

VA y?- 4x- 6y +5 =0 se transfor-

) ma na equacdo y? - 4x' =0

YA mediante uma translacio de

eixos, sendo a nova origem

5 0'=(- 1, 3). Ademais, observe

gue a curva (parabola) inter-

o » cepta o eixo das abscissas no
X

ponto x = E(basta fazery=0

na equagio y’- 4x- 6y +5=0).

Similarmente, corta o eixo
das ordenadas nos pontos 1 e
5 (basta fazer o x =0 na equa-
cAoy’- 4x- 6y +5=0).

O
o
7
xy

09. Transformar a equagdo 4X° +Y° - 4xy- 8V5x - 16y/5y =0
numa equagcéo dotipo Ay”” + Bx'=0.

O

Resp.: y?- 8x'=0



CONICAS E QUADRICAS

SUGESTAO:

a) Ordem das transformacdes: B> - 4AC =0 %1) rotagao -
12) translagéo
b) Angulo de rotagéo:
B -4 1 2
tg2g=——=— b cosq=—= esenq=——
A-C 3 J5 J5
. ~ X'- 2y 2X'+y'
c)Formulas derotacdo: Xx=——— e y =
J5 J5

d) Substituindo as férmulas de rotagdo na equacéo dada obtém-
se y? - 8x' = 0. Como esta é a forma pedida ndo ha necessidade de
translac&o. A rotacéo, de per si, eliminou os termos x’, xy e .

A DIFICIL ARTE DE EQUILIBRAR AFETO E LIMITES

"A estrutura béasica do ser humano néo é a razéo e
sim, o afeto" — ensina apropriadamente Leonardo Boff, autor
de 72 livros e renomado intelectual brasileiro.

Realmente, quanto mais tecnolégico se torna o mundo
hodierno, maiores sdo as demandas por valores humanos e
afetivos.

Recente pesquisa patrocinada pela UNICEF mostra
que, para 93% dos jovens brasileiros, a familia e a escola sédo
as instituicdes mais importantes da sociedade. As criancas e
adolescentes que tém modelo, afeto e limites em casa e no
colégio, mui raramente se envolvem com drogas, violéncia,
pois hutrem-se de relacionamentos estaveis e sadios.

O dr. Drauzio Varella cita os dois principais fatores que
levam o individuo a se tornar violento: negligéncia afetiva e
ausénciade limites e de disciplina.

A nossa relagdo com o educando - seja filho ou aluno -
nao pode ser tibia, leniente, permissiva, mas sim intensa e proé-
ativa, mormente na imposi¢ao de disciplina, respeito as normas e
a hierarquia. Até porque, quem bem ama impde privagbes e
limites. E sem disciplina ndo ha aprendizagem nem na escola,
nem para a vida. Nés, pais, vivemos hoje alguns dilemas
angustiantes:

1) oferecemos ao nosso filho um caminho por demais
florido, plano e pavimentado, mas temos certeza de que mais
tarde ele tera que percorrer trilhas e escarpas pedregosas;

2) protegemos nossas criangas e adolescentes das
pequenas frustragbes, mas bem sabemos que a vida, mais tarde,
fatalmente se encarregara das grandes;

O
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3) tudo fazemos para nao privar nosso filho de conforto,
bens materiais, shoppings, lazer, etc., mas destarte ndo estamos
criando uma geracdo por demais hedonista e alheia aos
problemas sociais?

Para esses paradoxos, ndo ha Manual de Instrugdes.
Mas se houvesse, duas palavras comporiam o titulo deste
manual: AFETO e LIMITES. S&o pratos distintos de uma balanca
e tém que prevalecer o equilibrio, a medida e o bom senso.

Mais que no passado, ao percorrer o seu caminho, o
jovem de hoje encontra muitas bifurcagées, tendo amitde, que
decidir entre o bem e o mal, entre o certo e o errado.

Em cada etapa da vida, € bom que o nosso educando
cometa pequenos erros e seja responsabilizado por eles. Mas
também que tenha clareza das nefastas conseqiiéncias dos
grandes ou irreversiveis erros, para que possa evita-los. Por
exemplo: uma gravidez indesejada; exposi¢cdo excessiva ao
risco; envolvimento com drogas, alcool, tabaco, DST, brigas
violentas, furtos, etc.

Num crescendo, a crianga e o adolescente devem
adquirir o direito de fazer escolhas, aprendendo a auto-admi-
nistrar-se. "Sem liberdade, o ser humano néo se educa. Sem
autoridade, ndo se educa para a liberdade." — pondera o educa-
dor suico Jean Piaget (1896-1980). Autoridade e liberdade,
exercidas com equilibrio, sdo manifestacdes de afeto, ensejam
seguranga e protecdo para a vida adulta. "Autoridade é fun-
damental, a superprotecao e a permissividade impedem que 0s
jovens amadurecam" — completa a professora da UFRJ Tania
Zagury.

Aos filhos, deve-
mos dar-lhes "raizes e
asas" (valores e liber-
dade). E nos, pais, educa-
mos pouco pelos cromos-
somos e muito como-
somos (exemplos). Sai
sempre ganhando quem
sabe amar, dialogar,
conviver com erros e
também quem sabe ser
firme e coerente emsuas atitudes.

Diante de tantas exigéncias, nos, pais, perguntamos
em tom de blague: da para tomar uma Kaiser antes? E vem o
estraga-prazer e responde: N&o, beber cerveja é um mau
exemplo para os filhos!

0

Do autor
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A Pardbola

Pierre de Fermat (1601-1665), inspirado nos estudos de Apoldnio
(matemaético grego do séc. Il a.C.), estabeleceu o principio fundamental da
Geometria Analitica, segundo o qual uma equagéo do 1.° grau, no plano,
representa umareta e umaequacao do 2.° grau, no plano, uma conica.

Mostrou de uma forma bastante sistematica a equacao geral de
umareta, de uma circunferéncia e as equacdes mais simples de uma para-
bola, elipse e hipérbole.

1.DEFINIGAO

Considere-se, em um plano a, um ponto F e uma reta d que nédo
contém F. Denominamos parabola de foco F e diretriz d ao lugar geométri-
co dos pontos do plano a que eqlidistamdede F.

A figura ao lado mostra
alguns pontos pertencentes a
parabola (equidistantes do
ponto Fedaretad).

OBSERVAGAO:
Na pag. 230 vocé encontra a etimologia da palavra parabola.
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2.ELEMENTOS DA PARABOLA

Denominamos:
F:foco

d: diretriz

V: vértice

L F
—? p: parametro, que repre-
: eixo de

senta a distancia do
simetria focoadiretriz(pt 0).

reta VF: eixo de simetria
daparabola.

LATUS RECTUM: é acorda AA' que passa pelo foco e € perpendi-
cular ao eixo de simetria. Também chamada de corda focal minima.

3.EQUAGOES CANONICAS DA PARABOLA (V° 0O)

a) O eixo de simetria coincide com o eixo x.

Na figura ao lado tem-se
uma parabola de concavida-
de voltada para a direita
representada no sistema car-

: tesianoxOy. A diretriz tem
x p
equacdo x =- —.

quag 5
Ademais:
P =(x,y) éum ponto genérico da parabola.
F= gﬂ 02 o foco.

2 g

e
_&ep 0 < . .
P'=¢- > y+ € o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre
e a

0

a diretriz.
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Por definicdo :

dP,F)=dP, P)
2 2
\/5(_ Eg+(y- 0)? :\/$(+Eg+(y- y)?
e 29 e 2g

Elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo os

produtos notaveis, temos:

2
/é-px+%+y2:/é+px+7p41 donde: y? =2px querepre-

senta a equacgao candnica (ou reduzida ou padrédo) da parabola com vérti-
ce naorigem e cujo eixo de simetria é 0 eixo X.

Naequacéoy’ = 2px, observe que:

y d
—>
F X
Se p > 0, a parabola tem concavi- Se p <0, a parabola tem con-
dade voltada para a direita (volta- cavidade voltada para a es-

da para a parte positiva do eixo x).. querda.

b) O eixo de simetria coincide com o eixoYy.

y )
y Afigura ao lado reproduz
uma parébola de concavida-

de voltada para cima. Adire-
triztemequacdoy =- Ly

2

% : Ademais:
: P=(xy)
P H f6)
2 : F:%,E+
2{ éP' g 29

d ..

p=&.- 22

e 2g
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Por defini¢éo:
d(P, F) =d(P, P)

J(x- 0)2+§§/- %'_‘?2 :\/(x- x)2+§/+%(§

%)

Efetuando: x’=2py que representaaequacio candnicada

parabola com vértice na origem e cujo eixo de simetria € o eixo y.
Na equac&o x° = 2py, observe que:

YA YA

/

oF= @, 29 d

e, 2g Vv -~

;L} ;
\ X

oF
d
Se p > 0, o parabola tem con- Se p < 0, a parabola tem con-

cavidade voltada para cima cavidade voltada para baixo.

(voltada para a parte positiva

do eixo y).

4.IDENTIFICAGAO DA PARABOLA

a) Uma equacéo do tipo Ax® + By = 0 representa uma parabola de
vértice na origem e eixo de simetria coincidente com o eixoYy.

b) Similarmente uma equacio sob a forma Ay” + Bx = 0 represen-
ta uma parabola de vértice na origem e eixo de simetria coincidente com o
eixo X.

N.B.: O eixo de simetria da parabola € homénimo avariavel do 1.°
grau. Por exemplo:

1) A equacdo y* = - 5x (ou y* + 5x = 0) representa uma para-
bola com eixo de simetria coincidente com o eixo x e con-
cavidade voltada para a esquerda.

2)Aequagéo x° :%y(ou 2x? - 3y =0) denota uma para-

bola com eixo de simetria coincidente com o eixoy e con-
cavidade voltada para cima.

0
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Exercicio Resolvido

"Gasta-se menos tempo fazendo a coisa certa, do que
explicando por que a fizemos errado.”
Henry W. Longfellow (1807-1882), poeta americano.

Dada a parabola de equagdo y’ =- 8x, pedem-se:
a) as coordenadas do foco;
RESOLUCAO:

6

Sendo x o eixo de simetria, entdo F :8%,0
el g

Aequacioy’ =- 8xédaformay’=2px.
Comparando os coeficientes do 2.°membro:

2p=-8b p=-4b %:-2

Resp.:F=(-2,0)

b) o grafico:
YA d
Equacao dadiretriz:
d:x-2=0
3 v >
_9 2 4

5.CONSTRUGAO GEOMETRICA DA PARABOLA
(Leitura Complementar)
Vamos tracar a parabola da qual sdo dados o foco F e a diretriz d.
Representemos o eixo de simetria r, que intercepta d em A, e o vértice V,

gue é o pontomédiodeAF. Sobre o eixo e a direita de V marquemos os pon-
tos C,, C,, C,, C, ... e por tais pontos tracemos as paralelas d,, d,, d,, d, ... a

diretriz.
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Utilizemos umcompasso de:

d d, d, d, d, d;
P, E/

P,
P, //

B

1) aberturaigual ad(C,, A) e cen-
tro em F determinemos sobre a
paralelad, os pontos P, e P;.

2) aberturaigual ad(C,, A) e cen-
tro em F determinemos sobre a
paralelad, os pontos P, e P..

3) aberturaigual a d(C,, A) e cen-
tro em F determinemos sobre a
paralelad,os pontos P, e P,.

Repete-se a operagdo para 0s
pontos C,, C, e obteremos tantos
pontos da curva quanto quiser-
mos.

6. APLICAGOES PRATICAS DE PARABOLA

(Leitura Complementar)

a) A seccao de um farol de automovel tem o formato de uma para-
bola (a superficie espelhada é um paraboldide). A lampada situada no
foco, quando acesa, emite raios luminosos que apds incidirem sobre a
parabola serao refletidos numa mesma dire¢céo segundo retas paralelas ao

eixo da parabola.

Sup. espelhada

Farol de um automovel

Secgao de um farol

b) Se umespelho parabdlico é apontado para o Sol, os raios de luz
(paralelos ao eixo da parabola) serdo refletidos para o mesmo ponto (foco).
Pela grande quantidade de calor produzido nesta fonte, procede o nome

foco (em latim focus significa fogo).

Aplica-se 0 mesmo principio na construcdo de espelhos para

0
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telescopios, antenas de radar e antenas parabolicas (as ondas paralelas
ao eixo da parabola, se refletem na antena e confluem para o retransmis-
sor).

(espelho parabélico) (antena parabdlica)

c¢) o cabo principal de uma ponte pénsil assumiria a forma de uma
parabola (desde que o cabo fosse perfeitamente flexivel), se se negligen-
ciasse a sua massa e se 0 peso da ponte estivesse uniformemente distri-
buidos ao longo de seu comprimento.

Na prética, sabemos que tais condi¢cdes nao se verificam. Na ver-
dade os cabos assumem a forma de uma curva muito préxima de uma
parabola. Tal curva quando sujeita apenas ao préprio peso se chama
CATENARIA.

d) Em Resisténcia dos Materiais, o diagrama do Momento Fletor
de umaviga submetida a uma carga uniforme é uma parabola.
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e) Em balistica, quando se lanca um projétil sobre o qual atua
somente aforca da gravidade, a trajetdria € uma parabola.

,Y‘:’"')?*‘?\
A e )

: : : : 4
waf L P

f) 5
<

N 1A
Seja um recipiente cilindrico parcial-
mente cheio de um certo liquido. Apli-
cando-se 0 movimento de rota¢&o no
eixo do cilindro, a sec¢éo (ou se¢éo) da

A superficie livre € uma parabola.
w

Exercicios

E um grande erro nao fazer nada,
quando se pode fazer pouco.

01. Equacdéo da parabola com foco em F = (- 2, 0) e com diretriz
emx=2.

Resp.: y’=-8x

02. Determinar a equacao da pardbola de concavidade voltada
para cima, que passa pelo ponto A= (1, 2) e cujo vértice ¢ V=(0, 0).

Resp.: 2x*-y=0

SUGESTAO:

1

A=@,2)] x*=2py P (1)2=2p(2) b =3

Entdio x* =2 —gy
¢
edg

O
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03. Obter as coordenadas do foco e a equacao da diretriz da para-
bola 7y* + 3x = 0. Fazer o gréfico.

y d
Resp.: F:?f 3,09
e 28 g
d:28x-3=0
£ >
3 3 X
28 28

04. Calcular o valor de k para que a parabola x = ky” tenha foco no
ponto (3, 0).
1
Resp..k=—
P 12

05. Achar a equacao de uma parabola de vértice na origem, que
passa pelo ponto (- 3, 2) e cujo eixo de simetria € 0 eixo X.
Resp.: 3y’+4x=0

06. Calcular os pontos de interseccao (ou intersecdo) da parabola

y’=4xcomaretar:4x- 2y- 3=0.

Resp.:P:?;el,- 12 e P':gg,39
ed g ed o
SUGESTAO:
YA
a)der:
r
4x - 3
P, =
y 2
o b) resolva o sistema:
3 X T2 —
N S s
P I 4x- 3
3 VE
2/ i 2
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07. Obter os pontos de intersec¢éo das parabolas abaixo repre-
sentadas.

A . Resp.: O=(0,0)
P=(1,1)

o 4

7.EQUAGOES DA PARABOLA DE V° O' = (X,, Yo)

a) O eixo de simetria é paralelo ao eixo x.
YA d: y'A
: Através de uma transla-
¢do de eixos, obtemos um

novo sistema x'0O'y', cuja ori-
gem O' coincide com o vértice

. © F V= (X0, Yo)-
Yo A! ® }l
P P X Face o exposto, a equa-
2 2 ¢do da parabola referida ao
: novo sistema x'0'y" é:
of T I~ X ¥Ex O

Contudo, pelas formulas de translagéo:

X'=X- X,
Y'ZY'YO}®

Substituindo @ em @ :
(Y- Vo) =2p(X- Xo) (N

gue representa a equacao de uma parabola de V= (x,, Y,) € eixo de simetria
paralelo ao eixo x. O parametro p sera positivo ou negativo se, respectiva-
mente a concavidade da parabola estiver voltada para a direita ou para a

esquerda.
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Ainda, desenvolvendo (I) e isolando a variavel x:

2_ Yo Yo + 2pX,

1
X==—y

y+ ()
2p p 2p
DY Y e
ou x=ay’+by+c )

Comparando os coeficientesde (1I') e (I''), observe:

a:i [»] p:i
2p 2a

b:_&p yO:_pr yozj
p 2a

Esta ultima férmula em destaque permite calcular a ordenada do
vértice da parabola (y,).

b) O eixo de simetria é paralelo ao eixoYy.
YA y' A

Analogamente, mutatis
mutandis, a parabola de
concavidade voltada para
oF cima (quando p >0) ou con-
cavidade voltada para
baixo (quandop<O)tema

Yo forma:

% 4

(x- %Y =2p(y- yo) ()

xV

o Xo

Outrossim, desenvolvendo (ll) e isolando a variavel y, temos:

y=ax’+bx+c anr

Similarmente ao caso anterior, a comparacgéo dos coeficientes de
(I1) e (") permite concluir que:
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N.B.: Fulcrados na comparacgédo das equacgdes, enfatize-se que o
sinal do coeficiente a € o mesmo de p. Isto posto, a concavi-
dade da parabola fica explicitada.

Por exemplo:

Aparabola x = - 4y”+ 3y + 1 tem concavidade voltada para a
esquerda pois o sinal de a € negativo.

Exercicios Resolvidos

"Quando um dedo aponta, trés (dedos) contra.”
Axioma Popular.

01. Obter a equacéo da pardbola abaixo configurada.

YA y'A
' F
3 0 *
: x'
o 3, 3 x
A
RESOLUCAO:

Aequacio da parabolatem aforma: (y - y,)*=2p(X - X,)
Na figura obtemos: V =(3,3) e %:2 b p=4

Resp.:(y- 3)°=8(x- 3)ouy’- 6y- 8x+33=0

OBSERVACAO:
Equacdodadiretriz:d:x- 1=0
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02. Esbocar o grafico da pardbola de equagéo (x- 1)°=-12(y- 3).
RESOLUCAO:

Aequacio é daforma (x - X,)*=2p(y - Vo).

Sabemos a priori que a pardbolatem:

- eixo de simetria paralelo ao eixo y (variavel do 1.° grau);

- concavidade voltada para baixo (pois 0 2.° membro da equagéo
dada é negativo);

- vértice do ponto V = (X,, Yo) = (1, 3).

Assim sendo, podemos representar a parabola a menos de seu
foco e de suadiretriz.

YA YA
d

N SO

T v,

P

2

voo'

ﬁL— 3 >

>,

a) Coordenadas do foco:
Comparando os coeficientes das duas equacgdes:

l2p|=12 b |p|=6 P |P|=3

Xg =X, =1

Ve = Yo - ‘%’:3_ |3]=0
F=(10)

b) Equacéo da diretriz:

yd:n+§=3H3F6
d:y-6=0

50
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03. Obter as coordenadas do vértice e do foco da pardbola

y=-2x’+8x- 8.
RESOLUCAO:
a) Vértice:
-b_ -8
Xy =X ==~
2a 2(-2)

Substituindo a variavel x por 2 na equacao dada obtém-se vy,
Ye=Yo=-2(2)°+8(2)- 8=0

Resp.:V=(2,0)
b) Foco:
p: i = L :i D B:l
2a| [2(-2) 4 2 8
y y'A
1
...... 2 S DR S -
\V p/2 =
o 2 p/2 X0 x*
F
-8
Coordenadas do foco :
—y -|Pl=.1
Ye =Yy 5 8
Xg =X, =2
F:g - 19
e 8g

Equacdo dadiretrizb d:y :é ou 8y-1=0

A fungdoy = -2x* + 8x - 8tem a =-2 < 0, o0 que indica uma
parabola de concavidade voltada para baixo e cujo eixo de simetria é
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paralelo ao eixo y. Ademais, a pardbola intercepta o eixo y no ponto de
ordenada - 8 (termo independente da parabola) e corta o eixo x no ponto de
abscissa 2 (raizes x, = x, daeq. - 2x’+ 8x - 8=0).

OBSERVAGAO:

Ha outros processos para a resolugdo do exercicio em pauta. Um
desses processos utiliza a teoria da translacao de eixos. Vejamos:

Aequacao dada pode ser escrita:

2x*-8x+y+8=0 @

a) Férmulas de translacéo :
X=X, +X
| .
Y=Yty

b) Substituindo @ em @ :
2(x, +X')° - B(X, +X)+(y, +y)+8=0 (3

*fazendo a soma dos coeficientes de x' =0
4x,-8=0 P x,=2

*fazendo o termo independente =0

2x’ - 8x,+y,+8=0

parax, =2 obtém-se y,6 =0.

Entdo V =(2,0)

c)Levando o V =(2,0) em(3) obtemos :

1
X2=- 2y

5 y
que representa a equagao candnica de uma pardbola em que
2p =- 1 b E b - i

2 2 8

Verifique ainda que o gréfico da pardbola coincide com o da ul-
tima figura.
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Exercicios

"Se ha um agravo pungente a perdoar, é tempo, é hora.
O mais profundo rancor nao resiste a um apelo de bragos abertos."
Helena Kolody, poeta e escritora paranaense.

01. Uma pardbola tem foco em F = (2, 4) e vérticeem V = (2, - 2).
Determinar a sua equacao.

Resp.: (x- 2)’=24(y+2)

a)aequacao é daforma:

SUGESTAO: (x-2°=2p(y+2)
YA V'A b)mas%:6blp|:12
4
F
P
2
(o) »
2 x
-2 \ >
v X!

02. Equacdo da parabola com vértice em(1,3)efocoem(1,2).
Resp.: (x- 1)°=- 4(y- 3)

03. Equacao da parabola com foco em F = (1, 3) e diretriz de
equacaoy=-1.

Resp.: (x- 1)’=8(y- 1)

04. Calcular o vértice, o foco e a diretriz da pardbola
(x- 2)*- 4(y- 8).

Resp.: V=(2,8);F=(2,7);
d:y-9=0
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05. Qual a equacado do conjunto de pontos P = (X, y) que séo
equidistantes daretay =3 e do ponto F=(0, 0)?

Resp.: xX*+6y- 9=0

SUGESTAO:
YA
. P =(xy)
3 8 3 P'=(x,3)
F =(0,0)

P
/ Pelo enunciado:
/ = \ d(P,P)=d(P,F)

06. Determinar a equacao da parabola abaixo representada e a
equacao de suadiretriz.

o 4

Resp.: (y- 1)’=4(x- 1)
YA YA d:x=0

Xy

. 4
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07. Obter a equagédo da pardbola com eixo de simetria paralelo ao
eixoy, vértice em(1,3)equepassapeloponto(2,4).

Resp.: x*- 2x- y+4=0

SUGESTAO:

a) Equacao da parabola: (x - 1)*=2p(y - 3)
b)P=(2,4)1 aparabola: (2- 1)*=2p(4- 3) b IDIZ%

08. A parabola abaixo configurada tem equac&o x* - 5x- y +6=0.
Achar as coordenadas dos pontos A,Be C.

YA Resp.: A=(2,0)
B=(3,0)
\ C=(0,6)
c
A B _
X
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09. Um esguicho (posicionado na origem) lanca agua e esta
descreve uma parabolade V = (1, 5). Calcular a altura (h) do filete de agua,
aumadistancia 1,5 m da origem, sobre uma horizontal Ox.

YA Resp.: 3,75m
Vv
5@-------- .
i\
Lif/o 1 15 x
Série B

Deus nunca nos da tudo. Mas também nao nos priva de tudo.

10. Determinar a equacéo da parabola que se vé nafigura abaixo.

Resp.: X :Ey2 - zy +1
9 3
YA
SUGESTAO:
a) Equacao da parabola:
x=ay’ +by+c

b)c=1

3¢ c)(O,S)T aparabola:
0=9a+3b+1 @

d)V =(0,3)
-b

=_2=3p
Y=

b b=-6a 2

e)Resolvendo@ e 2):
1 2

<V
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11. A parédbola y = x* + bx + ¢ passa pelo ponto P = (1, 3) e a
abscissadofoco éiguala 2. Calcularc.

Resp.: c=6

12. Equacdo da parabola com eixo de simetria vertical, cujo
vértice é V = (3, 1) e que intercepta o eixo das abscissas nos pontos (2, 0) e
(4,0).
Resp.: x*- 6x+y+8=0

13. A parabola representada pela fungéo y = ax” + bx + ¢ passa
pelos pontos (0, - 3); (- 3,0) e (2, 5). Obter a equacéo da parabola.

Resp..y=x*+2x- 3
14. Obtenha os pontos de interseccéo das parabolasy =x*+ 1 e

y = -x* + 3. Ademais, calcule os vértices e as interseccbes de cada
parabola com os eixos cartesianos.

y

Resp.: P=(-1,2)eP'=(1,2)

1.2parabola:

V = (0, 1); intercepta o eixo
y no ponto (0, 1) e néo
intercepta o eixo x.

2.2parabola:

V = (0, 3); intercepta o eixo
y em (0, 3); intercepta o
eixo x nos pontos (v/3,0) e
(-+/3,0).

>y

15. Obter o vértice e o foco da parabolay’- 6y- 12x- 15=0.

Resp.: V=(-2,3)eF=(1,3)

SUGESTAO:
a) Inicialmente isole a variavel x : b) Calcule a ordenada do vértice :
yolye 1,15 L
12° 27 12 Y 2a

0
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16.1dempara: a)y =9x - %xz e b)x*- 8x-6y+14=0

Resp.: a)V =(6,27) e F :8%%9
o

byv=8,- 10 F= aﬁ 9

& 3g

17. Encontrar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz da
parabolax’+6x- 12y +57=0.

Resp.: F=(-3,7)ed:y-1=0

18. Os cabos de um lado de uma ponte pénsil com carga
uniformemente distribuidas tomam a forma aproximada de um arco de
parabola. As torres de suporte dos cabos tem 65 m de altura e o intervalo
entre as torres € de 500 m. O ponto mais baixo fica a 15 m do nivel da
estrada.

Achar a equagao da parabola considerando o sistema cartesiano
sito conforme afigura. Calcular o comprimento (¢) de um fio de sustentacéo
situado a 100 m do centro da ponte.

Resp.: x’- 1250y +18750=0e
£=23m

SUGESTAO:

a)V =(0,15)

b) Equago da parabola: (x - 0)* = 2p(y - 15)
¢)P =(250,65)1 parabola b |p|=625.
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19. Determinar o comprimento de latus rectum da parabola
X’ =-16y.

Resp.: 16

SUGESTAO: a) A parabola tem foco
emF=(0,- 4)ealatus
rectum tem equagdo
y=-4.

b) Levando y = - 4 na
equagédo da pardbola

X’ =-16(- 4 b x=48.
A=(-8,-4) e
A'=(8,- 4).

¢) Comprimento da la-
tus rectum:
d(A,A)=16

YA

OBSERVAGAO:
Demonstra-se que o comprimento da latus rectum de y* = 2px
oux’=2pyé 2p.

20. Determinar as coordenadas das extremidades da latus rectum
daparabola cujadiretrizé aretay - 3=0e cujofocoéoponto F=(1,1).

Resp.: P=(3,1)eP'=(-1,1)
21. O diametro de uma circunferéncia tem extremidades nas
extremidades da latus rectum da parabola y’ - 8y - 8x + 32 = 0. Pede-se a
equacdao da circunferéncia.
Resp.: (x- 4)°+(y- 4)°=16
22. (zOZIMO GONCALVES) Deduzir a equagio da parébola de
eixo vertical cujo foco é o ponto F = (-1, 3) e que passa pelo ponto

P=(3,6).

Resp.: (x+1)’=4(y- 2)e
(x+1)*=-16(y- 7)

(L)
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8.EQUAGAO DA PARABOLADEV® O'=(x,,Y,) E
CUJO EIXO DE SIMETRIANAO E PARALELO
A UM DOS EIXOS COORDENADOS

A existéncia do termo em xy numa equacéo do 2.° grau indica que
0 eixo de simetria (se for parabola) é obliquo aos eixos coordenados.
Rememoremos o primeiro capitulo: quando se pretende eliminar termos
do 2.°grau, utiliza-se a rotagéo; do primeiro grau, a translacao.

O exercicio abaixo ilustra.

Exercicio:
Obter a equacgdo candnica e tracar o grafico da pardbola
9x*- 24xy + 16y°- 34x- 38y +51=0

RESOLUCAO:

a) Ordem das transformacoes:
i1) rotacdo

B? - 4AC = (- 24)* - 4(9)(16) =0
(- 24) (9)(16) 12) translacéo

b) Rotagéo:
-24 24
tgo2g=—=——  =—_
9<d A-C 9-16 7
2tgq _ 24 2
=— b 12tg’q+7tgq- 12=0
1-tg?q 7 g°q+/19q

Raizes:tgqf% e tqu:%

3 4 3
Paratgg=— b cosg=— e senq=—
aq 2 q 5 q 5

(q @B6°)

Formulas de rotagdo :

_ ' _4x-3y'l

X=X'cos(q- y'senq= ¥
5 | @

. : 3x+ 4y

y:xsenq+ycosq:—.'b

Substituindo @ na equacao dada e efetuando-se pacientemente
os calculos decorrentes, obtém-se:

25y”- 50x'- 10y'+51=0 @)

60
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c) Translacdo: como se busca a equacdo canbnica de uma
pardbola, na equagdo acima deve-se eliminar o termo em y' e o termo
independente.

X=X, +x"0 ®

Formulas de translagéo: | .
Y=Yty

Levando @) em (2)vem:
25(y,+Y")*- 50(%, +X")- 10(y, +y")+51=0  ou
25y - 50X" + (50, - 10)y" + 25y’ - 50x, - 10y, +51=0 @

* fazendo o coeficientede y"=0
50y,-10=0 b vy, :% (sobre o eixoy')

* fazendo o termo independente =0
25y? - 50x, - 10y, +51=0

Paray, = % P X, =1 (sobre o eixo x')

Entdo V = caf[ 1 9 (no sistema x'Oy")
e 5o

d) Levando V = g[ é] em @) obtém-se a equagio candnica da
e
pardbola: y"=2x"

e) Grafico:
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Registre-se que a parabola ndo corta os eixos x e y: fazendo x =0
na equacdo dada obtém-se 9x° - 34x + 51 = 0. Esta equac&o possui
discriminante negativo, e ipso facto é desprovida de raizes.

Analogamente, se se fizer y = 0 na equacgdo dada, a equacao
16y’- 38y + 51 =0 n&o possuiraizes.

OBSERVACAO:
Célculo das coordenadas do vértice V emrelagéo ao sistema xOy:

Formulas de rotacgéo:

4(1)- 38919
X:4X'- 3y': esg:ﬂ
5 5 25
3(1)+4 20
5 5 25
Entdo: V:Qal,gg
e25 25y

Exercicios

"Brincar com a crianga nao é perder tempo, € ganha-lo;
se é triste ver meninos sem escola, mais triste ainda é vé-los
sentados enfileirados, com exercicios estéreis, sem valor
para a formagao do homem."
Carlos Drummond de Andrade (1902-1987), poeta brasileiro.
01. Obter a equac&o canbnica da parabola X’ - 2xy +y’*- 8x+16=0
Resp.: y"2-2y2x"=0
02. Uma pardbola tem o foco na origem e diretriz a reta

r:2x+3y+5=0. Ache a suaequagao.

Resp.: 9X’+4y*- 12xy- 20x- 30y- 25=0
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SUGESTAO:
YA
P
SejaP =(x,y)um ponto
genérico da parabola.
dP,0)=dP, )
2,2 - 2X+3y+5

N

xY

03. Equacdéo da parabola cujo foco € F = (0, 1) e cuja diretriz é a
reta2x-y=0.
Resp.: X’ +4y*+4xy- 10y+5=0
04. Numa parabolatem-se oV = (6, - 3) e adiretriz3x - 5y +1=0.

Pede-se asuaequacao.
Resp.: 25x* + 9y” - 30xy - 414x + 214y +1529=0

05. Obter a equacdo da pardbola sabendo-se que o foco é

F=(1,2) e o vértice coincide com a origem.
Resp.: 4x* +4xy +y*- 20x+40y=0

SUGESTAO:
Vi a)Dafigura:
P-/5b p=2/5
26 2
2
seng=——= €
5
cos o
y' 9= 5
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b) A equacéo da parabola em relacéo ao sistema x'Oy' é: y'?>=2px' @D

¢) Férmulas de rotagédo :

X'=XCc0sq- ysenq——x_zy-[-J
= = i
y'—xsenq+ycosq——xhy¥
= =2 5 b

d) Substituindo @ em @ tem-se aresposta.

06. Calcular a equagédo da pardbola de vértice no ponto (2, 2), que

passa pelo ponto P =(4, 1) e cujo eixo focal esta sobre areta y = % +3 X.

Resp: 9X° + 16y” - 24xy- 68x- 76y +284=0

SUGESTAO:
Vide exercicio precedente.

AOS MESTRES

Mais do que o conhecimento, o que faz o verdadei-
romestre é a dedicagao.

Aos que, possuindo sabedoria, transmitiram-na
com amor, o nosso preito de imorredoura gratidao.

Aos que souberam suprir as limitagées, doando-se
por inteiro, nosso perene reconhecimento.

Aos que simplesmente nos passaram conhecimen-
to:muito obrigado.

E aos que, carecendo de luzes, foram incapazes de
se doar, que ndo sejam julgados, mas compreendidos.

Johann W. Goethe (1749-1832), o maior poeta alemao.



Jacir. J. Venturi

UMALICAO DE VIDA

Eis a histéria verdadeira de um homem, cujo nome
todos conhecem e que sugere grande licao:

—aos sete anos, perde a mae;

—até os 23 anos, tem umainfancia e uma adolescéncia
pobre, trabalhando na lavoura para se manter nos estudos;

— aos 26 anos, endivida-se por conta da morte de seu
sécio;

—aos 27 anos, recebe um "ndo" ao propor casamento a
sua primeiranamorada;

—aos 32 anos, 0 rompimento com a segunda namora-
dalhe provoca profunda depresséo;

—aos 33 anos, perde a eleicéo para deputado estadual,

—aos 34 anos, ndo consegue eleger-se deputado federal;

—aos 41 anos, choraamorte do filho de quatro anos;

—aos 42 anos, falece seu pai;

—aos 45 anos, perde a eleicdo para o Senado.

— aos 50 anos, ndo consegue a indicagdo do partido
para o Senado;

—aos 51 anos, porém, é eleito e, aos 55, reeleito presi-
dente dos Estados Unidos.

Este homem se chamava Abraham Lincoln.

Em meio a tantos infortinios, a bem da verdade,
Lincoln entremeou sucessos significativos no campo pessoal,
politico e profissional.

Todos sabemos que a biografia dos grandes homens
nao é pautada somente por vitérias mas, antes de tudo, pela
determinagdo em vencer obstaculos, sejam grandes ou
pequenos. Avida deve ser vivida intensamente, na busca cons-
tante da experiéncia e do aprimoramento fisico, moral e inte-
lectual.

Igualmente, é importante o desenvolvimento de valo-
res interpessoais, como 0s relativos a ética, a cidadania, a
auto-estima, as relagées humanas e de respeito ao meio ambi-
ente, ensejando pessoas flexiveis, abertas ao dialogo, a
mudancas e a novas tecnologias.

Pelo seu esforco e dedicagdo permanente aos estu-
dos, vocé sera um vitorioso num mercado de trabalho extrema-
mente competitivo, mas carente de bons profissionais. E tao
competitivo que apenas 12% — dados da ONU — da populagéo
brasileira esta preparada para trabalhar em uma economia tec-
nologicamente avangada.

Do autor.

O
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CAPITULDO

A Elipse

1. DEFINIGAO

E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das dis-
téncias a dois pontos fixos F, e F, (focos) do mesmo plano, é uma constan-
te (2a), onde 2a>d(F,, F,)

Assim:

d(P,F)+d(P,F)=2a

e
d(Q,F)+d(Q,F)=2a

OBSERVACAO:

Na pég. 230 vocé tem a
etimologia da palavra
elipse.

F,, F,: focos. A distan-
ciaentre osfocosF, e F,,
igual a 2c, denomina-se
distanciafocal.

O: centro da elipse; é o
ponto médio do segmen-
toF,F,.

A, A,, B, B,: vértices
daelipse.

Eixo maior: € o seg-
mento AA, e cujo com-
primento é 2a.

Eixo menor: é segmen-
to B,B, e cujo compri-
mento é 2b.
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Do triangulo retdngulo B,OF, hachurado nafigura, obtemos arela-
c¢ao notavel:

a’=b"+c’

N.B.: Arigor ha um abuso de linguagem ao denominar-se de "eixo
maior" o segmento A A, e de "eixomenor" o segmento B, B,.

3.EXCENTRICIDADE

Uma importante caracteristica da elipse é a sua excentricidade,
que é definida pelarelacéo:

E= % (0 <€<1, sendo €a letra grega épsilon)

Como a e ¢ sdo positivos e c < a, depreende-se que 0< €< 1.

Quanto mais préximo de zero for o valor de €, mais a elipse se
aproxima de uma circunferéncia. Por outro lado, quanto mais achatada for
aelipse, mais o valor de €se aproxima de 1.

Uma vez fixo o valor de a, h4 uma correspondéncia entre o valor
de €e a distancia focal: quanto mais a elipse se aproxima de uma circunfe-

réncia, menor a distancia entre os focos; e quanto mais achatada for a elip-
se, maior a disténcia entre os focos.

F,
F, F.
’ F, F,
€=o €=0,6 €=08 €=1
(CIRCUNFERENCIA)

E facil concluir quanto aos valores extremos do dominio de €

Se €=0tem-se uma circunferéncia de diametro 2a e os focos F, e
F, coincidem com o centro da circunferéncia.

Se €=1tem-se segmento retilineo F,F,.

0
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4.EQUACAO CANONICA DA ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM

a) O eixomaiorcoincide com o eixo x.

YA ]
Sejam:

P =(x, y) um ponto gené-
rico daelipse.

F,=(-¢,0)

F,=(c,0)

Por definigao:
d(P,F) +d(P,F,)=2a

JOx+0)? +(y - 0F +(x- c)* +(y- 0)* =2a
Transpondo o 2.° radical ao 2.° membro :

Jx+cy +y? =2a- \(x- c)’ +y?
Elevando ao quadrado e desenvolvendo os produtos notaveis:

(x+c)’+y® =4a’- da,/(x- c)? +y? +(x- c)? +y?
Isolando o radical:

4a,/(x - c)? +y? =4a’ - 4cx

Dividindo por 4 e tornando a quadrar:
a’(x® - 2cx +c? +y?)=a*- 2a’cx +cx?
ou (a®- c?)x* +a’y* =a*(@*- c?)

Mas pela relag&o notavel a® - ¢ =b?:
b2X2 + CZyZ - a2b2

Dividindo ambos os membros por a’b? :
2 2

X . . .
= y_2 = (eixomaior °© eixo x)
a- b
gue é chamada equacédo canénica ou reduzida da elipse de cen-
tro na origem e focos sobre o eixo x.

OBSERVAGAO:

Esta consagrado o uso da expressao: "o eixo maior coincide com o
eixo x", mas, que numa linguagem mais precisa usar-se-ia: "o eixo
maior pertence ao eixo x".
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b) O eixomaior coincide comoeixoy.

YA Na figuratem-se:
F.=(0,c)eF,=(0,-c)

De forma analoga de-
monstra-se que para um
ponto P = (x, y) pertencente a
elipse tem-se a equacgéo cand-
nica:

o 4

2
b? a?

2
X +y—:1

eixomaior® eixo
y

Aqui cabe um destaque: na equagéo candnica a € a medida do
semi-eixo maior e a’ representa o maior dos denominadores. Se o niimero
a’ é denominador de:

x* ent&o os focos estéo sobre o eixo x;
y* entfo os focos estéo sobre o eixo y.

2 2

. X .
Exemplifiguemos: A equacao ) +i/_6 =1 representaumacelip-

se naqual a’= 16; portanto a medida do seu eixomaioré 2a=2./16 =8 e o
eixomaior coincide como o eixoy.

Depreende-se ainda, da
equacéo, queb’=4pb b=2.

Coordenadas dos focos :
c’=a’-b*=16-4=12 b

s} c:2\/§

Entéo:

F,=(0,24/3) e F, =(0,- 2v3)
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5.IDENTIFICAGAO DA ELIPSE

Uma equacao do tipo Ax® + By’ = F representa uma elipse com cen-

tro na origem e eixos paralelos aos eixos cartesianos se:

-AeBconcordamemsinal;
-Al B.

Ademais, a elipse pode ser:

a)real: se A, B e F concordam em sinal.
Ex..2x*+3y’=1

b) imaginaria (ndo ha lugar geométrico ou € um conjunto vazio):

se Ftem sinal contrarioaode Ae B.

Ex.:2x*+3y’=-1

c) puntiforme (a elipse sereduzaumpontoemO):seF=0.
Ex.:2x°+3y’=0

Exemplos Resolvidos

"Os anos deixam rugas na pele, mas a falta de
entusiasmo deixa rugas na alma.”
Michael Lynberg

01. Dada a equacio da elipse 16x° + 9y’ = 144, pede-se:
1.a) aequacédo canbnica,;
Dividindo cadatermo da equacéo dada por 144:
16x2 9y 144 o x> y?

u —+-=—=1 (eq.candnica)
144 144 T 144 9 16

1. b) aexcentricidade (€);
Daequacéo canbnica:
a’=16 b a=4 b’=9 b b=3

Ademaisc®=a?-b>=7 b c=47
Resp.: €= c- ﬁ
a 4
1.c) ogréfico, as coordenadas dos focos e dos vértices.

Como a’=16 é o denominador de y,isto indicaque o
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eixo maior esta sobre o eixo das ordenadas. Para construir o grafico
temos:

a=4b=3c=47.

Coordenadas dos focos:

F=(0+7) e F,=(0,- \[7)

Coordenadas dos vértices:
A,=(0,4)eA,=(0,- 4)
B,=(-3,0)eB,=(3,0)

02. Obter a equacao da elipse com centro na origem do sistema
cartesiano, eixo focal coincidente com o eixo X, que passa pelo ponto

P =(1, 1) e cujaexcentricidade € igual a%.

RESOLUCAO:
2.a)e:£:£ =} c:@
a 2 2
2
fo) 2
2.b)Masb2:a2- c?=a’- (?\/é* :a_ b a?=2p?
§2 5 2

2
2.c)Equacao candnica: X—2 + % =1 @
a

2.d)Comoa?=2b* e P=(1,1)] @:

Lilogp p=3p a=3
2b® b 2
2 2
Resp.:%+y§:l ou x*+2y*=3
2
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6. CONSTRUQAO DEUMAELIPSE
(Leitura Complementar)

Discorramos sobre o chamado método do "carpinteiro” ou método
do "jardineiro" (para dar forma
aos canteiros).

Sobre uma tabua cra-
va-se dois pregos e fixa-se os
extremos de um barbante, de
comprimento 2a, nos dois pre-
gos (focos). Estira-se o barbante
com um lapis e se move este ulti-
mo até uma volta completa, sem-
pre com o barbante tenso. A figu-
ra ajuda o entendimento e obser-
vequed(P,F,) +d(P, F,) = 2a.

2 2a .

7. APLICAC}C)ES PRATICAS DAELIPSE
(Leitura Complementar)

a) Atrajetdria dos planetas ao redor do Sol ndo é circular e sim elip-
tica (ndo considerando o deslocamento do sistema solar). Foi Kepler
(1571-1630) quem desenvolveu esta teoria. No caso da Terra os semi-
eixos sdo a = 153.493.000 km e b = 153.454.000 km. Donde podemos
obter a excentricidade da 6rbitada Terra:

e= €= 0,0167 (quase uma circunferéncia)
a

O eixo maior apresenta dois pontos: o periélio (janeiro) e o afélio
(julho), que correspondem as distancias minimas e maxima da Terra ao
Sol, respectivamente.

Ademais, no globo terrestre (geoide) o equador tem aproximada-
mente a forma de uma circunferéncia e o meridiano de uma elipse.

b) Arcos emforma de semi-elipse sdomuito empregados na cons-
trucéo de pontes de concreto
e de pedras (desde os anti-
gos romanos).

c) Engenharia Civil: em Resisténcia dos Materiais € muito empre-
gada aelipse de inércia.

Engenharia Elétrica: conjuntos de elipses homofocais (elipses de
mesmo foco) sdo utilizadas nateoria de correntes elétricas estacionarias.

Engenharia Mecéanica: sdo usadas engrenagens elipticas (excén-

tricos).
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d) Sob uma abdboda eliptica os sons emitidos em um foco tém
melhor audibilidade nos pontos proximos ao outro foco, ndo obstante
serem praticamente inaudiveis naregido intermediaria aos dois focos.

regiao de baixa
audibilidade

e) O mais portentoso monumento arquiteténico de Roma antiga
foi o Coliseu. A planta baixa possuia a forma eliptica, cujo eixo maior tinha
188 m e 0 menor 156 m. Comegou a ser construido em 72 por Vespasiano
e foi concluido em 82 por Tito. A cobertura movel, a altura de 85 m, era sus-
tentada por um sistema inédito de tirantes, acionada em caso de chuva
para proteger seus 40.000 espectadores. Diante da tribuna imperial, os gar-
bosos gladiadores romanos desfilavam antes da luta e proferiam em alto e
bom som: Ave, Caesar, morituri te salutant (Salve, César, os que vao mor-
rer te saidam).

Exercicios

"As paixoes sao loucas; porém, nao precisam ser burras.
Alberto Goldin (n.1940), psicanalista argentino.

01. Dé as equacgdes das elipses cujos gréaficos séo representados

abaixo:
YA
5
YA
J5
F,
-4 4 X 3 X
5
-5 X2 y2 X2 y2
Resp.: a)—+-——=1; b)—+-—=1
16 25 14 5



CONICAS E QUADRICAS

02. Calcular a distancia focal de uma elipse cujo eixo maior mede
10 e cujo eixomenor mede 8.

Resp.:2c=6

03. Equagéo candnica da elipse com centro na origem, eixo focal
sobre o eixoy e cujamedida do eixomaior € 5 e do eixomenor é 2.

2 2
Resp.: X =1
4 25

04. Calcular a excentricidade da elipse 25x° + 16y* = 400.

Resp.: 3

5

SUGESTAO:

Calcule inicialmente a equacéo candnica, dividindo todos os ter-
mos por 400:

25x%? . 16y? _ x? y?

=1 ou —+2_=
400 400 16 25

05. A drbita da Terra € uma elipse e 0 Sol ocupa um dos focos.
Sabendo que o semi-eixo maior tem 153 493 000 km e que a excentricida-
de éde 0,0167, calcular amenor e amaior distancia da Terra ao Sol.

Resp.: 150929 660 km
156 056 330 km

06. Determinar os pontos de interseccéo da elipse 9x* + 4y* = 25
COm 0s eixos cartesianos.

Resp.: ge 3,09;(?@,09;@3%, 29,8‘6, 29
e gesS ge Zge 2

07. Pede-se a equacédo da elipse que passa pelos pontos (- 2, 0),
(2,0)e(0,1).

2 2

Resp.: X_+y_:1
4

1
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08. Equacéo candnica da elipse com centro na origem, eixo focal
sobre 0 eixo x, que passa pelo ponto A = (2\/5, 1) e de excentricidade %
2

y
Res —=1
P 0 5

09. Calcular a equagédo candnica da elipse de centro na origem,

focos no eixo das abscissas e sabendo que passapelo ponto A = (\/E, -1
e seu semi-eixomenor é 2.

2 2

Resp.: XY -

20 4

10. Um elipse tem o centro na origem, eixo focal sobre o eixo X,

_ &l o
passa pelo ponto A=(1, 1) etemum focoem F = 97, 0z Calcular a ex-
a
centricidade da elipse.
Resp.: ﬁ
2

11. Uma elipse tem os focos em F, = (- 3, 0) e F, = (3, 0) e excentri-
cidade igual a 0,5. Forneca a sua equacéao e a sua area S (da Geometria:
S =pab).

2

y _ _
Resp.. —+2Z-=1 e S=18v3 pu.a.
p- 36 27 P

12. Um arco é uma semi-elipse e 0 eixo maior é o vdo. Se este
tiver 40 m e a flecha 10 m, calcular a altura do arco a 10 m do centro da

base.
10 \
1

10

20

Resp.:5+3 m

O
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Série B

13. Determinar o comprimento da corda que aretax =4y - 4 deter-
mina sobre a elipse x* + 4y’ = 16.
817

Resp.: ZX=°
5

SUGESTAO:
a) Para se obter os pontos de
interseccgdo da elipse com
a reta basta resolver o

y 4 sistema

A
i > donde se obtém
/\/ P=(40e
oo 3}

b) O comprimento da corda
éad(P,P).

ix=4y- 4
1x2+4y? =16

xy

2 2
14. Determinar os pontos de intersecgdo da elipse X Y-
comaretay=2x+3. 4 9

Resp.:P=(0,3) e P.:geﬁ,-_Zlg
e 25 25¢y

15. Dois dos vértices de um poligono de 4 lados coincidem com os

focos da elipse 9x* + 5y° = 1 e 0s outros dois com os vértices do eixo menor
elipse. Calcular a drea do poligono.

4,5

Resp.. ——u.a.

45
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16. Determinar a equacao da elipse com centro na origem, focos
sobre o eixo das abscissas e que passa pelos pontos A=(2,2)e B = (2\/5, 0).

2 2
Resp.: XL Y =1
12 6

SUGESTAO:
a) Equacao da elipse : X Y o

@
na=22l @ b 2+2-1
®

0B=(23,001 @b 2—2+3:1

Resolve-se: 2 e (3

17. Similarmente & parabola, o /atus rectum da elipse é uma das
duas cordas focais da elipse e perpendiculares ao seu eixo maior. Entéo,
2 2

dadaaelipse ry + % =1, pede-se comprimento do latus rectum.

18
Resp.:. —
P 5

SUGESTAO:

Um dos focos da elipse é F = (0, 4).
Os pontos de intersec¢do daretay =4
comaelipseé P, = 8e_9 4% P, = gg 42
ed5 o e5 o

O comprimento éad(P,, P,).

O
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18. Um cilindro de revolugéo tem por base um circulo de R = 6.
Determinar a area da elipse interseccao do cilindro por um plano que
forma com o seu eixo umangulo de 30°.

Resp.: 72pu.a.
SUGESTAO:
Da figura:
a)b=6

b) a= 6 =12

sen 30°
c) S=pab

19. Determinar aareado quadradoinscrito naelipse 9x* + 16y°=625.

Resp.: 100 u.a.

SUGESTAO:

Os vértices do quadra-

do sdo obtidos pelas intersec-
¢bes dasretasy=xey=-xcom
aelipse.
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8.EQUAGAO DA ELIPSE CUJO CENTROE O' = (x,, y,) E CUJOS
EIXOS SAO PARALELOS AOS EIXOS COORDENADOS

8.a) O eixomaior é paralelo ao eixo x.

YA Por meio de uma transla-
¢do de eixos, representamos

um novo sistema x'O'y', cuja

origem O' = (X,, Y,) coincide
/\ com o centro daelipse.
Yo '; ‘ F, Aequacao da elipse refe-

ridaao novo sistema x'O'y' é:

YA

12 12

XTL Y
Tt O
A -
o X, x
FCREEEE 2c------- ” P
: ¢ : No entanto, as formulas
s 2ar-ereerees ‘- de translagéo fornecem:
IX'=X- X
i @
| y=y- yo
Levando@em@:

(X'Z(o)z_'_(y_z/o)z =1 (|)
a b

gue representa a equagao candnica da elipse cujo centro é
O'=(X,, Yo) € cujos focos estdo sobre uma paralela ao eixo x.

8.b) O eixomaioréparaleloaoeixoy.

YA Adotando um raciocinio simi-
lar ao caso (), ter-se-a para equacao

daelipse:

(X 3 X0)2 (y- YO)Z —
o + . =1 ()}

Yo

Em (1) e (Il) eliminando-se os
denominadores, desenvolvendo-se os
produtos notaveis e ordenando-se as
variaveis, a equacéo da elipse assume
aforma Ax’+ Cy*+Dx+Ey+F=0,em
que AeCtémomesmosinale At C.

O

xVY
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Exercicios Resolvidos

"Educamos com o que somos e nao com o que dizemos."
Euzébio Silveira da Motta (1847-1920), escritor curitibano.

01. Determinar as equacdes das elipses representadas.

1.a)
YA Y'A
lJ 2 3 .
o R X
F, o' F, x'

RESOLUCAO:
Da figura obtém-se:
0'=(3,-2),a=2ec=1.

Célculo deb:
b2=a%-¢?=

=4-1=3 b b=43
A equacdo daelipse
é daforma:

_ 2 _ 2
(x aﬁo) L bzo) -1

Levando os correspondentes valores ha equacao acima:

(x-3) , (y+2)

=1

4 3
OBSERVAGAO:

As coordenadas dosfocos séo: F,=(2,-2)eF,=(4,- 2).

RESOLUCAO:

Obtemos dafigura:
0'=(4,0),a=5eb=1.

A elipse representada tem
equacao dotipo:

2 2
(X -bZ(O) +(y_ 2’0) =1
a

Substituindo os valores
obtidos da figura na equa-
¢do acima:

(x-4F , (y-OF _,
1 25
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02. Determinar a equacao candnica da elipse
9x’ + 4y’ - 54x- 32y +109=0.
RESOLUCAO:
Pelatranslacdodeve-seeliminarostermosemxeemy (dol.°grau).
2.a)Férmulas de translagédo:

X=X, +X

| .

Y=Yty
2.b) Levando na equacao dada:

9%+ X) +4(Yo+Y) - BAX+X)- 32(Yo+y)+109=0 @D

Fazendo o coeficiente de x'=0:
18x,- 54=0pb x,=3

Fazendo o coeficiente dey'=0:

8y,- 32=0b y,=4

EntdoocentroO'=(3, 4).

Anovaequacio tem aforma: 9x*? +4y?+F'=0,
onde: F'=9(3)*+4(4)*- 54(3)- 32(4)+109=-36
Destarte: 9x”? + 4y?- 36 =0

OBSERVACAO:
Substituindo O' = (3, 4) em D) igualmente obter-se-ia(®) .

2.c) Dividindo todos os termos de 2) por 36:

12 12 12 12
i + Ay =1 ou X +¥ = (Resp.)
36 36 4 9

2.d) Gréfico:
Y'A

Coordenadas dos focos:
c®=a*-b*=9-4=5

- ¢ =5
X F =(3,4+45)
F,=(3,4- 5)

xy
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Exercicios

"A matematica vista com justeza, possui ndo apenas
verdade, mas suprema beleza — uma beleza fria e austera,

como s6 a grande arte pode mostrar."
Bertrand Russel (1872-1970), filésofo e matematico inglés.

(x+6) , (v-5) _

01. Dada a equacéo da elipse 1, pede-seas

25
coordenadas dos focos, do centro e o respectivo grafico.
Resp.:
YA
YA
10 0'=(-6,9
F.=(-6,9)
F.=(-6,1)
x
F,@----feennnn ¢1
6 0 %

02. Obter a equacao da elipse com centroemQ'=(8, - 2), com
b=1e c=+3.

_ a)2 2
Resp.: (x- 8) +(y+2) =1
4 1

03. Determinar as coordenadas dos focos da elipse

(x-3°, v +0° _,
4 1
Resp..F, = (3+3,-1) e F,=(3- v/3,- 1)

04. Equacéo da elipse com focos em (- 2, 3) e (6, 3) e vértices em
(-3,3)e(7,3).

Resp.

O

x-2F  (y-3F
25
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05. Obter a equacao da elipse cujos vértices sdo A, = (1, 3);
A,=(1,-7);B,=(-2,-2)eB,=(4,-2).
Resp.: -0 (y+2)° _ 1
9 25
06. Calcular a equagéo da elipse de centro em (4, 2) e tangente

aos eixos coordenados, sabendo que 0s eixos da elipse sdo paralelos aos
referidos eixos cartesianos. )2 2
X - -
(x- 47 (-2
16 4

Resp.

07. Qual a equacédo do conjunto de ponto P = (X, y) cuja soma das
distanciasaF,=(1,0)eF,=(3,0)é5?

Resp.: 84x°+ 100y’ - 336x- 189=0

SUGESTAO:
dP.F)+dP,F)=5 B J(x- )7 +y? +(x- 37 +y* =5
Efetuando tem - se aresposta.

08. Determinar as coordenadas do centro e a equagéo candnica
daelipse 4x*+y*- 40x - 12y +120=0. s

. X y
Resp.:0'=(5,6) e —+=—=1
P 5.6) 4 16

09. Achar a equagédo candnica e as coordenadas dos focos da
elipse 4x* + 3y’ - 32x+ 12y +40=0.

12 12

Resp.: XY -
9 12

F=(4,-2+3) eF,=(4-2-+3)

10. Construir o grafico da elipse 4x* + 9y* - 8x - 36y +4=0.
Resp.: YA

YA

4. |

Xy

xy
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Série B

"Ter problemas na vida nao é ter vida infeliz.”
Da musica "Pais Paraplégicos", de Padre Zezinho, scj.

11. O ponto B = (3, - 11) € um dos extremos do eixo menor de uma
elipse cujos focos estdo sobre aretay + 6 = 0. Pede-se a equacéo da elipse

conhecendo-se ainda a sua excentricidade igual a i_

2

Resp.: (x-3)° + (y+6)° =1
50 25

12. Um ponto P = (X, y) se desloca de modo que a soma de suas
distancias aos pontos (2, - 4) e (2, 2) é 10. Deduzir a equacéo do lugar
geomeétrico descrito.

Resp.: 25x° + 16y*- 100x + 32y - 284=0

9. EQUAGAO DA ELIPSE CUJO CENTRO E O' = (x, yo) E
CUJOS EIXOS NAO SAO PARALELOS AOS EIXOS COOR-
DENADOS.

Reiteramos que a existéncia do termo em xy na equagéo de uma
elipse indica que os eixos da elipse sdo obliquos aos eixos cartesianos.
Faz-semister arotagéo, além datranslacéo.

Exercicio Resolvido

"O homem nunca sabe do que é capaz até ser obrigado a tentar."”
Charles Dickens (1812-1870), escritor inglés.

Dada a elipse de equacao 5x° + 6xy + 5y° - 4x + 4y = 0, pede-se 0
centro, a equagao candnica e o gréfico.

RESOLUCAO:

a) Ordem das transformacdes:
1) translacéo

B2 - 4AC = (6)2 -4(5)5)* 0 ,:\2) rotacao

b) Translacgao:
Substituindo as férmulas de transla¢&o na equacéo dada:
5(Xo + X|)2 + 6(Xo + XI) (yo + yl) + 5(Yo + y|)2 - 4(Xo + X‘) +

+4(Yo+y)=0
O
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*fazendo o coeficiente de x'=0
10x,+6y,- 4=0

*fazendo o coeficiente dey'=0
6x,+10y,+4=0

Resolvendo o sistema acima obtém-sex,=1ley,=- 1.
Entdoocentrodacelipseé O'=(1,-1).
LevandoO'=(1,-1)em @:

5x”+6xYy' +5y”°- 4=0 (2

c) Rotagdo (vamos eliminar o termo emx'y'naequagaoacima):
NaequacdodadaA=Cb g =45°
Formulas de rotagéo :

g e V2 U
X'=X cosq-ysenq—7(x-y)%

y
(o " 2 ol
y'=x"senq+y cosq:T(x +y)-b

Levando 3 em (2) obtém - se a equacéo da elipse:

8x"?+2y"?=4 ouna forma candnica:
n2 n2

X y

Z 42 =
1 2

2
Gréfico:

YA .
*da equacao candnica:

5

a:\/g e b:72

*intersecgfes com os eixos car-

tesianos.

Tomando a equacéo dada e fa-
zendo y =0 resultaa equagédo

5x? - 4x =0, cujas raizes s&o 0
4

e —.
5

Por outro lado, fazendo x =0 na equagdo dada, obtém-se a

equagdo 5y® + 4y =0, cujasraizessdo 0 e - g
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Exercicios

“Curitiba tem apenas duas estagoées: o inverno

e a estacao rodovidria."
Chiste popular.

01. Obter aequacao canbnicadaelipse x* + J§xy +2y?-2=0.

y|2
Resp.: +=—=1
P 1

X2
4
5

02. Dada a equagéo da elipse 5x° + 4xy + 8y’ - 9=0, pede-se para
calcular a sua equacgédo candnica e tracar o grafico.

12
Resp.: x'2+% =1

4
OBSERVAGOES:
l)a= 3 eb=1

2

‘<-

2)a elipse corta 0 eixo X

+3/5
5
3) a elipse intercepta o eixo

+342
4

nos pontos

y nos pontos

03. Calcular a equacao da elipse de focos F, = (0, 1) e F,=(1,0) e
cujamedidado eixomaioré2a=3.

Resp.: 32x* +8xy + 32y’ - 36x- 36y - 45=0

SUGESTAO:

O eixo maior € obliquo aos eixos coordenados. Aplique a
definicdo de elipse: d(P, F)) + d(P, F,) = 2a.

O
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Série B

"Suaviter in modo, fortiter in re."”
Axioma latino: Suave no modo, forte na agdo.

04.Umaelipse tem o centro na origeme:
a) eixo focal sobre aretay = 2x;

b)um dos focosemF =(1, 2);

c)a= 245 e ¢ =+5.

Pede-se asuaequacao.

Resp.: 19x°- 4xy + 16y* =300

SUGESTAO: 1) Equacéo da elipse emrelacéo
ax'oy"
YA ' X2y
Tt @
2)Sea=2V5,c=y5 b b’=15
3)Da figura:
y 2 #F 2 1
: senq=——= e cosq=——
o J5 V5
1 x 4)Férmulas de rotagéo:
= 2X-y Ju
\/g 3 @
y'= X +2y Y
V5 b

5) Substituindo (2) em (@) tem - se aresposta.

05.Umaelipse tem:
a) eixo focal sobre aretay = - x
b) eixo menor sobrearetay = x

c)b=1le c:l
2

Calcular a sua equacao.
Resp.: 9x* + 2xy + 9y*- 10=0

0
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SUGESTAO:

YA 1) Equacéo da elipse:
y X' Xl2 yl2
et @

2) Férmulas de rotacéo (a = 45°):
X  X'=xcos45°- ysen45° (i

y'=xsen45° +y sen 45° %

y=-x 3)Substitua@ em @

06. Uma elipse tem como focos os pontos F, = (- 8,15)e F,=(12,5) e
passa pela origem do sistema cartesiano. Qual a sua equacao?

Resp.: 5x* +4xy + 8y*- 60x- 168y=0

PROMETA A SI MESMO

Ser forte, demaneira que nada possa perturbar a sua paz de
espirito.

Falar de saude, felicidade e prosperidade a toda pessoa
gue encontrar.

Fazer os seus amigos sentirem que ha alguma coisa supe-
riordentro deles.

Olhar para o lado glorioso de todas as coisas e fazer com
gue seu otimismo se torne realidade.

Pensar sempre no melhor, trabalhar sempre pelo melhor e
esperar somente o melhor.

Esquecer os erros do passado e preparar-se para melhores
realizacdes no futuro.

Ter tanto entusiasmo e interesse pelo sucesso alheio como
pelo préprio.

Dedicar tanto tempo ao proprio aperfeicoamento que nao
Ihe sobre tempo para criticar os outros.

Ser grande na contrariedade, nobre na coélera, forte no
temor, e receber alegremente a provagao.

Fazer um bom juizo de si mesmo e proclamar este fato ao
mundo, hdo emaltas vozes, mas em grandes feitos.

Viver na certeza de que o mundo estara sempre ao seu lado,
enquanto lhe dedicar o que ha de melhor dentro de simesmo.

Autor desconhecido.
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CAPITULDO

A Hipérbole

1.DEFINIGAO

E o lugar geométrico dos pontos de um plano tais que o valor
absoluto da diferenga de suas distancias a dois pontos fixos F, e F, (focos),
domesmoplano, é uma constante (2a), onde 2a <d(F,F,):

Assim:

OBSERVAGAO:

vel(P, F,) - d(P, F,)¥= 2a

A hipérbole é uma
curva com dois ramos e 0
valor absoluto pode ser
desconsiderado desde
que adotemos a diferenca
entre a maior e 0 menor
distancia.

A etimologia da palavra hipérbole, vocé encontra na pag. 231.

2.ELEMENTOS DA HIPERBOLE

F,, F,: focos. A distancia
entre os focos F, e F,, igual
a 2c, denomina-se distan-
ciafocal.

O: Centro da hipérbole; é
0 ponto médio do segmento
F.F,.

A,, A, vértices da hipér-
bole.

Eixo real ou transver-
so: é 0 segmento AA, e
cujo comprimento é 2a.

Eixo imaginario ou
conjugado: € 0 segmento
B.B, e cujo comprimento €
2b.
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N.B.: Impropriamente, por abuso de linguagem, denomina-se
"eixo real" 0 segmento A /A, e "eixo imaginario" o segmento
B.B,. O eixo imaginario tem como reta suporte a mediatriz
do segmento AA,.
Do triangulo retangulo B,OA,, hachurado na figura,
obtemos a relagao notavel:

c’=a’+b’
3.EXCENTRICIDADE DA HIPERBOLE

E definida pelarelacéo

-5
e= a (€e>1)

Como a e ¢ sdo positivos e ¢ > a, depreende-se que €> 1.
Ha uma proporcionalidade entre a excentricidade e a abertura da
hipérbole: quantomaioraexcentricidademaioraaberturaevice-versa.

4. EQUAGAO CANONICA DA HIPERBOLE
DE CENTRO NA ORIGEM

4. a) O eixo real coincide com o eixo X.
YA

Seja:

P = (x, y) um ponto
genérico da hipérbole.

F.=(- c,0)eF,=(c,0).

Por definicdo:

(P, F)- d(P, F)¥%=2a

yal(X +C) +(y - 0 - y/(x- ) +(y - 0%+ 2a

Agora, empregando as mesmas operacbes para deduzir a
equagdo da elipse, e mutatis mutandis, chegamos a equagéo:

X . .
=—-L= (eixoreal © eixo x)
a

cognominada equacao candnica ou reduzida da hipérbole.

o
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4.Db) O eixo real coincide com o eixoYy.
O posicionamento da
3 hipérbole no sistema carte-
siano fornece:
g F,=(0,- c)eF,=(0,¢)

Analogamente de-
monstra-se que para um
g ponto P = (X, y) pertencente
o X a hipérbole tem-se a
equacao candnica:

2 2
F1 y_-X_:]_
a® b’

(eixoreal © eixoy)

Vale enfatizar que na elipse sempre a > b. Na hipérbole, no
entanto, pode-setera>b,a=boua<b.

Ademais, numa hipérbole o eixo real, bem como o eixo focal,
coincide com o eixo da coordenada correspondente a variavel de
coeficiente positivo (se a equacéo estiver naforma candnica).

Exemplo:

X2 y2

—-=—=1 ® oeixofocalcoincide com o eixo x.
16 24

y2 X2

PR =1 ® oeixofocalcoincidecomoeixoy.

Exercicio Resolvido

"Com bons modos, vocé me leva até para o inferno;
com maus modos, nem para o céu.”
Citado por Adriana C. Micheloni, professora em Marilia-SP.

Dada a hipérbole de equaco 16x’- 25y° =400 pede-se:

a) aequacao canbnica;
Dividindo todos os termos da equac¢éo dada por 400:

2 2 2 2
16X 2% 4 oy XY -1 (Resp)
400 400 25 16

@
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b) excentricidade (€);
Daequacdoacimaseobtéma=5eb=4.

Calculodec:
c’=a’+b?=25+16=41b c=441
Resp.: €= c- E
a 5
¢) o gréfico.
YA
»--4B,
4
F, /A, o)
B,

Ainda:

A1:(- 5,0); A, =(5,0)
B, = O,- 4); B, =(0,4)
F = (-V41,0); F, =(/41,0)

Exercicios

"Para mim, a vida ndo é uma ‘chama breve’'. Ela é uma
espécie de chama esplendorosa que consegui segurar por algum
momento, e quero fazé-la queimar o mais intensamente possivel

antes de passa-la as futuras geragoées.”
George Bernard Shaw (1856-1950), escritor irlandés.

01. Determinar a distancia focal da hipérbole 9x* - 16y”=144.
Resp.: 10
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02. Obter as equagdes das hipérboles abaixo configuradas.
a  ya

2 2
Resp.:x—-y—:l
7 9
3
o x
A
F,
2 2
Resp.:y—-x—:l
9 16

03. Equacao da hipérbole com focosem F,=(0,8) e F,=(0,- 8) e
vérticesem(0,6)e(0, - 6).
y2 X2
Resp.: —- —=1
36 28

04. Equacéo da hipérbole cuja excentricidade é J5¢e cuja distan-
ciafocal é 4+4/5. (O centro coincide com a origem e os focos estéo sobre o
eixo x). R ,

Resp.: XY o
4 16

o
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05. Obter a excentricidade da hipérbole 5x* - 5y*=k (parak? 0).

Resp.: 2

06. Uma hipérbole tem o centro na origem e o eixo real coincide

com o eixo x. Ademais, 2b =6 e e:% Determine a sua equacao.

2 2
Resp.: x Y =1
16 9

07. Obter a equacéo da hipérbole de focosemF, =(2,0) e F,=(- 2,0)
e que passa pelo ponto P = (\/5, 1).

Resp.:x’ - y’=2
08.Calcularaequacgéo dahipérbole de centronaorigeme eixo
e Gfo
real sobre o eixo das ordenadas, que passa pelos pontos P =¢0, 5 -
a
Q=(4,6).
Resp.:5y*- 9x*=36
SUGESTAO:
y2 X2
a) Equacao da hipérbole :¥ o =1
b)P1 hipérbole b a2 -36
¢)Ql hipérbole b b2 =4
Série B

"Como é raro ter o mesmo critério para julgar o
proximo e a nés mesmos."
Tomas de Kempis (c. 1380-1471), in Imitacdo de Cristo.

09. A elipse 2x* + 3y’ = 24 e a hipérbole x* - y* =5 se interceptam
em4pontosA,B,C,D.DeterminaraareadoretanguloABCD.

4./546
u.a.

Resp.: S=
P 5
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SUGESTAO:

Resolva o sistema:
12x* +3y* =24

i

ix°-y*=5

N
[w B NSONNWNN

10. Parak =7 e para k = 11, representar no sistema cartesiano os

graficosde X _+ Y =
25-k 9-k
X2 y2 |
Resp.: a)parak=7 b —+=—=1 (elipse
p.. ap T (elipse)
x? y? .
b)parak =11 b —- =— =1 (hipérbole)
YA 14 2
k=7

k=1
A figura ao lado
mostra as duas curvas e
observe inclusive que a
V14 3.2 elipse e a hipérbole tém os
X mesmos focos F, = (- 4,0) e
F,=(4, 0). Sdo homofocais.

5. ASSINTOTAS DA HIPERBOLE

a) Definigcao

Na figura que vem a seguir observe a hipérbole e o retangulo,
cujos lados séo 2a e 2b.

As retas r, e r, que contém as diagonais desse retangulo sédo
chamadas de ASSINTOTAS da hipérbole. A distancia de um ponto P da
hipérbole & assintota tende para zero quando o ponto P da hipérbole se

afasta para o infinito.
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YA As assintotas sdo exce-

lentes guias para se tracar o
gréfico da hipérbole: o esboco
adequado de uma hipérbole
pode ser feito tragando-se
inicialmente o retangulo e as
retas que contém as diagonais
(assintotas). O ramo de cada
hipérbole tem vértice tangente
ao lado do retangulo e "abre-se”
a curva tendendo para as
assintotas.

b) Calculo das equagdes das assintotas

Como as duas assintotas acima figuradas passam pela origem,
sdoretas dotipo:

y =+mx

b
mas m=tgq=—
a
donde:
b
y=+x—-X

a

Essas sdo as equacdes das duas assintotas da hipérbole, que
também podem se apresentar sob a forma de

r.:bx- ay=0
r,:bx+ay=0
c) Recursomneménico 2 2
” P . o X°y°
Soiserassaz Utila seguinte regra pratica: a hipérbole —- - o =1
a

pode ser escrita sob aforma bx® - ay’ = a’b’. Para se obter as equacdes das
assintotas basta substituir por zero o 2.° membro desta Ultima equacéao.
Assim:
bx’- ay”=0 ou fatorando o produto notavel:
r:bx-ay=0er,;bx+ay=0.
y2 X2

Analogamente, ahipérbole = - o =1 podeserescritasoba
a

forma b’y* - a’x’ = a’v®. Se 0 membro direito é substituido por zero, as
assintotas tém equacdes:
r:by- ax=0er,;by+ax=0

o
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Exercicio Resolvido

Calcular as equacdes das assintotas da hipérbole 16x*- 25y* = 400.
RESOLUCAO:
Na equacio dada faz-se 0 2.°membro igual a zero: 16x° - 25y*=0

Decompondo o produto notavel:
(4x- 5y) (4x+5y)=0o0ur,:4x- 5y=0er,: 4x+5y =0 (Resp.)

6.HIPERBOLE EQUILATERA

a) Definigao
Hipérbole equilatera é aquela em que a = b, ou seja, a medida do
semi-eixo real é igual a medida do semi-eixo imaginario.

b) Calculo da equacao da hipérbole eqiiilatera

Sendoa=h:

2 2

X

—Z-y—zzl ou x*-y*=a
a® a

equagdo que tipifica uma hipérbole equilatera.

7.IDENTIFICAGAO DA HIPERBOLE

Uma equacéo do tipo Ax’> + Cy* = F representa uma hipérbole com
centro na origem e eixos coincidentes aos eixos cartesianos, se e somente
se, A e Ctém sinais contrarios e F ndo nulo.

Ex.:2x’- 3y’=5

Quando F for nulo e A e C tém sinais contrarios, a hipérbole se
degenera num par de retas reais e concorrentes.

Ex.:4x°- 9y*=0

decompondo o produto notavel: YA

(4x- 3y) (4x+3y)=00u .

r:4x- 3y=0er,:4x+3y=0 : ',

Gréficode 4x*- 9y*=0Pp

Xy

@
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8. APLICAGOES PRATICAS DE UMA HIPERBOLE

(Leitura Complementar)

a) Mecanica Celeste:
dependendo de sua velocidade, um
cometa tem uma oOrbita eliptica,
parabdlica ou hiperbdlica (o foco
coincide com o Sol). Vide figura a
esquerda.

b) Em Mecénica dos
Fluidos e em alguns problemas re-
ferentes ao fluxo estacionario de
eletricidade sao utilizadas hipér-
boles homofocais (demesmofoco).

c) O sistema LORAN
(longe range navigation) e o
sistema DECCA de navegagdo
aérea usam a hipérbole. Da Terra, concomitantemente sdo transmitidos
sinais de radio de dois pontos fixos F, e F, que sdo captados pelo
aeroplano em P, ao longo de t, e t, segundos, respectivamente. A diferenca
entre t, e t, determina 2a e assim se obtém a caracteristica da hipérbole na
qualestaP.

Igualmente na navega¢do maritima utilizam-se sistemas
hiperbdlicos: o sistema RADUX (de baixissima freqiiéncia) e o sistema
LORAC (de ondas continuas para observagdes de grande precisao).

Exercicios

"A natureza deu ao homem um pénis e um cérebro,
mas insuficiente sangue para fazé-los
funcionar simultaneamente."

Sabedoria popular.

me

1. Pede-se para construir o grafico de cada equacao:

a) X’+y’=9 f) X~ y’=0
x? y2 2
b) —+—=1 X“+y =0
)T+ g) X' +y’
2 2
oL X =g h) x- 4=0
4 9
X .y L, a
dZ+I=1 i) X’+2y°'=-1
)2 3 ) y’
e) y’- x=0

0]
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Circunferéncia de raio = 3.
c) \y:k/
2
o

Hipérbole onde a=2eb=3
(o eixo real coincide com o eixo y).

e) VV

A parébola y* = x tem concavidade
voltada para a direita e 0 eixo
focal coincide com o eixo x.

Q) YA

<Y

¥

Apenas o ponto O = (0, 0)
verifica tal equagéo.

i) Elipse imaginéria.

Elipse onde a=3eb =2

(o eixo maior coincide com o eixo y).

d)

YA

<y

h)

Par de retas reais:
(x-y) (x+y)=0ou
r:x-y=0er;x+y=0

YA

2]

<Y

Par de retas reais e paralelas:
(x-2)(x+2)=0o0u
n:x-2=0er;:x+2=0
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. - X2 «
02. Provar que a elipse 2x° + y* = 10 e a hipérbole y* - = =1 sdo
homofocais (tém osmesmos focos). 4

03. Pede-se a equacao da hipérbole equilatera que passa pelo
ponto P = (4, - 2). O centro coincide com a origem do sistema cartesiano e
os focos estdo sobre o eixo x.

Resp.:x*- y’=12

04. Achar a distancia do foco superior da hipérbole 9y’ - 16x° = 144
acada umade suas assintotas.

Resp.: 3

Série B

"Ah, como ddi viver quando falta esperanca.”
Manuel Bandeira (1886-1968), poeta e escritor pernambucano.

05. Uma hipérbole tem um de seus vértices em A = (3, 0) e as
equagles de suas assintotas sdo 2x - 3y =0 e 2x + 3y = 0. Determine a
equacao da hipérbole.

Resp.:4x’- 9y*=36

SUGESTAO:

Equacao da hipérbole:

a) (2x- 3y) (2x+3y) =kou 4x*- 9y*=k
b)A=(3,0)1 hipérbole b k=36

06. Obter as coordenadas dos pontos de intersec¢éo dareta
X- 4y- 4=0com a hipérbole x*- 4y*=16.

Resp.:(4,0) e ge Q,- §9
e 3

07. Uma hipérbole tem excentricidade igual a 2. Calcular o &ngulo
entre as assintotas.

Resp.: 2q= ?

@
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SUGESTAO:

YA a)e=S=2p c=2a
a
b) b?=c?- a*=3a’b
b b=a/3
b c) tgq:gzﬁzﬁ
g hd > a a
(¢) X p
P g==-.
a 3
O angulo entre as assin-
totas é 2q.

08. Latus rectum ou corda focal minima é a corda tirada por um
foco perpendicularmente ao eixo real. Determinar o comprimento "/" da

o X2 y2
latus rectum da hipérbole —- - — =1.
a” b 2b*
Resp../ =—
a
SUGESTAO: -
VA a) P=(c,y) | hipérbole:
2 2
c oy _
P
b) Isolando y na equagéo acima:
y2 CZ _ a2
b &
masc® - a® =b?
y2 b2 b2
e YT a
2
c)l=2y= &
a
Exemplificando: o comprimento da latus rectum da hipérbole
2 2 2
X__ y_:l é f:&:z_
4 2 2

@
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OBSERVAGOES:

Similarmente deduz-se que o comprimento da latus rectum da

elipse x_2+y_2:1 é também ¢ :2_b2
p a2 b2 a .

09. Demonstrar que a excentricidade de qualquer hipérbole
eqUiIéteraéiguala\/E.

SUGESTAO:
Na hipérbole equilateraa =b.

Logo ¢ =+va? +b? =+a? +a? =ay/2.

Isto posto, €= 2 _ J2.
a a

10. Uma hipérbole passa pelo ponto P = (1, 2) e uma de suas
assintotas é areta 3y - J11x = 0. Determine a equacdao da hipérbole sa-
bendo-se que o eixo real coincide com o eixo y e 0 centro esta na origem
do sistema cartesiano.

Resp.:9y*- 11x*=25

SUGESTAO:
a) Equacdes das assintotas:
3y - J11x=0e 3y+\/ﬁx:0
b) Equagéo da hipérbole:
(3y- V11 x) (3y + 411 x) =k ou 9y? - 11x* =k
c) Pl hipérbole b k =25.

11. Calcular os pontos de intersecgéo da parabolay’=3xcoma

2 2
hipérbole L - X =1,
5 20

Resp.: (2,4/6); (2,- V6);
(10,+/30); (10, - /30)

@



Jacir. J. Venturi

9. EQUAGAO DA HIPERBOLE CUJO CENTRO E O' = (x,, y,) E
CUJOS EIXOS SAO PARALELOS AOS EIXOS COORDE-
NADOS

a) O eixo real é paralelo ao eixo x.
A equacao da hipérbole referi-

YA YA daaonovosistemax'O'y' é:
™ Y@
a2 b2
F Como hatranslacgao de eixos:
Yoo—e » s
: o' X IX'=Xx-X
/) i v @
Ty - y - yo
o » Levando@em@:
Xo X > >
7---2a 3 (X-Z(O) _(y_zyo) =1 (I)
Y 2C-------- # a b

b) O eixoreal é paralelo ao eixoYy.

, Adotando um raciocinio
YA Vi anéalogo ao caso (1), a hipérbole
ao lado figurada tem equacéo:

(y_ y0)2 _ (X_ X0)2 —
N Zel=1 ()

Em (1) e (II) eliminando os
denominadores, desenvolven-
do os produtos notaveis e orde-
nando as variaveis, a equacao
de hipérbole tem a forma da
equagdodo 2.°grau:

AX'+Cy’+Dx+Ey+F=0
em que A e C séo nao nulos e

Yo

. 4

diferememsinal.

Ademais, quando a hipérbole tem o centro em O' = (x,, Y,), as assinto-
tas passardo por esse ponto e terdo por equacoes:

Y- Y =ig(x- X,) paraahipérbole (1) ou

y-Y, :i%(x- X,) paraahipérbole (11)

@
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Exercicios Resolvidos

"Os que se mostram fortes contra os fracos sao

geralmente fracos contra os fortes.”
Leoni Kanef

01. Determinar a equacao da hipérbole abaixo configurada:

7 YA Obtemos da figura:
0'=(4,2); a=le c=2.
Célculo de b:
F, F, o b2:C2‘a2:4'1:3D b:\/§
2 ’ o * ;.
: A equacdo dahipérbole é da
i : . forma:
) 2 3 4 5 6 x X-%)° (y-¥,)°
a’ b>

Substituindo os valores obtidos da figura na equacéo acima:

(x- 4y
1

_ 2
b 32) =1 ou 3x?- y?- 24x+4y+41=0

OBSERVACAO:
Osfocostém coordenadas: F,=(2,2)eF,=(6,2)

02. Obter a equagédo candnica da hipérbole
4x°- y*- 8x- 4y- 4=0

a) Férmulas de translacéo:
IX=X, +X

Y=y, +y
b) Levando na equacgéo dada:
4%+ X) - (Vo+Y)'- 8(Xo+X)- 4(yo+y)-4=0 @D

* fazendo o coeficiente de x'=0
8%,- 8=0bP x,=1

* fazendo o coeficientedey'=0
-2Y,-4=0b y,=-2

Entdo O'=(1,- 2).

07
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c) Anovaequacaotemaforma:

4x°- y*+F'=0

mas:

F'=4(1)- (-2)*- 8(1)- 4(-2)- 4=- 4
entao:

ax*- yi=4 @)

OBSERVAGAO:
Selevassemos O'=(1, - 2) em D igualmente obteriamos 2).

Dividindo todos os termos de (2) por 4:
12 12

X y
—-=—=1 (Resp.
1 2 (Resp.)
d) Grafico:
YA
YA
Coordenadas dos focos:
\ 1 2/ . c’=a’+b’=5 b
AR i x b oc=y5
[ F,=(5-1-2)
Fo-2[ O F, x F,=(/5+1-2)

Exercicios

“90% dos problemas de aprendizagem néao estiao no
cerébro e sim na afetividade.”
Dr. Egidio Romanelli, prof. da UFPR, psicélogo
com pés-doutorado na Franga.

01. Uma hipérbole tem equacgéo

(x-1°
coordenadas dos focos. 7

_ 2
- % =1.Pede-seas

Resp.:F,=(-2,2)eF,=(4,2)

@
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02. Calcular as equacdes das hipérboles abaixo representadas:
a)

YA Y'A

oA 4

xVY

Resp.: (- 47 (-3,

1 3
b)
YA Y'A
1+21
1+2y3
1 o' x'
o) 3 X

2 2
Resp.: G- -8
12 9

03. Equacéo da hipérbole sabendo-se que um dos focos é

F=(-2,2),ocentroé0'=(-2,-1)e2a=4.

2 2
Resp.: G (x*2y =1
4 5

©
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04. Obter a equacado da hipérbole de eixos paralelos aos eixos
cartesianos com focosem(1,0)e(1,4)eexcentricidadeiguala3.

(-2 (x-1 _
2 m Ot
9

Resp.:

©| A

05. Achar aequacéo da hipérbole de centroem(1,0),umfocoem
1+ J2, 0) eumvérticeem(0,0).
Resp.:x’- y*- 2x=0

@-ZY_(y+D2:1
16 9 '

Resp.:3x- 4y- 10=0e3x+4y- 2=0

06. Equac0bes das assintotas da hipérbole

07. Obter a excentricidade da hipérbole x*- 3y’ + 2x + 24y =44,
Resp.: 2

08. Determinar as coordenadas dos focos da hipérbole
X2- 2y*- 6x+8y- 1=0

Resp.: F, =(3- \/5,2) e F, :(3+\/§,2)
Série B

"Brasil: fraude explica”.
Carlito Maia (1924-2002), pensador e publicitario mineiro.

09. Calcular as equacgdes das assintotas da hipérbole
Y- X' +4y+4x- 1=0.

Resp.:x+y=0ex-y-4=0

SUGESTAO:
Utilize as formulas de translagéo para obter ocentro O'=(2, - 2)
12 12

e a equagdo canbnica yT XT:1 (ondea=1e b=1). Como o

eixo real é paralelo ao eixo y, as equagdes das assintotas tém a
a
+ =

formay-y, =% 5 (X- X,)-

@
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Asassintotasdeumahipérbolesdoasretasx+y+2=0e
X - y + 3 =0. Obter a equacéo dessa hipérbole, sabendo que ela
passapelopontoP=(3,1).

Resp.:xX’ - y*+5x+y- 24=0

SUGESTAO:
a) Equacéo da hipérbole
(x+y+2)(x-y+3)=k @

b) Substituindo-se P = (3, 1) em (D) obtém-se k = 30.

c)Leva-sek=30em@).

Obter as assintotas da hipérbole tendo-se €= J5e Ccujos vérti-
cesestdoem(-5,-1)e(-5,-3).

Resp.:x- 2y+1=0ex+2y+9=0
Um ponto P = (X, y) se move de tal sorte que sua distancia
ao ponto A = (3, 2) mantém-se sempre igual ao quadruplo de sua

distdnciaaretar:y + 1 = 0. Pede-se a equacao do lugar geométrico
descritoporP.

Resp.:x*- 15y°- 6x- 36y - 3=0 (hipérbole)

SUGESTAO:
dP, A)=4dP, 1) p Jx-372+(y- 2?2 =4

desenvolvendo tem-se a resposta.

y+1

V1

10. EQUAGAO DA HIPERBOLE CUJO CENTROE O' = (x,, y,) E
CUJOS EIXOS NAO SAO PARALELOS AOS EIXOS COOR-
DENADOS.

Reitera-se que existindo o termo em xy na equacdo de uma
hipérbole, os eixos da hipérbole séo obliquos aos eixos cartesianos. Fulcrado
em teoria ja exposta, ha necessidade da rotagdo, além da translacéo.
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Exercicio Resolvido

“O pessimista se queixa do vento. O otimista espera
que o vento mude. E o realista ajusta as velas."
William Ward

Dada a hipérbole de equacgéo 3x* - 4xy + 8x - 1 = 0, pede-se 0
centro, a equacgéo candnica e o grafico.

RESOLUCAO:
a) Ordem das transformacdes:

i 1) translacao
B?- 4AC=(- 4)- 4(3)(0) 0 |
-4 ) % 2)rotacéo

b) Translacao:
Levando as formulas de translagéo na equacéo dada:
3(X0+X')2' 4(X0+X|) (yo+yl) +8(X0+XI)' 1=0 @

*fazendo o coeficientedex'=0
6X,- 4y, +8=0

* fazendo o coeficientedey'=0
- 4x,=0

Resolvendo o sistema acima obtém-sex,=0ey, =
Entéo o centro da hipérbole € 0'=(0, 2).
Substituindo O'=(0, 2) em @)

3x7- 4xy'- 1=0 ®

c)Rotacao (vamos eliminar o termo emx'y' na equagéo acima):
-4 _-4

A-C 3-0 3

Para 0° £ q £ 90°

t9209=—-+

1 2
tgq=2 b cosq=—— b senq=—— (q@63°
Formulas de rotacéo:

X'=Xx"cosq- y"senq= 1 (x"- ZV")E
V5 i ®

y'=x"senq+y"cosq= 1 2x"+ y")I
) V5
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Levando (3) em (2) obtém-se a equaco da hipérbole:

yn2 Xn2
x"?- 4y"*+ 1 =0 ou naformacanonica: T T =
d) Gréfico: 4
0 ur a) A hipérbole figurada tem
y YA x" O|:(O,2),
1
a=_—eb=1.
2
y" b) Intersec¢bes com 0s eixos
cartesianos.
o > Na equacao dada, fazendo

X

y =0tem-se aequagédo

3%’ +8x- 1=0cujas raizes
x,/ ol [x X sdo x, = 0,11 e x, = -2,78
(que séo os pontos onde a
hipérbole corta o eixo das
abscissas). A hipérbole ndo
corta o eixo das ordenadas.

Exercicios

"Nem todos os otimistas sdo profissionais de sucesso.
Mas todos os profissionais de sucesso sao otimistas."
Sérgio Silbel Reis, publicitario, citado por Joelmir Beting.

01. Calcular a equagéo candnica da hipérbole
X*- 5y +y’+8x- 20y +15=0.

y||2

Resp.: ——- =1

Xu2
2 2
7 3

02. Dados os focos F, = (- 2, - 1) e F, = (1, 3), obter a equagao da
hipérbole com tais focos e semi-eixoiguala 1.

Resp.: 20x* + 48xy - 76x+24y- 79=0

SUGESTAO:
Seja P =(x,y) um ponto genérico da hipérbole. Entao:

D(P,F,)- d(P,F) =2a.



Jacir. J. Venturi

03. Obter a equacéo candnica e desenhar o gréfico da hipérbole
X’ +3xy+y*- 2=0.

YA X2 y?
Resp.: =—— - Z_= = 450
p 7774 1 (g=45°)

5

A hipérbole intercepta os eixos
cartesianos nos pontos =+ /2.

xVY

04. Uma hipérbole com centro na origem e que possua assintotas
coincidentes com 0s eixos cartesianos tem equacao do tipo xy = k. Achar
as equacdes das hipérboles abaixo representadas.

YA YA

Xy
xVY

Resp.:a)xy=6;b)xy=-2

05. Dada a hipérbole equilatera x* - y* = 8, obter a equac&o desta
mesma hipérbole apds efetuada uma rotacao de eixos de amplitude q=45°.

@

Resp.:x'y'=- 4
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SUGESTAO:
a) Formulas de rotacéo:
i
X =X'cos 45°- y'sen45°= g(x‘ - y')%
¥2
2

b) Levando @) naequacdo x* - y*> =8 obter-se-a aresposta.

y =Xx'sen 45°+y'cos 45°= (x'+ y'):i:3

Conclusdo: Uma hipérbole equilatera de equacédo x* - y* = a*
assume a simples e util forma de x'y' = k quando se efetua uma
rotacdo de eixos de amplitude g =+ 45°.

Série B

"The hardest thing to learnin life which bridge
to cross and which bridge to burn."”

06. Uma hipérbole tem:

a) eixofocal sobre areta 3x- 4y =0,
b)umdosfocosemF=(8,6);
c)a=5ec=10.

Pede-se asuaequagéo.

Resp.: 39x° + 96xy + 11y* = 1875

P.S.: A denominagao equacao candnica ndo merece por parte
dos diversos autores consultados um tratamento uniforme.
Maioria (e seguimos este posicionamento) opta em
denominar equagédo candnica as formas:

eixo focal © x eixo focal © y nome da curva
X2 y2 X2 y2 .
2 4+ = —+2Z =1 elipse
a’ b? b? a2
X2 2 y2 X2 L,
o le = le hipérbole
y> =2px x* =2py parabola

Ha autores, porém, que s6 admitem chamar de canénicas as
equacles da 1.” coluna da tabela acima (eixo focal © eixo x).

13
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EDUCAR UM FILRO:
TRABALHO DEHERCULES

Dos doze trabalhos atribuidos a Hércules, o primeiro —
matar o ledo de Neméia — poderia ser substituido por educar
umfilho nos dias de hoje numa cidade grande.

S&o tantas as vicissitudes, os conflitos e também as
alegrias que, ao assumir o papel de pai ou méae, fecham-se as
portas do purgatorio. Ao ter um filho, "perde-se o direito de se
aposentar do papel de pais". (Tania Zagury, educadora carioca).

Ser paie mée é:

1. Impor limites.

Ter autoridade, sem ser autoritario, para ndo sucumbir a
tirania do filho. A autoridade quando exercida com equilibrio é
uma manifestacéo de afeto e traz segurancga. Sao pertinentes as
palavras de Marilda Lipp, doutora em Psicologia em Campinas:

"O comportamento frouxo néo faz com que a criangca ame
mais os pais. Ao contrario, ela os amara menos, porque
comecard a perceber que eles ndo lhe deram estrutura, se
sentira menos segura, menos protegida para a vida. Quando
0s pais deixam de punir convenientemente os filhos, muitas
vezes pensam que estdo sendo liberais. Mas a Unica coisa que
estdo sendo éirresponsaveis”.

2. Transmitir valores.

O filho precisa de um projeto de vida. Desde pequeno é
importante o desenvolvimento de valores intrapessoais como
ética, cidadania, respeito ao meio ambiente, auto-estima,
ensejando adultos flexiveis e verséteis, que saibam resolver
problemas, que estejam abertos ao dialogo, as mudancas e as
novas tecnologias.

3. Valorizar a escola e o estudo.

Os educadores erram sim! E os pais também! Pequenas
divergéncias entre a Escola e a Familia séo aceitaveis e, quica,
salutares, uma vez que educar é conviver com erros e acertos.
O filho precisa desenvolver a tolerancia, a ponderacgéo, prepa-
rando-se para uma vida na qual os conflitos sdo inevitaveis.
Ensinar-lhe que o mundo é diverso,masnaoadverso.

@
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No entanto, na esséncia, deve haver entendimento entre
pais e educadores. O filho é como um passaro que da os
primeiros voos. Familia e escola sdo como duas asas, se nao
tiverem a mesma cadéncia, ndo havera uma boa direcdo para
0nosso querido educando.

4. Dar seguranca do seuamor.

Importa mais a qualidade do afeto que a quantidade de
tempo disponivel ao filho. Nutri-lo afetivamente, pois a
presenca negligente é danosa ao relacionamento. A paterni-
dade responsavel é uma missao e um dever a que nao se pode
furtar. No entanto, véem-se filhos 6rfaos de pais vivos. A vida
profissional, apesar de suas elevadas exigéncias, pode muito
bem ser ajustada a uma vida particular equilibrada.

5. Dedicarrespeito e cordialidade ao filho.

Trata-lo-emos com a mesma urbanidade com que
tratamos nossos amigos, imprimindo um pouco de ndés, pelo
didlogo franco e adequado aidade.

6. Permitir que gradativamente o filho resolva sozinho
as situagoes adversas.

A psicologa Maria Estela E. Amaral Santos é enfatica:

"Um filho superprotegido possivelmente sera um adulto
inseguro, indeciso, dependente, que sempre necessitara de
alguém para apoia-lo nas decisdes, nas escolhas, ja que a ele
foi podado o direito de agir sozinho."

O caminho da evolugdo pessoal ndo € plano nem
pavimentado. Ao contrario, permeado de pedras e
obstaculos, que sédo as adversidades, as frustragfes, as
desilusdes etc. Da superagdo das dificuldades advém
alegrias e destarte aprimora-se a auto-confianga para novos
embates. H4A momentos em que os pais devem ser
dispensaveis ao filho. Ou usando uma feliz expressao:
"Devemos dar-lhe raizes e dar-lhe asas".

7. Consentir que haja carénciasmateriais.
Cobrir o filho de todas as vontades — brinquedos, roupas,
passeios, conforto, etc. — € uma imprevidéncia. Até quando

vdo perdurar essas facilidades? Damos disponibilidade
prioritariamente aquilo que ndo tivemos em nossa infancia.

17
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Mas cabe a pergunta: estamos lhe dando aquilo que
efetivamente tivemos e fomos felizes por isso?

8. Conceder tempo para ser crianga—ou adolescente.

N&o se deve sobrecarregar o filho com agenda de execu-
tivo: esportes, linguas, musica, excesso de lig6es, atividades
sociais, etc. Se queimarmos etapas de seu desenvolvimento,
ele serd um adulto desprovido de equilibrio emocional. Nosso
filho precisa brincar, partilhar, conviver com os amigos, desen-
volvendo assim as faculdades psicomotoras e a sociabilizagao.

9. Desenvolver bons habitos alimentares e exercicios
fisicos.

A saude é um dos principais legados e ndo se pode
descurar. Nosso filho sera uma crianga e um adulto saudavel
pela pratica regular de esportes e pela ingestédo de proteinas,
frutas, verduras, legumes e muita dgua. Nao esquecer o sol
nos horarios recomendados. Tais habitos promovem o bem-
estar, a auto-estima e a boa disposi¢éo para a vida.

10. Convencer o filho a assumir tarefas no lar.

Certamente haverd resisténcia. Mas ele deve ter
responsabilidade em casa, assumindo algumas tarefas
domeésticas, como limpar os ténis, fazer compras, lavar a louca,
tirar ou colocar a mesa, etc. E indispensavel que tenha habitos
de higiene e mantenha arrumado o seu quarto.

Teria Hércules sido bem sucedido? Em meio a tantas
vicissitudes do mundo moderno, vocé pai, vocé méae e eu,
chegamos, talvez, a um consenso: educar bem um filho
corresponde ndo a um, mas aos doze trabalhos atribuidos ao
nosso herdi mitolégico.Masvaleapena!

O filho ndo vem ao mundo acompanhado de um Manual
de Instrucdes e tampouco Ihe sera concedido um Certificado
de Garantia. Isto posto, educar é conviver com erros e acertos.
Mais acertos, proporcionalmente ao dialogo e aternura.

Do Autor
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CAPITULDO

Conicas

1. SEGOES CONICAS

A guisa de apresentag&o consideremos um cone

e
! circular reto de duas folhas, de vértice V e eixo (e).
% Qualquer reta que passa pelo vértice e esta sobre a
superficie conica chama-se geratriz (g).
A palavra cbnica (ou segdo cdnica) procede do
v fato que tal curva é obtida por meio do corte de um plano
a sobre o cone circular reto.

g Isto posto, quando o plano a for secante ao cone e
S\ nao contiver o vértice, ter-se-4 como secao conicauma:
~ - circunferéncia

- parabola
- elipse
- hipérbole

Melhorilustram as figuras abaixo:

Circunferéncia: quan- Parabola: quando Elipse: quando o pla- Hipérbole: quando

do o plano a for per- o plano a for para- no a for obliquo ao o plano a for parale-
pendicular ao eixo (e) lelo a uma geratriz eixo e ndo paralelo lo ao eixo do cone.
do cone. do cone. a uma geratriz. O pla-

no corta apenas uma
das folhas do cone.

No entanto, se o plano passa pelo vértice V do cone, ter-se-a uma
conica degenerada. O assunto em epigrafe merecerq um tratamento
especifico noitem 6 do presente capitulo.

®
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2.EQUAGAO COMPLETA DO 2.°GRAU

Chamamos de coénica ao conjunto de pontos do plano cujas
coordenadas cartesianas satisfazem uma equagédo do 2.° grau com duas
variaveis:

Ax*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0

Esta equacao se diz completa quando todos os coeficientes A, B,
C, D, E, Fsdonéo nulos. Destarte, a equacao contém:

-tréstermos do 2.°grau: Ax?, Bxy e Cy’;

-doistermos do 1.°grau: Dx e Ey;

- umtermo independente: F.

Detémo-nos no termo Bxy:

I) Se Bt 0, o eixo focal da cbnica é obliquo aos eixos cartesianos.
Para que a equacdao fique desprovida do termo em xy faz-se mister que se
apligue uma rotacao de eixos de amplitude g.

II) Se B=0, aequacdodo 2.°grau se reduz aforma:

AX*+Cy’+Dx+Ey+F=0

O eixo focal da cbnica é paralelo aos eixos cartesianos. Efetuando
uma translagdo de eixos obtemos o seu centro ou o seu vértice (para as
cOnicas ndo degeneradas).

3.DISCRIMINANTE DA EQUAC}AO DO 2.°GRAU
A equacdo AX’ + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 (*) pode ser

identificada como uma elipse, uma hipérbole ou uma parébola, conforme o
valor do discriminante B*- 4AC.

Se A eq. (*) representa
B*- 4AC=0 Uma parabola
B*- 4AC>0 Uma hipérbole
B*- 4AC<0 Uma elipse

N.B.: Rememoramos que a equacao (*) representa uma circun-
ferénciaseB=0eA=C.

4. ORDEM DAS TRANSFORMAGOES

Considere a equacio Ax’ + Bxy + Cy*+ Dx+ Ey + F=0.

Nosso escopo é obter a equagdo candnica da conica. Para tanto,
deve-se eliminar termos do 1.° grau e/ou termos do 2.° grau e por
conseguinte aplicar-se-a translagao e/ou rotagao de eixos.

@



CONICAS E QUADRICAS

Na pratica, com o intuito de tornar menos laboriosos os calculos,
convém adotar a seguinte ordem das transformacdes.

Se B*- 4AC? 0 (elipse ou hipérbole) 1.°) translacdo 2.°) rotacéo
Se B? - 4AC = 0 (parabola) 1.°) rotacéo 2.9 translacao

5.REVISANDO

Fulcrados nos capitulos anteriores, ao efetuar-se uma translagao
e/ou rotacdo de eixos na equacao (*) recai-se nas equagoes candnicas
das cdnicas:

Parabola Elipse Hipérbole
2 2 2 2
2 = 2px X—+y—:]_ X__y_:l
= a b a® b’
ou ou ou
_ X2 y2 _ y2 X2 B
X' =2py ErETt | @t

a) Translacdo de eixos: na equacdo (*) pode-se eliminar os
termos do 1.° grau (termos Dx e Ey) pela translagdo de eixos. Neste caso,
os coeficientes A, B e C (dos termos do 2.° grau) ndo se alteram.

Formulas de translacéo de eixos:

X=X, + X
Y=YotYy

b) Rotagao de eixos: Na equagéo (*) pode-se suprimir os termos
do 2.° grau (termos Ax?, Bxy e Cy?) pela rotacédo de eixos. Neste caso, 0
termo independente F permanece imutavel.

Em particular para o célculo do &ngulo g que elimina o termo em
xy émaisprética a aplicagao da férmula:

B
tg2q=—— 0°£q £90°
DeT= o (0°£q )

N.B.: Se A=C, entdo q=45°.
Formulas de rotagéo de eixos:

Xx=X'cosq- Yy senq
y=x'senq+y' cosq

@
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Exemplos Resolvidos

"Em cada coragdao humano ha um tigre, um porco e um rouxinol.”
Ambrose G. Bierce (1842-1914), jornalista e escritor norte americano.

01.Dada aequagio x*+ 3xy +y*- 10x- 10y +5=0 pede-se para:
a) identificar a conica;

b) achar o centro (ou o vértice);

c) calcular aequagéo candnica,

d) construir o gréfico.

RESOLUCAO:
a) ldentificacéo da conica: B’ - 4AC =(3)*- 4(1)(1)=5>0
A cbnica é umahipérbole.

OBSERVAGAO:
Ordem das transformagcdes:
i 1) translacéo

Se B*- 4AC=510 | -
1 2) rotacédo

b) Calculo do centro:
Formulas de translacéo:

I X=X, +X'
I !
TY=Yoty

Substituindo na equagéo dada:
(X0 + XY + 3%+ X)Yo +Y) + ¥ +Y) - 200 +X) - 10y, +Y) +5=0

*fazendo o coeficientede x'=0
2X,+3y,- 10=0

* fazendo coeficientede y'=0
3X,+2y,- 10=0

Resolvendo o sistema acima obtém-se x,=2ey,=2.
Ocentrodacdnicaé 0'=(2,2)

Como na translagéo para a nova origem O' = (2, 2) séo elimina-

@
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dos ostermos do 1.° grau, resulta na equagéo:
X?+3x'y' +y?+F'=0,onde
F'=(2)+3(2)(2) + (2)*- 10(2)- 10(2)+5=-15

Destarte, pela translacéo a equacgédo dada se transforma numa
equagédo dotipo:

x'2+3x'y'+y'2— 15=0

c¢) Célculo da equacéo candnica:
Na equacéo acima deve-se eliminar o termo emx'y":
ComoA=Cb q =45°
Férmulas de rotagéo:

i
X'= X" cos 45° - y"sen 45°= g (x"- y")]li

T
y'=X"sen45° +y" cos 45° = - (X" +y")

Levando@ em@:
é/2 u é/2 ué/o u
eﬂ(x"- y"')d +3§£(x"- y")d e£(x"+y">g+
82 g 8?2 ae b
, L2
e u
+é£(x"+y")[| -15=0
82 a

Efetuando os produtos e as somas:
5x"-y*“=30 ou

X . .
— eq.canodnica da hipérbole
= (eq p )

d) Gréfico:
Da equacdo canbnica da
hipérbole, infere-se que o eixo focal
esta sobre o eixo x" e que

a:\/g e b:\/%.

Calculodec:
c’=a’+b*=6+30=36P c=6.
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e) Intersecao da hipérbole com os eixos cartesianos:

) Intersegdo com o eixo X
Naequacdo dadafaz-sey=0

x*- 10x+5=0
X_104_r4\/§
2

donde: x,=0,6 e x,=9,4

II) Intersecdo como eixoy
Na equacdo dadafaz-sex=0

y*- 10y +5=0
_10+445
y==—

donde:y,=0,6 e y,=9,4

02. Dada a equacgio 16x* - 24xy + 9y*- 38x- 34y + 101 =0, pede-se
para:

a) identificar a cbnica;

b) achar o centro (ou o vértice);

c¢) calcular a equagéo candnica;

d) construir o gréfico.

RESOLUCAO:

a) identificacéo da cbnica:
B?- 4AC =(- 24)*- 4(16)(9)=0
A cOnica é uma parabola.

OBSERVAGAO:
Ordem das operagdes:

Se B2- 4AC =0 | Droacdo
i 2) translagdo

b) rotacé@o dos eixos:
B _-24 _-24
A-C 16-9 7

tg2q=

xcalculodatgq:
2tgq - 24

tg2q = =

9<d 1-tg’q 7

logo:12tg’q - 7tgq - 12=0

@
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Raizes:

tgq—i ou tgq—ﬁ
3 4

Adotando a solucéo positiva:

4
tngg (g @63°)

*Célculodasecq:
2

5 _25

seczq:1+tgzq:1+8e§
e3g

5 ~ .
secq= . (solugdo positiva)

*Célculodo cos q:

1 1
cosq= =_
secq °
3
cosq—E
5

* Célculodosenq:
2
sen’q=1- cos’q=1- g0 _16
ebg 25

senq—i
5

*formulas de rotacéo:

3x'- 4y'
5

4X'+3y'

% X=X'cosq- y'senq=
i
i

i y=Xx'seng+y'cosq=

* substituindo as formulas de rotagéo na equacéo dada:

] 1] .2 1 1o 1 1o 1 1] .2

168é§x -4y 9. 24€§x - 4y ggeflx + 3y 9+98@4x +3y'0

e 5 g e 5 g 5 g e 5 ¢

3B 3 @IV, 40120
e g € 5 g

@
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Efetuando-se:
25y”- 50x'+10y'+101=0 @

c)translacéo de eixos:

OBSERVACAO:

Para se obter a equag&o candnica da parabola (tipo y* = 2px), na
equacdo O deve-se suprimir o termo em y' e o0 termo
independente.

* formulas de translacao:

1 X=X, +x"

L "

TY=Yety

* levando as férmulas de translagéo naeq. @:
25(Yo+Y")*- 50(Xo +X") +10(y, +y") +101=0 (D

ou

25y"- 50x" + (50y, + 10)y" + 25y’ - 50X, + 10y, +101=0

*fazendo o coeficientedey"=0

50y, +10=0 P vy, = gl (sobreoeixoy")

-1
* fazendo o termoindependente =0 e considerando Y, = 5
2

& 10 2 10
25¢—* - 50, +10¢—++101=0 p x_ =2 (sobreo eixoXx')
edSg edSg

Isto posto, a parébola tem vérticeem V = 8% - 19 emrelacao
ao sistemax'Oy'. e Sg

d) equagéo candnica:
Levando V :832, - 1Qem@:
e OSp

25y"- 50x"=0

ou

y"*=2x" (equag&o candnica)

@
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e) gréfico:

YA o
y" X
Y 37 2X4
25 ;
530!
ES X
-} 5

f) intersec¢d@o com os eixos cartesianos:
l.intersegaocomoeixoy

Na equacéo dadafaz-se x=0:

9y*- 34y+101=0

N&o haraizesreais, portanto a parabola néo corta o eixo.

Il. Intersegao com o eixo x
Naequacédodadafaz-sey=0:
16x* - 38x + 101 = 0, equacéo do 2.° grau desprovida de raizes
reais e consequentemente a parabola ndo corta o eixo x.

g) calculodo vértice V = 8% - ég emrelacdo ao sistemaxQy:

e a
Formulas de rotagéo:
. 3@-aE L0
5 5 25
L a@+3B 10
5 5 25
Entdo:
-84 370
$25' 25

@
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Exercicios

"Nado ha coisa mais facil que enganar um homem de bem: muito
cré quem nunca mente e confia muito quem nunca engana.”
Baltasar Gracian y Morales (1601-1658), escritor espanhol.

Dada a equacao da cdnica, pede-se para:

a) identificar a cOnica,

b) achar o centro ou o vértice;

¢) calcular a equacéo canbnica;

d) construir o grafico;

e) pontos de interse¢cdo com 0s eixos cartesianos.

01.x*+4y*- 2x- 16y +13=0
Resp.:

a) elipse

OBSERVAGAO:
Como ndo hatermo em xy na equacao dada, basta a translacgéo.

b)O'=(1,2)
2

X 2
c) —+y“°=1
) YRR

d) gréfico:

e) pontos de interse¢do com o eixo X: ndo ha.
Pontos de interse¢céo com o eixoy:

2 6 @ 4.30
P1:G0,4+‘/§%eP2:§o,4 Z‘Ej

& 2 5
@

»
>
X

-
wh------

-1

2
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02. X*- 4y’ +4x+6y+1=0
Resp.:
a) hipérbole (ndo ha termo em xy : basta a translacao)

yo=8 232
e 4y
X|2 y|2_
T
4 16
d) gréafico:
)9 va
YA
P,
o' A -
)i X'

\y
N
s
:U o o
Xy

e) pontos de interse¢do com o eixo X:
P.=(-2-2,0)eP, =(-2++/2,0)

pontos de interse¢cdo com o eixoy:

P, = g 3+\/_ 903 \/_
8 4 éj & 4 5

03.5x*+4xy + 8y’ - 14x- 20y- 19=0

Resp.:

a) elipse

b)O'=(1,1)

SUGESTAO:

Aplica-se as férmulas de translagdo na equagdo dada e
imp&e-se que sejam nulos os coeficientes de x' e y'. Destarte, a
equacdo dada, ap6s umatranslacao de eixos, reduz-se a:

5X?+4xy' +8y*- 36=0(*)

@
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SUGESTAO:
Para se eliminar o termo em xy, faz-semister calcular o angulo g:

B _-4
tg2q=——=—Db tgq=2(0°£q£90°) e
920=—= =3P 199=2(0°£q )

2 1
seng=—=ecosq=—(q@63°)
J5 J5
Formulas de rotacao :
X"-2y" U
I
v y ()
y'=x"senq+y"cosq= 2X YTy
V5 |

X'=x"cosq- y'senq=

Levando-se (**) em (*) obtém-se a equagao candnica.

d) gréfico: a equacéo candnica fornece a = 3 e b = 2 (eixo focal

sobre o eixoy").

e) pontos de intersegao com o eixo x:
fazendoy=0naequacéo dada:
5x’- 14x- 19=0
X =-1
raizes i
X, =38

EntdoP,=(- 1;0)eP,=(3,8;0)

®



pontos de intersegiao com o eixoy:
fazendo x =0 naequagédo dada:

8y*- 20y- 19=0
1y, =- 04
raizes iyl
i¥.= 2,9

EntdoP,=(0;- 0,4)eP,=(0;2,9)

04.x°+4xy +y* =16
Resp.:

a) hipérbole

b) O'=(0,0)

OBSERVAGAO:

CONICAS E QUADRICAS

Célculo do &ngulo de rotacao para se eliminar o termo emxy:

ComA=Cpb q=45°

XIIZ y||2 B
' 167 16
3
d) gréfico:

VA

e) pontos de intersegao com o eixo x:

P.=(-2,0)eP,=(2,0)
pontos de interse¢do com o eixoy:

P,=(0,2)eP,=(0,-2)

xy
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05.3x% - 10Xy +3y? - 442x +122y +8 =0
Resp.:
a) hipérbole
b)O'= a@"/_ ‘F = 450
8 223

e) pontos de intersecdo com o eixoy:

xe 0 & _
p=fo2+4V3 0, ®6V2-403 0
& 3 P & 3 P

pontos de intersecdo com 0 eixo x: ndo ha.

06.7x2 - 643xy +13y? - 44/3x- 4y-12=0
Resp.:
a) elipse

&3 10

b)O'=¢—, =~7e q=30°
§2 25

c)— y——l
4 1
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d) gréfico: obtém-se da equacéo canbnicaa=2eb=1.

y

e) pontos de intersegao com o eixo x:

/3 + 446 O'_C? aezf 4f

P =6 ,0ZeP
& 7 o 8 ! a
pontos de intersegiao com o eixoy:
00 0
_902+4\/_ p, - 5 2 410 4J_
g 13 5 g 13 5

07.5x*- 4xy +8y*- 36=0

Resp.:

a) elipse

b) ndo havendo na equacéo dada termos do 1.° grau, a elipse tem
o centronaorigem O =(0, 0).

Rotacéo:

tg2q= iID tgq= lID senqg=

e

COSCFE(Q @e6°)

12 12

c) equacgdo canobnica: 3 + yT =1

®
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d) gréfico: da equacdo canbnica:a=3eb=2

6

® 0
e) aelipse intercepta o eixoxnos pontos P, =¢- —,0xe
) p p p 1 g‘/g :
o]
P, = —0— e 0 eixoy nos pontos P, 6%
5 & fg
30
P %—:
e T

08.x*+2xy+y’+8x- 8y+16=0
Resp.:
a) pardbola

SUGESTAO:

i1 .
Ordem das operagdes B? - 4AC =0 11) rotacéo

{2) translacao
Rotacéo:
ComoA=C b q=45°

b) equacéo candnica: x'= 4\/§y‘
c¢) coordenadas do vértice no sistemaxOy: V=(-1, 1)

®



d) gréfico:

x

CONICAS E QUADRICAS

e) a parabola tangencia o eixo x no ponto P, = (- 4,0) e 0 eixoy no

pontoP,=(0, 4).

6.CONICAS DEGENERADAS

a) Apresentacgao:

Reiteramos que quando o plano intercepta o cone e ndo passa
pelo seu vértice, obtém-se as conicas regulares (ou ndo degeneradas):

- circunferéncia
- elipse

- parabola

- hipérbole

Apdem-se, as cOnicas degeneradas que s&o obtidas quando em
particular o plano corta 0 cone emseuvértice V.
Destarte, sdo cOnicas degeneradas:

- O PONTO: quando o plano a ti-
Ver em comum com o cone ape-
nas o vértice V. Trata-se de uma

elipse degenerada.

e/ X7

- UM PAR DE RETAS CONCOR-
RENTES: quando o plano a conti-
ver o vértice e duas geratrizes do

cone. E uma hipérbole degenerada.

®

(r, e r,: um par de
retas concorrentes)

4
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- UMA RETA: quando o plano - UM PAR DE RETAS PARALE-
contiver o vértice e uma geratriz LAS: num caso particular obter-
do cone. O plano a tangenciao | -se-a duas retas paralelas quando

cone.

I
I
!
(r: uma reta) paralelas) !
I
I
|

Figura-se como parabola da interse¢do de uma superficie
degenerada. cilindrica circular (considerada
uma superficie conica de vértice
improprio) por um plano a parale-
lo ao seu eixo.

1 rr
N1

(r, er,: retas

A

OBSERVAGAO:
Se o plano a tangenciar a superficie cilindrica obter-se-4 umareta.

b) Reconhecimento de uma cénica degenerada:
Dada a equagéo completado 2.°grau
Ax*+Bxy+ Cy’+Dx+Ey+F=0.

2A B D
SejaD=| B 2C E
D E 2F

Se:
I.D 1 Oter-se-aumaconicaregular
(circunferéncia, elipse, parabola, hipérbole)

Il. D=0ter-se-a uma conica degenerada
(um ponto, um par de retas concorrentes, uma reta ou um par de

retas paralelas)

Fulcrados na presente exposicao, enfatize-se antes de identificar

se uma conica € uma elipse, parabola ou hipérbole através do
discriminante B*- 4AC, faz-semister o calculo do determinante D.

®



CONICAS E QUADRICAS

Emresumo:

D! 0 ® paradbola

SeB?- 4AC=0{D=0® uma reta ouum par
de retas paralelas.

iD! 0® hipérbole
SeB?- 4AC>0| P
1D=0® um par de retas concorrentes.

iDt li
SeB?- 4ac<o | 0© elipse
1D=0® um ponto

Exercicios Resolvidos

"O unico pecado é a mediocridade."
Marta Grayham

1. Considere as retas abaixo figuradas:
irr x+y-2=0

YA
Fazendo o produto das duas
retas:
r s (x+y-2)(3x-2y-6)=0
S
Efetuando-se:
5 X > 3AC+xy- 2y - 12x- 2y +12=0(*)

Esta equacdo completa do 2.°
grau é uma cdnica, dita degene-
-3 rada, e ipso facto o seu determi-
nante Ddeve ser nulo.

De fato, a equacéo (*) fornece
oscoeficientesA=3,B=1,C=-2,D=-12,E=-2eF=12.

2A B D 6 1 -12
D= B 2C E |= 1 -4 -2|=0
D E 2F -12 -2 24

®
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Reciprocamente, dada a equacao
3+ xy - 2y°- 12x - 2y + 12 = 0 (*) pede-se para identificar a
cbnica e calcular as equacgdes das retas.

RESOLUCAO:
Umavezque D=0eB’- 4AC =1- 4(3)(- 2) > 0 corrobora-se que a
equacao (*) representa um par de retas concorrentes.

Calculo das equagdes das retas concorrentes:

Ordenando a equagéo (*) segundo a variavel x (poder-se-ia optar
pelavariavely)

3+ (y- 12)x- 2y*- 2y+12=0

Aplicando-se a formula de Bhaskara (gedmetra hindu, séc. XII):

(- 12) + [(y - 12)? - 4.3(-2y? - 12y +12)
N 6
ou

. (y-12) 5y
6

Adotando o sinal negativo e positivo obtém-se respectivamente:
rr x+ y-2=0 (Resp.)
S:3X-2y-6=0

2. Identificar a conica x® + 2xy + y*- 2x- 2y +1=0.
RESOLUCAO:

a) Calculo do determinante D:
AequacdodaconicaforneceA=1,B=2,C=1,D=-2,E=-2eF=1.

2A B D 2 2 -2
D=| B 2C E|=| 2 2 -2|=0
D E 2F| |-2 -2 2

b) Célculo do discriminante:
B*- 4AC=(2)*- 4(1)(1)=0

A conicarepresentaumreta ou umparderetasparalelas.
c¢) Calculo da(s) equacédo(bes) da(s) reta(s):

Ordenando a equagéo segundo a variavel x (ou poder-se-ia optar
pory):x’+(2y- 2)x+y*- 2y+1=0

®



CONICAS E QUADRICAS

Aplicando-se aférmula de Bhaskara:

oo (2y-2)xy@y-27- 4.10°- 2y +1)

2
ou
x:w ou r:x+y-1=0 (Resp.)
d) gréfico:
YA

1
\ N.B.: Uma vez que se efetue
- Oproduto:

(x+y-1)(x+y-1)=0

obter-se-4 a equacdo da
cbnicadada:

X +2xy+y’- 2x- 2y+1=0

o
x

3. Identificar a cdnicax” + 2xy +y*+3x+3y +2=0.
RESOLUCAO:
a) Calculo do determinante D:

2A B D 2 2
D= B 2C E |=|2
D E 2F 3

b) Calculo do discriminante:
B’- 4AC=(2)’- 4(1)(1)=0

A conicarepresentaumaretaou umparderetasparalelas.

c¢) Célculo da(s) equacao(des) da(s) reta(s)
Ordenando a equagéo da cdnica dada segundo uma das variaveis
e aplicando a formula de Bhaskara obtém-se duas retas paralelas:

r:x+y+1=0 (Resp.)

r:X+y+2=0
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d) gréfico VA

<y

4. ldentificar a cénica 2x* + 2xy +y* + 8x + 6y + 10=0

RESOLUCAO:

a) Calculo do determinante D:
AequacdodacébnicaforneceA=2,B=2,C=1,D=8,E=6¢

F=10.
2A B D 4 2 8
D= B 2C E |=|2 2 6 |=0
D E Z2F 8 6 20

b) Célculo do discriminante
B’- 4AC=(2)*- 4(2)(1)<0
A conicarepresenta umponto.

c¢) Calculo das coordenadas do ponto:
Formulas de translacéo:

IX=Xg +X

I .

1Y=YotYy
Substituindo as formulas de translacéo na equagéo da conica:
2(Xo +X) +2(X +X) Yo+ Y) + (Yo +Y) +8(Xo +X) +6(yo +Yy) +10=0

*Fazendo o coeficiente de x'=0
4X,+2y,+8=0
* Fazendo o coeficientedey'=0
2X,+2y,+6=0

O sistema acimafornece x,=-1ey,=- 2. Isto posto, o ponto
P.=(- 1,- 2)representa a cbnica dada.

40
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d) Gréfico:

YA
1 -
) X
o ----- $-2
P,

Exercicios

A mdgoa que tens dentro de ti € um fardo pesado
e que somente a ti cabe a tarefa de carrega-lo. Vale a pena?

Identificar as cOnicas abaixo transcritas e quando degeneradas
pede-se a(s) equacao(des) resultante(s).
01.2X*+Xxy- Y+ 7x+y+6=0

Resp.: umparderetasinterceptantes:
Xx+y+2=0e 2x-y+3=0

02.25x*- 30xy + 9y’ +10x- 6y +1=0

Resp.:umareta: 5x- 3y+1=0
03.3x*+3y’- 10xy- 2x- 14y- 13=0

Resp.: hipérbole.
04.15x*+20xy + 7x- 4y- 2=0

Resp.: umparderetasconcorrentes:

5x- 1=0e3x+4y+2=0
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05.16x°+9y*- 24xy - 68x- 74y+41=0

Resp.: parabola

06.X°+y*+2x+10y+26=0
Resp.:umpontoP=(-1,-5)

07.25x°- 14xy +25y°+x+3y- 3=0

Resp.: umaelipse.

08.4x° +4xy+y’ +6x+3y+2=0

Resp.: duas retas paralelas:
2x+y+1=0e2x+y+2=0

09. Pede-se o valor de k para que a equacio x° + kxy + 2y*- x- 2=0
represente duas retas concorrentes.

Resp.:k=%3

10.X°+2xy + 2y* + 6y +9=0
Resp.:umpontoP,=(3,- 3)

11.5x*- 4xy +y’- 16x+4y+20=0
Resp.: umponto P,= (4, 6)

HUMOR

Apoés quase uma dezena de bons livros publicados na
drea da Matematica, encontramos em Curitiba o amigo
Nilson J. Machado, no lancamento do belissimo livro de
poesia— Plantares.

Sentindo a nossa surpresa pela mudanga de area,
devolveu:

- Meu caro, depois dos 50 anos, da cintura para cima,
poesia; da cintura para baixo, s6 prosa.

@
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VOCE PODE ME VENDER
UMAHORA DO SEU TEMPQ?

Todo dia, 0 mesmo ritual: o pai extenuado chega a noite em
casa, apos um duro dia de trabalho. Seu filho, com os olhos
cheios de admiracdo, abraga-o, trocam algumas palavras
sobre a escola e se despedem com beijos na face, o boa-noite e
o durma-com-0s-anjos.

Certo dia, com a voz timida, o garoto perguntou ao pai que
acabade chegar:

—Papai, quanto vocé ganha por hora?

O pai, surpreso, desconversa. O filho insiste:

—Papai, quanto vocé ganha por hora?

O pai se aflige com a pergunta. Passado algum tempo,
dirige-se ao quarto do filho e o encontra deitado.

—Filho, vocé esta dormindo?

—Nao, papai—responde o garoto.

—Querido, eu ganho doze reais por hora.

O filho levanta-se da cama, abre a gaveta e conta doze
notas de um real. Abraga o pai com ternura e, com os olhos
cheios de lagrimas, pergunta:

—Vocé podemevenderumahoradoseutempo?

Esta conhecida, singela — e para alguns piegas — historia
enseja a meditacdo sobre a disponibilidade de tempo para os
filhos.

Mais cedo do que se pensa, os filhos compreenderéo a
ardua luta pela sobrevivéncia profissional; o necessario
cumprimento de suas obrigagfes no importante papel de
provedores; e que a dedicagédo ao trabalho é fator de realizacéo
profissional, modelo e exemplo de responsabilidade.

Busca-se, evidentemente, a prevaléncia do bom senso, da
medida, do equilibrio entre a vida profissional e a vida social e
familiar.

Nesse contexto, importa mais a qualidade do afeto do que
a quantidade de tempo disponivel aos filhos.

O abraco afetuoso, o beijo estalado, a imposicdo de
limites, o dialogo objetivo e adequado a idade, o
acompanhamento do rendimento escolar, a presenca nos
momentos de lazer ou doencga e a transmisséo, pela palavra e
pelo exemplo, de valores éticos e de cidadania podem ser
praticados diariamente — com énfase nos finais de semana —
por pais que trabalhem cerca de oito horas por dia.

Gutemberg B. Macedo, em seu excelente livio Fui
demitido: e agora? (Ed.Maltese) faz seu depoimento:

@
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"Conheco executivos bem-sucedidos que mantém uma
vida balanceada. Séo bons profissionalmente e, até prova
em contrario, bons maridos, bons pais, bons lideres e bons
cidaddos. O segredo? Saber dividir, compartimentar esses
diferentes papéis. E preciso parar para refletir com
profundidade. A vida é uma beng¢édo de Deus. Desequilibra-la
é destrui-la. E destrui-la € uma espécie de estupro da
propria divindade. Se Ele descansou quem afinal vocé pensa
que é para querer ir além?"

Seguranca do amor dos pais: este é o fulcro do
relacionamento. A paternidade responsavel é uma misséo e
um dever a que ndo se pode furtar. No entanto, véem-se nas
escolas filhos 6rfaos de pais vivos. E, na maioria das vezes,
falta de tempo € apenas uma desculpa para sua omissao.

A vida profissional, apesar de suas elevadas exigéncias,
pode muito bem ser ajustada a uma vida particular equilibrada.
E uma quest&o de énfase e dosagem do tempo.

Do autor
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CAPITULDO

Equacdo da Tangente a uma Conica

Para se obter a tangente a uma cdnica, escolhemos a parabola
para efeito de exposicdo e pratica. Raciocinio analogo pode ser adotado
para a elipse, para a hipérbole e para a circunferéncia. Ha trés tipos de
problemas:

1.° PROBLEMA: A TANGENTE E PARALELA
A UMA RETA DADA
YA r Pede-se para calcular aequa-
tg cdo datangente a parabolay’ = 2px e
que sejaparalelaaretar:y=mx+n.
A equacdo datangente é

y=mx +Kk, onde k é a constante a ser

P, determinada. Substitui-se y = mx + k

na equacao da parabola, recaindo-

senumaequacdo do2.°grau.

Para que a reta e a parabola
tenham apenas um ponto em comum,
a equacao do 2.° grau deve ter apenas
uma solucéo. Destarte, impde-se que
o discriminante (D) da equacé&o do 2.°
grau seja nulo, obtendo-se k.

xy

y? = 2px
Exemplo:
Calcular a reta tangente a parébolay = x> - x - 2 e que seja
paralelaaretar:3x- y+3=0.

VA . RESOLUCAO:
r 9 a) equacao reduzidader:y=3x+3

b) equagdo datangente:y=3x+k @)

c) levando D) na equagéo da parabola:
(Bx+k)=x*- x- 2
desenvolvendo e ordenando:
X - 4x-2-k=0

d)impondo a condi¢éo de tangéncia:

" 2 > D=b*- 4ac=0
¥ (-4y- 41)(-2-K)=0b k=-6
e)resposta:tg:y=3x- 6

145
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Exercicios

“Todo o povo precisa de lideranca.

Ainda que nao acredite nela.”
Ernest Junger, filésofo aleméo.

01. Equacio da tangente & parabola y’- 16x =0 e paralela a reta
2x-y+6=0.

Resp.:2x- y+2=0

2 2

02. Obter as equagfes das tangentes a elipse % + y7 =1 eque

sejam paralelas aretay =x.
Resp.:y=x= J5
03. Estabelecer a condicdo para que a reta y = ax + b seja
tangente a parabolay’ = 2px.
Resp.:p=2ab

04. Achar a condigdo para que aretay = mx + ntangencie a elipse

2 2
.Y _
—+>==1L

Q
o

Resp.:a’m’=n’- b’

05. Pede-se a equacao da parabola y’ = 2px e que seja tangente &
retay=- x- 1.

Resp.:y’ =4x

SUGESTAO:

a) Substituindoy =- x- 1emy*=2pxb (- x- 1)*=2px;

b) Desenvolvendo a equag&o acima e impondo D=b*- 4ac=0
obtém-sep=2.

06. Determinar os valores do coeficiente angular m para que areta
y=mxtangencie acurva 4x’- 4xy +y*+6x+2=0.

-4+414

Resp.:m =
P 2

@
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07. Calcular as equacgdes das tangentes a circunferéncia
X +y?- 4x+2y- 20=0, paralelas areta 3x - 4y=0.
Resp.:3x- 4y- 35=0e3x- 4y+15=0

08. Dada a elipse 5x* + y* = 5, determinar o ponto mais proximo da
elipseemrelacadoaretay =2x+5.

& 2 50
Resp.: Py =¢- =, ==+
°~¢ 3'3;
SUGESTAO:
YA
54 a) Calcule atangente (tg);

b) O ponto procurado P, é ob-
tido pela intersecéo da reta
tangente com a elipse dada.

Mlm

xVY

9
)/

//

09. Dadaaretar: 2x - 3y + 5=0 e a elipse 8x* + 18y’ = 144,
conformefigura, pede-se:
r
a) as equacdes das tangentes
(t, e t,) a elipse e paralelas a
retar;
b) o ponto de tangéncia P;.
Resp.:
a)t:2x- 3y+12=0
t,:2x- 3y-12=0
b)P,=(-3,2)

10. Calcular as coordenadas do ponto da parabolay’=8xmais

proximodaretax- y+10=0.

Resp.:P=(2,4)
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11.Calcularamenordistanciadaretar:x- y- 1 =0aparabola

y=x"+1.
Resp.: ﬂ
8
SUGESTAO:
YA tg
a) Calcule atg paralelaar:
d

3
X-y+—=0
'3

-

b) Adote um ponto P, = (X, Vo)
qgualquer de r. A resposta

A »  serd a distancia do ponto
P, aretatangente.
Formula:

-1
axgy +hby, +c
/ d(pO,tg):%
a” +

12. Determinar os pontos da elipse x? + v/2xy +y2 - 2 =0 tais que
as tangentes sejam paralelas ao eixo x.

Resp.: (- J2, 2)e (\/E, -2)

x

SUGESTAO:
As retas paralelas ao eixo y tém equacao y = k. Esta deve ser
substituida na equacéo da elipse e impde-se D=0.

13. Calcular as equacgdes das tangentes a elipse
13x*+ 3y’ - 26x + 24y + 22 =0e que sejam paralelas areta2x- y +3=0.

Resp.:2x-y- 1=0e2x-y- 11=0

14. Calcular os pontos da conica x> - 2xy +y + 1 = 0 em que as
tangentes sdo paralelasareta2x+y- 3=0.

Resp.:P,=(0,-1)eP,=(1,2)

O
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Série B
"Quando um homem nao pode ser grande,

comega a diminuir os outros."”
Marqués de Marica (1773-1848), politico e moralista fluminense.

15. Determinar a equacgédo da elipse com centro na origem e eixo
focal sobre o eixo x, tal que o eixomaior seja 4 etangencie aretay =x- 1.

XZ y2
Resp.: — +-—-=1
esP T3
SUGESTAO: 2 2
a) Equacgédo da elipse: T + % =1.

b) Levando-se y = x - 1 na equagdo da elipse chega-se a uma
equacéo do 2.°grau emx,naqualimpde-se D=0. Resultab*=3.

16. Pede-se a equacao candnica da hipérbole que passa pelo
ponto A = (3, 1) e que seja tangente a reta x - 2y - 1 =0 (o eixo focal
coincide com o eixo x e 0 centro com a origem do Sistema Cartesiano.

¥ -
Resp. 1 1
2
SUGESTAO:. ) )
. o Xy

a) equacao da hipérbole : Z =1

T 9 1 , _ 9b?

= T —- —=1b =

b) A =(31)| hipérbole: Z b "

~ - - »_ 9b?
¢) na equacdo da hipérbole substitui-se X =2y +1e a“ = b2+l

Efetuando-se recai-se numa equacéo do 2.° grau onde o discrimi-
nante (D) deve ser nulo.

17.Uma elipse passa pelo ponto P = (2\/5, 1) e é tangente a
reta~/2x + y- 3v3 =0. Achara equacao da elipse sabendo que seus eixos
coincidem com os eixos coordenados e eixo focal © x.

2 2

X
Resp.:ﬁ+y—=1

14
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2.°PROBLEMA: EQUAQAQ DATANGENTE POR
UMPONTO EXTERNO APARABOLA.

YA tg . Dados:
pojar 1 P, = (X, Yo)
1y’ =2px (paréabola)
P, ~
A equacdo da tangente tem a
\po/ forma:
» Y- Yo=M(X-X;) ou
B y:yo+m(X'Xo) @
P, Levando-se D na equagdo da
parabola recai-se numa equacao do
2.° grau. Nesta, impondo-se que o
discriminante D = b” - 4ac seja nulo,
tg obtém-se o(s) coeficiente(s) angu-

lar(es) m.

Os pontos P, e P, sdo os pontos de contato das tangentes com a
parébola. Areta P,P, é cognominada reta polar de P, em relacédo a parabola.

Exercicios Resolvidos

"Se deres as costas a luz, nada mais veras
sendo a tua propria sombra.”
Zalkind Piategorsky

01. Obter as equagBes das tangentes a pardbola x’- y+5=0

pelo ponto P, = (1, 2).

/1 \ X
t,

a) Equacéo da tangente:
y- YO:m(X' Xo)
y-2=m(x- 1)

ou

y=mx-1)+2 Q@

b) Substituindo-se @) na equacéo da
parabola:

X' - [mx-1)+2]+5=0
desenvolvendo e ordenando:
X-mx+m+3=0

c) Impondo D=b*- 4ac =0

(-m)y’- 41.(m+3)=0

m’ - 4m- 12=0bP m=6oum=-2

®
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d) Resposta:
Levando m = 6 em (D):

y= 6x - 4 (t1)
Substituindo-se m = -2 em )
=-2x+4(t,)

02. No exercicio precedente, pede-se para calcular a equacao
dareta P,P, (reta polar de P, em relagdo a parabola).

a) Calculo de P, e P,:

Substituindo-se a equacéo de t, na equacao da parabola:

6x-4=x+5

X’-6x+9=0P x,=3 b P,=(3,14)

Levando a equacao de t, na equacéo da parabola:
-2x+4=x*+5
X+2x+1=0Pb x,=-1PpP P,=(-1,6)

b) Equacéo da polar:

x y 1
RetaPP,=| 3 14 1/=0
-1 6 1

2x-y+8=0 (Resp.)

Exercicios

"Os que nada fazem sup6em-se capazes de tudo fazer”
Spencer Tracy (1900-1967), ator norte-americano.

01. Calcular as equacgfes das retas que passam pelo ponto
2 2

A = (7, 2) e sejam tangentes a elipse % + yT =1.

Resp.:y=2e7x- 10y- 29=0

02. Dada a equacio da elipse 4x* + 9y* = 72 e um ponto exterior
P = (0, 4), calcular as equag0Oes das tangentes desde o ponto P a elipse.

2
Resp.: y:i§X+4
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2 2

03. Dada a hipérbole XT - g—s =1e o0 ponto P = (0, 6), obter:

a) as equacgdes das tangentes a hipérbole que passam pelo

ponto (0, 6);
b) os pontos de contato das tangentes com a hipérbole;

€) equacdao da reta polar.
Resp.:a)y = +3/2x +6
b) (+2/2, - 6)
c)y+6=0

04. Calcular as equacgdes das retas que passam pelo ponto
P, = (1, 0) e sdo tangentes a parabola de equagéo x = y* - 6y + 10.

+f0

2 5

Resp.: y = 9
&

Série B

"Pior que o governo dos maus € o siléncio dos bons."
Martin Luther King (1929-1968), religioso norte-americano.

05. Peloponto P, =(1, 4) séo tracadas as tangentes a elipse

yg =1. Determinar os pontos de contato das tangentes com a elipse.

I\)‘><
o

a6 190
Resp.: P,=(4,1) e P, =¢c—
Pih=(@AD e P =63 137

06. Pelo ponto P = (8, 3) obter as equagfes das tangentes a

circunferénciax®+y’- 6x=0.
Resp.:y- 3=0e15x- 8y- 96=0

SUGESTAO:
a) Equagbes das tangentes:
y=3+m(x- 8)
b) Substituem-se as equacdes das tangentes na equacao da

circunferéncia e faz-se D=b*- 4ac=0, obtendo-sem=0em = 185

®
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3.°PROBLEMA: EQUAGAO DA TANGENTE EM UM
PONTOP, =(x,,Y,) PERTENCENTE A PARABOLA.

Vamos determinar a equacéo da tangente a parabola y* = 2px em

um ponto P, = (X, Vo) pertencente a parabola. A equacdo da tangente
procurada é dotipoy- y,=m(X- X). YA tg

ordenando aequacao do 2.°grau emx:

emm):

DEDUCAO
Sejam: P,
iy'=2px @

’:‘YZYO+m(X' Xo) @

Xy

Levando@em@):
[yo +m(x - Xo)]2 = sz

Efetuando o produto notavel e

m2x? +(2my, - 2m°X, - 2p)X + Y3 - 2MXgYo +M?x5 =0

Pela condicdo de tangéncia o discriminante deve anular-se:
D=b*- 4ac =0
(2my, - 2M°X, - 2p) - AMP(Y3 - 2MXoYo +M?x3) =0

Desenvolvendo e simplificando:
2m’x, - 2my,+p=0

Aplicando a férmula de Bhaskara a equacao acima (do 2.° grau

_YOi\IY(Z)'ZpXo ©)

m=
2Xo

Mas como P, = (X, Yo) pertence a parabola:

Yo = 2pXo @

Substituindo @ em @):
- Yo

m 2Xqo ©

Por seu turno @) permite:
y_o = L p 1 =m @

2Xo Yo Yo
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Levando®em®):
Y=Yo +£(X' Xo)
Yo

ou
YYo = Yo +PX - PXo

Todavia (@) fornece : y3 = 2pXx,
YYo= 2PX, + PX- PX,
Yoy = PX+ PX,

Fatorando o p:
Yoy =P(X+Xo)

Isto posto:
A tangente a parabola y’ = 2px em seu ponto P, = (x,, y,) tem

equacao Y,y =p(x+x,) .

Adotando raciocinio analogo, obtém-se as equacdes das
tangentes a elipse, a hipérbole e a circunferéncia.

Equacao datangente aelipse
2

~ < X
A equacdo datangente a elipse ¥+y—2 =1 emseu ponto

Py = (X0 Yo) €: b

Yok o VeV

a2 b2

Equacgao datangente a hipérbole
2

2
A equacao datangente a hipérbole %- % =1 emseuponto
Po= (X0, Yo) €
XX Yo¥ _y
a2 b2

Equacao datangente a circunferéncia
A equacio da tangente & circunferéncia x> + y* = k em seu ponto
PO = (XO| yO) é

XX+ Yoy =K

©®



CONICAS E QUADRICAS

Regra pratica

Face o exposto, temos uma importante regra préatica para o
célculo da tangente no ponto de contato P, = (X,, Yo) @ uma parébola,
elipse, hipérbole ou circunferéncia:

A VARIAVEL SUBSTITUI-SE POR:
X2 XX
y’ Yoy
X+ Xg
X 2
Y+VYo
J 2
YoX + XY
X 207 "0
Y 2

Exemplo Resolvido

"Numa democracia, o direito de ser ouvido nao inclui
automaticamente o direito de ser levado a sério.”
Hubert H. Humphrey (1911-1977), vice-presidente dos EUA.

Determinar a equacio da tangente a parabola x° = 4y em seu
ponto P, = (2, 1).
RESOLUCAO:

YA

a) Equacao datangente:
XX =Py + Yo)

onde:
Xo =2
Yo=1

p =2 (pois 2p = 4)

b) Levando tais valores na
equacao da tangente:
2x=2(y+1)ou

X-y-1=0 (Resp.)
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OBSERVACAO:

A exemplo o que aconteceu com o 1.° e 2.° problemas de
tangéncia, poder-se-ia utilizar na resolucdo a equagéo do feixe de
retas: y - 1 = m(x - 2). Nesta, isolando-se y e substituindo na
equagdo da parabola, recai-se numa equacao do 2.° grau, na qual
seimpde D=b’- 4ac =0, resultando m = 1. Igualmente a equacio
da tangente é x - y - 1 = 0. Tal método, via de regra ndo é
aconselhavel, por ser excessivamente laborioso.

Exercicios

"Na economia brasileira a lei da oferta e da procura acabou

substituida pela lei do infarto e da loucura”.
lvone Capuano, médica e empresaria.

01.Equacdodatangenteaparabolay’- 2x=0emseuponto
A=(2,2).

Resp.:x- 2y+2=0

02. Calcular a equacéo da tangente a hipérbole 9x* - 4y*=36 em
350

z Resp.: 27x - 6\/§y -36=0

seuponto p = (;3

03. Abaixo tem-se uma circunferéncia de raio igual a 3. Pede-se a
equacdo datangente emseuponto p_ = (1, zﬁ)_

YA Resp.: x+2v2y-9=0

¢ SUGESTAO:
: Equac&o da circunferéncia:

04. Obter a equacéo datangente a circunferéncia
X’ +y’- 6x+2y- 3=0no pontoP, = (6, 1) pertencente a circunferéncia.

®

\ Ao

ki

Resp.:3x+2y- 20=0
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05. Dada a circunferénciax®+y’- 4y - 96 =0, pede-se:
a) a equacao da reta tangente a circunferéncia pelo ponto A= (10, 2);
b) as equacgdes das retas tangentes a circunferéncia pelo ponto

B=(0, 20).
Resp.: a)x-10=0
b)y:izéﬁx+20

06. Abaixo tem-se uma parabola de equacio y* = 8x. Pelo ponto
P,=(2,4) pede-se:

YA
tg a) aequacdao datangente;
b) aequagédo da normal (n);
c¢) adistancia do P, ao ponto P,.
8 <
X Resp.:
p a)x-y+2=0
b)x+y-6=0
c)16v2
n
XZ y2
07. Pede-se o coeficiente angular danormal a elipse ) + T =1
0
emseponto p = 92 2\?{3
a
Resp.: #

08. Calcular a equacao da tangente a hipérbole
2y’ +8x + 7y + 7=0no ponto P, = (-1, 4).

Resp.: 2x+9y - 34=0

09. Determinar a equacgédo da tangente a hipérbole
X* - 2xy + Yy + 2x + 6y - 11 = 0 em seu ponto (2, 1)

Resp.:x+y-3=0

®
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10. A figura abaixo representa uma hipérbole de equagéo xy = 4.
Pede-se aequagdo datangente emseupontoP,=(1, 4).

Resp.:4x+y- 8=0

xy

11.Pede-se aequacao daretanormal a elipse
4x*+y*- 8x+2y- 12=0emseuponto P,=(3,- 2).

Resp.:x+8y+13=0
Série B

"Numa separacdo, a questao da pensao sempre
tem dois lados. A que ela vai receber e a que vocé vai morar.”
Chiste Popular

12. Calcular as equagbes das retas tangentes a elipse
x*- 2xy +3y’- 3x+5y- 10=0nos pontos em que a elipse intercepta o eixo
das abscissas.

Resp.: 7x- 5y- 35=0
7x-9y+14=0

SUGESTAO:
Para se obter os pontos de intersec¢éo da elipse com o eixo x basta
fazery =0 naequacéo dada. Os pontos sdo A=(5,0)e B=(- 2, 0).

13.A céonica x’*- xy- 9y’+mx+ny+7=0 passa pelos pontos
A=(1,1)eB=(2,1).Calcularaequacao datangente noponto A=(1,1).

Resp.:x+15y- 16=0
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SUGESTAO:
Inicialmente leva-se as coordenadas de A e B na equacao da
cbnicaeipsofacto obtém-sem=-2en=4.

0 6UIZO DO PESCOCO DO GATO

No s6tdo da velha casa, os ratos
estavam em Assembléia discutindo um
problema que Ihes angustiava: todos os
dias, um esperto gato, sorrateira e
silenciosamente, abocanhava um ou dois
ratos.

Todos davam sugestfes. Um deles
pede a palavra:

— Por que ndo pbr um guizo
(chocalho) no pescogo do gato? A distancia, ouviremos o
seu barulho e havera tempo para nos escafedermos!

—Muitobem,ovacionaram euforicos os ratos.

Feito o siléncio, a experiente ratazana murmura em
seu canto:

—Masquemporaoguizonopescogo do gato?

Moral da histéria: Entre as palavras e a
acao ha umalongadistancia.

é ?/\% Adaptado pelo autor de uma fabula do
Tl
N >

I (=7 escritor francés Jean de La Fontaine (1621-1695).
‘ ~
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Quddricas:
Resenha Historica

Para uma compreensdo um pouco mais abrangente do
desenvolvimento alcan¢ado pela Geometria Plana e Espacial solicita-se
uma nova leitura do epitome historico que se inicia na pag. 11 do presente
manual. Depreende-se que foi extraordinario o incremento dado a
Geometria pelos matematicos helenisticos: Euclides, Arquimedes e
Apolénio de Perga. Porém, ndo dispunham de uma notacédo algébrica
adequada.

Fulcrado nos gedmetras gregos e no desenvolvimento da Algebra
em toda a Europa, Pierre de Fermat conclui em 1629 o manuscrito Ad
locos planos et solidos isagoge (Introducdo aos lugares planos e
sélidos). Embora hajam controvérsias, tal manuscrito representa o marco
zero da Geometria Analitica. E cristalina em Fermat a percepgéo de uma
Geometria Analitica de trés dimensges: “Se o problema proposto envolve
trés incognitas, deve-se achar, para satisfazer a equacéo, ndo apenas um
ponto ou uma curva, mas toda uma superficie”.

A partir de Fermat, a Geometria Analitica trouxe indmeras
facilidades ao desenvolvimento da Geometria Plana e Espacial e foi
considerada a “estrada real”, numa alusdo a Euclides que afirmara ao rei
Ptolomeu que “ndo havia nenhuma estrada real para se aprender
Geometria”.

Muitas das obras de Euclides (séc. Ill a.C.) se perderam. Mas h&a
consistentes referéncias que o grande gedbmetra tenha escrito um tratado
sobre elipsoides, paraboléides, hiperbolbides, além de esfera, cilindro e cone.

Euclides fundou a Escola de Matematica na renomada Biblioteca
de Alexandria, que pode ter alcancado a cifra de 700.000 rolos (papiros e
pergaminhos).

A Biblioteca de Alexandria esta muito proxima do que se entende
hoje por Universidade. E se faz oportuna a assercdo do conspicuo
historiador matematico Carl B. Boyer: “A ‘Universidade’ de Alexandria
evidentemente nado diferia muito de instituicdes modernas de cultura
superior. Parte dos professores provavelmente se notabilizou na pesquisa,
outros eram melhores como administradores e outros ainda eram
conhecidos pela capacidade de ensinar. Pelos relatos que possuimos,
parece que Euclides definitivamente pertencia a Ultima categoria.
Nenhuma descoberta nova € atribuida a ele, mas era conhecido pela sua
habilidade ao expor. Essa é a chave do sucesso de sua maior obra - Os

Elementos.”
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Alexandria, a partir de Euclides, até o séc. IV d.C., reinou quase
absoluta ndo sé como a mais eclética e cosmopolita cidade da antigliidade,
mas também como principal centro da produgdo matematica.

Em 640 d.C., o califa Omar mandou que fosse queimados todos
os livros da Biblioteca sob o argumento de que “ou os livros contém o que
esta no Alcoréo e séo desnecessarios ou contém o oposto e nao devemos
Ié-los”.

Por sua vez Arquimedes (287(?) - 212 a.C.) legou-nos uma
original e vastissima produ¢do emGeometria Plana e Solida.

Arquimedes nasceu e foi morto em Siracusa, na ilha grega de
Secilia. Quando jovem, estudou em Alexandria, com os discipulos de
Euclides. A genialidade de Arquimedes como fisico-matematico sé é
comparavel com Isaac Newton, no séc. XVIII.

Ha dois tratados de Arquimedes que apresentam uma
extraordinaria profundidade emrelacao aos sélidos de revolugéo.

Sobre condides e esferoides: descreve solidos de revolugdo
gerados por elipses, parabolas e hipérboles em torno dos seus eixos
(quadricas de revolugdo). Ademais, neste tratado Arquimedes obtém a
areade umaelipse (S =pab).

Sobre esfera e cilindro: contém demonstracdes rigorosas do
célculo do volume e da area dos referidos solidos. Vai além: estuda as
areas e volumes das superficies obtidas por se¢des planas sobre a esfera
(calotas e segmentos) e sobre o cilindro. A pedido de Arquimedes, foi
gravada na lapide de seu timulo a representacdo de uma esfera inscrita
num cilindro circular reto.

Do que hodiernamente denomina-se quédricas, ha contribui¢cdes
significativas de dois outros matematicos helenos: Apolonio e Pappus.

Apoldnio de Perga (262(?) - 190(?) a.C.), que supde-se tenha
estudado e por algum tempo ensinado na “Universidade” de Alexandria,
mostrou pela primeira vez que a elipse, a parabola e a hipérbole podem ser
obtidas variando a inclinacdo do plano de secdo sobre um cone de duas
folhas. Para gaudio de todos, sua monumental obra AS CONICAS
sobreviveu praticamente incélume: dos oito livros apenas um se perdeu.

Pappus (séc. IV d.C.) viveu quando a matematica grega dava
seus ultimos suspiros. Escreveu Colegdo Matematica, que infelizmente
foi um “requiem da matematica grega, porque depois de Pappus, a
matematica estiolou e quase desapareceu, e teve de esperar por 1.300
anos para um renascimento no comego do século XVII" (George F.
Simmons).

A Colegdao Matematica € uma espécie de enciclopédia onde se
faz umepitome com os devidos créditos das descobertas dos matematicos
gregos. Por ser bastante criterioso e escrupuloso na citagédo das fontes,
credita-se a Pappus belos teoremas da Geometria sobre Centros de
Gravidade de Sdlidos e Superficies de Revolugéo.

Entretanto, deve-se a Leonhard Euler (1707-1783) uma das mais

@
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significativas contribuicdes & geometria no E°. Em seu livro Introductio in
Analysin Infinitorum (Introdug&o & Andlise Infinita, publicada em 1748)
apresenta a primeira exposi¢éo em livro-texto de quadricas, considerando
estas como superficies do 2.° grau no E®. No mencionado livro, Euler
apresenta as equacdes dos cones, dos paraboldides, dos elipsdides e dos
hiperboldides, utilizando o sistema cartesiano no E°.

Euler, um prolificentissimo matemético, suico de nascimento,
escrevia em média 800 paginas por ano e a coletdnea completa de suas
obras é composta de cerca de 75 volumes. Em plena atividade intelectual,
morreu aos 76 anos, sendo que os Ultimos 17 anos passou em total
cegueira (conseqiiéncia de uma catarata). Mesmo cego, continuou
ditando suas descobertas mateméticas aos seus 13 filhos.

Euler se ocupou com praticamente todos os ramos entdo
conhecidos da Matematica, a ponto de merecer do francés Frangois Arago
0 seguinte encdmio: “Euler calculava sem qualquer esfor¢o aparente como
0s homens respiram e as 4guias se sustentamno ar”.

A partir do séc. XVIII, superficies ttm um notavel incremento com
surgimento da Geometria Diferencial, com interaplicagGes do Calculo
Diferencial e Integral e da Geometria Analitica.
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CAPITULDO

Quddricas

1.DEFINIGAO

Uma quadrica ou superficie quadrica é o conjunto dos pontos
do espaco tridimensional, cujas coordenadas cartesianas verificam uma
equagdo do 2.°grau a, nomaximo trés variaveis:

A+ By’ + Cz+ Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Iz + J = 0,
denominada de equagéo cartesiana da superficie quadrica.

Se o termo independente J da equacéo acima for nulo, a quadrica
passa pela origem, pois o ponto O = (0, 0, 0) satisfaz tal equagéo.

2. EXEMPLOS DE QUADRICAS

Esferas, parabolodides, elipsdides, hiperbolodides, cilindros
(do 2.° grau), cones (do 2.° grau) constituem as mais conhecidas superfi-
cies quadricas.

Acrescem-se: pares de planos, pontos ou conjuntos vazios,
que podem ser representados por uma equacgédo do 2.° grau com trés
variaveis no E° e constituem as quadricas degeneradas.

Se tentou e fracassou, se planejou e viu seus planos
ruirem, lembre-se que os maiores homens da Historia, foram
produtos da coragem, e a coragem bem sabemos nasce no
bergo da adversidade.

a)x’+y’+2°- 4x- 6y- 10z + 13 =0 (esfera)

y2 2

b) XYLz, (elipstide)
9 25 16

C)Xy+yz+xz- 2x+2=0 (hiperboldide)

d) X’ +y?- z =4 (paraboloide)

e)xX’+2y’- y+z- 3xy+xz- yz =0 (superficie cilindrica)

f) X*+y*+2%- 3xy - 2xz - 2yz =0 (superf. conica)

g) x°*- z°+3xz*- 3x’z- z- y =0 (ndo € uma quadrica. Esta equa-
¢do do 3.°grau representa uma superficie cilindrica)

©
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h) xy* + xz° + 2yz* - 2z*- 2xy + x =0 (ndo € uma quadrica. Esta e-
quagédo do 3.° grau representa uma superficie conica)

i) x*- 25=0(2 planos paralelos - quadrica degenerada)

DXt+y +2° - 4x - y + 2z + 10 = 0 (um ponto - quadrica degenera-
da)

) x*+y*+z*+ 3 =0 (um conjunto vazio - quadrica degenerada)

3.REVISANDO

E assaz importante rememorar dos capitulos pretéritos que a
equacio Ax’+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F=0, isto €, uma equagéo do 2.°grau,
anomaximo duas variaveis, representa uma cénica no plano xy (E?).

EXEMPLOS DE CONICAS

Circunferéncias, elipses, parabolas, hipérboles constituem as
mais conhecidas cénicas. Faz-se mister recordar que uma equagéo do 2.°
grau com duas variaveis no E* pode representar uma cénica degenerada:
ponto, reta, par de retas ou um conjunto vazio.

Sabemos que a equagéo x* + 2y* = 3 representa uma elipse no E’.
Antecipemos porém, que esta mesma equacao é a de uma quadrica
(superf. cilindrica de geratrizes paralelas ao eixo z) no E°.

Como analogia, vale lembrar o exposto no capitulo de plano:

Aequacao ax + by + ¢ =0 constitui:

a) umaretano E;

b) umplano paralelo ao eixo z, no E'.

Exemplo:

No E”a equacdo 2x + 3y - 6 = 0 representa uma reta. Entretanto,
no E’tal equac&o representa umplano paralelo ao eixo z.
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4.SUPERFICIES

A equagcéo cartesiana f(x, y, z) = 0 representa genericamente uma
superficie. No E® as equagbes do 2.° grau constituem-se em superficies
gquédricaseasdo 1.2,3.2,4.°... graus em superficies ndo quadricas.

“Dé um deserto a um burocrata e em cinco
anos ele estara importando areia.”
Henri Jeanson (1900-1970) — escritor francés.

a)3x+4y- 5z+2=0(superf.dol1.°grau b plano)

b) x*+ 2xy + 3yz + x- 2=0 (superf.do 2.°grau b quadrica)

c)x’+y*+2z°- 3xyz- 8=0(superf.do 3.°grau b n&o quéadrica)

A superficie do 1.° grau ax + by + cz + d = 0 ja mereceu a énfase
necessaria em capitulo especifico: o plano (ver Algebra Vetorial e Geo-
metria Analitica, do autor).

Face as solicitacdes vindouras, recordemos casos particulares do
plano:

a)z- 2=0(Plano paralelo ao plano xy)

b) x*- 7x + 10 =0 ou (x - 2)(x - 5) = 0 (superf. quéadrica, que
decompostarepresenta 2 planos paralelos ao plano yz)
x-2=0

Ly
y




5.SIMETRIA

zZA
o P=(xy,2)
)
———
‘/x |f= (x, Y, -2)

CONICAS E QUADRICAS

a) Simetria em relagé@o aos
planos coordenados

Uma superficie € simétrica
em relacdo ao plano xy se para
qualquer ponto P = (X, y, z) dessa su-
perficie existir um ponto P' = (x, y, - 2)
pertencente a superficie. Destarte, a
equacao ndo se altera pela substitui-
¢cdodezpor-z.

Isto posto, a superficie cuja
equacao cartesiana ndo se altera
guandotrocamos o sinaldeumadas

variaveis é simétrica emrelagéo ao plano das outras duas variaveis.
Em particular: se a equacao cartesiana de uma superficie s6
contém expoentes pares para a variavel z, entdo essa superficie € simétri-

caemrelacdoao planoxy.

“Tudo de bom acontece a pessoas com disposig¢ao alegre.”
Voltaire (1694-1778), escritor francés.

1)Z’+x- y+3=0b superficie quadrica simétrica em relagéo ao

plano xy.

2)x*+2y- 3z+4=0P superficie quadrica simétrica em relacio

aoplanoyz.

3) 3x* + 2y*- z° + 2xz + 3 = 0 b superficie quadrica simétrica ao

plano xz.

4)y*- 3x’z+z+2=0b superficie simétrica ao plano xz.

b) Simetria emrelacdo aos eixos coordenados.

Pl:(xl -y -Z)

P=(xy,2)

Uma superficie & simétri-
ca ao eixo X, se para qualquer
pontoP=(x,y,z)dessasuperficie,
existir outro ponto P' = (x, -y, - 2),
pertencenteasuperficie.

Assim, a superficie cuja
equacao cartesiana ndo se altera
guando trocamos o sinal de duas
variaveis é simétrica em relacdo ao
eixo daterceira variavel.

G
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Em particular: se a equagéo algébrica de uma superficie contém
expoentes pares para as variaveis x e y e impar para a variavel z, a
superficie é simétrica emrelagdo ao eixo z.

Grandes obras ndo nascem apenas de grandes idéias.

1)3x’+y*- 4z+1=0b superficie simétrica ao eixo z.
2)y*+27°- 3x+2=0Pp superficie simétrica ao eixo x.
3)x*+2y*- 32°- 2xy+1=0P superficie simétricaao eixo z.
4)3x'+Z°- y'+y+2=0b superficie simétricaao eixoyy.

c) Simetriaemrelagao a origem

Uma superficie é simétrica
em relagdo a origem O, se para qual-
quer ponto P = (X, y, z) dessa superfi-
cie existiroutro ponto P' = (- x,- y, - 2),
pertencente a superficie.

Destarte, superficie cuja
equacao cartesiana ndo se altera
guando se permuta o sinal das trés
P=(x,y, 2) varidveis é simétrica em relacéo a

origem do sistema de coordenadas.

Em particular: adotando conhecimentos h& pouco exarados,
qguando todos os expoentes das variaveis de uma equacgéo forem de grau
par, a superficie é simétrica em relacéo a origem e também em relacéo aos
eixos planos coordenados.

“Trate um homem como ele é, e ele continuara sendo como é.
Trate-o como ele pode e deve ser, e ele tornar-se-a o que
pode e deve ser.”
Johann Wolfgang Goethe (1749-1832), poeta alemé&o.

<V

X

1) x*+y*+2z°- 25=0b superficie simétrica em relag&o a origem
e também aos eixos e planos coordenados.
2)xy+xz- yz+3=0P superficie simétrica emrelagdo a origem.
3) xyz + 2x + 3y + 4z = 0 b superficie simétrica em relacdo a ori-
gem.
4)x’+y*- 4z=0b superficie simétrica em relagdo a origem.
5)x*+y®- 4z+2=0b superficie ndo simétrica em relagio a ori-

®

gem.
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6.EQUAGCOES DE CURVASNOE®

E sabido que uma Unica equacao representa uma curva no plano
cartesiano bidimensional. Por exemplo: a equagéo 3x’ - 2y*=5 & uma hi-
pérbole no plano xy. Por sua vez, a equacio z° = 2y representa uma para-
bolano planoyz.

No entanto, no E*, adotando um conceito bastante intuitivo, uma
curva pode ser concebida geometricamente como interse¢do de duas
superficies. O sistema constituido pelas equagdes de duas superficies
distintas e interceptantes em mais de um ponto, fornece a equacao
cartesianadacurva:

curva %fl (x y,2)=0

if2(xy,2)=0

Ha poucos bancos com sombra no caminho da vitoria.

1) z

éz =3 A figura ao lado mostra

na &rea hachurada um circulo,

fruto da intersecéo de uma esfera

de equacdo X’ +y*+z°=25como
planoz=3.

Equac&o dacurvano E:

////// -

. o ix?+y?+272=25
circunferéncia |
1z=3

OBSERVAGAO:
Paraz = 3 tem-se a equagdo X’ +y* + (3)’=25 b x*+y*=16, que
representaumcirculo deraioiguala4 noplanoz=3.

Uma reta (Que é um
caso particular de curva) pode
ser determinada pela intersecéo
de dois planos néo paralelos:

ia,:a;x +by+cz+d; =0
re:i
7@y axXx+byy+c,z+d, =0
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Exercicios

“Gasta-se menos tempo fazendo a coisa certa, do que

explicando porque a fizemos errada.”
H. W. Longfellow

01. Pede-se asomadas assertivas verdadeiras:

01) A superficie quadrica x* + 2y’ + 3z°- 2x- 4z + 2 =0 é simétrica
ao plano cartesiano xz;

02) A superficie x*+y- 3z =0 é simétrica emrelac&o a origem;

04) A superficie quadrica x> + y* + 7Z° - 4x = 0 passa pela origem, é
simétrica emrelag&o aos planos xz e xy e em relagdo ao eixo x;

08)A superficie quadrica 2x* + 3y’ - 27° - 4 = 0 nfo passa pela
origem e é simétrica em relagdo aos eixos e planos coordena-
dos e emrelagdo a origem;

16)A equacio X’ - y* = 2 representa no E°uma hipérbole;

32)Toda superficie cilindrica € uma quadrica;

64)A superficie quadrica y* + z° = 2x é simétrica em relacdo aos
planos xz e xy, emrelag&o ao eixo X e passa pela origem.

Resp.: 79 (V,V,V,V,F,F, V)

02. Verificar se os pontos A= (1, 1, 0) e B=(1, 1, 3) pertencem a

superficie quadrica S: X’ +y*+ z°- 2x+3y- z- 3=0.

Resp.: Al s:Bl s.

03. Representarno E’e no E*aequacgdoy’- 4=0.
Resp.:
a)noE’ b)no E®

YA

(duas retas paralelas) (dois planos paralelos)
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04. Representar no E’e no E’aequagéo x*- y*=0.

Resp.:
a)noE’ b)no E®

YA

x-y=0
A X
x+y=0
(duas retas bissetrizes (dois planos bissetores
dos quadrantes) dos oitantes)
o fz=x%+y?
05. Identificaracurva | y
1z=4

Resp.: Para z = 4 tem-se x* + y* = 4, que representa um circulo de
R=2noplanoz=4.

z planoz=4
écirculo X +y'=4

OBSERVACAO:
Aequacio z = x’+y’ representa umparaboldide conforme ilustra a

figuraacima.
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Série B
“Quem quer fazer alguma coisa, encontra um meio.

Quem nao quer fazer nada, encontra uma desculpa.”
Provérbio arabe

06. Calcular as equacdes cartesianas da curva dada por suas
equagdes paramétricas.

ix=t-2
I
1 t
: :_+2
Y73
fz=t*+1
ix?+4x-z+5=0
Resp.: |
tx-3y+8=0
SUGESTAO:

Da l.2equagéotem-set=x+ 2, o qual é substituido nas outras
duas equacoes.

07. Achar a equagéo do lugar geométrico dos pontos do E° cujas
distanciasao ponto A=(2, 1, - 3) equivale ao triplo da distancia ao eixo y.

Resp.:8x*- y*+8z°+4x+2y- 62- 14=0

SUGESTAO:

a) SejaP = (X, Y, z) o ponto procurado;

b)d(P,A)=3d(P,y)

\/(x =22 +(y- 1% +(z+3)% = 3\/x2 +2°

quadrando e desenvolvendo tem-se a resposta (veremos que
esta superficie quadrica representa umhiperboléide de umafolha).

08. Uma particula se move de tal forma que a sua distancia ao eixo
X € igual a sua distancia ao plano z = 3. Encontrar a equacao da trajetéria
desta particula.

Resp.:y*+6z- 9=0 (quadrica)

@
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09. Calcular a equagédo do lugar geométrico gerado por um
ponto que se desloca no E® de tal modo que a soma das distancias aos
pontosA=(0,1,2)eB=(1,3,0)é5.

Resp.: 96x° + 84y’ + 847° - 60x - 320y - 280z +32yz- 225=0

SUGESTAO:

a) Sejaoponto P =(x, Y, z) o ponto procurado;

b)d(P, A)+d(P,B)=5

Vx- 002 +(y- 1% +(z- 27 +(x- D2 +(y- 37 +(z- 0 =5

desenvolvendo tem-se a resposta (tal superficie quadrica é
uma elipsoide).

7.INTERSEGOES DA SUPERFICIE COM
OS EIXOS COORDENADOS

O ponto de interse¢cdo de uma superficie com o eixo z tem
abscissa e ordenada nulas. Genericamente, na obteng¢do do ponto de
intersecdo de uma superficie com um eixo coordenado, anulam-se as
variaveis ndo homdnimas do eixo considerado.

“A vitdria é constituida de 20% de inspiracao
e 80% de transpiragao”.

Achar as coordenadas dos pontos de intersecdo da superficie
quédrica4x’+y?- z=16 com os eixos coordenados.

RESOLUCAO:

a)comoeixoxb 4x’=16b x=%2
b)comoeixoyb y’=16b y=+4
c)comoeixozpb -z=16b z=-16

GRAFICO: (Paraboldide) b
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8. INTERSEQAO DA SUPERFICIE COMPLANOS
(Tragos da superficie)

Ao se representar graficamente uma superficie € assaz impor-
tante se conhecer as suas curvas de interse¢do com os planos coordena-
dos ou entdo com planos paralelos aos planos coordenados. Tais curvas
sdo denominadas de tragos da superficie no plano. O trago de uma su-
perficie quadrica é sempre uma conica. A demonstragao é trivial. Pode-
mos ter uma idéia da forma da superficie f(x, y, z) = 0, efetuando-se sua

intersegcdo comoplanoz=k, k| R.

Ao se substituir na equacéo f(x, y, z) = 0, a cota z por k, obtemos
f(x,y, k) =0, que representa uma curvano plano z =k.

E bastante simples se obter o traco de uma superficie com o plano
coordenado xy: na equacao dada faz-se z = 0, obtendo-se f(x, y, 0) = 0.
Genericamente, na obtencdo do traco da superficie com um plano
coordenado anula-se a variavel que nao figura no plano considerado.

f:(x,y,k)=0

--------- e
y

X

“Quem nao cresce pelo amor, crescera pela dor.”
Sabedoria popular

1. Achar os tracos da superficie quadrica (denominada parabo-
I6ide) X* +y*=8z.

a) no planoyz

Substituindo x = 0 na equagéo y =8z
dada tem-se y’ = 8z, a qual representa
uma parébola no planoyz.

A parabola é o trago da super-
ficie no planoyz.

z A

® -
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b) no plano xz z
Na equacado dada fazendo

y=0tem-se a pardbolax’*=8z, que é

o trago da superficie no plano xz.

X

c)noplano xy
Para z = O resulta a equacéo x* + y>= 0, s0 verificada pelo ponto
0=(0,0).

d)noplanoz=4 z

Levando z = 4 na equacéo
da superficie quadrica resulta a e-
quacgdo x* + y* = 32, a qual repre-
sentaumcirculono planoz=4.

traco no
planoz =4

2
'////////////A%,////

z A

e)noplanoy=2
Paray =2, a equagéo dada

setransformaemx’+4=8zou traco no

4

x*=4(2z- 1), aqual representauma planoy =2

( ),aq P " iV
parabola de vértice V = 8% 2 =9 ¢

e 2¢ i
noplanoy=2. s
/ 2 y
X
OBSERVA(;[\O:

Aequacio da quadrica x* + y* = 8z s6 tem existéncia real (dominio)
paraz?3 Oe ésimétricaemrelacao aos planosyz e xz.

@
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2.Dada a superficie quadricax®+z- 4=0, calcular:
a) as intersegdes com os eixos cartesianos:
Resolucéo:

ecomoeixoxpb x*- 4=0b x=%2

ecomoeixoy P né&o haintersecéo

ecomoeixozb z-4=0pb z=4

b) os tragos nos planos coordenados:

enoplanoxy(z=0)pP x*- 4=0b retasdeequacdesx=2ex=-2

»no plano xz (y =0) b parabola x’=4 - z de vértice V= (0,0, 4) e
concavidade voltada para baixo.

enoplanoyz (x=0) b retaz=4.

c)acondigao de existéncia (dominio)
A superficie quadrica X’ = 4 - z SO tem existénciapara4 - z3 0ou z £ 4.

d) a simetria: A quadrica x’ + z - 4 =0 é simétrica em relag&o aos

planos xz e yz e emrelacdo ao eixo z.

e) afigura (denominada superficie cilindrica parabdlica):

Exercicios

“El amor es la sabedoria del tonto y la locura del sabio.”

Provérbio espanhol

01. Obter os pontos de interse¢éo da quadrica

X +y?+7°- 5x+ 6y +z + 6 =0 (esfera) com o eixo das abscissas.

Resp.:(2,0,0)e(3,0,0)

@
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02. Dada a equacéo da superficie quadrica
X +2y*+ 2"+ 2x+ 7y - 4z - 21 =0, identificar a equacao do traco no plano
y=2.
Resp.: Equacdo do tragco no planoy =2: x*+ z° + 2x - 4z + 1 =0,
que representauma circunferénciadeC=(-1,2,2)eR=2.

03. Achar a equacio do traco da quadrica x’ + y* + z° = 9 (esfera de
R=3):

a)noplanoz=2;

b) no plano xy. Representar graficamente.

Resp.
a) b)

N 7
%//////%W//////// 3

X -3
32 02 302 002
}X TyTES (circunf.) }X TyT=9 (circunf.)
z=2 z=0
04. Afiguraaoladorepresentaum ZA
paraboldide (superficie quadrica). Consi- ]
derando as interse¢cdes com 0s eixos e
planos cartesianos, bem como o dominio,
asuaequacgdo pode ser:
a)x’+y*-z+9=0 o
b)x*+2y*- z- 9=0 =3
)X’ +y’-z-9=0 3 13 y
d) 2x*+y*- z- 9=0 CH
X
Resp.:c V-9
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05. Tem-se abaixo uma superficie quéadrica de equacéo
2 2 2
LYy % =1 (elips6ide). Pedem-se:

a) as coordenadas dos pontos P,,
P,eP;;

b) aequagdo dacurvac;

c)aequacaodacurvac,;

d) o estudo da simetria.

Resp.:
a)P, =(2,0,0);P, =(0,5,0)e P; =(0,0, 3);

Ix2 72 .

b) Cl% 7 + ) =1 (elipse noplano xz);
ly=0
Ix? 72 .

o) 02:,7 + 2 =1 (elipse no plano xy);
ly=0

d) a superficie é simétrica em relagéo a origem; também o é em
relacéo aos eixos e planos cartesianos.

06. Figura-se no presente exercicio uma superficie quéadrica de
2 2 2

equacao y? - X? - % =1 (hiperboldide de duas folhas). Pedem-se:
zZA

a) as coordenadas de P, e
P,;
b)aequagdodacurvac;
c)aequagaodacurvac,;
d)a simetria em relacéo
aos eixos e planos coor-
denados e a origem.

=
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Resp.:
a)Pl—(O J2,0)e P, =(0,+2,0);
2

I y7 X? =1 (hipérbole no plano xy);

=1 (elipsenoplanoy =4);

d) a superficie & simétrica em relacdo aos eixos coordenados,
planos coordenados e a origem.

07. No presente exercicio figura-se uma superzfl'cie cognominada

2
hiperboléide de umafolha, cuja equacéo é XT + yj - % =1.Solicitam-se:

a) 0s pontos de interse¢cao com 0s €ixos X,
yez;

b)aequagdodacurvac,;

c)aequagadodacurvac,;

d)aequagdodacurvac,;

e) o estudo da simetria.

Resp.:
a) (2,0,0);(-2,0,0); (0, 2,0); (0, - 2,0); ndo ha interse¢cdo com o
eixo z;

- =1 (hipérbole no plano xz);

1x +y?>=8 (circulodeR = 2\/—noplanoz 3);
Ty 3

i y Z
d) c3I )
Ix=0
e) A quadrica é simétrica em relac@o a origem. Também o é em
relagdo aos eixos e planos cartesianos.

@

=1 (hipérbole no plano yz);
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08. Abaixo representa-se a quadrica z =-

XLy
hiperbdlico ou sela de cavalo). Pedem-se: 1

+ T (paraboldide

a)aequacaodacurvac,;
b) aequacgédodacurvac,,
c) aequacao dacurva c,.

iv2 2 =
'|'y— X (}a?lipérbole no plano z = EQ
i2 1 e 2

a) 2
1
lz =—

Resp.: ! 2

b) ix?=-z+1 (parabola de concavidade voltada para baixo e
fy=2 V =(0,2,1)

0) 'I[ X2 =-z (parabola de concavidade voltada para baixo e
ty=0 V=(0,0,0))

TEMPOS DE GLOBALIZACAQ

Certo dia, ao querer respirar os ares do mundo, o rato
saiu de seu esconderejo. Ap6s um tempo de siléncio absoluto,
ouviu um latido. E pensou: "se ha cachorro, é porque o gato
anda longe...". Qual o qué! Mal olhou para o lado e s6 ouviu o
miado valente do gato abocanhando-lhe a um sé6 golpe. Ainda
assim, o rato conseguiu perguntar:

— Desde quando vocé é bicho que late?

A resposta do gato foi contundente:

— Nestes tempos de globalizagao, quem nao fala duas

linguas,morre de fome...
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AVOLUNTARIOTERAPIA

“O trabalho voluntario é para mim uma prece silenciosa.
Deveis encontrar uma causa generosa a qual sacrificareis
tempo e dinheiro, porque é assim que conhecereis a alegria de
dar. Mais do que vossas posses, é quando derdes de vis

proprios é que realmente dais.”
(Gibran Khalil Gibran (1893 - 1931), poeta escritor e fildsofo libanés).

“Quem é voluntario ndo s6 da, recebe muito mais” —
proclama Zilda Arns. A entidade que esta senhora, sempre
com a aparéncia feliz, preside — a Pastoral da Crianga — € com-
posta por 150.000 voluntarios e atende a mais de um milhdo de
familias aomadico custo de R$ 0,87 por crianga/més.

Mais surpreendente e encantadora € a alegria com que
estes voluntarios praticam e relatam suas atividades. S&o
pessoas que carregam dentro de si uma energia positiva muito
forte. Ndo se apequenam ante as vicissitudes da vida. Sao
entusiastas. Alias, entusiasmo € uma palavra belissima que
provém do grego — en-theo — que literalmente significa “deus
dentro de si”. Para os gregos politeistas, quem carrega a
chama esplendorosa do entusiasmo tem umdeus dentro de si.

Na convivéncia com jovens que praticam a¢bes comuni-
tarias, ouvimos trés frases que encerram grandes verdades:

— "Vocé javiu umvoluntério triste quando emacgéo?"

— "Existe terapiamelhor que fazer o bem?"

— "Quando estou praticando o voluntariado esquego os
meus problemas. Até porque meus problemas sdo pequenos
diante darealidade que estou atuando."

O Brasil ndo é um pais pobre, mas sim injusto. A bem
verdade, este pais sera salvo ndo apenas pelos governantes,
mas pelas a¢des concretas de cada um de nds. N&o podemos
ficar indiferentes a cruel realidade de nossas criangas, caren-
tes ndo so6 de alimento, saude e boas escolas, mas desprovi-
das de todo o tipo de esperanca. Milhares de brasileiros estdo
fazendo a sua parte, mas € pouco para uma nagdo com
milhdes de jovens, com tempo disponivel, bem instruidos, bem
nutridos e, no entanto, excessivamente hedonistas e alheios
aos problemas sociais.

E também fico me perguntando se nés educadores, pais e
lideres comunitarios ndo estamos falhando em preparar as
nossas criangas e adolescentes um caminho por demais flori-
do e pavimentado, se ndo estamos falhando com nosso pouco
envolvimento em ag8es voluntérias. Ndo podemos ignorar que
a generosidade e também a falta de iniciativa sao caracteris-

5]
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ticas da juventude. S&o enfaticos os dados de uma pesquisa
que realizamos com 1900 alunos de 3 escolas de Curitiba que
mostraram que apenas 8% dos jovens participam de acdes
comunitarias. No entanto, 71% gostariam de participar, mas
boa parte ndo sabe como.

E imprescindivel que o jovem tenha sempre metas, objeti-
VoS, para o dia, para 0 més, para o ano e para a vida. A acéo
organizada unida ao entusiasmo produz uma for¢a herculea.
Mesmo tropecando em pedras, que siga resoluto em direcao
ao topo da montanha. E, em tudo que julgar importante, que va
além da sua obrigacéo.

O voluntariado € um dever de consciéncia social, pratica
da cidadania e garantia de um futuro melhor para 0os nossos
filhos. Ademais é uma gratificante terapia que cresce anual-
mente arazao de 20% no Brasil.

E para concluir, belas e oportunas sdo as palavras de
Dalai-lama: “A ajuda aos semelhantes lhe traz sorte, amigos e
alegrias. Sem ajuda aos semelhantes vocé acabara imensa-
mente solitario.”

O autor
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CAPITULDO

Superficie Esférica

1.INTRODUGAO

No estudo analitico, os termos circulo e circunferéncia séo
empregados sem a distincdo que faz a Geometria propriamente dita.
Destarte, reporta-se a equagado (x - a)*+ (y - b)*>= R’ como a equacéo de
uma circunferéncia ou entéo, de um circulo de centro C = (a, b) e raio R.
Analogamente, utilizar-se-a indistintamente os termos esfera e superficie
esférica. Ipso facto, empregaremos adiante indistintamente os termos
cilindro e superficie cilindrica, bem como cone e superficie conica.

2. DEFINIGAO

Superficie esférica ou esfera é o lugar geométrico dos pontos
do E°, cuja distancia a umponto fixo (centro) é constante.

ZA
Fixado o sistema de coordenadas
p cartesianas ortogonais no E*, seja
C=(a, b, g opontofixo, P =(x,y, z)
A um ponto genérico da superficie
esférica e R > 0 o raio. Analitica-
o C mente tem-se:
d(C,P)=R
C J(x-aP+(y- b +(z- g =R
o y ou

(x-a)'+(y- b)+(z-9°=R* ()

Desenvolvendo a equagao acima:

X +y'+7°- 2ax- 2by- 2qz+d=0 (ll)

onde d=a’+b’+¢- R’

Reciprocamente, uma equagao do 2.° grau nas variaveis x,y e
zrepresenta uma superficie esférica se:

1) os coeficientes de X’, y* e z* forem iguais e ndo nulos;
2) aequacao ndo contiver termos emxy,xzeyz;

3)a’+b*+d- d>0.
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3.CALCULODOCENTRO EDORAIO

Dada a equacao da esfera: X’ +y*+z°+ Ax+By+Cz+D=0 (Ill)
Comparando (11) e (lll) tem-se:

_2a=Ab a=2

-2b=BP bzi
2

_29:Cp g:£2

d=a?+b?+g?-R?=Db R=+a?+b?+¢f-D

OBSERVAGAO:

Oradicando a’+ b*+¢ - D pode ser:

1) positivo e a eq. (Il) representa uma esferareal;
2)nuloeaegq. (I) representa umponto;

3) negativo e aeq. (Il) representa uma esferaimaginaria.

4.CASOS PARTICULARES
a) Esferacom centro na origem O =(0, 0, 0)

Em (I) fazendo a =b=g=0, obtém-se:
X' +y' +2z’=R’

gue é a equagdo de uma esfera com
centro na origem do sistema cartesiano e raio R.

b) Esfera que passa pelaorigem O=(0,0, 0)
Aterna (0, 0, 0) verifica a eq. (1) U d=0. Destarte, a equagéo de

uma esfera que passa pela origem é desprovida de termo independente.

Exercicios Resolvidos

“Na&o é dificil ser bom; o dificil é ser justo.”
Victor Hugo (1802-1885), escritor francés.

1. Calcular o centro e o raio da esfera:
3x+3y*+37°- 6x+18y- 9z+18=0

©
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RESOLUCAO:

a) Calculo do centro da esfera
Dividindo a equacgéo dada por 3:
X +y +27°- 2x+6y- 32+6=0

A B C D
a:i_i:l
-2 -2
b:i:i:_g
-2 -2
- C _-3.3
-2 -2 2

Entdoocentroé C = gi -3 EQ
e 2g

b) Calculodoraio
RZ:a2+M+g2-D:1+9+9-6:3§p R=2
4 4 2

2. Achar a equacao da esfera de C = (1, 0, 3) e tangente ao plano
p:2x+y-2z+1=0.

RESOLUCAO:
a)R=d(C,p)
Foérmula da distancia de ponto a
P, y plano:
e bb +cg+d
: +bb+cg+
R=d(c,p)= 21010 d
Va2 +b? +¢2
R = 12(D) +20) - 2(3) +1] 3.,
Ja+1+4 3

b) Equacao daesferadeC=(1,0,3)eR=1
(x- 17+ (y- 0y +(z- 3)°=1
ou
X’ +y°+27°- 2x- 6z2+9=0(Resp.)

®
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3. Calcular a equacgédo da superficie esférica que passa pelos
pontosA=(1,0,0),B=(0,1,0),C=(0,0,1)eD=(1,2,3).
RESOLUCAO:

Quatro pontos ndo coplanares determinam uma esfera. Equacgéo
da esfera procurada:
X +y'+7°- 2ax- 2by- 2z +d=0

a)A:(l,0,0)T esfera:
1-2a+d=0 @

b)B:(O,l,O)T esfera:
1- 2b+d=0 @

c)C:(0,0,l)T esfera:
1-2g+d=0 @

d)D:(1,2,3)T esfera:
1+4+9-2a-4b- 6g+d=0 @

e)DeD,@ e B®:
a:b:g:% @

f) Levando 5 em @ obtém-se:
8 13
d=—b a=b=g=—
5 g 10 ®©
g) Substituindo (6) naequacéo da esfera:

XSy +zo - == == —=0
y 5 5 5 5

ou
5x°+5y°+5z°- 13x- 13y- 132+ 8=0(Resp.)

Exercicios

“Aqueles que nao querem fazer devem abrir
caminho para aqueles que estao fazendo.”
Do filme de motivagéo Paradigmas.

1. Dada a equacio da esfera 2x* + 2y’ + 2z - 4x+ 2y +6z+ 1 =0,
pedem-se: a) o raio; b) a area da superficie esférica; c) o volume da esfera.

Resp.: a)R = J3; b) S =4pR? =12pu.a.;c)V = g pR3 = 4\/§pu.v.

©
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2. Achar a equacédo da esfera de diametro AB, sendo A= (1, 2, - 3)
eB=(3,4,9).

Resp.: (x- 2)*+(y- 3)*+(z- 3)°=38

3. Dé as condicdes para que a quadrica
AX® + By’ + Cz’ + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Iz + J = 0 represente uma
superficie esférica.

Resp.:A=B=C'! 0eD=E=F=0

4. Determinar a equacao da esferade centroC=(1,-2,-5) e que
passe pela origem.

Resp.: X’ +y*+7°- 2x+4y+10z=0

5. Obter a equagéo da esfera de C = (-2, - 3, 1) e tangente ao
planoyz.

Resp.:(x+2)°+(y+3)+(z- 1)°=4

6. SejaC=(2, 3, 5) o centro de uma esfera. Calcular a equacao de
sua superficie, sabendo que a esfera é tangente ao plano cartesiano xy.

Resp.:X’+y*+7°- 4x- 6y- 102+13=0

7. Calcular a equacao da esfera que seja concéntrica a esfera
x?+y*+2°- 4x-6y- 62- 16 =0equepasse pelopontoP=(1,4,-3).

Resp.: (x- 2)*+(y- 3)°+(z- 3)°=38

8. Obter a equacao da esfera que passe pela origem do sistema
cartesiano e seja concéntrica com 2x’ + 2y*+ 2z°- 4x+8y+2z+1=0.
16 21

Resp.:(x - 1)? +(y +2)? +€% +==
e 2¢g 4

9. Verificar se as equacdes abaixo representam esferas reais,
imaginarias, umponto ou ndo representam esferas:

a)x’+y’+2z°- 2x+3y- 52-3=0

b)x’+y*+2°- 2x- 4y+6z+14=0

C)X2+y +7°- Ax-y+2z+10=0

d)x’+y*- z2°- 4x+2y+3z- 5=0

)X +y*+27°- 4xy+z-2=0

Resp.: a) esfera real; b) um ponto P = (1, 2, - 3); ¢) uma esfera

imaginaria; d) ndo é esfera; e) ndo é esfera.

®
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10. Dada a esferax’ +y* + z°= 25, calcular:
a) os pontos de intersecéo da esfera com o eixo das ordenadas;
b) a curva de interse¢éo da esfera com o plano xy;
c) fazer afigura.
Resp.:a)P,=(0,5,0)eP,=(0,-5,0);
b) x*+y?= 25 (circulo de R =5);
c) figura:

traco no plano xy

m
/////////

11. Calcular o valor de k para que a equagéo
2x°+ 2y’ +27° - 4x+z + k=0represente uma esfera de raio 2.

12. Obter a equacdo da curva intersecdo da esfera
X +y?+2°- 2x- 2y - 4z - 3=0com o plano cartesiano xy.
ix?+y?-2x-2y-3=0

Resp.:circulo: |
1 z=0

13. Achar a equacéo da curva interse¢do da esfera com o plano
paralelo ao eixo z, ao lado figurados.

1x +y? + 7% = 4 (esfera)
1x+y 2 =0 (plano)

Resp.: circulo:
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14. Conhecida a esfera x’ +y* + z° - 2x - 4y - 3=0, obter a equacéo
de uma esfera concéntrica a mesma e tangente ao planox+y- z+1=0.

Resp.: (x- )% +(y- 2> +2% = %
15. Obter aequacao dos planos tangentes a superficie esférica

X’ +y*+2z%- 2x- 4y + 4 =0e que sejam paralelos ao plano p: 2x- y- z+1=0.

Resp.:2x - y - z++6 =0

SUGESTAO:

W a) Centroeraiodaesfera:C=(1,2,0)eR=1
b) Equagaode p2x-y- z+d=0

c)d(C,p)=R

2D +(-D2+(- D0 +d| _ “1p d=+8
J4+1+1

y = 4

Série B

“Duvidar de tudo ou acreditar em tudo sao atitudes

preguicosas. Elas nos dispensam de refletir.”
Henri Poincaré - matematico francés.

16. Obter a equagéo da esfera que passa pelos pontos A= (1,0, 2)
eB=(3, 1,5) ecujocentro se encontra sobre o eixo .

Resp.: X’ +(y- 15)°+2z°=230

SUGESTAO:

a) Centro da esfera
C=(0,y,0)

b)d(C, A)=d(C, B)

y.:15
c)R=d(C,A)=+230
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17. Uma superficie esférica passa pelos pontos P, = (0, 0, 2),
=(1,0,2)eP,=(1, 3, 3) etem o centro no plano xz. Calcule a sua equa-
¢éao. 5
16 101
Resp.: gx- I 4yl (z- T2 ===
2 4

18. Achar a equacao da esfera que passa pelos pontos A=(0, 1, 1),
B=(1,1,2)eC=(1,0, 2) e cujo centro pertence ao plano xy.

1 21
Resp.: (x - 2)° +gy-—9 +2% =22
2g 4

19. Calcular a equacéo da esfera que passe pelo ponto A= (0, 3, 2)
etangente aoplanop:x+y- z=0nopontoP,=(0, 1, 1).

2
Resp.: gx-Eg +%/-Zg +8%+30 =n
e 2g 4

SUGESTAO:

a) Equacdo de r: lembremos da
equacao de uma reta que passa
por um ponto P, = (X, v, 2,) €
gue seja perpendicular ao plano
p:ax+by+cz+d=0(videcap. 8
do livro Algebra vetorial e G.A.).

X=X _¥Y-¥Y1_2-7

a b c
No exercicio empauta:
[ x-O:y-1:Z-1

1 1 -1

r:

b) MasocentroC:(a,b,g)T r:
a_b-1_g-1 ia=b-1
—=——=="ou j
1 1 -1  {b=-b+2 @

c)Mas a d*(C,A)=d*(C, P,)
(a- 0)* +(b- 3)°+(g- 2)°=(a- 0)"+(b- 1)°+(g- 1) @

Substituindo @ em 2:C=¢=, — Z39
e

o5

d)R = d(C, Pl)——

@
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20. Umaesfera € passante por A=(0, 2, 3) e tangente ao plano
Xx+y+z-3=0emseupontoB=(0,1,2).Obtenhaaequacdodaesfera.

2 2
Resp.: ¢x- == +§/ 59 +&. 5¢ _E
2 2 4
e g e g e a

21. Calcular a equacéo da esfera que passa pelo ponto A=(2, 3, 5)

e étangenteaoplanop:x+y+z- 3=0nopontoB=(1,0, 2).
339 @ 194 e 470 _1083
=+ - +CZ =

x
Resp.: ¢X- —* +¢y- —* +¢ :
e 1dg & 1dg & 1ldgy 196

22. Acharaequacédo do plano p tangente a esfera
X' +y?+7°- 4x - 6y +2=0emseuponto P, =(1, 2, 3).

Resp.:p:x+y-3z+6=0

SUGESTAO:
a) Calculo do centro da esfera:
C=(2,3,0)
r b) Equacéo da retar (reta por dois pontos:
CeP,):
r.x-l_y-2_z-3
1 1 -3

Donde/=1,m=1en=-3

o)

¢) Equacdo do plano p: O plano p é
perpendicular a reta r (ver cap. 8, do
livro Alg. Vetoriale G.A.):

p:(Xx+my+nz+d=0
1)+ 1(y)+(-3)z+d=0

Mas P,=(1,2,3)1 p:
1(1)+1(2)- 3(3)+d=0 b d=6

23. Pede-se aequacao do plano tangente a esfera
X’ +y*+2z°- 6x +8z=0naorigem do sistema cartesiano.

Resp.:3x- 4z=0

7
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24. Ache o valor de k para que o plano 2x +y - 2z - k=0 seja
tangente a superficie esféricax®+y’ + z> = 25.
Resp.:k=+15

25.Aesfera(x- 1)’+(y+1)’+z°=2eoplanop:y+z- 1=0s&o0
tangentes no ponto T. Calcular as coordenadas de T.
Resp.: T=(1,0,1)

SUGESTAO:
a) Centro da esfera

C=(1,-1,0)

b) Célculo dareta r (reta que passa pelo
ponto C e é perpendicular a p):
X-1_y+1_ z

0 1 1

c¢) Calculo da intersecéo da reta r com o

—

plano p:
1.x-1_y+l1_z
[rr—="—"==
I 0 1 1
fp:y+z-1=0

Resolvendo o sistema acima:
x=1b y=0 P z=1(coord.deT).

25. Achar o ponto de tangéncia T da esfera x* + y* + z° = 25 com o
plano2x+y- 2z- 15=0.

26. Obter a equacao da esfera tangente ao planop: x+y- 2=0no
ponto P =(0, 2,0) etambémaoplanop:x+z+1=0.

Resp.: (x- D? +(y- 3> +z% =2
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SUGESTAO:

r

a) Célculo da reta r (reta que passa
) por P e é perpendicular ao plano p):
‘ pX_y-2_z
LD T
v b)MasC:(a,b,g)T r:
' a_b-2_g

e

P g=0bp b=a+2 @
¢)d(C,p)=d(C,p)
1(a) +1(b)+0(9)- 2| _|1(a)+0 (b) +1(g) +1] ®
2 n 2 |

d)Resolvendo @ e @):
a=1p b=3p g=0b R=d(C,P)=+2

a="1p B=2p g=0b R':d(C',P):Q
3 3 3

27.Umaesferatemocentronaretar: x=y =z e étangente areta
X -1 _z+1
S! 5 = yT = S noponto T =(0, 1, 2). Calcule a equacao da esfera.

o %, 5¢2+g§/ 502*892 58 75
esp.; €X- =~ - =7 - =T ==
P& 65 & 65 & 6g 36

SUGESTAO:
S
a) Calculo de p (plano que passa
por T e é perpendicular aretas):
A p:2x+3y+z+d=0
)\ ¥ Ti p b 20)+3(1)+2+d=0
X P d=-5
r p:2x+3y+z-5=0

@
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b) Célculode C:
irx=y=z

| pc=
1p:2x+3y+z-5=0 e6

oo,
oo
Q o

c) Célculode R:

5v3

R:d(C,T):T

28. Achar o centro e oraio do circulo interse¢ao da esfera
X' +y?+2°- 6x- 2y:0comoplanop:x+22+1:0.

Resp.. C'= g lig R= Y170
eb 59 5
SUGESTAO:
a) Centro e raio da esfera:
; C=(3,10) e R=410

b) Calculo da reta r (reta que pas-
sa por C e é perpendicular a p):
X 3_y-1_2

1 0 2

ir: ===
i1 0 2
fp:x+2z+1=0

Resolvendo o sistema'

y=1pb x = 1—51 b z=— (coordenadas do centro C').

d) CalculodeR":
Pelo Teorema de Pitagoras:
R?=R*- d*(C,C)

29. Achar o centro e o raio do circulo intersecéo da esfera
X' +y?+7°- 4x- 6z=14comoplanox+y- 4=0.

Resp.:C'=(3,1,3)eR'=5

@
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30. Obter as equacgdes dos planos conduzidos pelareta
ix-y-3=0
r. (o

y etangentes aesferax’+y*+z°- 2x+2y- 4=0.
jy+z-1=0

Resp.:x+2y+z-5=0e2x+y-z-7=0

SUGESTAO:

a) Daesfera
C=(-10) e R=+6

b) Equacdo do feixe de planos que
passam porr:
X-2-3+l(y+z-1)=0o0u
X+ly+(- 1+1)z- 3-1 =0 (plano p)

c)d(C,p)=R

' 1
|1=2 OUI2=E

CRITERIOS

O ledo reuniu a bicharada, no aprazivel cérrego da floresta,
para definirquem seriaoreida selva.

Sem cerimbdnias, determinou o Unico requisito para
concorrer:

— Tem que ter juba! Quem tem juba? - Um a um, os animais
foram desistindo.

Até que um deles se manifestou:

— Oba! Oba! Eu tenho juba! - saltitou de alegria o mico-ledo
dourado.

—Vocé nao vale! Vocé é macaco - rebateu, de pronto, o ledo.

Moral da histéria: muitas vezes, os critérios s&o

estabelecidos ao sabor das conveniéncias.

Adaptado pelo autor.
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0SVERDADEIROS LIDERESNAOTEMO
APLAUSO DO SEU TEMPO, MAS O TEM DA HISTORIA.

"Nas veias dos demagogos néao corre o leite da ternu-
ra humana e sim, o vinagre da burrice ou o veneno da
hipocrisia.”

Roberto Campos (1917-2001)

Ha governantes, lideres comunitarios, empresarios
que védo além do seu tempo, deixando para trds uma maioria
miope e reivindicadora. Tém postura de estadistas. Sdo alvos
da incompreensao, maledicéncia, isolamento e agressoes.
Num movimento pendular sobre suas cabegas, a espada de
Damocles oscila entre o desagradavel e o plausivel, este,
porém, muitas vezes inconsequente.

Quando os bons dirigentes propdem mudancas,
encontram uma resisténcia feroz por parte de muitos e o apoio
tibio de uns poucos. Confortam-se com o dever cumprido e
com o julgamento da posteridade. Sim, a Histéria — essa "juiza
imparcial" — repara injusticas, mas tem o péssimo habito de
andar tdo devagar que raramente alcancga os grandes lideres
emvida.

Ha um descompasso entre o aplauso do seu tempo e
0 aplauso da Historia. Destarte, o populismo e a demagogia
aliciam os lideres fracos como o canto da sereia. "Ainda nao
descobri a maneira infalivel de governar. Mas aprendi a
férmula certa de fracassar: querer agradar a todos, a0 mesmo
tempo" — discursava apropriadamente John F. Kennedy (1917-
1963), meses antes de ser abatido por tiros certeiros em
Dallas.

Em 44 a.C., o mais renomado imperador romano,
Caio Julio César, foi atraicoado por 23 punhaladas, vitima de
uma conspiragdo. Suas palavras derradeiras demonstram
antes de tudo um coracdo dilacerado pela ingratidao,
especialmente de Brutus, filho Gnico e adotivo: Tu quoque,
Brutus, fili mi! (Até tu, Brutus, filho meu!).

"Vocé pode enganar todo o povo durante algum tempo
e parte do povo durante todo o tempo, mas nao pode enganar
todo o povo todo o tempo"— se faz oportuno Abraham Lincoln, o
mais venerado presidente dos EUA. Poucos desconhecem as
suas vicissitudes: perdeu para Deputado Estadual, Deputado
Federal, Senador e foi assassinado por um fanatico sulista em
um teatro de Washington. Lincoln costumava repetir que se

@
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fosse responder a todas as criticas que Ihe eram dirigidas, ndo
trataria demaisnada.

Winston Churchill, ao assumir o governo de coalizdo
em 1940, proclamou em seu histérico discurso: | have nothing
to offer but blood, toil, sweat and tears (Eu ndo tenho nada a
oferecer, a ndo ser sangue, trabalho, suor e lagrimas).
Churchill hodiernamente considerado o maior lider do século
XX, conheceu o gosto amargo do ostracismo e da ingratiddo
dosingleses: sofreu derrotas em4eleicdes.

E o que dizer do maior estadista indiano? Para
Mahatma Gandhi, a pobreza é a pior forma de violéncia.
Acusado de traidor por fanaticos hindus, em 1948 foi vitimado
pelas balas de um deles. Logo ele, 0 apostolo da ndo-violéncia,
gue costumava catequizar: "olho por olho e o mundo acabara
inteiramente cego."

Também se faz apropriado uma breve incursdo no
reino animal. Em algumas regides indspitas da Asia, ha
manadas de cavalos selvagens que galopam céleres as
pradarias e montanhas guiados por um deles. E o cavalo lider
e, quando este expde os demais a uma situagao de grande
risco de vida, toda a tropa golpeia o lider com coices e patadas.

Um bando de macacos sempre escolhe um lider-
olheiro, experiente e vivaz. Este é severamente punido se for
negligente, ndo alertando a tempo aiminéncia de um perigo ou
razia.

Se o0s animais sdo implacaveis com 0s erros e
omissdes de suas liderangas, nds, racionais, ndo deixamos
por menos: defenestramos governantes. Collor e De la Rua
sdo os exemplos mais eloglientes.

Parafraseando Dante, os piores lugares do inferno
deveriam ser reservados a governantes populistas, pois geram
miséria, inflacdo e comprometem geracdes. O conspicuo
fildsofo grego Aristételes (384 a.C. - 322 a.C.) jaadvertiaque "a
demagogia é a perversao da democracia".

E indispensavel que o Presidente da Replblica
mantenha a sanidade da moeda. A inflagdo, de acordo com a
tese publicada por Joelmir Beting, é a principal motivadora de
desigualdades. Um massacre social consentido que durou 30
anos: 1,1 quatrilh&o por cento de inflagcéo no periodo de 1964 a
1994! Nao tendo conta em banco, os mais pobres ndo podiam

usufruir dos beneficios da corre¢do monetaria.
Do autor

@
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CAPITULDO

Superficie Cilindrica

1. DEFINIGAO

Superficie cilindrica ou cilindro é a superficie gerada por uma
reta movel (denominada geratriz) que se apéia sobre uma curva fixa
(denominada diretriz), conservando-se paralela a umadire¢do dada.

Nafiguraao lado tem-se:

Diretriz: a diretriz d é
representada por uma curva
plana fixa no E°. A diretriz € dada
pelainterse¢do de 2 superficies:

i (xy,2)=0
1f2(xy,2)=0

Geratriz: a geratriz g é a
reta movel, cuja direcdo € a do

vetor v = (¢, m, n) e que desliza

sobre a diretriz, mantendo a sua
direcdo. Na figura limitou-se o
comprimento das geratrizes,

mas deve ficar entendido que elas se prolongam indefinidamente.

A superficie cilindrica pode ser circular, parabdlica, eliptica ou
hiperbdlica, conforme a diretriz seja um circulo, uma parabola, uma elipse
ou uma hipérbole. Em patrticular, se a diretriz for uma reta a superficie
cilindrica é umplano.

2.EQUAGAO DA SUPERFICIE CILINDRICA

Retornando afigura, considere:

P =(X,Y, Z) umponto genérico pertence a geratriz;

Q = (x, y, z) o ponto de intersecao da diretriz d com a geratriz que
passa por P.

Osvetores (Q- P)e Vsdo paralelos:

Q- P)=tv
Q=P+tv

@



CONICAS E QUADRICAS

Substituindo as coordenadas cartesianas:

X=X+ /t
y=Y+mt
z=Z+nt

Tais equagbes denominadas de paramétricas sdo levadas nas
equagOes dadiretriz:

fh(X+a,Y+mt, Z+nt)=0
1 (X+ Y +mt, Z+nt) =0

Numa das equacdes acima isola-se o parametro t, o qual é substi-
tuido na outra equagéo, obtendo-se a superficie cilindrica correspondente,
que assume aformaF=(X,Y, Z)=0.

Exercicio Resolvido

"Seja vocé mesmo, mas nao seja sempre o mesmo."
Gabriel, o Pensador.

Achar aequacao do cilindro de geratrizes paralelas areta

r.x-1_y+1_z-3
1 3
esféricax’*+y*+z°=4comoplanop:x- y+z=0.

e cujadiretriz é a curva de intersecéo da superficie

RESOLUCAO:

A interse¢do do plano p
com a esfera é uma circunferéncia,
gue constitui a diretriz.

a) Equagéo paramétricas

Daretarobtém-se:
f=1,m=3en=1

Entdo:

X=X+1.t
y=Y+3.t
z=Z+1.t
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b) A diretriz é representada pelas equacgdes:
d x2+y?+22=4

X-y+z=0

¢) Substituindo as equacao paramétricas emd:
(X+1)2+(Y+30)° +(@2+1)° =4 D
FX+1)- (Y +3t) +(Z+1) =0 @)

d

d) Equagéo da superficie cilindrica:
Isolando “t" de (2):
t=X-Y+Z ®

Levando@em@D:
(2X- Y +Z)+(3X- 2Y +32Z) +(X- Y +22) =4

ou desenvolvendo-se os quadrados:

TX2+3Y*+7Z°- OXY +13XZ- 9YZ- 2=0

(Equagédo que representa uma superficie circular de diretrizes
paralelas aretar).

Exercicios

“A coisa mais importante que um pai pode fazer
pelos filhos é amar a mae deles.”
H. Jackson Brown

01. Achar a equacdo da superficie cilindrica de geratrizes
paralelas ao vetor v = (1, 1, 1) e cuja diretriz seja a curva de interse¢éo do
planox - y+z=0comasuperficie quadricax =yz.

Resp.: X2+ 2Y?+Y- Z- 3XY+XZ- YZ=0

02. Determinar a equagao de uma superficie cilindrica cuja diretriz
¢é ahipérbole 4x* - y* = 3, no plano xy, e cujas geratrizes s&o paralelas areta

15

Resp.: 4X? - Y2 + . 72 +8XZ- YZ-3=0

D
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SUGESTAO:

a) Equacgdes da di-
retriz:

jax?-y?2=3

% z=0

d

b) Equacbes para-
meétricas:
ix=X+2t
ty=Y+1
{z=27-2t

c) Substitua as e-
quacdes paramé-
tricas nas equa-
¢Oes dadiretriz.

03. A diretriz de uma superficie cilindrica € a curva intersegdo da
esfera X’ + y* + 22 = 4 com o plano p: x + y - z = 0. As geratrizes s&o
perpendiculares ao plano p. Escrever a equagéo da superficie cilindrica.

Resp.: X*+Y?+Z*- XY+XZ+YZ- 6=0

SUGESTAO:

o Lembrar-se da condigdo
de ortogonalidade de reta e plano:

(=a=1,m=b=1e
n=c=-1
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04. Calcular a equacéo da superficie cilindrica cujas geratrizes
sdo perpendicularesaoplano2x+y +3z+5=0ecujadiretrizéacurva
dixz - xy?+2=0

1
1z=0
Resp.: (83X - 2Z)°- (3X- 2Z)(3Y- Z)’+54=0
(N&o é superficie quadrica)

05. A equacdo 9x* + z* - 6xz - 27y + 9z = 0O representa uma
superficie cilindrica. Determinar a equagédo da diretriz no plano xy.

Fy2 =
Resp.:d}X =3y
1z=0

SUGESTAO:

ZA

So6 para efeito de ilustragédo
(sem preocupacdo de escala),
observe a figura: trata-se de uma
superficie cilindrica parabdlica, cuja
diretriz é a parabola x> = 3y no plano
xy (de equagdo z =0).

06. Calcular a equacéao da superficie cilindrica de geratrizes para-

5 x-1 +1 _z .
lelas areta == =yrs =1 ecircunscreve aesferax’+y*+z°=1.

Resp.:2X*+Y?+2Z%- 2YZ- 2=0

@
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SUGESTAO:

a) Equacao paramétricas
r X=X

|ly =Y +t

¥z =Z+t

b) Substituindo as equac¢des paramétri-
cas naequagdo da esfera, obtém-se
uma equagdo do 2.° grau em t. A
condicao de tangéncia é que o dis-
criminante D= b’ - 4ac da equacéo
do2.°grauemtsejanulo.

07. Achar a equacéo da superficie cilindrica circunscrita ao parabo-

.. P . . . . x-1 y+1 z
I6ide x =y” + z° e cujas geratrizes sejam paralelas aretar: I ===,

Resp.:36Y*+16Z°- 52X+8Y +12Z- 48YZ- 1=0

38 Pgde se a equagdo do cilindro cujas geratrizes tém a direcao
dovetorv=i- jeque circunscreva a superficie quadricax’+y*+ 2xz - 2=0.

Resp.: X*+Y*- Z?+2XY +2YZ+2XZ- 4=0

09. A figura abaixo representa uma superficie cilindrica de
equaciox’+y’+2z°- xy+xz+yz- 36=0. Acharas coordenadas dos

pontos P e P', interse¢édo da superficie cilindricacomareta r: > =Y-

m Resp.:P=(4,4,2)eP'=(- 4,- 4,-2)
V

SUGESTAO:
p'

/ Naequacdodadafaz-sex=2zey=2z.
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Série B

“Suaviter in modo, fortiter in re.”
(Suave no modo, forte na agao) — Aforisma latino.

10. Calcular a diregdo das geratrizes do cilindro
X’ +y?+ 27" - 2xz + 2yz - 2 = 0. Achar também a equac&o da diretriz no
plano xy.

ix? +y? =2 (circulo)

Resp.. V=(L-11) e dj
1z=0

SUGESTAO:

a) Cortamos a superficie
cilindrica com um dos
planos coordenados.
Seja xy tal plano, de
equacao z = 0. A dire-

triztem equacéo:
iz=0
+x2 +y?-2=0

b) O vetor V= (¢', m', n") procurado tem coordenadas proporcio-
nais, e ipsogacto, umadas coordenadas pode ser reduzida a unidade:
v=(¢,m,1).

c) Equacdes paramétricas:
X=X+ /t
y=Y+mt
z=7Z+1t

d) Levando as equacges paramétricas nas equacgdes da diretriz:
diZ+t=OD t=-z @
TX+02+ (Y +mt)2-2=0 @

D
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e) Substituindo @ em®):
(X- Zty’ + (Y- Zt)’- 2=0

desenvolvendo:
X2+ Y2+ (24 m)Z%- 2¢XZ- 2mYZ- 2=0

f) Comparando esta equacao com a equacgéo dada:
i2+m?=2 (3
J|[- 20=-2pb (=1

*-Zm:Z b m=-1

(0] siste®ma € compativel, pois £ =1 e m =- 1 verificam a equagao
) edestartev=(1,-1,1).

OBSERVACGAO:

Paraz =0, tem-se a equacio dadiretriz no plano xy: X’ + y*=2, que
representa um circulo de centro na origeme R = J2.Isto posto, a
equagdo dada representa uma superficie cilindrica circular cujas
geratrizes tém a diregéo do vetor v = (1, -1, 1). Na figura, ao se
representar o vetor v, ndo houve a preocupa¢do quanto a sua
escala. Se o sistema nao fosse compativel, a superficie dada nao
seria cilindrica.

11. Determinar a reta que passa por P = (1, 5, -3) e que da a
diregdo das geratrizes do cilindro x*- 3x’z +3xz*- z°+z- 2y=0.

12. Pergunta-se se a equacdo X’ +y  + 2z°- 2xz - 2yz+3=0
representa uma superficie cilindrica?

Resp.: Aequacdo dada € a de uma superficie cilindrica.

13. Verificar se aequacio 3x* - 6x - 3y - yz+3=0representauma
superficie cilindrica.

Resp.: A equacédo dada ndo € a de uma superficie cilindrica (o
sistema nédo é compativel). Veremos no proximo capitulo
gue se trata de uma superficie conica.

D
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14. Calcule a diretriz (no plano xy), a geratriz e esboce o grafico da
superficie cilindrica 16x° +z* - 8xz - 48y +12z=0.

Resp.:. z 4

15. Achar a equacéao da superficie cilindrica de rotacéo que passa
peloponto A=(2,0,1)equetemparaeixoaretar: X—ll = yT+2 = #

Resp.: X*+2Y*+2Z*- 2XZ- 6X+8Y+6Z+5=0

SUGESTAO:
A superficie cilindrica procurada circunscreve uma esfera de
centroC| pecujoR=d(C,A).
ir a) Calculo do plano p (passa
' por A e é perpendicular ar):
' p:1(x) +0(y) +1(z) +d=0
el MasAl p:1(2)+0(0)+1(1)+
+d=0b d=-3
p:x+z-3=0

b) Equacao da esfera:
p L Célculode C(Cdepcomr)

Ix=1+t
1y =-2
tz=-2+t

¢) Substituindo as equagbes paramétricas de r na equacao de
p, obtém-set=2e C=(3,-2,0). Porsuavez R =d(C, A) = /6.
Destarte, a esferatemequacio (x- 3)°+(y +2)*+(z- 0)*=6.

D
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d) EquacOes paramétricas das geratrizes (paralelas ar):
X=X+t
ly=Y
lz=z+t

Substituindo as equacgfes paramétricas acima na equacéo da
esfera obtém-se uma equacéo do 2.° grau em t. Condicéo de
tangéncia: D=b’- 4ac=0

3. SUPERFICIE CILINDRICA DE GERATRIZES
PARALELAS AOS EIXOS CARTESIANOS

Teoria:

Abordaremos um tipo particular de superficie cilindrica com
relevante interesse para o Calculo Diferencial e Integral:

No espago tridimensional, uma equagao cartesiana a
duas variaveis representa uma superficie cilindrica cujas gera-
trizessaoparalelasaoeixodacoordenadaausente.

zA Isto posto, a equacéo

f(x, y) = O representa uma su-

perficie cilindrica cujas geratri-
zestémadirecaodoeixo z.

® A justificativa tedrica do

que se expde procede do fato de

que as geratrizes sendo para-

—» lelas ao eixo z tém a direcdo do

Y vetorv=(0,0,n). Destarte, no de-

senvolvimento da teoria no inicio

do pregsente capitulg substitua o

vetorv=(/,m,n)porv=(0,0,n).

X

Importante:
Aequacao f(x, y) = 0 apresenta umaduplainterpretacéo:
1) No E? f(x, y) =0 representa uma curva no plano xy;
1) No E®, f(x, y) = 0 representa uma superficie cilindrica de gera-
. . . L if(x,y)=0
trizes paralelas ao eixo z e curvadiretriz d (x¥) .
i1z2=

“Na verdade, estar s6 é bom quando a gente quer,

nado quando falta companhia.”
Roberto Shinyashiki (n.1952), psicoterapeuta e escritor.

D
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zA

<Y

OBSERVACAO:
Cumpre salientar, como € do seu conhecimento, que especifica-

Rl

1. A equacdo x* + y* = 9 representa no

E® uma superficie cilindrica circular,
cuja diretriz € um circulo no plano
xy (centro na origem e R = 3) e as
geratrizes sdo paralelas ao eixo z.

Enfatizando:
3v2 42 _
d}x +y“=9
1z=0

2 2

XSz
. A superficie T +T =1 temcomo

diretriz uma elipse no plano xz (com
a=2eb=1)e as geratrizes sdo
paralelasaoeixoy.
Destaque-se que:

. A superficie z* = 2y tem como di-

retriz uma parabola no plano yz e
cujas geratrizes sao paralelas ao
eixoX.

Equacéo dadiretriz:

o2 _
d}jz =2y
tx=0

N X’ z
mente no E? as equacdes x2 +y% =9, —+T:1 e z2=2y re-

1

presentam conicas (respectivamente circulo, elipse e parabola).

D
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Exercicios

“As mulheres foram feitas para serem

amadas e ndo compreendidas.”
Oscar Wilde (1854-1900), escritor inglés de origem irlandesa.

01. Abaixo figura-se uma superficie cilindrica circular, cujas
geratrizes sao paralelas ao eixo z. Determine a equacao da superficie
cilindrica e a equacao de sua diretriz.

2 2

LXS+yS- By =
ZA Resp.: x“+y“-6y=0 e
ix?+y?-6y=0
dj
1z=0

-9

02. Representar a superficie cilindrica (x - 2)°+(y-2)’=9.

Resp.:

z A superficie cilindrica é circular
e tem por diretriz uma circunferéncia no
plano xy, C = (2, 2), R = 3 e geratrizes

* paralelas ao eixo z.
d}(x- 22 +(y- 2% =9
1z=0
Bl -t
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2 2

03. Representar a superficie cilindrica % + yT =1eacharaequa-

cdodadiretriz.

Resp.:

b

X

Superficie cilindrica eliptica com geratrizes paralelas ao eixo z.
Adiretrizé umaelipse comcentroemO=(0,0),a=3eb=1.

Ix? y
~ . . | —+
Equacdodadiretrizz dj 9 1
{z=0
I

04. Figurar a superficie cilindrica 2y’ + 3z = 3.

Resp.:

Trata-se de uma superficie cilindrica eliptica em que o trago no
, . 3 : .
plano yz € uma elipse com a = > b =1 e as geratrizes sdo paralelas ao

eixo das abscissas. .
q } 2y? +322=3
tx=0

D

Equacao dadiretriz:
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05. Esboce o gréfico da superficie quadricay = 2x.

Resp.: z
—
y
X

E uma superficie cilindrica parabdlica, cuja diretriz é a parabolay
=2x%, pertencente ao plano xy e as geratrizes sdo paralelas ao eixo z.

1‘|,'y:2x2

Equacaodadiretriz: d
1z =0

06. Figurar a superficiey’- x*=9

A

z
X

Superficie cilindrica hiperbdlica cuja diretriz é a hipérbole y* - x*=9
no plano xy e as geratrizes séo paralelas ao eixo coordenado z.

Ahipérbole tem

O0=(0,0)ea=b=3.

Resp.:

Fu2 o g2 =
Equacéo dadiretriz: d }y x=9
1z=0

D
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07. Esbogar a superficie (y - 2)*- (x- 2)*=1 e calcular a equacio
dadiretriz.

Resp.:

Superficie cilindrica hiperbdlica de geratrizes paralelas ao eixo z.

Ahipérbole pertence aoplanoxyetemO'=(2,2)ea=b=1.

3 2 2 _

Equagéo da diretriz: d }(y '02) - (x-2)7=1
fz=

08. Esboce o gréafico da superficie cilindrica y* = 5 - z. Ache os
pontos de interse¢ao com 0s eixos cartesianos.

Resp.:

E uma superficie cilindrica parabdlica cuja diretriz é a parabola
y*=5 - z (de concavidade voltada para baixo) pertencente ao planoyz e
geratrizes paralelas ao eixo x.

fo2 e

Equac;élodadiretriz:d}_y =5-2
tx=0

Pontos de intersecdo com 0s eixos:

P, =(0,0,5); P, =(0, - +/5,0) e P, =(0,+/5,0)

D
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09. Achar as coordenadas do ponto P, intersecao da superficie
x-1_y-2_1z-4

cilindricay=z"comaretar: n 5

Resp.: P=(15,16,4)

SUGESTAO:

a) Equacgbes paramé-
tricasder:

IXx=1+t
fy=2+t @
lz=4

b) Substituir @) na e-
quacéo da superficie cilindrica:
2+t=(4yp t=14 @

c)Levar @ em @.

OBSERVAGAO:
Aretar é paralela ao plano xy.

10. Achar as coordenadas dos pontos de intersecao da superficie
X+1_y-2_2z-3

quédricax’- y’+2z°+1=0comaretar: 3 1

Resp.:P=(- 4,5,2) e P'=(-25,26,-5)

@
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11. Calcular os pontos de intersecdo da superficie cilindrica
parabolica de equacio x* = 4y, presentemente representada com a reta
gue passapelos pontosA=(11,4,2)eB=(5, 2, 2).

Resp.:P=(2,12) e

P':ga_z’l’
£3 9

z) .
22
%}

12. Representar num sistema cartesiano do E® as equacgdes
1X2 +y2=4
i

x> +z°=4

z
Resp.: /¥\

A

T

2 cilindros cujoraio é 2.

OBSERVAGAO:
Os cilindros secionam-se segundo duas elipses.

D
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Série B

“Alguns homens parecem ter vindo ao mundo para fecunda-lo
com suor e lagrimas. Surgem na face do planeta com a mais
nobre e mais bela das intengées: a de torna-lo melhor. Semeiam

o bem e plantam a bondade, pela palavra e pelo exemplo.”
Jodo Manoel Simdes (n.1938), advogado
e escritor portugués radicado no Parana.

13. Representar a superficie z=sen x.

Resp.: A

E uma superficie

~ cilindrica de geratrizes para-

y lelas ao eixo y e cuja diretriz

€ um senoide no plano xz

(lembra uma placa ondu-

lada de fibro-cimento).

.................

7

14. A disciplina de Calculo Diferencial e Integral ensina que a

y

S

Resp.:

equacao (X° + y*)’ = 4(x* - y’) - ao lado figurada -
representa no E* uma curva denominada lemi-
niscata (do grego - | emis - que significa ornato,
trago de fita). Representar esta mesma equacéo

no E.
ZA/\

<v
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A IMPRENSA DE GUTENBERG E A INTERNET

" Meus filhos terdo computadores sim, mas antes
terdolivros ".
(Bill Gates)

Até meados do séc. XV, a reprodugdo do
conhecimento se fazia essencialmente através dos monges
copistas, pontuados em algumas dezenas de mosteiros e
universidades.

Em 1455, o ourives alemao Johann Gutenberg (c.
1437-1468) inventou a tipografia, cabendo-lhe o mérito de
ser o primeiro (pelo menos no Ocidente) a utilizar tipos
moveis metdlicos feitos de uma liga especial de chumbo,
estanho e antimoénio. Projetou um novo tipo de prensa,
baseada naquelas usadas para espremer uvas. Preparou
uma tinta especial, a prova de borrbes. Este sistema
operacional de impressao funcionou tdo bem que perdurou
praticamente inalterado até 1811, quando outro aleméo,
Friedrich Koenig, substituiu a mesa de pressdo por um
cilindro com acionamento a vapor e capaz da fantastica
tiragem de 1.100 cépias por hora.

Gutenberg dedicou um ano e meio para imprimir 200
lindissimas Biblias de 1282 paginas escritas em latim,
utilizando tipos géticos com iluminuras. Sobreviveram apenas
12, impressas empergaminho.

Tive a ventura de conhecer um exemplar na manséo
de Huntington, em Los Angeles. Confesso que fiquei extasiado
diante de sua beleza plastica e gréfica. Obra de artista e génio.
Henry Huntington adquiriu esta preciosidade em 1919 pela
bagatelade US$50.000.

—Quanto vale hoje? perguntei.

— Nao hé& dinheiro que remova essa raridade respon-
deu solicitamente a diretora da Huntington Library.

Com a imprensa, o mundo sofreu uma vigorosa
transformacao e, de pronto, influiu extraordinariamente sobre
o Renascimento. Tamanho foi o alcance e a influéncia da
tipografia de Gutenberg, que foi considerada a maior revolugéo
tecnoldgica do milénio, pois propiciou a democratizagdo do
conhecimento, com impressdo emescalade livros e jornais.

Nessa época, a Europa possuia cerca de 50 milhdes
de habitantes. S6 15% sabiam ler, pois raramente conseguiam
livros. O engenho de Gutenberg se propagou espantosamente
e fez dobrar em poucos anos o numero de europeus
alfabetizados. Em1500, ja circulavameiomilh&o de livros.

D
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Se vivemos hoje a Era do Conhecimento, é porque
alcamos sobre ombros de gigantes do passado. A Internet
representa um poderoso agente de transformagédo do nosso
modus vivendi et operandi.

E um marco histoérico, um dos maiores fenémenos de
comunicagdo e uma das mais democraticas formas de acesso
ao saber e a pesquisa. Mas, como toda a inovagdo, cabem
ressalvas. Tem potencial, cuja medida ndo deve ser
superdimensionada.

Seu conteudo é fragmentado, desordenado e além do
gue cerca de metade de seus bites é descartavel, é entulho, é
lixo. Bem-vinda a Internet 2, a banda larga, a Web sem fio
(wireless).

Segundo o Ibope, atualmente 80% dos brasileiros
usuarios da rede séo das classes A/B; 16% da classe C; 4%
das classes D/E. O alento vem por conta do aporte de novos
internautas na populagdo menos aquinhoada. "O importante
se faz oportuno Joelmir Beting € organizar agfes coletivas
publicas e privadas, para que tenhamos a difusdo dos micros e
dos softwares didaticos no rodapé da piramide social".

Vivemos ainda uma fase de excluséo digital. Longe,
portanto, do homo digitalis. Estudo da ONU relata que
apenas 5% da popula¢éo mundial usam o colorido mundo do
www e que em apenas 6 paises (EUA, Japédo, Reino Unido,
Alemanha, Canada e Italia) concentram-se 82% dos
internautas do mundo. Destarte, é falaciosa e prematura a
assertiva de que o acesso on line representa um poderoso
nivelador de oportunidades entre ricos e pobres. O gueto
tecnolégico e a estrutura de desigualdades sécio-
educacionais entre os paises permanecem inalterados.

"Aprender é como parto: € uma coisa linda, mas doéi",
ensina Pedro Demo. E ndo é barato! Ademais, para retirar uma
comunidade do atraso ndo basta o aporte substancioso de
recursos tecnolégicos e financeiros. Requer pessoas
comprometidas e altruistas, para alterar a cultura e o status
quo de laténcia, apatia e sem iniciativas. Requer professores
motivados, entusiasmados, com disposicdo alegre e com
visdo holistica. Sem isso, € exigir que a comunidade levante
seu corpo puxando os proprios cabelos.

Do Autor

D
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CAPITULO H

Superficie Conica

1.DEFINIGAO

Superficie conica ou cone é a superficie gerada por uma reta
moével (denominada geratriz) passante por um ponto fixo (vértice) e
que se apdia numa curva dada (diretriz).

A diretriz d é representada por uma curva plana, fruto da
intersecao de duas superficies:

di,fl(X-Yy Z):O
i
ih(x,y,2)=0

Sendo a diretriz uma circunferéncia, uma parabola, uma elipse ou
uma hipérbole, ter-se-a respectivamente uma superficie conica circular,
parabdlica, eliptica ou hiperbdlica. Quando a diretriz for uma reta, a
superficie conica se degenera num plano.

O vértice separa a superficie conica em duas partes distintas,
denominadas folhas e que s&do opostas pelo vértice. Em nome da
simplificacéo, os cones séo figurados costumeiramente apenas com uma
folha, porém deve-se sempre admitir a existéncia de duas folhas.

2.EQUAGAO DA SUPERFICIE CONICA

Sejam:

P = (X, Y, Z) um ponto
genérico pertencente a geratriz;

Q =(x, Y, z) o ponto de
intersecdo da geratriz que
passa por P com adiretriz;

V = (Xo, Yo, Zo) @S COOI-
denadas do vértice V.

Na figura os vetores
(Q- V)e(P- V)saoparalelos:
(Q-V)=(P- V)t

Isolando-se Q:
Q=V+(P- V)t
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Substituindo-se as coordenadas tem-se as equagoes paramé-
tricas:
x=yo+(X- xo)t

Y=Yot (Y- yo)t
z=2,+(Z- z,)t

Tais equacdes sdo levadas nas equages da diretriz:
i'fl(xo +(X' Xo)t1 YD +(Y' YD)t! Zo + (Z' Zo )t):O
|
TfZ(Xo +(X' Xo )t1 Yo +(Y' Yo )t1 Zp + (Z' Zy )t):O

Numa das equacdes acima isola-se o parametro t, o qual é substi-
tuido na outra equacgéo obtendo-se a superficie conica correspondente,
que assume aformaF(X,Y, Z)=0.

Exercicio Resolvido

“O céu nao conhece fdaria igual ao amor
transformado em édio.”
Willian Congreve (1670-1729), dramaturgo inglés.

Calcular a equagéo da superficie conicade V=(0, 0, 5) e cuja dire-
q ix? +y?=16
1
1z=0

trizé

RESOLUCAO:

a) Equac6es paramétricas:
x=0+(X- O)t=Xt
y=0+(Y- 0)=VYt
z=5+(Z- 5)t

b) Substituindo as equacdes paramé-
tricas nas equacdes da diretriz:

.}thz +Y#?2=16 @
5

dl
"5 Z-5t OF t

D
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c)Levando@em @):
& 5 92+ 2@ 5 02

X2 T 9 -
es5-Zyg esb-Zg

=16

desenvolvendo:
25X*+25Y%*- 16Z2*+160Z- 400=0

A equacdo acima representa um cone. Trata-se de uma superficie
quadrica. Rememoremaos, porém, que nem sempre superficies cilindricas
e cOnicas constituem quadricas.

Exercicios

"Os que nada fazem supéem-se capazes de tudo fazer."”
Spencer Tracy (1900-1967), ator norte-americano.

01. Calcular a equacéo da superficie cénicade V= (0, 0, - 3) e cuja
L
diretriz é o circulo d}_x +y©-2x=0
12=0

Resp.: 3X*+3Y?- 2XZ- 6X=0

02. Determinar aequacaodoconedeV=(0, 1, 2) ediretrizo

P =y 4 y2
circulo][_Z x>y
1z-1=0

Resp.: X?+Y?- 2XY +2Y +2Z- 3=0

03. Pede-se a equacéo da superficie conica com vértice na origem

e, . jy=2x2
e cujadiretriz é aparabola {y X
tx+z-2=0

Resp.:4X*- XY- YZ=0

04. Achar a equacao da superficie cnica cujo vértice ¢ V= (0, 0, 0)

o Ixy=1
ediretriz a hipérbole |
12=3

Resp.:9XY =Z°

@
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F52 —
05. Representar a superficie conicadeV=(4,3,0)ed } 2" =2y

tx=0

Resp.:

06. Calcular a equacgéo do cone figurado,emqueV=0=(0,0,0) e

2 2

o plano z = 8 corta o0 cone segundo uma elipse de equacéo o4 +Y =g,

4

<Y

Resp.: X*+16Y*- Z°=0
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07. Equacao do cone de vértice na origem do sistema cartesiano e
circunscrito aesferax’+y’+z*+x+y- z- 2=0.

Resp.: 9X*+9Y?+9Z°+ 2XY - 2YZ- 2XZ=0

SUGESTAO:

a) Equag8es paramétricas:
x=0+(X- 0)t=Xt
y=0+(Y- O)t=Yt
z=0+(Z- O)t=2t

b) Levando-se as equag¢fes paramétricas na
equacgdo da esfera e fatorando o para-
metrot:

X+ Y+ )P+ (X+Y-2)t-2=0

c) A superficie seré tangente a esfera se o
discriminante da equacgéo do 2.° grau em t
fornulo:

D=b*- 4ac=0
(X+Y-2)7-4(-2)(X*+Y’+Z)=0
Desenvolvendo tem-se a resposta.

Série B
“N&ao basta que a mulher de César seja honesta.

Tem que parecer honesta.”
Mote dos antigos romanos.

08. Equacéo da superficie cénica de V = (1, 2, 0) e circunscrita a
superficie x*+ 2y*- z2°=0

Resp.:8X*+2Y?- 97°- 8XY =0
09. Calcular a equacao do cone de V = (0, 0, 1) e circunscrita a
uma esferatangente ao plano xy e cujocentroé C=(2, - 2, 3).

Resp.: 2X2+2Y* +27° - 16XY +16XZ - 16YZ- 16X +16Y - 4Z+2=0

@
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10. Achar a eq. da superficie conicade V =(1, 0, 0) e cuja diretriz &
aintersecéo da superficie x=y*+zcomo planoy +z- 2=0.

Resp.:3Y*+3Z%- 2XY - 2XZ- 2YZ+2Y+2Z=0

11. Determinar a equacao do cone representado ao lado, cuja di-

Foy2 452
retriz d]’_zx 2=l
ty=5

Resp.: 18X*+ 16Y?+9Z%+24XY + 18YZ - 120X - 166Y - 90Z+421=0

12. Achar a equacgéo do cone de vértice na O, gerado por uma
reta, que giraemtorno do eixo z, formando com este uméangulo g.

Resp.:x*+y*- (tg°q)z*=0

SUGESTAO:

a) Seja P = (x,y, z) um ponto genérico da
superficie cénica e A = (0, 0, z) a
intersecéo do eixo z com um plano
passante por P e ortogonal ao eixo z.

b) Do triangulo retangulo OAP:
AP =(tg q)OA

VX2 +y® =(lggqW0+0+2°

guadrando tem-se a resposta.

Exemplo: Se q = 45° tem-se para eq.
docone: x*+y* - 72=0, poistg45°=1.

@
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13. Obter a equacéo do cone de vértice V =(0, 1, 0) e diretriz

)
7% =x
dj

fy?+2° =2
Resp.:Z'- X'Y?+2X°Y - 2XYZ'- X+ 2XZ- X'Z°=0

14. Calcular a equacéo do cone circularde V = (2, 0, - 1) sabendo
que as geratrizes formam com o eixo que € aretarumangulo de 45°,

Dada r:1:y+1:Z+3
1 0 2

Resp.:3x*+5y*- 37°- 20x+10z- 8xz+25=0

SUGESTAO:

a)vetorr=(1,0,2)

b) Seja P = (%, y, ) um ponto genéri-
codocone:
P-V)=(x-2,y,z+1)

®
r.(P-V)
c)cos 45°=
’ TiE-v)

ﬁ: (x-2)+2(z+2

2 5y(x- 27 +y? +(z+ 1P

Quadrando e desenvolvendo ob-
tém-se aresposta.

15. Achar a equacao do cone circular cujo vértice € o ponto

V=(1,0,-1)ecujas geratrizes formam umangulo de % comareta
- X-2 :y+1: Z+3.
0 1 2
Resp.: 15x°+11y*- z*- 16yz-30x- 16y - 2z+14=0

“Quem valoriza os privilégios acima dos principios,
acaba ficando também sem os privilégios.”
Dwight Eisenhower (1890-1969), estadista americano.

D
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3.RECONHECIMENTO DE UMA SUPERFICIE CONICA
E CALCULO DOVERTICE

a) Equagoes homogéneas

A disciplina de Célculo Diferencial e Integral define de forma
amplaumaequacao homogénea. No presentemomento, interessa umtipo
particular deste tipo de equacéo:

Uma equagdo algébrica racional e inteira € homogénea
quando todos os termos forem domesmo grau.

Exemplos:

1.3x"- z'- 2x’y*+2xz2°=0b equagio homogéneado4.°2grau.
2.xX°+y’+7°- 3x’y +xz* + xyz =0 b equacdo homogénea do 3.°
grau.

b) Reconhecimento de uma superficie cénica e calculo das
coordenadas do vértice.

I.Uma equagdo F(x, y, z) =0, racional, inteira e homogénea é uma
superficie cbnica com vértice na origem.

Exemplos:

DX +y +7°- 2xy+3xz+yz=0b
equacdo de uma superficie

1
7 4 cbnicacomV=(0,0,0).
. 2) X +2x% + 3xz? + 4xyz =0 b

equacdo de uma superficie
cbnicacomV=(0,0,0).

3) A equacdo x* + 2yz = O repre-
senta uma superficie conica com
V = (0, 0, 0). Fazendo por exem-
plo z = 4 tem-se a diretriz X’ = - 8y
que representa uma parabola no
planoz=4.

OBSERVAGAO:

Se faz oportuno exarar que uma equacdo homogénea pode
representar apenas um ponto na origem. E o caso por ex. da
equacao 2x* + 3y’ + 4z = 0 s0 verificada pelo ponto O = (0, 0, 0). A
superficie conica se degenera num ponto.
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II. Nao sendo homogénea a equacao F = (x, Y, z) =0 efetua-se uma
translacédo de eixos de tal sorte que a nova origem seja V = (Xo, Yo, Zo)-
Deve-se verificar se é possivel encontrar valores reais para X, Yo, Zo que
tornem homogénea a equacgdo dada em relagéo as novas coordenadas.

Férmulas de translacéo:

X=X, +X

[ .

_I_ Y=Yo tYy

lz=2,+2

Exercicio Resolvido

“Segue sempre quem te da pouco, e nao
quem muito te promete”.
Provérbio Chinés.

Verificar se a equagio 5x°+y’- 11z°- 16yz- 10x- 22z- 16y- 6=0
representa um cone, e sendo, achar as coordenadas do vértice.
RESOLUCAO:
a) Formulas de translacgéo:
IX=X, +X
Y=Y +Y
{z =z, +7

b)Levando as férmulas de translagdo na equacao dada:
5(Xo + X')Z + (YO + yl)2 - 11(20 + ZI)Z - 16(Yo + y') (Zo + ZI) - 1O(Xo + X‘)
- 22(z,+7)- 16(yo+y)- 6=0(")

¢) Fazendo os coeficientes de x', y' e z'igual a zero:
* 10x, -10=0 P x, =1
* 2y, - 16z, -16=00

=} =0ez, =-1
x - 222, - 16y, - 22=0}) Yo °

d) Substituindox,=1,y,=0ez,=-1em(*)obtém-se:
5x“+y”- 117”%- 16y'z'=0
gue representa uma equagdao homogénea do 2.°grau.

e) Resposta:
A equacao dada representa uma superficie conica de vértice

V=(1,0,-1).
@
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OBSERVAGAO:

Em Calculo Diferencial e Integral, as coordenadas do vértice de
um cone dado por uma equacgdo do 2.° grau com 3 variaveis
podem ser obtidas mais facilmente derivando-se parcialmente
cadavariavel.

NAQ ESTRAGUE O SEU DIA

A suairritagdo ndo solucionara problema algum.

As suas contrariedades ndo alteram a natureza das
coisas.

O seu mau humor ndo modifica a vida.

A sua dor ndo impedira que o sol brilhe amanha
Sobre os bons e 0s maus.

A suatristeza ndo iluminara os caminhos.

O seu desanimo néo edificara ninguém.

As suas lagrimas néo substituem o suor que vocé
deve verterem beneficio da sua propria felicidade.

As suas reclamagées, ainda que efetivas, jamais
acrescentardo nos outros um s6 grama de simpatia por
vocé.

Né&o estrague o seu dia. Aprenda com a Sabedoria
Divina a desculpar infinitamente, construindo e recons-
truindo sempre para o infinito Bem.

Psicografado pelo médium Francisco Candido Xavier.

01. Dada a superficie quadrica X’ + y* + z°- 2x - 4y - 2z +4 =0,
achar as coordenadas do vértice e provar que representa uma superficie
conica.

Resp.:V=(1,2,-1)

D
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02. A equacgdo X’ + y* - 2yz + 2y + 2z + m = 0 representa uma
superficie conica. Calcular as coordenadas do vértice e a constante m.

Resp.:V=(0,1,2)em=-3

03. Determine o valor de k para que a equagao 3x* + 2y’ - 2xz +
4yz + 4x + 8z + k=0represente um cone e ache o vértice.

Resp.:V=(0,-2,2)ek=-8

04. Verificar se a equagdo x> +y - 82°- 6x+4y - 16z+13=0
representa uma superficie conica.

Resp.: Ndo representa uma superficie cénica.

SUGESTAO:

Substituindo as férmulas de translacdo na equacdo dada
obtém-se x, = 3, y, = -2 e z, = -1, que por sua vez ndo tornam
homogénea a equacéo dada.

05. A equacio 4x° - 4y’ - 82° + 4xz - 12yz - 1 = 0 constitui um
cone. Achar as coordenadas do vértice, a equacao da diretriz no plano xy e
fazer o desenho.

Resp.:

V=(1,3,-2)

OIi,4x2 - 4y? =1(hipérbole)
% z=0
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X2 y2 ZZ
06. Aequacao i +=—- — =0 representaumconeelipticocom

9 25

eixo coincidente como eixo z e vértice na origem. Achar a equacao do traco
no: a)plano z =5; b)plano xz. Fazer afigura.

Resp.:
Ix2 y2 _ _
a):'7+?_1 (elipse coma=3 e b=2)
¥z:5
x> z° 2 2
b)T_EZOD 25x“- 4z°=0pP (5x+2z)(5x- 2z)=0b

retasry:5x- 2z2=0 e r,:5x +2z =0no plano xz.

c) Figura:

07. Identificar o lugar geométrico dos pontos P = (X, vy, z) que se
movem no E° de tal sorte que a distancia ao eixo x é igual ao triplo da
distancia ao eixo z.

Resp.: 9x* - y* + 8z = 0. Equagéo de um cone comV = (0, 0, 0) e
eixo coincidente com o eixo cartesianoy.

SUGESTAO:
AP, x) =3d(P, y) by +22 =3Vx2 + 22

“You are not my first love, but you are my last.”
Cangao Americana.
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APENDTICE

Etimologia de algumas palavras matemdticas

As palavras parabola, elipse e hipérbole foram inicialmente
empregadas pelos pitagoéricos e por Arquimedes, mas com outra acepcao.
Utilizavam-nas na solucao de equacdes 2.° grau por aplicacéo de areas.

Tal como as concebemos hoje, como fruto de se¢bes a um cone
dado, sdo devidas a Apolénio.

PARABOLA (do grego par abol h, comparagéo, igualdade)

VA
A
[F x
by
OBSERVAGCAO:

Deve-se a igualdade,
comparacdo existente na
equacdao da parabola de vértice
naorigem:

y’ = 2px
onde 2p é o compri-
mento (/) do lactus rectum

(corda AA"). Como ¢ = 2p, a pa-
rabola pode ser escrita:

y =Ix

Como figura de linguagem em Portugués, entende-se parabola
como uma narracdo que serve de comparagdo a outros no
sentidomoral. Por exemplo, as parabolas do Evangelho.

ELIPSE (dogrego, €l | ely iz, falta, omissao)
y

o) 4

@

Aelipse figuradatem um
dos vértices na origem e o centro

emO'=(a,0).
Equacéo cartesiana da
elipse:
P (x- a)2 + ﬁ =1
a? b?
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Isolando 0 2.°termo:

y? o, (x- @)
b2 &

Desenvolvendo e ordenando o 2.°membro:

yP_2x X
b> a a’
Isolando y*:

a a’

2b? . .
mas —— =/{, onde ¢ é o comprimento do latus rectum, conforme se de-
a

monstrou na pagina 104, exercicio 8.
b?x?

2
y© =4 -
a?

Ouseja: y’< /X

Na elipse, o quadrado y* é menor (falta para se chegar a igual-
dade) que oretangulo ¢x.

OBSERVACAO:

Como figura de linguagem em Portugués, significa omisséao (falta)
de uma ou mais palavras numa frase, sem lhe prejudicar a
clareza. Exemplo:

“Os valorosos levam as feridas; e os venturosos,_os prémios.”

(levam)

HIPERBOLE: (do grego, uper bol h, excesso, exagero)
y A hipérbole ao lado tem
um dos vértices na origem e o
centroemO'=(- a,0).

Equacéo cartesiana da
hipérbole.
' (x+ay’ y*

=1
a® b?

[ o)

ol 4

'
(Y

Seguindo o desenvolvi-
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mento adotado para a elipse,mutatis mutandis:
2,2

2
yS =IX+
a2

ouseja: y*>/x

Na hipérbole, o quadrado y* € maior (excesso em relagdo a igual-
dade) que oretangulo /x.

OBSERVACAO:

Como figura de linguagem em nosso vernaculo, significa exagero
(excesso) de umpensamento. Exemplo:

“Quando ele morreu, as estrelas se transformaram em cirios para
lhes velarem o sono e 0s oceanos se tornaram mais salgados
porgue eram tudo lagrimas.”

E oportuno lembrar que a maioria esmagadora das palavras
usadas em Matematicas (do grego, Mathematike) etimologicamente (do
grego, etymologia) provém do latim, do grego e do arabe. Amiude, tais
palavras tém acepcao bastante primitiva ou até bizarra.

Como em outras ciéncias, a Matemética apresenta formulagdes
inicialmente ténues e difusas, percorre umespinhoso trajeto até atingir a
magnitude de seu desenvolvimento. Na sua etiologia, a Matematica
deve mais a intuicdo e a imaginagdo que a razdo e a ldgica. Alguns
exemplos:

VETOR

Q Vetor € o participio passado do verbo latino
vehere, e significa levado, transportado.
Assim, na figura ao lado, o ponto A é levado, é
N transportado até B através do vetor v.
O conceito de vetor surgiu na mecanica com o
engenheiro flamengo Simon Stevin — o “Arquimedes
holandés”. Em 1586, apresentou, em sua Estatica e
Hidrostatica, o problema da composi¢do de forgas e
enunciou uma regra empirica para se achar a soma de
duas forcas aplicadas num mesmo ponto. Tal regra, a conhecemos hoje
como regra do paralelogramo.

A sistematizagdo da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os
trabalhos do irlandés Willian Hamilton (notavelmente precoce: aos 5 anos
lia grego, latim e hebraico), do alem&o Hermann Grassmann e do fisico
norte-americano Josiah Gibbs.

v.
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ABSCISSA

Abscissa em latim significa corte, incisdo (Silveira Bueno). Deve-
se provavelmente ao fato de que a representagdo da abscissa (ou abcissa)
naretase faz através de umpequeno corte.

v~

3 -2 -1 1 2 3

ALGEBRA (do arabe al-jabr) que significa
restauracgao, transposicao)

Parece referir-se a transposicao de termos de um membro para
outro da equacéo.

A palavra algebra foi amplamente divulgada na Europa, através
da célebre obra Al-jabr w’al mugabalah (transposicdo e cancelamento),
escrita em 825 d.C. por Al-Khowarismi. Tratava especialmente da
reparticdo de herangas, com aplicagfes da algebra.

OBSERVAGAO:
Como al-jabr em arabe significa também restauragdo, popula-
rizou-se na Era Medieval a profissédo de algebrista. Qual a sua
fungdo? Restaurador ou consertador de o0ssos quebrados ou
destroncados. Com esta conotagéo, o algebrista se faz presente
em Dom Quixote.

ALGARISMO

Esta palavra oriunda-se provavelmente do nome de um dos
maiores algebristas arabes: Al-Khowarismi. Além da obra anteriormente
mencionada, escreveu o livio que recebeu o titulo latino: De numero
hindorum (sobre os niUmeros dos hindus).

Esta obra apresenta a morfologia de nimeros muito proxima dos
simbolos: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9. Tais simbolos haviam sido criados pelos
hindus, mas dado ao grande sucesso da obra em toda a Espanha, ficaram
conhecidos como algarismos arabicos.

O monge a mateméatico francés Gerbert d'Aurillac tomou
conhecimento dos algarismos indo-ardbicos em Barcelona no ano de 980.
No ano de 999, Gerbert foi eleito Papa (com nome de Silvestre 1) e
promoveu a divulgacao de tais algarismos.

O zero aparece pela 1.2 vez num manuscrito mugulmano do ano
de 873. Pecando por entusiasmo e exagero, um matematico afirmou: “o
zero é amaior invengdo daMatematica”.

Conta Hygino H. Domingues que 0s niUmeros negativos surgiram
naindia, no século VII, paraindicar débitos. Os gregos n&o os conheciam e
tampouco foi facil a sua assimilagédo na Europa. M. Stifel (1486-1567) os
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denominava de numeros absurdos; G. Cardano (1501-1576), de
numeros ficticios, R. Descartes (1596-1650) chamava de falsas as
raizes negativas de uma equagéo; B. Pascal (1623-1662) considerava a
subtracao “0-4" algo sem sentido.

Os algarismos romanos por sua vez tiveram influéncia dos
etruscos. Pelos manuscritos da época, conclui-se que os algarismos
romanos se consolidaram peloano 30d.C.

O simbolo | (que representa o n.° 1) é uma das formas mais
primitivas de se representar algo e tem origem incerta. J4& o X (que
representa o n.° 10) decorre da palavra latina decussatio, que significa
cruzamento em forma de X. O V que representa o 5, 0s romanos
tomaram a metade superior do algarismo X. O n.° 100, identificado pela
letra C em algarismo romano, provém da inicial latina centum (cem). O
algarismo romano M decorre da palavra latina mille (que significa 1.000).

GEOMETRIA (do grego Geo, terra e metron, medida)

“Os historiadores gregos, sem exceg¢ao, procuram colocar no Egito o
berco da Geometria, atribuindo-a portanto, aos habitantes do vale do Nilo a
invencao dessa ciéncia. As periddicas inundacdes desse célebre rio forgaram
0s egipcios ao estudo da Geometria, pois uma vez passado o periodo da
grande cheia, quando as aguas retornavam ao seu curso normal, era
necessario repartir novamente as terras, perfeitamente delimitadas. A
pequena faixa de terra, rica e fértil, era disputada por muitos interessados;
faziam-se medic¢des rigorosas a fim de que cada um, sem prejuizo dos outros,
fosse reintegrado da posse exata de seus dominios (Thiré e Melo Souza).

O inicio da axiomatizac@o da Geometria deve-se a Euclides (séc. Il
a.C.), que foi sinbnimo de Geometria até o século XIX, quando foi
parcialmente contestado o seu 5.° postulado por Riemann, Lobatchewski e
Bolyai (s&o os criadores das geometrias ndo-euclidianas) que tem grande
importancia na Fisica e na Astronomia. Rememoremos o 5.° postulado (ou
postulado das paralelas) de Euclides, cujo enunciando equivale ao seguinte:
“por um ponto podemos tragar uma Unica paralela a umareta dada”.

Numa de suas aulas no museu de Alexandria (que junto com a
Biblioteca constituiam o que entendemos hoje por Universidade), Euclides
demonstrava umdosteoremas e foi argiliido por umdiscipulo:

—Mestre, qual a utilidade desta demonstracéo?

Imperturbavel, Euclides chamou seu escravo e lhe disse:

— Dé uma moeda a esse jovem para que ele possa ter proveito
comtudo que estd aprendendo.

Platdo (427-347 a.C.) — conspicuo fildsofo grego — indagado certa
vez sobre a atividade divina, respondeu: “Deus eternamente geometriza”.

O maior templo da Geometria foi a Biblioteca de Alexandria, no
Egito, fundadaem290a.C.porPtolomeu.

Todos os grandes gebmetras da antigliidade como Euclides,

®
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Arquimedes, Eratéstones, Apolénio, Papus, Diofanto, Claudio Ptolomeu,
Teon de Alexandria, Hipétia, etc., se debrugaram sobre os vetustos e
novéis pergaminhos e papiros da Biblioteca. Esta, desgragadamente, foi
vitima da ganancia inescrupulosa do povo romano e, mais tarde, do
fanatismo religioso dos mugulmanos e cristaos.

Ao longo de sua historia, a Geometria glorifica dois problemas que
setornaram classicos:

1.°) O PROBLEMA DA QUADRATURA DO CIiRCULO

Foi proposto inicialmente por Anaxagoras (499-428 a.C.).
Aprisionado em Atenas por suas idéias muito avangadas para a época,
afirmara que o Sol ndo era uma divindade, mas uma grande pedra
incandescente, maior que o Peloponeso (peninsula do sul da Grécia) e que a
Lua ndo tinha luz propria e a recebia do Sol. Anaxagoras foi professor de
Péricles (490-429 a.C.), que o libertou da priséo. Ademais, exerceu forte
influéncia no pirmeiro dos trés grandes fildsofos: Sécrates, Platdo, Aristoteles.

Problema da Quadratura do circulo: dado um circulo,
construir um quadrado de mesma area. Como os gregos desconheciam
as operacg0Oes algébricas e priorizavam a Geometria, propunham solucao
apenas com régua (sem escala) e compasso. No séc. XIX, demonstrou-se
gue nestas condi¢des este problema é irresollvel.

A solucdo é trivial se langarmosmaé&odosrecursosdaélgebra:

So=Sg

- pR*=/¢*

admitindo porex.R=3
PRy =/’

¢ =3p 1=3Jp ou 1=531

2.°) PROBLEMA DA DUPLICAGAO DO CUBO ou
PROBLEMA DELIANO

Durante o cerco espartano da Guerra do Peloponeso, conta uma
lenda que em 429 a.C. uma peste dizimou 25% da populagéo de Atenas,
matando inclusive Péricles. Diz-se
que uma pléiade de séabios fora
enviada ao oraculo de Apolo, em
Delos (donde o nome deliano) para

inquirir como a peste poderia ser
=> eliminada.
O oréaculo respondeu que o

altar cubico de Apolo deveria ser
¢ v ¢ . ; ,
duplicado. Os atenienses
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celeremente dobraram as medidas das arestas do cubo.

Apeste, emvezdeseamainar,recrudesceu. Qual o erro?
Emvezdedobrar,osatenienses octoplicaram o volume do altar.
Pois:

paraa=1b V,,,=1°=1

paraa=2b V_,=2°=8

A complexidade do problema deve-se ao fato de que os gregos
procuravam uma solugdo geométrica. E mais um complicador: com régua
(sem escala) e compasso.

Ainda no século IV a.C., o gebmetra grego Menaecmus (que
juntamente com Platéo foi professor de Alexandre, o Grande) resolveu o
problema com o tragcado de uma pardbola e de uma hipérbole.
Hodiernamente, tal solugdo é facilmente compreensivel através da
Geometria Analitica: Menaecmus obteve geometricamente o ponto de
intersec&o da parébola x* = 2y com a hipérbole xy = 1. A solugéo € x = ¥2.
Foi relativo o sucesso de Menaecmus entre 0s seus compatriotas: ndo se
valeu de régua (sem escala) e compasso apenas!

A solucéo deste problema é trivial com os recursos da algebra:
procura-se a aresta (x) de um cubo, cujo volume seja o dobro do volume de
umcubodea=1(V,,, = a&):

=2
4«—_1 W

x3 = 2(1)° X m

x =32 @126

OBSERVACAO:

Em 1837, o francés Pierre L. Wantgel demonstrou que o problema
deliano ndo admite solugdo com uso de régua e compasso apenas.
Com somente 23 anos Wantzel, engenheiro da prestigiosa Ecole
Polytechnique, pds fim a discussées de quase dois milénios.

Em seu excelente livro O Romance das Equagées Algébricas
(ed. Makron Books), Gilberto G. Garbi descreve que "esta limitagéo
de apenas dois instrumentos espelhava o conceito de elegancia
com que o0s gregos tratavam das questbes geométricas e, também,
a atracdo tipicamente helénica que eles nutriam pelos desafios
intelectuais, independentente de qualquer utilidade pratica."
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TRIGONOMETRIA (do grego, trigonos, tridngulo
e metron, medida)

A Trigonometria derivou-se da Astronomia, uma vez que esta se
preocupava emdeterminar as posic¢oes relativas dos corpos celestes.

Eratostones (276-194 a.C.), que foi diretor da Biblioteca de
Alexandria, comprovou, pela trigonometria, a esfericidade da Terra e
mediu com engenhosidade e relativa precisdo o perimetro de sua
circunferéncia.

Num dos rolos de papiro, encontrou a informacgédo de que na
cidade de Siena (hoje Assud), ao meio-dia do solsticio de veré&o (o dia mais
longo do ano, 21 de junho, no hemisfério norte) colunas verticais ndo
projetavam qualquer sombra; ou seja, o Sol se situava a prumo.
Entretanto, o nosso conspicuo gedmetra observou que no mesmo horario
e dia, as colunas verticais da cidade de Alexandria projetavam uma
sombra perfeitamentemensuravel.

Aguardou o dia 21 de junho do ano seguinte e determinou que se
instalasse uma grande estaca em Alexandria e que se escavasse um pogo
profundo emSiena.

Ao meio-dia, enquanto o Sol iluminava as profundezas do poco
em Siena (fazia angulo de 90° com a superficie da Terra), em Alexandria
Erastéstones mediu o angulo g = 7°12', ou seja: 1/50 dos 360° de uma
circunferéncia. Portanto, o comprimento do meridiano terrestre deveria ser
50vezes a disténcia entre Alexandria e Siena.

(paralelos)

Superficie da Terra

[
Alexandria/ / Siena

% Pogo

Por tais célculos, conjecturou que o perimetro da Terra seria de
46.250 km. Hoje sabemos que é de 40.076 km.

Precedeu a experiéncia umfeito digno de nota: Alexandria e Siena
situavam-se a grande, porém, desconhecida distancia. Para medi-la,
Eratostones determinou que uma equipe de instrutores com seus camelos
e escravos a pé, seguissem em linha reta, percorrendo desertos, aclives,
declives e tendo que, inclusive atravessar o rio Nilo. Distancia mensurada:
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5.000 estadios ou cerca de 925 km. Ademais, as cidades de Alexandria e
Siena nédo estédo sobre o mesmo meridiano como supunha Eratéstones,
havendo uma diferenca de quase 3.°.

Eratostones foi um profissional brilhante e eclético: além de
Matematica e diretor do mais notavel Templo do Saber de todos os tempos,
foi poeta, escritor, gedgrafo e atleta. No entanto, teve um final de existéncia
profundamente lamentavel: suicidou-se apoés ter sido acometido por uma
doencaque o cegou.

MINUTOS E SEGUNDOS

Ao se representar g = 32°52'25”, dizemos que o angulo gqtem 32
graus, 52 minutos e 25 segundos. Ndo ha explicagdo razoavel para a
palavra grau. Ha, porém, para minutos e segundos, de acordo com Carl B.
Boyer.

No exemplo acima, o 52 era acompanhado da expresséo latina
partes minuta prima (primeira menor parte), e o 25 era acompanhado de
outra expressao latina: partes minuta segunda (segunda menor parte).

LOGARITMO (do grego, logos, estudo, razéo, proporgao
e arithmos, nimeros)

A palavra logaritmo apareceu pela primeira vez na obra Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio (Uma Descri¢cdo da Maravilhosa
Regra dos Logaritmos), escrita por John Neper ou John Napier (1550-
1617).

Neper ndo era nenhuma estrela de alguma constelagdo
universitaria. Proprietério rural na Escécia, bardo e um homem polémico
(afirmava que o Papa era o anti-Cristo).

A sua obra supracitada foi publicada apds 20 anos de minucioso e
criterioso trabalho. Tinha por escopo servir a Navegacgéao e a Astronomia. O
matematico e astronomo francés Pierre de Laplace (1749-1827) assim se
reportava aos logarithmos: “ao encurtarem o trabalho, dobraram a vida dos
astronomos”. Se hoje os logaritmos possuem uma importancia bem
menor, deve-se a ecloséo das calculadoras e dos computadores. Estes,
porém, seriammaquinas muito limitadas se ndo houvesse logaritmos, uma
vez que muitas operacdes sao efetuadas com a tabua de logaritmos, que
integra os softwares.

Em 1615, Henry Briggs, professor de Geometria de Oxford,
empreendeu uma longa viagem a Escdcia e visitou John Neper em sua
casa. Conta o historiador F. Cajori que o encontro foi emocionante: levaram
15minutos se abragando, sem dizer uma palavra.

Briggs propds o uso da base 10, dada uma maior facilidade nos
célculos. Em 1617, Briggs publicou o seu Logarithmorum Chilias Prima,
que constitui a primeira tabua de logaritmos decimais, no caso de 1 a 1.000
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e com 14 casas decimais.

Sete anos mais tarde, Briggs, em Arithmetica Logarithmica,
efetua os célculos dos logaritmos decimais de 1 a 20.000 e de 90.000 a
100.000. Nesse livro pela primeira vez, apareceram as palavras mantissa
e caracteristica.

As tabuas logaritmicas lograram grande éxito, pois ensejavam
enorme facilidade nos célculos aritméticos.

Desconhecida de Neper, a chamada base dos logaritmos
neperianos foi representada pela letra e por Euler (1707-1783) e supde-se
ser a letra inicial da palavra exponencial (por causa do limite exponencial
cujo resultado é o préprio €) ou mesmo como uma auto-referéncia ao seu
nome: Euler.

Abasee:1+1+i+ L + 1

—+—+..=27182 ...
r 20 3 4

SIMBOLOS ENOTAGOESMATEMATICAS

Apropriadamente, j& se definiu a Matematica como a “rainha e a
serva de todas as ciéncias”. E 0 apanagio de sua majestade é o rigor, a
l6gica, a harmonia e sua linguagem precisa, universal e sincopada.

Sabemos que 0s gregos antigos promoveram um grande
desenvolvimento & Geometria Plana e Espacial, mas nédo dispunham de
uma notacao algébrica ou simbologia adequadas.

Até o século XVI, toda a expressdo matematica se fazia de uma
forma excessivamente “verbal ou retérica”.

Por exemplo, em 1591, Viéte para representar a equacao
quadratica 5A+ 9A - 5=0, escreviaembomlatim:

5in Aquad. et 9in A planu minus 5 aequatur 0. (5 em A quadrado e
9emAplanomenos5éigualazero).

Além da prolixidade de comunicag&o entre os matematicos, havia
outras dificuldades, pois se utilizava de notacdes diferentes paraindicar as
mesmas coisas.

O maior responsavel por uma notagdo matemética mais
consistente e utilizada até hoje foi Leonhard Euler (1707-1783).

Recordemos as principais: f(x) (para indicar funcéo de x); S
(somatoria e provém da letra grega sigma, que corresponde ao nosso S); i
(unidade de imaginaria igual a V= 1); e (base do logaritmo neperiano e igual
a2,7182..); /x (para indicar o logaritmo de x); as letras minlsculas a, b, ¢
paraindicarem os lados de um tridngulo e as letras mailsculas A, B, C para
0s angulos opostos. A letra p = 3,1415... que havia sido utilizada por
William Jones em1706, teve o uso consagrado por Euler.

Euler nasceu em Basiléia, Suica, e recebeu educacdo bastante
eclética: Matematica, Medicina, Teologia, Fisica, Astronomia e Linguas
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Ocidentais e Orientais. Foi aluno de Jean Bernoulli e amigo de seus filhos
Nicolaus e Daniel.

Extremamente proficuo, insuperavel em produgdo matematica,
Euler escrevia uma média de 800 paginas por ano e publicou mais de 500
livros e artigos. Em plena atividades intelectual, morreu aos 76 anos,
sendo que os Ultimos 17 anos passou em total cegueira (consequiéncia de
catarata). Mesmo assim continuou ditando aos seus filhos (eram 13).

Euler se ocupou com praticamente todos os ramos entdo
conhecidos da Matematica a ponto de merecer do francés Francgois Arago
0 seguinte comentario: “Euler calculava sem qualquer esfor¢o aparente
como os homensrespiram e as aguias se sustentamno ar.”

Em 1748, publica sua principal obra com o titulo latino:
Introductio in Analysis infinitorum (Introducdo a Analise Infinita),
considerada um dos marcos mais importantes da Analise como disciplina
sistematizada. Destarte, Euler recebeu a alcunha de “Anélise Encarnada”.

A solucdo dos simbolos mais adequados foi acontecendo
naturalmente ao longo de décadas ou séculos, sob a égide da praticidade e
do pragmatismo. E evidente, porém, que pouco se pode afirmar com
precisao nesta evolugdo. Alguns exemplos:

SIMBOLO DE +: O primeiro a empregar o simbolo de + para a
adicdo em expressdes aritméticas e algébricas foi o holandés V. Hoecke
em 1514. H4 historiadores, porém, que creditam tal mérito a Stifel (1486-
1567).

Uma explicacdo razoavel é que até entdo, a adicdo de dois
nameros, por exemplo 3 + 2 era representada por 3 et 2. Com o passar dos
anos, a conjuncao latina et (que significa e) foi sincopada para “t”, donde se
originou o sinal de +.

SIMBOLO DE - : Pode ter sido fruto da evolug&o abaixo exposta,
conforme se observa nos escritos dos matematicos italianos da
Renascencga:

1.°) 5 minus 2 =3 (minus em latim significa menos)

2.)5m 2 =3 (m é abreviatura de minus)

3.2)5- 2 =3(sincopou- se 0 m da notagdo m)

SIMBOLO DA MULTIPLICAGAO: Relata Gabriel M. de Souza
Ledo que o simbolo de x em a x b para indicar a multiplicagao foi proposto
pelo inglés William Oughthed (1574-1660). E provavel que seja originario

de uma alterac@o do simbolo de +. O ponto em a . b foi introduzido por
Leibniz (1646-1716).

SIMBOLOS DA DIVISAO: Fibonacci (séc. XIl) emprega a notacéo
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%ou a/b,jaconhecidas dos arabes. Anotacaoa:bédevidaaleibnizem
1648.J40inglés J. H. Rahn (1622-1676) emprega a notagdo a + b.

SIMBOLOS DE > OU <: O inglés Thomas Harriot (1560-1621) foi
o introdutor dos simbolos de > ou < para indicar maior ou menor,
respectivamente. No entanto, os simbolos 3 ou £ surgiram mais tarde, em
1734, com o francés Pierre Bouguer.

SIMBOLO p: E ainicial da palavra grega per ij er eia, que significa
circunferéncia. Sabemos que p = 3,1415926535... € um ndmero irracional
e é arazao entre o comprimento da circunferéncia pelo seu diametro.

O aparecimento do simbolo p s6 aconteceu em 1706, e deve-se a
Willian Jones, um amigo de Newton. No entanto, a consagracgdo do uso do
p deve-se aomatematico suico Leonhard Euler (1707-1783).

Em 1873, como muito se discutia sobre a irracionalidade do p, o
inglés W. Shanks calculou o p com 707 casas decimais. Os célculos eram
laboriosos e feitos manualmente, e Shanks levou cerca de 5 anos para
efetud-los.

Em 1988, japonés Yasumasa Kanada conseguiu calcular o pcom
200 milhdes de casas decimais. O supercomputador usado por Y. Kanada
levou apenas 6 horas parafazer os célculos.

N&o ha evidentemente nenhum interesse préatico em conhecer o p
com tantas casas decimais. Serve como marketing entre os fabricantes de
computadores.

Usando o p com 40 casas decimais, assegura Hygino H.
Domingues, “o calculo da medida da circunferéncia envolvendo todo o
Universo conhecido daré o valor com a precisao da ordem do didmetro de
um préton. E este € menor que qualquer coisa que a vista humana possa
enxergar.

Na antigliidade, Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) foi o
primeiro a utilizar um método ndo empirico e sim cientifico para o calculo
do p. Em seu tratado Sobre as Medidas do Circulo, Arquimedes em um
circulodado inscreveu e circunscreveu um poligono de 96 lados e obteve:

10 10

3—<p<3—
71 70

ou
31408 < p < 31428

SIMBOLOS DE f (RAIZ): Apareceu pela primeira vez na obra
Die Coss (1525), do matematico alemdo C. Rudolff. Este sugeria o
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simbolo por sua semelhanga com a primeira letra da palavra latina radix
(raiz).

SIMBOLO DE = (IGUALDADE): Tudo indica que o sinal de
igualdade (=) foi introduzido por Robert Recorde (~1557), pois nada é
moare equalle a paire de paralleles (nada é mais igual que um par de retas
paralelas).
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