SEGUNDA LISTA DE EXERCICIOS

1. Em cada situagdo verifique se o limite existe. Caso exista calcule-o.

% -
a) lim _fi b) lim [x=3]
x—2X° —x-2 x—»3 X—

2—-x se x<-1
¢) lim f(x), em que f(x)={x  se —1<x<1 d) lim e

S (x-1)% se x=1 e x
2. Calcule lim fx + 1)~ f%,) em cada caso a seguir:
h—0 h
a) flx) =x° b)‘ﬂx)zax2+bx+c c)f(x)=x/;

3. Calcule os limites indicados:

a) lim xsan(lJ b) lim (x’ —l}(sen(%]+cos[-3l—)+10) ¢) lim —

x—0 X x—1 = X x—w X
3 2 4 2
B iy 2x :- 4x° —-9x+5 &t X +34x 9x+5
X—>—00 x +3x—-4 X—>—0 x +3x—-4
; = LA 3
o i x ;I- x°—9x+5 o 7
X—>®© x +3x-4 e
x—5
h) lim In(-x) ) lim In(-x)
= X——00
x—0
7) lim x-1 Bim

x—1 \!2x+3~\/§ t—9 3—«/;
Vli+x -1 : Ox% —x

/) lim m) lim—
x=0 b x—=w x4 ]
. Ox5 —x . cos(x
A) Im————— 0) lim (x)
==y +1 x—0, X

1
p) lim e * (10sen’x +cosx)
x—0t

4. Seexisteo lim f(x),entdo lim f(x) =A5)? Comente sobre sua resposta.
x—5 x5

5. Determine constantes a, b ¢ L para que a fun¢do abaixo seja continua em IR
x* +ax+3
———— para x<l1
x=1

Flx)= L para x =1 .

bx+4 para x >1



6. Mostre que a equagdo x* +x —1= 0 possui pelo menos duas raizes reais.

: 5 . 3x*+ax+a+3 . ’
7. Existe um niimero a tal que lim —————— exista? Caso afirmativo,
x—3-2 X +x-

encontre a e o valor do limite.
8. Encontre todos os valores de a para os quais a funcdo y = f{x) a seguir é continua
para todos os valores de x:

x+1 para x<a

x° para x>a

ax’+bx*+2x+4 B

9. Determine os valores de a e b tais que lim -3.

X0 x?=3x+1
10. A figura abaixo mostra um ponto P sobre a parabola y = x> € o ponto Q dado

pela interse¢do da mediatriz do segmento OP com o eixo y. A medida que P
tende ao vértice da parabola, o que acontece com o ponto Q ? Ele tem uma
posigdo limite? Se sim, encontre-a.

2 — e A 5
Respostas: 1 )a) e b ) ndo existe; mas os limites laterais sdo:1, quando x —» 3" e -1

quando x — 3. ¢ ) ndo existe; mas os limites laterais s3o:-1, quando x — -1" ¢ 3

quando x »>-1". d) i

2)a)3x2. b)2ax,+b. c) .

2
;

3)a)0. 5)0. ¢)0. d)2. e) 0. £)0. g) . h) —0. i) . j) 75 k) 6.

z)%. m)3. n)-3. 0) . p)O0.

5)a=—4;b=—6;L=-2. 7) a=15; 0 limite € igual a -1.
8)“112«/5_ 9) a=0;b=-3. lO)Q—)[O,%}

Um breve resumo das aulas encontra-se em www.mat.ufmg.br/calculol ,
no /ink Turmas Especiais de Calculol, no Cronograma.



- Calculo 1 - Limites -

1. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

8t3 — 27
B 3 _ ; ' %
(@) lim (” - 3); (h) Ilgng TP

2 t: B 2 _ 2 —
(b) lim v/z* — 8; e
T2 3 = i

|z se <4
2. Faca o esbogo do grifico de f(z) = { 6 se T =4 e observe no grafico o valor de lin}l f(z). Hé alguma diferenca
—4z4+20 se z>4 o
entre lirr}1 f(x) e f(4)?7
=

-1 se z#2

3. Seja f a fun¢do definida por f(z) = { ?:c i

(a) Encontre lim2 f(z) e verifique que lim2 f(z) £ F(2).
(b) Faga um esbogo do grifico de f.

2
: z : v _J z*—9 se m#-3
4. Seja f a funcéo definida por f(z) = { 1 e e
(a) Encontre lim_f(z) e verifique que lim_f(z) % f(3)
z—+—3 z——3

(b) Faga um esbogo do gréfico de f.

. Determine o valor de lim w
h—0 h

a) flm)=z  b)fl@) =2 o f()=a"

6. Nos itens a seguir, calcule os limites laterais pedidos e verifique se o limite (bilateral) existe. Caso exista dé seu valor.

o

quando

(@) f(@) =", lim f(z), lim f(z), lim f(z).

2 se z<1
(b) f(x)={ -1 se z=1; lim f(2), lim f(a), lm /()

-3 se z>1

2r+3 se r<1
(c) f(r)=4q 2 se r=1; lim f(r), lim f(r), lim f(r)
7—2r se T>1 " i 3
2422 se z< -2
(d) g(z)=4 0 se T=-2; 1im2+f($), lir112 f(z), 1im2f($)
11—22 ge z>-2 %7~ A e R

7. Dada f(z) = 222 Existe lim f(x)?

2
8. Dada f(z) = Ji”—zm Verifique se existem os limites abaixo e, caso existam, determine seus valores:
a) lim f(z)  b) lim f(z).



- Gabarito -

1. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

(a) lim (a® — 3) = ~2; (h) lim 1/ \/_

2:c —53: +2z— 1
' wramr g Y
®) ;1512 2t -8 =2V r—}s 473 — 1322 + 4z — 3
(c) lim —$3+2z+3_\/§‘ B e 0
T2 z2+5 V3 2y2+7y+3
2
-9
(@) lim T —— = _g; (k) lim —x/"+\/"
z—=—-3 T+ 3 h—5 5+
@ 1m 3 -a 1 () tim \/3+3h—\/§_ﬁ_
3z -1 g A0 h Ty
. 27 . z2t—16
(f)l]f}l’lé T—3 =2T; (ﬂl)ilz’nz T — =3k
(g) lim I+3_\/§"£ ('n)limT LI
9 5% z R zolg2—1 2
|| se x <4
2. f(z)=< 6 se =4 li—lﬂf(m):47é f(4)=6
—4x4+20 se z>4 °
2r—1 se xz#2 g
3. f@=14 771 2 T72 mf(n)=3#f(2)=1
22-9 se z#-3 .
L @)= T 7% TS i fe)=0#f(-3)=1
- 1
(a) Figura ex.2 (b) Figura ex.3 (c) Figura ex.4

5. a)l b) 2z c) 3z

6. (a) lim f(z)=1, lim f(z)=—1, 3 lim ().
(b) lim f(z)=-3, lim f(z) =2, % lim f(z)
(¢) lim f(r)= lim f(r)=5, lim f(r) =5
(d) lm f(z)=5 lm f(z)=63 lim f(z)

7. Elil}r{l} f(z), pois ]_inél+ f(z)=2e lil'él_ flz) =0,

8.9) lim f(2)=0  b) lm f@) =1, lim f(z) =1 % lim /().



- Calculo 1 - Limites - Lista 2

1. Determine, caso existam, os seguintes limites:

. _ . 7 ) T~ 0 i T—95
a) wlinch (3~va) b) xl_lgl+ o -4 2 xl—lbIES |z — 5] )z—IPS |z — 5
1 1 2—z VI =3
. ; : n
) xl_lgl_ V2—z f) I1—1>n—12 2—zx 9) Il‘};"g \/_x__i 2 II_I;I}; % =3
- \/_ -3 1 % = % . 1 1 . 3 2 .
i )L Hulit (= (I (o it il
: 227 +z+1 z'+2z+1
a 3 _ e _ 4 . 3 6 _ 3 _ 2 . ot G e e SR . T i N
m) i Gf-aioead)  w) M ix Falie il LB e N o o
i . 2z +x—21 . z?+4 : 2 .
U0 ") IE?MW LA W B (sl
zt -2 1 3 V3 + z?
I 7 vl . . b g MO b
u) :c—:TOO( w .-"3) U) z-&Too 2—2z W) :cl—ll-n’j!]*' (:L‘ -2 x? — 4) )$—1>n(;l+ T
.z . V2T ¥4 : 2 +9 : T 4
i ¥ — %)
N R Ny L N B Smlvatta—a)
o) lim T+ T ek s T ) e
51 —4 22512 — Tz — 6 t—0 lt z—2 22 — 2 — 8
. . V2.’B2—7 3 s S5r* +8r—3
Ol‘i‘hm UK - Werws o e O et
2 2
; z°+3 se z<1 ¢ se z <
2.Sejamf(9:)—{x+1 se z>1. cg(z)—{g se z>1.
(a) Existe lim f(x)?
z—1
(b) Encontre uma expressao para f(z).g(z) e mostre que existe 1'1335 (f(z).9(x))
T
26+2 z<0
3. Considere a funcéo definida por: f(z) = z2 D z<2
1, T>2
a) Faga o gréfico da fungao f.
Determine: 1i ; ; ' : . :
b) Determine 111_}1101_ f(z) xl_lfgl+ flz) il_rg f(z) x]._lgl_ flz) xliflg.l_ f(z) il—lflz flz)
AT
4, Calcule %in_b M} quando: a) f(z) = senz b) f(z) = cosz c) f(z) = 1.
—+
. senx S . sen(2z) . 1—cosx
5. Sabendo-se que lim —— =1 e que cosz = 1 — sen”(%), calcule: a) lim b) lim ———.
=0 T z—=0 dx z—0 T

2

6. Sabendo-se que as desigualdades 1 — - xzsen(z)

5 L m < 1 valem para todos os valores de = proximos de zero, calcule

lim xsen(x)
z—0 2 — 2cos(x)’

7. Mostre que se |f(z)| < M e lim g(z) = 0 entdo lim (f(z).9(z)) =0

SETLT

= 0.

8. Use o item anterior para mostrar que lim
r—+oo T

9. Encontre as assintotas verticais e/ou horizontais das seguintes funcoes:

(a) f(z) =755  (b) 9(2) = 75 (c) h(z) = 213;

10.

4 Ci
@) ¥(@)==F; (o) o(z) =2 (f) e(@) =2+ 2.
Observando o grafico das fungoes exponenciais conclua que
Bm of — +o0, se a>1 e e 0, se a>1
z—+4o0 0, se O<ax<l T—r—00 400, se O<a<l



L1

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22,
23.

Calcule os seguintes limites:

(a) lim (g)‘“ (b) lim (%)” (c) zﬁrfw(2x —-277)  (d) xkrhnw(Q“’ —-27%)  (e) $B$m(2z - 3%).

* z—+o0 T—++oo
—r—1 seL s=]
Seja f(z)=¢ 22—1 se —1<z<1 fécontinuaemz=1? Emz=—-1? Emz=2? Emz = -37
2 sex>1
s 2r+3 sex<d4 ;
Seja f(z) = { 6 . _ . fécontinuaem z=4?
T+, sex>4
3
Scjaf(x)z{ xgl :zzfi f é continua em z = 17

Encontre os pontos x, caso existam, nos quais [ é descontinua e dé as razdes para esta possivel descontinuidade:
(a) f(z) = Va2 =3;

(b) f(a) = 5%

(©) flx) =3+

(d) f(z) = £22

Verifique se as fungoes a seguir sdo continuas nos pontos indicados. Caso nao sejam, determine as razoes da descontinuidade.

(a) f(x)=|z+1] -3 emz=—1;

(b) flx) = emz=-2eemz=1
(c) f(;c):{ —x_gQ zgzig em r = 3.

Encontre uin valor para a constante k, se possivel, para que a funcio seja continua para todo = € R.

Tr—2 sexr<l1

@ f@={ %’ =I5

kx? sez <2
(b) f(m)_{ 2x+k sexz>2

Encontre os valores das constantes k e m, se possivel, que para que seja continua para todo z € R a funcao

z? +5, sezx > 2,
flz)y=¢ mz+1)+k se —1<z<2,
223 + 2+ 7, ser < —1.

Dé exemplo de duas funcées f e g descontinuas em um certo ponto z = ¢ tal que f + ¢ seja continua neste ponto.

E verdade que uma fungéo continua que nunca é zero em um intervalo nunca muda de sinal nesse intervalo? Justifique sua
resposta.

Utilize o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que a equacao z° + z2 — 2z + 1 = 0 possui pelo menos uma solucao
no intervalo [—1,1].

Mostre que, se p(z) é um polinémio de grau impar, entao e equagio p(z) = () possui pelo menos uma solugéo real.

(Contragdo de Lorentz) De acordo com a teoria da relatividade, o comprimento de um objeto, por exemplo, de um foguete,
parece a um observador depender da velocidade com que o objeto se desloca em relagdo a esse observador. Se ele medir o

. . . . - 12
comprimento Lo do foguete em repouso e em seguida com a velocidade v, o comprimento pareceré ser L = Lg4/1 — %3, sendo

¢ a velocidade da luz no vacuo. O que acontece com L a medida que v aumenta? Calcule lim L. Por que é necessdrio tomar
U—c—

o limite lateral & esquerda?



- Calculo 1 - Limites - Gabarito Lista 2

1..a)3 b)0 c)-1 d)B e)+oc f)1 g3 h) L )0 j)-% k) -0 1) +o0 m) 00 n) —oo
0) 0% p)+o0 q) 0~ r) 0t s)-1 t)+oo u) 3 v) -0 W) +oo x) 400 y)+oo z)1
a)=18) -0 NT & g et )T n)—V2 0)—5 0)0°

2. (a) Nao, pois lim f(z)=4e lm f(z)=2.
r—1— r—1+

4+ 322 se z<1

®) s@a) ={ 5,75 lim (£(z).9(a)) = 4

se x>1. z—1

3. a)

b)lim f(@)=2 lim f()=0 Plmfz) lm f@)=4 lim f@z)=1 3limf().

r—=0—
4. a) cosx b) —senz c) flz) = -%.
5. a) 2/5 b) 0.
6. lim zsen(z)

20 2 — 2cos(x) -
7. -Mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z) = lim —Mg(z) < lim f(z).g(z) < lim Mg(z) = —M limg(z) < lim f(z).g(z) <
M lim g(z) = 0 < lim f(z).g(z) < 0= lim /(z).g(z) = 0.

1 e
8. |senz|<le lim -=0= lm o= =0.
r—+toc I 4o T
9. (a) Assintotas verticais: z = 3 e £ = —3, Assintota horizontal: y = 0;

(b) Assintota vertical: = 1, Assintota horizontal: y = 0;
(¢) Assintota vertical: = —2, Assintota horizontal: y = 1;
(d) Assintota vertical: = = 0;

(e) Assintota vertical: = = 1;

(f) Assintota vertical: z = 0.

10.

lim of = 4 TOo se a>1 et 0, se a>1
- T ] oo, se O<axl

11. (a) +oo  (b) 0  (c) +oo (d) —c0 (e) —oo



12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.

19.

20.
21.

22.

23.

f ndo é continua em z = 1, pois lir1ﬂ+ f(z)=2e lim f(z)=0,logo 3 ]_im1 f(z). Emz = -1,z =2 ¢ z = —3 cla é continua,
T—+ z—+1— T
jdque lim f(z)=f(-1)=0, lim f(2) =2, lim f(z)=f(-3)=2.
Sim, pois lim f(z) = f(4) = 11.
T4
Nio, pois # lim f(z).
z—1

(a) Continua em R; (b) Descontinua em x = £2, pois Af(2) e f(—2); (c) Descontinua em z = 0 e z = %1, pois A£(0),
f(=1)e f(1); (d) Continua em R.

(a) Continua em z = —1; (b) Contfnua em z = —2 ¢ descontinua em z = 1 pois 3f(1); (c) Continua em z = 3.
(a) 5 (b) 4/3
k=4em=5/3.
_-J 0 se z<0 _J 1 se <0
f(x)_{l se x> 0. eg(x}_{(} se z>0.

Sim, pois, pelo teorema do valor intermedidrio, se ela mudasse de sinal entdao o zero deveria ser também imagem da fungio.

flz)=2%-2?-2z4+1=0= f(1) = —1e f(—1) = 1, logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe zo € [—1, 1] tal que
f(zo) =0.

Se p(x) é um polinémio de grau fmpar, entdo vai sempre existir um zo € R para o qual p(zg) e p(—zp) tém sinais opostos.
Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € [—xzg, o] tal que p(e) = 0.

A medida que v aumenta L diminui. lim L = 0. O limite lateral & esquerda é necessério j& que a funcéo nao estd definida
v—e—
para v > c.



