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2da T,ista de exercicios de Calculo II

FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

1. Represente graficamente o dominio da func¢ao z = f(x,y) dada por:

(a) f(z,y) = \/2:;3 (b) flz,y) = @

(c) flz,y) =25 (d) f(z,y) = In(zy — 1)

() flw,y) =220 () flw,y) = Va2 =y — /22 + 2 = 1
(9) flz,y) = Vlzl =yl (h) fz,y) = /]| + [yl =2
2. Trace um esbogo das curvas/superficies de nivel de cada uma das seguintes fungoes:
(a)f(z,y) = xy (b) f(z,y) = 4a? + 9y*;
() f(x,y) = 5 (d)f(2,y) = (& —y)%
() f(z,y,2) = o +2y+32, (f) [(v,y,2) = 42 +y* + 92%;

(g)f(x,y,z)::c2+y2+z, (h)f(:c,y,z) =T =Y

LIMITE E CONTINUIDADE

3. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique:

4 3
a) lim ————— Rpta: b lim ———; Rpta:
(a) (z,y)—(0,0) 2 + 22 + gy b (®) (@.y)—(0,0) 22 + y P
2 3, ,3
(¢) lim %, Rpta : (d) lim LY ; Rpta :
(.y)—=(0,0) T° + Yy (z,9)=(0,0) T —Y
(e) Y Rpta : (f) lim it ; Rpta :

lim ——,
(z,y)—(0,0) T2 + 12 (z,y)—(0,0) T3 — ¥y

2 2 4 .2 4 2 4 2
’ yco;(:z: :—y ), Rpta : (h) im L Sen4(:x —;—y ); Rpta :
(z,y)—(0,0) T4+ Yy (z,y)—(0,0) T+ Yy

3., .3 3
(1) lim —x2 + y27 Rpta : ' i (z +y)
(z,y9)—(0,0) = + ¥y

im ; Rpta:
(zy)—(0,0) 22 4 y? P



4. Discuta a continuidade das seguintes fungoes:

——  se (z,y) # (0,0) DAL ge (x,y) # (0,0)
a) f(z,y) =< vty z.y) =<4 Tty Yy
(a) f(z,y) { Y (2.4) = (0.0) 0) f(z,y) { J se (z.1) =

B Ifz—ygﬂ se (z,y) # (0,0) o) = IQZJ;;JQZQ se (z,y,2) # (0,0,0)
(c) flwy) = { 0 " se (x,y) = (0,0) (d) fz.y) = { 0, " se (x,y,2) = (0,0)

DERIVADAS PARCIAIS E DIFERENCIABILIDADE

5. Determine as derivadas parciais de primeira ordem da funcao dada em todos os pontos
do seu dominio

(a) f(z,y) =522y  + x> +4  (b) f(z,y) = cos(zy)

(c) flx,y) = ﬁiigi (d) f(z,y) =In(zy — 1)
(€) fz,y) = zye™ (f) f(z,y) = Va? —y?

(9) f(z,y,2) =In(z + 2y +32)  (h) f(z,y,2) = zyz* tan(yz)

6. utilize derivacao implicita para determinar %
(a) Ty + 1 =2y (b) cos(x —y) = ze¥
7. Utilize derivacao implicita para determinar % e g—;.
(a) 22 + y? + 2% = 3zyz (b)x — z = arctan(yz)
2l’2y2
8. Seja Flay) = dpp (z,y) # (0,0),
0, se (z,y) = (0,0),

prove que:
(a) f2(0,0) e f,(0,0) existem e
(b) f(z,y) nao é diferencidvel em (0,0). Por que?

1‘3

9. Seja f(z,y) =4 i ¢ @) 70,0,
0, se (z,y) = (0,0),

(a) Verifique que f(z,y) é continua em (0,0) e que existem as derivadas parciais
12(0,0) e £,(0,0).
(b) E f(z,y) diferenciavel em (0,0)? Por que?
REGRA DA CADEIA E VETOR GRADIENTE
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dz
Calcule %,

(a) z=In(22" +y), v =Vt y=1t°

(b) z=+/1+x—2xy*, z=1Int, y=t

(c) z=e", o =t/3 y=1¢

usando a regra da cadeia:

Calcule g—i‘: e % usando a regra da cadeia

(a) w =2y +yz+xzonde x =u cosv, y=ucosv e z=n1.
(b) w = In(z? + y* + 2?) onde = ue’sen u, y = ue’senu e z = ue'.

(c) w=coszsenyonde r =u—v, y=u®+0v2

dw

_ 2 _ _
o sew=r*—rtanf, r=./s, 0 =7s

Use a regra da cadeia para calcular ,
s=1/4

Use a regra da cadeia para calcular %

dz

€ a0

r=2, 0=m/6

; se
r=2, 0=m/6

2 =zye™¥, xr =rcosf, y = rsen 6

Determine as equacoes do plano tangente e da reta normal a superficie dada no ponto
P
(a) z =ze” V", P(2,2,2) (b)z=2, P(1,1,1)

Y

(c) 2> +y* + 22 =25, P(-3,0,4) (d) y+x=2xz, P(4,4,1)

(e) cos(mx) — 2%y +e** +yz =4, P(0,1,2)
Mostre que a equacao do plano tangente ao elipséide 2—; + Z—z + i—z =1, em (g, Y0, 20),
pode ser escrito na forma #GF + %Y 4 27 =

Considere a superficie de equacao xyz = 1. Encontre as equacoes dos planos tangentes
a esta superficie que sao paralelos ao plano z + y + z + 100 = 0.

Encontre o ponto na superficie 322 4 2y? — 3x + 4y — z = 5 onde o plano tangente é
horizontal.

determine o plano que passa pelos pontos (1,1,2) e (—1,1,1) e que seja tangente ao
grafico da fungao f(z,y) = xy.

De um funil conico escoa dgua a razao de 18mem?/seg. Sea geratriz faz com o eixo
do cone um angulo a@ = 7/3, determine a velocidade com que baixa o nivel de dgua
no funil, no momento em que o raio da base do volume liquido é igual a 6cm

Um lado de um retangulo mede z = 20mts e aumenta a uma velocidade de 5mts/seg,
o outro lado mede y = 30mts e diminui a uma velocidade de 4mts/seg. Com que
velocidade varia o perimetro e a area desse retangulo?

a altura de um cone circular reto é 15¢cm e esta aumentando a lem/seg. O raio da
base é 10cm e esta diminuindo a 0.5¢m/seg. Qual a taxa de variagdo do volume em
relagao ao tempo neste instante.
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Em um instante dado, o comprimento de um lado de um triangulo retangulo é de
10cme cresce a razao de 1lem/seg; O comprimento do outro lado é de 12em e decresce
a razao de 2cm/seg. Calcule a razao de variagdo da medida do angulo agudo oposto
ao lado de 12¢m, medido em radianos, no instante dado.

DERIVADA DIRECIONAL

O que é o vetor gradiente de uma fungao f(x,y) ? Como ele estd relacionado as
derivadas direcionais de uma funcao?

Calcule a derivada direcional de f em P na direcao dada.

(a)f(z,y) = sen (zy?); P(%,2); vetor na direcéo Uu=1.

(b) f(x,y) = 322 + 4o — y*; P(1,2v/3); vetor na direcio N
(c)f(z,y,2z) = xye* + yze*; P(1,0,0); vetor de P a (2,2,1).

Determine as direcoes em que f cresce e decresce mais rapidamente no ponto P,
bem como as correspondentes derivadas direcionais (taxa de variagao de crecimento)
maxima e minima respectivamente em P.

(a)f(z,y) =2° =y, P(1,1)
(0)f(z,y,2) = a® +3y* +42%, P(1,-1,1)
Seja f(z,y) = z%y. Se u= (a,b) é um vetor unitério, escreva a férmula para a derivada

direcional de f em (1,-1) em termos de a e b. Em que dire¢do devemos seguir a fim

de que a taxa de variacao de f seja 27 .
%y

Seja f(z,y) =4 zitg2 (z,y) # (0,0),
0, se (x,y) =(0,0),

a ,y) ¢é continua em (0,0).? Por que?

(a) f(
(b) f
(

T
(x,y) é diferenciavel em (0,0.)? Por que?

¢) Determine as derivadas parciais a—f(O, 0) e a—f(O, 0).

ox oy

(d) f(x,y) possui derivadas direcionais em todas as dire¢oes no ponto (0,0).?
DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

Nos itens abaixo calcule as derivadas parciais indicadas;
(@) F(2,9) = S, fo fy o
(b)f(x,y) = In(x?y?), hia, ka1, hara
(©f (2,y) = y°e™, foyy(0,1), faaa(0, 1), fyyae(0,1)

Verifique que as funcoes abaixo satisfazem a equacao de Laplace: 2z, + 2y, = 0

(a) z=¢€"seny, (b) z= arctan(%)



. Dado w = x3y? — 2zy* + 32%y3, verifique que w satisfaz a equacao diferencial parcial:

ow ow

T— Yy =dw
ox Y oy
. Use diferenciagao implicita para determinar: % e g—;
(a) zy +yz = vz (b) 2? +y* — 22 = 2z(y + 2)

() zy*22+ 3%y’ 2=z +y+2 (d) ryz=cos(z+y+2)

LINEARIZACAO E DIFERENCIAIS

. Determine a linearizacao das seguintes fungoes , ao redor dos pontos dados:

(a) f(x,y) = sen (zy), P(0,1) () fz,y) = 2yz, P(1,1,1)

(¢) f(x,y,2) = zy® + cos(wz), P(1,3,1) (d) f(x,y,2) = (zy)?, P(12,10,1)

. Calcule, aproximadamente:

(a) M =0.98 x 0.99 x 1.02

(b) N = (12.03 x 10.04)'%8

(c) P =3.001 x (2.0023)3 + cos((1.002)r)

. Se f(z,y) = 22 + by + 4y, determine os valores de A f e df, quando (x,y) varia de
(2,—1) a (1.99, —0.98)

. Nos itens abaixo, encontre a linearizagao L da funcao f em F,. Entao encontre um
limitante superior para a magnitude |E| do erro na aproximagao f ~ L na regiao R
(a) f(x,y) = 2% — 3zy + 5, emPy(1,2), R:|z—2] <01, |[y—1]<0.1
(b) f(z,y) =14y +zcosy, emPy(0,0), R:|z| <02, |yl <0.2
(¢) f(z,y,2) = 2% +ay +yz + 2, emPy(1,1,2),
R:|z—1/ <001, |y—1]<0.01l, |z—2|<0.08
. Vocé planeja calcular a adrea de um retangulo comprido e fino a partir de medidas

de seu comprimento e largura. Qual dimensao vocé deve medir com mais cuidado?
Justifique sua resposta.

. Ao redor do ponto Py(1,0), a funcao f(x,y) = x*(y + 1) é mais sensivel a variagoes
em z ou em y?. Qual razdo entre dx e dy fard df igual a zero no ponto Py(1,0)?

. Sua empresa produz latas de refrigerantes padrao que tem 20cm de altura com raio
de 3cm. Qual é a sensibilidade do volume da lata em relagao a pequenas variacoes do
raio e da altura?



39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

Encontre e classifique os extremos relativos da funcao
(a) f(z,y) =2° +y° — 3zy (b) f(z,y) =2° +y* — 3z — 12y + 20

(c) flzy) =2**(L—z—y); (@>0,y>0) (d) flz,y) =1— (2> +y*)*/3
() f(x,y) = e v (f) fz,y) =22y + 2° — y’x

(9) f(z,y) =3+ 2w + 2y — 22% — 20y — y? (h) f(z,y) = 62% — 223 + 3y + 6y

0) f@y) =20y +2° = g () Floy) = (22 + 4y2)ed=

Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f(z,y) = y* — xy — 3y + 2x
sobre a regiao quadrada limitadas pelas retas ¢ = £2 e y = £2.

Encontre o maximo e minimo absoluto de f(x,y) = sen x+sen y+sen (z+vy), quando
os pares (z,y) estdo na placa retangular 0 < z < 5 0<y<3.

Ache 0 méximo e o minimo absolutos da funcao f(z,y) = (4x — %) cosy, na regiao
D—{(x,y) eR?;1<a<3 —<y<T)

Encontre o maximo e o minimo global de f(x,y) = 2 + 2z + 2y — 2% — y?, na regiao
triangular no primeiro quadrante limitada pelas retas xt =0, y=0, y =9 — .

Encontre o maximo e minimo absoluto da funcio f(z,y) = 4zy — 2* — y* + 16, na
placa triangular limitada pelas retas x =2, y= -2, x =y.

Encontre o mdximo e minimo absoluto da funcao f(x,y) = x* — 2zy + 2y* na regiao
R ={(z,y) € R |o| +[y| <1}

Encontre o maximo e minimo absoluto da func¢ao f(z,y) = 3z — y na regiao

R={(z,y) €R* >0, y>0, y—ao<3, v+y<4, 3v+y<6}

Encontre os valores maximo e minimo da func¢ao f(z,y) = e~ *¥ na regiao

D={(z,y) €eR% 2* +y* <1}

Encontre os extremos absolutos da fungao f(z,y) = z? + 4y* — 2 na regiao
D= {(x,y) € R?, 2% +4y* < 1}
Maximos e minimos com restrigoes: Multiplicadores de Lagrange

Determine o retangulo de perimetro maximo, com os lados paralelos aos eixos coor-
denados, que pode ser inscrito na elipse 2% + 2y? = 4.

uma caixa cilindrica de base circular tem volume de 27 m3. Se o material usado nos
lados custa 2 reais o m? e o material usado na base inferior e superior custa 2 e 4
reais o m? respectivamente. Quais devem ser as dimensoes do cilindro mais barato.

Determinar os eixos da elipse 5z + 8xy + 5y = 9

6
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Os cursos de dois rios ( dentre dos limites de uma determinada regiao) sao represen-
tada aproximadamente pela pardbola y = 22 e pela reta © — y — 2 = 0. Deve-se unir
esses rios por meio de uma canal retilineo que tenha o menos comprimento possivel.
Por quais pontos devemos traca-lo? Qual serd sua extensao

Mostre que a distancia do ponto (zg,yo) a reta de equacao ! : axr+by+c =0 ¢é dada
por
lazo + byo + |

Vva?+ b?
(Método dos minimos quadrados) Suponhamos que vocé tenha feito um experimento
varias vezes e obteve como resultados experimentais certas medidas de quantidades
Y, que varia quando alteramos a quantidade x. Suponhamos que por razoes fisicas y
¢ uma funcao afim de x, isto é y = ax +b. Devido a erros experimentais se plotarmos
os resultados experimentais

(l’o, y0>7 (xla yl); (ill'g, y2)7 ceey (xna yn)

observamos que eles na estarao dispostos extamante sobre uma reta (grafico da fungao
afim). Assim a pergunta é: Quais sdo os valores de a e b tal que o grafico de y =
ax + b aproxima da ”melhor” forma posivel os dados experimentais? Por ”melhor”
entendemos os valores de a e b que minimizam a fungao

n

fla,b) = lys — (az; +b)°

1=0

Um container (no formato de paralelepipedo) tem que ter um volume de 81m3. Use
multiplicadores de Lagrange para encontrar as dimensoes do container com ese volume
e custo minimo, se o preco de construcao nos lados custa 1 real o m? e o material
usado na base e na tampa custa 2 e 4 reais respectivamente.

Um fazendeiro dispoe de 16 reais para construir um cercado. Dois lados (opostos)
custam 1 real por metro, enquanto os otros dois lados (opostos) custam 2 reais por
metro. Qual sao as dimensoes da maior area tectangular que ele pode cercar?

Encontre os pontos sobre a curva 22 +zy+y? = 1 no plano xy que estao mais proximos
e mais afastados da origem.

Mostre que dentre todos os paralelogramos de perimetro constante igual a 4mts o
quadrado é aquele que fecha a maior area possivel.

Encontre as dimensoes do retangulo de maior perimetro que pode ser inscrito na elipse
2 2
T )
— 4+ == 1
4 9

com os lados paralelos aos eixos coordenados. Qual é esse perimetro.?

Tanque de armazenamento mais barato: Foi encomendado para sua empresa o projeto
de um tanque para gas liquefeito de petréleo. As especificagoes do cliente pedem um
tanque cilindrico com extremidades hemisféricas que contenha 8.000 m?® de gds. O
cliente também quer usar a menor quantidade possivel de material para construir o
tanque. Qual raio e altura da parte cilindrica que vocé recomendaria para o tanque?.

7
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Determine as dimensoes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode
ser construida de modo sua drea seja 36 mts>.

Encontre o raio e a altura do cilindro circular reto aberto de maior area que pode ser
inscrito em uma esfera de raio a. Qual é essa area?

Determine o paralelepipedo retangulo de volume méaximo, com as arestas paralelas
. o T T
aos eixos coordenados, inscrito no elipséide — + == + — =1

4 9 16

Encontre as dimensoes da lata cilindrica circular reta fechada de menor area cujo

volume é 167cm?.

Encontre o ponto sobre a superficie z = zy + 1 mais proximo da origem.
Encontre os pontos sobre a superficie 22 = zy + 4 mais préximos da origem.

Determine o paralelepipedo retangulo de volume maximo, com as arestas paralelas
: o 2ty 2
aos eixos coordenados, inscrito no elipsdide — + =— + — =1

4 9 16
Encontre o volume da maior caixa retangular fechada no primeiro octante que tem

trés faces nos planos coordenados e um vértice no plano 2z + 3y + 4z = 12.

Sua empresa esta desenvolvendo caixas de papelao grosso para exportar pipocas. As
arestas da embalagem presisam ser reforcados com arame. O custo do arame é de
3 reais o metro e o custo do papelao é de 1 real o metro quadrado, mas a tampa
da caixa deve ser feita com um tipo diferente de papelao, que custa 2 reias o metro
quadrado. Use o método dos multiplicadores de lagrange para encontrar as dimensoes
da embalagem de modo que ela possa conter 6 m* de pipocas tal que o custo da
embalagem seja minimo.

Dé as dimensoes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser con-
struida com 27cm? de papelao.

Determine a equagao do plano que passa pelo ponto (2,2, 1) e que delimita no primeiro
octante um tetraedro de menor volume.

Sendo «, 3 e v os angulos de um triangulo, calcule o valor maximo de

sen « + sen [ + sen vy



