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Antes de realmente comegarmos a resolver equagdes diferenciais homogéneas e nag.
homogéneas, precisamos ainda da teoria adicional apresentada na proxima secio,

Nota Um sistema fisico que varia com o tempo e cujo modelo matemdtico & uma
equacio diferencial linear

a4 @, _ yty" "V Lt a)y + aglt)y = g(n)

€ chamado de sistema linear. Os valores das varidveis y(1), y'(t), ..., y ~ D) em um tempo
especifico 1 descrevem o estado do sistema. A fungfio g é chamada de funcio aplicada, funcio
de for¢a ou funciio de excitagdio. Uma solucio y(f) para a equacio diferencial € chamada de

saida ou resposta do sistema. A dependéncia da resposta i funcio aplicada € ilustrada na Figura
4.5.
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; sistema u - Figura 4.5
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Para que um sistema f{isico seja um sistema linear, é necessério que o principio de
superposi¢do (Teorema 4.9) seja vélido no sistema; isto &, a resposta do sistema a uma super-
posi¢io de aplicagGes é uma superposicio de respostas.

4.1 EXERcicIOS

As respostas dos exercicios selecionados estdo nas piginas 448 a 450,

[4.1.1]

1. Sabe-sequey = c1e” + e

¢ uma familia a dois parimetros de solugdes para y” — y = 0 no intervalo (— co, es). Encontre um
membro dessa familia satisfazendo as condigdes iniciais y(0) = 0, y'(0) = 1.
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Encontre uma solugio para a equacgio diferencial do Problema 1 satisfazendo as condigGes de
" contorno y(0) = 0, y(1) = 1.
3. Sabe-sequey = cie + e

¢ uma familia a dois parimetros de solugdes para ¥y =3y —_4'y = 0 no interlvalﬂ (=2, e2).

Encontre um membro dessa familia que satisfaca as condigdes iniciais y(0) = 1, y'(0) = 2.
4. Sabe-se que ¥y = ¢ + c2 cosx + ¢3 sen x

& uma familia a trés parfimetros de solugdes para y™* + y* = 0 no intervalo (—es, =). Encontre um
membro dessa familia que satisfaca as condi¢es iniciais y(m) = 0,y (n) = 2,y"” (7} = - 1.

5. Sabe-se que y=cx + c2x Inx

. - 3w ' e .
¢ uma familia a dois parimetros de solugdes para x°y” — xy* + y = 0 no intervalo (—ee, o).

Encontre um membro dessa familia que satisfaga as condigdes iniciais y(1) = 3, y'(1) = - 1.
2
6. Sabe-se que y=o¢ +cx

¢ uma familia a dois parAmetros de solugdes para xy” — y’ = 0 no intervalo (- ee, oo): Mos}rg que
ndo existem constantes ¢ e ¢, para que um membro dessa familia satisfaga as condiges iniciais
w0y = 0,(0) = 1. Explique por que isso ndo constitui uma violagéo do Teorema 4.1.

7. Encontre dois membros da familia de solugdes para xy” — y’= () dada no Problema 6, que satisfagam
as condigdes iniciais y(0) = 0, y(0) = 0.

8. Encontre um membro da familia de soluges para xy” — y* = 0 dada no Problema 6, que‘satisfag.a as
condigdes de contorno y(0) = 1, ¥’(1) = 6. O Teorema 4.1 garante que esta solucio € tnica?

X
9, Sabe-se que y = cie” cosx + c2e” senx

é uma familia a dois parfimetros de solucdes para y” — 2y" + 2y = 0 no intervalo (—ee, o).
Encontre, se existir, um membro dessa familia que satisfaca as condigbes

(@) 0y =1, »(0)=0 (b) ¥(0) = 1, y(m= -1
(c) ¥(0) (@) y(0) =0, ym =0.

1, ymn2)=1

10. Sabe-se que y = cix® + cox + 3

2 .
¢ uma familia a dois parimetros de solugbes para x“y” — Sxy’ + Sy_: 24 no intervalo (—ee, ea).
Encontre, se existir, um membro dessa familia que satisfaca as condigdes

@ y-1)=0 y1)=4 (®) ¥0) =1, yl)=12
(©) (0) = 3, ¥1) =0 (d) y(0) = 3, %(2) = 15

Nos Problemas 11 e 12, encontre um intervalo em torno de x = 0 no qual o problema de valor inicial dado
tenha uma tinica solugio.

M (x= 2" +3y=x O =0 y(0) =1

12, 3" + (tgx)y = e’} y0) =1, y(0) =0
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13. Sabe-se que y = ¢] cos Ax + ¢z sen Ax é uma familia de solugGes para a equagdo diferencial
vy + A%y = 0. Determine os valores de parimetro J para os quais o problema de valor de contorno

y Ny =0, »0) = 0, y@) = 0,
possua solugdes ndo triviais.
14. Determine os valores do parimetro A para os quais o problema de valor de contorno
¥+ Ay R0, ¥(0) = 0, ¥(5) =0,

possua solugdes nio triviais. Veja o Problema 13.

[4.1.2]

Nos Problemas 15-22, determine se as funces dadas séo linearmente independentes ou dependentes em

(—ee, oa).

15 i) =x  fx) = 5% folx) = 4x — 327
16. filx) = 0, flx) = x, fx) =€

17. fix) = 5, Hlx) = cos’, f3(x) = sen’x
18, fi(x) = cos2x, folx) = 1, f5(x) = cos” x

19. /i) = x f)=x-1, fx)=x+3
20, filk) = 2+ x  folx) =2+ lxl,

21 i) =1+ x folx) = x Bl = x°
22. fi(x) = ¢, falxy = 7%, f3(x) = senhx

Nos Problemas 23-28, mostre, calculando o Wronskiano, que as funcdes dadas sdo linearmente indepen-
dentes no intervalo indicado.
3B oAk Oy 24. 1+ x 5% (-, )

25. senx, coscx; (0, m) 26. tgx, cotgx; (0, m/2)

27. &', e % e (==, ) 28. x, x Inx, x> Inx; (0, o)

29. Observe que, para as funcdes fi(x) = 2 e falx) = e’
1 % f7(0) = 2 x f2(0) = 0.

Isso implica que as funcdes fi e f> sdo linearmente dependentes em qualquer intervalo contendo
x =07

30. (a) Mostre graficamente que f{x) = x2e folx) = xlxl sfo linearmente independentes em (— es, oo},

(b) Mostre que W (f (x), f> (x)) = 0 para todo nimero real.
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[4.1.31
31. (a) - Verifique que y = 1/x é uma solugiio para a equagio diferencial ndo-linear ¥y = 2y* no inter-
valo (0, ).
(b) Mostre que um miltiplo y = ¢/x nfo é uma solugfio para a equagio quando ¢ # 0,+1.
32. (a) V(-n'ifique6 que y; = 1 e y = lnx sfio solugdes para a equagio diferencial ndo-linear
¥ + (¥")° = 0 nointervalo (0, =).
(b) y; + ¥, & uma solugio para a equagio? c;y; + caya, € € ¢ constantes arbitrdrias, & uma solucio
para a equagéo?
Nos Problemas 33-40, verifique que as fungges dadas formam um conjunto fundamental de solugbes para
a equagéo diferencial no intervalo indicado. Forme a solugéo geral.

33. }‘.rr _ y.i _ 12}“ =0 e—lr, 84I, (—os, o)

34. y” — 4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (—eo, =)

35. y” = 2y" +35y=0; &" cos 2x, €' sen 2x, (===, )

36. 4" — 4y +y=0; & xe% (—oo, w0)

3. X —6xy + 12y = O X, 1 (0, )

38. xzy” +xy" + y = 0; cos(Inx), sen(lnx), (0, =}

39. xsy”’ + 6y + Ay —dy =0, x, x 2 % x, (0, o)

40. }'{4) +y" =0, 1, x, cosx, senx, (—oo, =)

Nos Problemas 41-44, verifique que a dada familia a dois pardmetros de fung@es € a solugio geral para a
equagio diferencial ndo-homogénea no intervalo indicado.

41, y" = Ty’ + 10y = 24¢”
y = c1e® + cze>* + 6%, (—oo, o)
42. y" — y = secx
= ¢jcosx + czsenx + xsenx + (cosx) In(cosx), (-m/2, m/2)

43,y — 4y’ + 4y = 2% + 4x — 12
¥y = C]e?" + .:g,xe2I + .tzez‘r +x = 2, (—ee, ca)
44, BN+ 5o 4y = - x
_ el o | y
¥ = C1x +oox +Ex PR (0, =)
45. (a) Verifique que y; = ey = 1’ sdo linearmente independentes da equacdo diferencial
2

2y = dxy’ + 6y = Oem (oo, o).
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46.

47.

(b) Mostre que W(y;, y;) = 0 para todo nimero real.
(¢) O resultado da parte (b) viola o Teorema 4.47

(d) Verifique que Y| = e Y= x? sdo também solugBes linearmente independentes para a
equagio diferencial no intervalo (—ee, o).

(¢) Encontre uma solugio para a equagio que satisfaga y(0) = 0, y’(0) = 0.
{f) Pelo principio da superposigio ambas as combinagGes lineares
y=ey t ey e y=oal]+ ol

sio soluges para a equagio diferencial. Qual delas € a solugdo geral para a equagio diferencial
e (— oo, 0)?

Considere a equagio diferencial de segunda ordem
ax(x)ly” + ay(x)y" + aglx)y = 0, 9)

em que a;(x), @)(x) e ag(x) sio continuas em um intervalo I e ap(x) # 0 para todo x no intervalo. Pelo
Teorema 4.1, existe somente uma solugdo y, para a equagio que satisfaca y(xp) = 1e y’(xp) = 0, em
que xp ¢ um ponto de /. Da mesma forma, existe uma tnica solucéo y; para a equagio que satisfaca
y0r) = 0 e y'(xg) = 1. Mostre que y; e y; formam um conjunto fundamental de solugbes para a
equagéo diferencial no intervalo I.

Sejam y; e y2 duas solugdes para (9).

(a) Se W(y;, ¥2) € o Wronskiano de y; € y;, mostre que
az(x)% + a{(x)W = 0.

(b) Deduza a formula de Abel*
W = cem ) )V atax

em que ¢ € uma constante.

Niels Henrik Abel (1802-1829) Abel foi um brilhante matemético noruegués cuja morte trégica
a0s 26 anos, devida A tuberculose, representou uma perda inestimével para a matemética. Seu grande
feito foi a solugio para um problema que confundiu os matemdticos por séculos: ele mostrou que
uma equagio polinomial geral para quinta ordem néo pode ser resolvida algebricamente — isto €, em
termos de radicais. Contemporineo de Abel, o francés Evariste Galois, entdo provou que era
‘impossivel resolver qualquer equacfio geral para grau maior que quafro algebricamente. Galois é
outra figura trigica na histéria da matemdtica; ativista politico, foi morto em um duelo aos 22 anos
de idade.
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(¢} Usando uma forma alternativa da férmula de Abel

=]

[y () aqlt Nar
W =ce o :

para xg em /, mostre que

xf” La () an(t))dt
WL y2) = Wixg)e fxn e

(d) Mostre que, se W(xy) = 0, entdio W = 0 para todo x em J, enquanto, se Wixy) # 0, entdo W # 0
para todo x no intervalo.

Nos Problemas 48 e 49, use os resultados do Problema 47.
48. Se yi e y2 sdo duas solugdes para
(A= x%" - 20" + nn + 1)y = 0
em (— 1, 1), mostre que W(y1, y2) = ¢/(1 = xz), em que ¢ € uma constante.

49. No Capitulo 6, veremos que as solugdes yi e y2 para xy” + ' + xy = 0, 0 < x < oo, sfo séries
infinitas. Suponha que consideremos as condigdes iniciais

o) = ki, yi o) =k
e Y2xg) = ks, y3(xg) = Ky
para xp > (. Mostre que

(krks — kaks)xg

W()’], }'2) = x

50. Suponha que um modelo matemético de um sistema linear seja dado por
2
dy [2)]
t =
ay| )dr2 + ap(t) 2T ag(t)y = E(r)

Se i € uma resposta do sistema a uma aplicagio E|(f) e y; € uma resposta do mesmo sistema a uma
aplicagio E,(r), mostre que, y; + y; € uma resposta do sistema a aplicago Ey(1) + Ea(r).

4.2 CONSTRUINDO UMA SEGUNDA SOLUCAO
A PARTIR DE UMA SOLUCAO CONHECIDA

Reducio de Ordem

Um dos fatos mais interessantes e importantes no estudo de equagbes diferenciais lineares de
Segunda ordem € que podemos construir uma segunda solugio a partir de uma solugio
conhecida. Suponha que y;(x) seja uma solugio no trivial para a equacio
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Observe que y;(x) e y2(x) no Exemplo 3 sdo solucdes linearmente independentes da
equago diferencial dada no intervalo maior (0, o).

Observacdo Deduzimos e ilustramos como usar (4) porque vocé verd essa férmula
novamente na Secdo 6.1. Usamos (4) simplesmente para economizar fempo na obtenco do
resultado desejado. Seu professor ird dizer-lhe se vocé deve memorizar (4) ou se deve saber os
primeiros principios de redugao de ordem.

— ——
;’1;_\4% EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estfo na pagina 450.

Nos Problemas 1-30, encontre uma segunda solugéo para cada equacio diferencial. Use reducdo de ordem

ou a férmula (4) como ensinada. Suponha um intervalo apropriado.
Ly +35 =0 y1=1 2. y' =y =0; =1

3.y — Ay +4y=0; y =& 4. 9" +2% +y=0; y1=x*

5. y” + 16y = 0; y1 = cosdx 6. ¥ + 9y =0; yi = sen3x

7. ¥ =y =0; y1 = coshx 8.y - 25y =0; y = e

9. 9" — 12y’ + dy = 0; y = &2 10. 65" +y -y =0; y - €
1. %" - Txy’ + 16y = 0; y1 = 2° 12. 5% + 20 - 6y =0; y1 =x°

13, x" +y ' =0; y1 = Inx 14, 4x5" + y = 0; 2% 1Inx
15, (1—2x—x2W" " +2(1+x)y’ —2y=0; y1=x+1 16, (1 — x2p” — 2’ = 0; y1 = 1

17. xzy” —xy' + 2y = 0; y = xsen(lnx) 18. xzy-" -3y + 5y =0, 1 = xzcos(lnx)

19. (1+ 2" +dxy’ —dy=0; yy = e & 20 I +xpy” +x0 ' —y=0 y=x
21 Y ~xy +y=0, y1==x 22. 5% - 20y = 0; n =x"*

23, x-S0y’ + 9 =0, y1 = x Inx 24. Xy + 3 +y=0; y = cos(inx)
25, x%" —4xy’ + 6y =0; y =20 4 X° 26. x%y" — Txy’ = 20y = 0; y1 = x'°
27. Gx+1)y"—Ox+ 6y +9y =0, yr=e”™ 28 p” - @+ 1y +y=0; y = ¢
29. ¥ = 3(gx)y’ =0; y1 =1 30 " —(2+xp =0; yi=1

Nos Problemas 31-34, use o método de redugio de ordem para encontrar uma solugéio para a equagio
ndo-homogénea dada. A fungdo indicada y(x) é uma solugdo para a equacio homogénea associada.
Determine uma segunda solugio para a equagiio homogénea e uma solugdo particular da equacio
nio-homogénea.
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.y —dy=2 y=e 2. y'+y =1 y1 =1

X

339" -3 + 2y = 507, ¥l =e M.y -y +3y=x 3y =€

35. Verifique por substitui¢Zo direta que a férmula (4) satisfaz a equacdo (2).

4.3 EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Vimos que a equagio linear de primeira ordem dy/dx + ay = 0, em que a é uma constante,
possui 2 solugdo exponencial y = cje” ¥ em (- eo, ). Portanto, é natural procurar determinar
se solugdes exponenciais existem em (- ee, o) para equagdes de ordem maior como

ey + @y o 9OV 4 ke + Ay + agy =0, (1)

emque 08 a;, i = 0, 1, ..., nsdo constantes. O fato surpreendente é que fodas as soluces para
(1) séo fungGes exponenciais ou construidas a partir de fungdes exponenciais. Comecamos
considerando o caso especial da equagio de segunda ordem

ay” + by’ + ¢y = 0. (2)

Equacao Auxiliar

Se tentarmos uma solugéo da forma y = ¢™, entdo y’ = me™ e y” = m?%"™; assim a equagio
(2) torna-se

am?e™ + bme™ + ce™ =0 ou e™am® + bm + ¢) = 0.
Como e™ nunca se anula para valores reais de x, entdo a dnica maneira de fazer essa funcdo
exponencial satisfazer a equagdo diferencial é escolher m de tal forma que ele seja raiz da
equacdo quadrdtica

am? + bm +¢ = 0 3)

Essa tltima equagio é chamada de equagfo auxiliar ou equacio caracteristica da equagio
diferencial (2). Consideramos trés casos, a saber: as solugbes para a equagio auxiliar correspon-
dem a raizes reais distintas, rafzes reais iguais e raizes complexas conjugadas.

CASO | Raizes Reais Distintas Com a hipétese de que a equagio auxiliar (3)
possui duas rafzes reais distintas m; e mj, encontramos duas solugbes

myx

Y=ol e y; = "

Vimos que essas fungdes sio linearmente independentes em (— ea, oo) (veja Exemplo
13, Segdo 1.4) e portanto formam um conjunto fundamental. Segue-se que a solucio
geral para (2) nesse intervalo é
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possui raizes m; = mg = iemy = my = —i. Logo, pelo Caso III, a solucdo é
y = C1e™ + Coe™ ™ + Caxe'™ + Cyxe™ >,
Pela férmula de Euler, Cje™™ + Cpe™ ™ pode ser reescrito como
€] COS X + ¢z sen X

apés uma troca de constantes. Analogamente, x(Cze'™™ + Cse™ ™) pode ser expresso como
x(c3 cos x + ¢4 sen x). Entdo, a soluc@o geral é

Yy =] CO8 X + €3 Sen X + €3X COS X + (4X sen x. [ |
O Exemplo 6 ilustra um caso especial quando a equagiio auxiliar possui raizes com-
plexas repetidas. No caso geral, se m) = & + i é uma raiz complexa de multiplicidade k de

uma equagio auxiliar com coeficientes reais, entdo seu conjugado m; = @ — i é também uma
raiz de multiplicidade k. A partir das 2k solucdes complexas

e@* B yolat By (2ha+ P
0@~ B xpla = B3 32,0~ By

xk - ]B{a + i)
xk - ]e{a - ifm

concluimos, com a ajuda da férmula de Euler, que a solugio geral para a equacio diferencial
correspondente tem entdo de conter uma combinacgio linear das 2k solucgdes reais linearmente

independentes

* cos Br, x%e® cosfx, ..., x* " 1e™ cos Bx

k=1

e sen Bx, xe®™, senfx, x%e™ senfx, ..., x¥71e%

€™ cos fx, xe™

sen fix

No Exemplo 6, temos k = 2, = 0eff = 1.

@\\3) EXERCICIOS
As respostas dos exercicios selecionados estdo nas paginas 450 e 451.
Nos Problemas 1-36, encontre a solugio geral para a equagdo diferencial dada.

1. 49" + 3y =0 2. %" -5 =0

3. ¥y —36y=10 4. y' -8y =0
5. 9"+ 9% =0 6. Iy +y=10
7. 9" -y -6 =0 8y =3y +2=0
2.
dy o dy 3 dy _
9. dx2+8ix+16y_0 10.4x2 10d+25y-0
1. ¥+ 3y -5 =0 12. " + 49" —=y =10

37, v+ 16y =0, y0) =2, ¥(0)=-
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13. 129" = 5y =2y =0 4. 8" + 2" =y =0
15 y' -4 + 5y =0 16. 2y = 3y + 4y =0
17. 33" + 2y +y =0 18. 2" + 2y +y =0
19’ y:‘.ﬂ e 4},!1 - Sy.r = 0 20- 4}'”’ + 4}'” + }’! = D

21. y:n -y = 0 22. }"’" 4 5}"" =10

23. ¥y - 5"+ 3 + 9% =0 24y + 3y -4y - 12y =0
28 Y +y" -2 =0 26. ¥ +y" — 4y =0
27- y»u + 3yﬂ + 3)‘) + y = 0 28- y "o 6}'” + 12}" _ 8}’ - 0
4. 3
29.§-§+5~J§+5—2{-=0 30.”—3—’ d— +y=0
it A dx ) dx* dx
a’4y dzy ] d4 d*
3. 1692 + 2452 L9y = ¢ : 39 L0
dx dx* g %
d’ dy 5 4 3
3. L2 - 162 = 30, £ _ 243 | 742
dx dx dx dx
5 4 3 5 3 2
d d d
;sf—{;\»s—f{—z—g’—lo—x Disy=0 3. 2d—§~7—di{+1zﬂ+sﬂ=o
a° dx dx dx dx dx dx’ dx?

38. y" -y =0, y0)=y(0)=1

3.y + 6y +5y=0, y0) =0, (0 =3 40. y” - 8" + 17y =0, y0) =4, y'(0) = -1

4L 2y" =2y +y =0, O =-1, ¥y =0 42 y" -2’ +y=0, y0) =35, y(0)=10
43. ¥+ y + 2y =0, y0) =y'(0) =0 M. Ay —dy' =3y =0, y0)=1, y () =35
45. y" = 3y + 2y =0, y1) =0, Y =1 46. y" +y =0, yn/3) =10, ywr/3) =2

47, ¥ + 129" + 36" = 0, y(0) =0, y(D 48,y 4+ 29" - 5" — 6y = 0, y0)

=1L Y0 = -7 =y'(0) = 0, y"(0) = 1
4 -
9. 5" -8y =0, 0 =0, YO 50. 252050 =2 YO0 =3 YO
X
=1L Y©®=0 =4, YO =5
y o d% .dy _dy _ o a* ; P
L -3 0 -2 =0, 50 =yO 52 -y =0, 50 =0 =y"©

(=9

X

=0, y"(0)=y"(0)=1 =0, y0) =1
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Nos Problemas 53-56, resolva a equacdo diferencial dada sujeita as condigdes de contorno indicadas.

53. 37 = 10y"+ 25y=0, 0) =1, y1)=0 54. y" + 4y =0, y0) = 0, Wm) =0

Fid
55. y" 4y =0, ¥(0) =0, b (—2'}= 2 56. y' -y =0, ¥y =1, ¥y =0

57. As rafzes de uma equagfio auxiliar sio my = 4, my = m3 = — 5. Qual € a equagio diferencig|
correspondente?

58. Asrafzes de uma equagdo auxiliar sio my = —%, mp =3+ i,m3 =3 —iQualé 4 equacio auxiligy
correspondente?

Nos Problemas 59 e 60, encontre a solugdo geral para a equagio dada, em que y; € uma solugfio conhecidg,
59. ¥y =9y + 25 — 1Ty = 0; y = ¢

Nos Problemas 61-64, determine uma equacio diferencial linear homogénea com coeficientes constantes
que tenham a solucio dada.

61. 4e® 3.3 62. 10cos 4x, —5 sen 4dx

63. 3, 2x, —¢* 64. 8 senh 3x, 12 cosh 3x

65. Use as identidades

[Sugestdo: Escreva a equagdo auxiliar m® + 1 =0 como (m2 + I)2 - 2m? = 0. Veja o que
acontece quando vocé fatora.]

4.4 COEFICIENTES INDETERMINADOS — ABORDAGEM
POR SUPERPOSICAO

Para o professor Nesta secdo, o método dos coeficientes indeterminados € desenvolvido do
ponto de vista do principio de superposicio para equagdes diferenciais nio-homogéneas (Teorema
4.9). Na Segdo 4.6, uma abordagem inteiramente diferente desse método serd apresentada, utili-
zando o conceito de operadores diferenciais anuladores. Faca sua escolha.

Para obter a solugfio geral para uma equagdo diferencial linear ndo-homogénea temos que fazer
duas coisas:

(i) Encontrar a fungdo complementar y,.

60. ¥ + 657 + ' - 3y =0; y) = W Cos x
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(i) Encontrar grualguer solucio particular y, da equagdo ndo-homogénea.
bre-se da discussio da Secdo 4.1 de que uma solugfo particular & qualquerﬂfungﬁo, indepen-
gwtle lde pardmetros, que satisfaz a equacéo diferencial identicamente. A solugio geral para uma
en =

¢quagio nio-homogénea em um intervalo € entdo y = y. + ¥
Como na Sec¢io 4.3 comecamos com equagdes de segunda ordem, agora veremos o
caso de equagdes nio-homogéneas da forma
ay” + by" + ¢y = g(x), @
e a, b e c sdo constantes. Embora o método dos coeficientes indet_erminados flpreslentado‘
e:lsguscéﬁo nio se limite a equacdes de segunda ordem, ele se limita a equagdes lineares
250—h0m0géncas
. que tém coeficientes constantes, e _ | N
« em que g(x) é uma constante k, uma funcdo p?linomlal, uma funcio exponencial e,
sen fBx, cos fx, ou somas e produtos dessas fungdes.

Nota Para ser preciso, g(x) = k (constante) é uma fungio polinomial. Cor{lo uma funcéo
constante nio é provavelmente a primeira coisa que vem em mente quan@o x‘r‘oce pensa em m:m
fungiio polinomial, continuaremos, para enfatizar, usando a redundéincia, “funciio constante,

polinomial.‘ S ‘
O que segue sdo exemplos de tipos de fungGes aplicadas g(x) que sio apropriadas para
essa discussao:
gx) = 10

g(x) = x> — 5x
g(x) = 15x — 6 + 8=
g(x) = sen 3x — 5x cos Zx
g(x) = " cos x — (3x2 — e~ *
Ou seja, g(x) € uma combinagéo linear de fungdes do tipo
k (constante), x”, x"e®, x"e®* cos fx e x"e%* sen fi,

em que n é um inteiro ndo negativo e & e  sio mimeros reais. O método dos coeficientes
indeterminados néo se aplica a equagdes da forma (1) quando, por exemplo,

1 R v — 1
glt) =Ilnx, gx) = = g(x) = tg x, g(x) = sen” x.

Equacbes diferenciais com esses tipos de fungdes aplicadas serdo consideradas na Seg¢fio 4.7.
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Yp = Ax? + Bx + C + Dx%e™.

Derivando esta tltima forma, substituindo na equagdo diferencial e agrupando os termos,
obtemos,

Yy — 6yf + 9y, = 94x% + (~124 + 9B)x + 24 — 6B + 9C + 2De*
= 6x% + 2 — 12¢%,
Segue-se desta identidade que A = 2/3, B = 8/9, C = 2/3 e D = — 6. Logo, a solugiio geral
Y=Y+t
2 8 2

+czxeax+%x +tgxt g - 6x%e?. u

y = ce™
Equacées de Ordem Superior

O método dos coeficientes indeterminados dado aqui ndo € restrito a equagdes de segunda
ordem; mas pode ser usado com equagdes de ordem superior

ay™ + a, - YTV + L+ apy'+ agy = g()

com coeficientes constantes. S6 é necessdrio que g(x) consista nos tipos préprios de fungdes
discutidas acima. 5

EXEMPLO 10

¥+ 3" = e* cos x.
3

Resolva
Solugdo As raizes da equacgdo caracteristica m” + m>=0sdom =my=0em=—1.
Entdo, a solugio complementar para a equagio € y, = ¢ + cpx + cze” *. Com g(x) = €* cos x
vemos na entrada 10 da tabela de tentativas de solugdes particulares que devemos escolher

yp = Ae* cos x + Be* sen x.

Como ndo héd nenhuma fungdo em y, que coincida com fungdes da solugdo complementar,
procedemos da maneira usual. De

¥p! + ¥y = (=2A + 4B)e” cos x +(—4A — 2B)e* sen x = €* cos x

obtemos -2A 4+ 4B =1
—4A - 2B = 0.
Desse sistema, determinamos A = —1/10e B = 1/5. Logo, uma solugio particular €
Yp = ——llaex cos X + %e‘ sen x.
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A solucdo geral para a equagio é

1 1
*— —¢" cos x + =¢e* sen x. E

J’=}’c+}’p=C]+ng+c‘3e_ 0 5

EXEMPLO 11
Determine a forma de uma solugdo particular para
Y+ ¥y =1-e"
Solucdo Comparando a fungdo complementar
Yo = €] + Cox + c3x% + cqe *
com nossa escolha normal para uma solugdo particular
Yp=A + Be™ %,

vemos que as duplicagdes entre y. e y, séo eliminadas quando y,, é multiplicada por Pe Yy €
multiplicada por x. Logo, a escolha correta para uma solug#o particular é

Yp = Ax® + Bxe .

[4.4) EXERCICIOS
As respostas dos exercicios selecionados estiio na pigina 451.

Nos Problemas 1-26, resolva a equagio diferencial dada pelo método dos coeficientes indeterminados.

L y"+ 3y +2y=6 2. 49"+ 9y =15

3. "= 10y"+ 25y = 30x + 3 4. y"+ y' = 6y = 2x

51yt y+y=xt-2 6. y'— 8+ 20y = 100x% — 26xe”
7. y"+ 3y = —4gx%e™ 8. 4y”— 4y’ - 3y = cos 2x
9.y ==~3 10. y"4+ 2y =2x+ 5 - ¢ &

1.y - y:+%y:3+€x/‘2 12. y" - 16}'=2€4x

13. y"+ 4y = 3 sen 2x 14. y”+ 4y = (x* — 3) sen 2x

15. "+ y = 2x sen x 16. Y -5y =22 — 4> —x+ 6
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17. "= 2y + 5y = ¢* cos 2x 18. y”— 2y + 2y = ¢™(cos x — 3 sen x)
19. ¥+ 2y +y = sen x + 3 cos 2x 20. y7+ 2y — 24y = 16 — (x + 2)e™
21,y — 6y" =3 — cos x 22. Y= 29" - 4y’ + 8y = 6xe™
23,y -3y + 3y -y =x - 4 24, Y-y -y +dy=5-—¢ + &
25, y¥ e 2 4y = (x — 1) 26. yW— 3" = dx + 2xe*

Nos Problemas 27 e 28, use uma identidade trigonométrica como auxilio para encontrar uma solugio
particular para a equagfo diferencial dada.
27. y” +y =8 sen’x 28. 3" +y = sen x cos 2x

Nos Problemas 29-40, resolva a equacdo diferencial dada sujeita s condigdes iniciais indicadas.
29. y* + 4y = -2, y[g): % y[g] =2 30. 29" + 3y — 2 = 14% - 4 — 11, 0)
=0, y(0) =0

3L 5" +y'=-6x, »0)=0, y(0)=-10 32. ¥+ 4y + 4y = (3 + 0 P, y0)
=2, y(0) =5
33,y +dy +5y = 35¢ Y, y0)=-3, yY(0) =134 y" —y=coshx, y0)=2 y(©0) =12
, .
2

+wlx = Fy sen wt, x(0) =0, x(0) =0 36. i—-;g+m x=Fycosy, x(0)=0, x(0)=0
t

d*x

35, —
dr*

T
37. ¥ + y = cos x — sen 2x, }»{5]=U, y’(§)=0

38. " — 2y — 3y = 2c08%x, W0) = —%, Y(0) = 0

=]

’ 5 "
39. ¥ — 29" 4+ ¥ = 2 - 24" + 40e¥, H0) = => gllp=on JO0=s=g

b2

40. y" + 8y =2x— 5+ 8¢ %, y0)=-5 y(0) =3 »(0)=-4

Nos Problemas 41 e 42, resolva a equacio diferencial dada sujeita as condi¢des de contorno indicadas.
a4y +y=2"+1, 0 =5 y1)=0

42, y' -y +2y=2x -2, y0) =0, ym) ="

43. Na pritica, a funcio aplicada g(x) € freqiientemente descontinua. Resolva o problema de valor inicial

¥+ dy = gx), y0) =1, y(0) =2,
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senx, 0<x< w2
0, x> /2

em que glx) =

[Sugestdo: Resolva o problema nos dois intervalos e entdo encontre uma solugio de tal forma que ye
y’ sejam continuas em x = w/2.]

4.5 OPERADORES DIFERENCIAIS

Em célculo, usamos freqiientemente a letra maidscula D para denotar derivagdo; isto &,

Q—H ]
dx—D),

0 sfmbolo D é chamado de operador diferencial; ele transforma uma fungiio diferencidvel em
outra funcéo; por exemplo,

D(e*) = 4e*, D(5x> — 6x2) = 15x2 — 12x, D(cos 2x) = —2 sen 2x.

O operador diferencial D também possui uma propriedade de linearidade; D operando em uma
combinagdo linear de duas fungdes diferencidveis é o mesmo que a combinagio linear de D
operando nas fungdes individualmente. Em simbolos, isso significa

D {afix) + bg(x)} = aDfix) + b Dg(x), (1)

em que a e b sdo constantes. Por causa da igualdade (1), dizemos que D é um operador
diferencial linear.

Derivadas de Ordem Superior

Derivadas de ordem superior podem ser expressas em termos de D de uma maneira natural:

i@ _ﬁ_ e .-ﬁ_ "
dx(dx]_dxz_D(Dy)_Dy e no caso geral dx"_Dy’

em que y representa uma fungfo suficientemente diferencidvel. Expressdes polinomiais envol-
vendo D, tais como

D+3, D?>43D -4, e 5D3 —6D?+4D + 9

sdo também operadores diferenciais lineares.

Equacbes Diferenciais

Qualquer equagfo diferencial linear pode ser expressa em termos de D. Por exemplo, uma
equagiio diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes ay” + by" + cy = g(x) pode
ser escrita como
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4.5 EXERCICIOS

As respostas dso exercicios selecionados estio na péigina 451.
Nos Problemas 1-6, a equacio diferencial é dada na forma L(y) = g(x), em que L é um operador diferencial
com coeficientes constantes.

L. a4y -
I'dx+5}l 9 senx 2.4dx+8y x+3

3.3 -5 +y=¢ 4. y" - " + Ty - 6y =1 — senx

3x 2x

5. 9" —4y" + 5y = 4x 6. ym -2 +y=e P +e

Nos Problemas 7-16, se possivel, fatore o operador diferencial dado.

7. op? - 4 8. D> -5

9, D> — 4D - 12 10. 2p* - 3D - 2
11. p? + 10D% + 25D 12. D* + 4D

13. D* + 2D - 13D + 10 14. D* + 4% + 3D
15. p* + 8D 16. p* - 8p% + 16

Nos Problemas 17-20, verifique que o operador diferencial dado anula a fungéio indicada.
17. D* y = 10" — 2 18. 2D - 1; y = 4¢"?
19. (D - 2D + 5), y = 4e™ 20. D? + 64; y =2 cos 8x — 5 sen 8x

Nos Problemas 21-32, encontre um operador diferencial que anule a funcio dada.

21, 1 + 6x — 2¢° 22. (1 - 5%)

23, 1+ 7= 24. x + 3xe®

25. cos 2x 26. 1 + senx

27. 13x + 9x” — sendx 28. 8x — senx + 10 cos5x
29. ¢ * + 2xe* - x%e* 30. 2 - &

31. 3 + ¢ cosx 32, ¢ * senx — e cosx

Nos Problemas 33-40 encontre fungdes linearmente independentes que sdo anuladas pelo operador
diferencial dado.

33. D’ 34. D* + 4D

35. (D - 6)(2D + 3) 36. D> - 9D - 36
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37. D>+ 5 38. D> - 6D + 10

39, D* — 10D? + 25D 40. DD - 5D ~ 7

4.6 COEFICIENTES INDETERMINADOS - ABORDAGEM
POR ANULADORES

Para obter a solugéio geral para uma equagéo diferencial linear nio-homogénea devemos fazer
duas coisas:

(i) Encontrar a fun¢do complementar v,.
(ii) Encontrar uma solugdo particular y, para a equago ndo-homogénea.

Lembre-se da discussdo da Secéo 4.1 de que uma solugéo particular é qualquer fungéo, indepen-
dente de constantes, que satisfaga a equacéo diferencial identicamente. A solugio geral para uma
equagéo ndo-homogénea em um intervalo € entdo y = y. + ¥p.

Se L denota um operador diferencial linear da forma a,D" + a, D"~ + ... + a1D + ag,
entdo uma equagéo diferencial linear nao-homogénea pode ser escrita simplesmente como

L(y) = gx) (6]

O método dos coeficientes indeterminados apresentado nesta secdo limita-se a equagdes
lineares ndao-homogéneas

« que tém coeficientes constantes, e

« em que g(x) é uma constante k, uma fungio polinomial, uma fungio exponencial e**,
sen f3x, cos fx ou somas e produtos finitos dessas funcdes.

Nota Precisamente, g(x) = k, (uma constante) é uma funcdo polinomial. Como uma funcéo
constante néo é provavelmente a primeira coisa que lhe vem & mente quando vocé pensa em
fungbes polinomiais, para enfatizar, continuamos a usar a redundincia “fungdes constantes,
polinomiais,...”

O que segue sdo alguns exemplos de tipos de fungdes aplicadas g(x) que sdo apro-
priados para essa discussio:

gx) = 10

2 _ 5x

gx) = x
g(x) = 15x — 6+ Be™
g(x) = sen3x — 5x cos 2x

g(x) = e*cosx — (3x% — 1)e™*
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é@.s} EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estiio na pigina 452.

Nos Problemas 1-32, resolva a equagio diferencial dada pelo método dos coeficientes indeterminados.

1. y'— 9y = 54

3. y"+y =3

5.4+ + 4 =2+6
& }"”+ }'” = 81:2

9. y' -y — 12y = &%

1L, y"= 2y — 3y =4de* - 0
13. y”+ 25y = 6 sen x

15. "+ 6y’ + 9y = —xe™

17. y'-y=x%" +5

19. y"=2y" + 5y = ¢* sen x

21. y”+ 25y = 20 sen 5x

23, y'+y +y=2xsenx

25. Y+ 8" = —6x” + 9x + 2

B 3= B B w8 18
29. Y -2y 4y =+ 1

31 16 -y = &2

2. 2y"-Ty + 5y =-29

4. '+ 2" + y =10

6. v'+ 3y =4x -5

8 Yy - +y= x> 4 dx

100 7+ 2y + 2y = 5¢%

12. y7+ 6y + 8y =3¢ ¥ 4 2

14, y"+ 4y =4 cosx + 3 senx — §
16. y"+ 3y" — 10y = x(e” + 1)

18. 3"+ 2y + y = x% "

20. y”+y" + 1y = €*(sen 3x - cos 3x)
22, y"4+ y=4 cos x — sen x

24, y'4+ 4y = cos” x

26. Y =y'+y —y=xef—eF+7
28. 29— 3y = 3y’ + 2y = (¢F + e P

30,y - gy = 5x? - o

32,y — 5" +4y = 2 coshx - 6

Nos Problemas 33-40, resolva a equagfo diferencial dada sujeita &s condigBes iniciais indicadas.

33. ¥y —6dy =16, ¥0) =1, y(0) =0

35, 3" — 5y =x -2, y0) =10, y(0) =2

==-1 y(r2)=0

37. " + y =8 cos 2x — 4 sen x, y(mW/2)

Moy 4y =x y(0) =1 y(0) =0

36. ¥ + 5y — 6y = 10e™, y(0)
=1 y(0) =1

38, ¥ = " +y = xe + 5, y0)
=2 )0 =2 »(0)=-1

Volume 1 Cap. 4  Equagdes diferenciais lineares de ordem superior 209

39. Y =4y + 8y =2 ¥0) =2 YO =4  40. 39 -y =x 4+ ¥0) =0, ¥ (0
=0, y"(0) = 0, (0} =0

Nos Problemas 41 e 42, determine a forma de uma solugiio particular para a equagcio diferencial dada.

41. ¥ -y = €' (2 + 3x cos 2x) 42. ¥ +y =9 — ¢ F + x” sen x

43. Mostre que o operador (xD — 1)(D + 4) é diferente do operador (D + 4)(xD - 1).

44, Prove que a equagio diferencial
Cay™ kg, - " T a4 oaw =k

k uma constante, ¢y # 0, tem como solugdo particular a fungéo Yp = k/ag.

4.7 VARIACAO DOS PARAMETROS

Revisdo de Equacdes Lineares de Primeira Ordem
No Capitulo 2, vimos que a solugéo geral para a equagio diferencial linear de primeira ordem
dy »
o + P(x)y = fix), (1)
em que P(x) e f{x) sdo continuas em um intervalo I, é

y = e[ o _[ el POSEy dx + cre” [ poas (2)

Ye + Ypem que y, = cje” [ Poyax g yma solugdo para

1l

Agora, (2) tem a forma y

Ly pay =0 )
8 yp = e~ | P j el Poax oy )

€ uma solucdo particular para (1). Para motivar um método adicional para resolver equacdes
lineares ndo-homogéneas de ordem superior, vamos novamente deduzir (4), agora por um
método conhecido como variagio dos pariametros. O procedimento bdsico € essencialmente
aquele usado na Secio 4.2.

Suponha que y; seja uma solugio conhecida para (3); isto €,

dy1
ot Py, = 0.
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}"]Hl’ + yzui b T ’nu,‘; =0

y{ui+ yau{+ ... + Yptty=0

J,l(n - l)u]! + n - 1)“2( Hepos s ygu = Lju, =ﬂx).

As primeiras n — 1 equagdes do sistema, como em (7), sio suposicdes feitas para simplificar as
primeiras n — 1 derivadas de y,. A dltima equagéo do sistema resulta da substituigio da n-ésima
derivada de y, e as derivadas de ordem menor simplificadas em (13). Neste caso, a regra d
Cramer nos dd ‘

em que W é o Wronskiano de yy, yg, ..., ¥, ¢ W} € o determinante obtido substituindo a k-ésima
coluna do Wronskiano pela coluna

0
flx).

Quando n = 2, obtemos (10) e (11).

Observagédo (i) A variagdo dos parimetros tem uma vantagem sobre o método dos coefi-
cientes indeterminados. Ela sempre produz uma solugdo particular y,, desde que a equagio
homogénea associada possa ser resolvida. O presente método nfo se limita a uma fungio fix) que
seja combinacdo linear dos quatro tipos de fungGes listadas na pdgina 183. Ainda, a variacéo dos
pardmeiros se aplica a equagdes diferenciais com coeficientes varidveis.

Nos problemas que seguem, nfio hesite em simplificar a forma de y,. Dependendo
de como as antiderivadas de u{ e uy forem encontradas, vocé pode ndo obter a mesma yp dada
na segdo de respostas. Por exemplo, no Problema 3, y, = (senx —xcosx)/2 e
Yp = (senx)/4 — (xcosx)/2 sdo respostas vdlidas. Em qualquer caso, a solugiio geral
¥ =Y +J¥p pode ser simplificada, ou seja, y =¢j cosx + ¢y senx — (x cosx)/2. Por qué?

(ii) Nos Problemas 25-28, pede-se para resolver os problemas de valor inicial. Certifique-se de
aplicar as condigbes iniciais a solugéo geral y = y, + y,. Estudantes freqiientemente cometem
o erro de aplicar as condig@es iniciais somente 4 fun¢do complementar y,, pois ela € a parte da
solug@o que contém as constantes. Faga uma revisdo do Exemplo 8 da Segfo 4.4 para o correto
procedimento.
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.7) EXERCICIOS

&P

As respostas dos exercicios selecionados estdo nas paginas 452 e 453.

Nos Problemas 1-24, resolva cada equagéo diferencial pelo método da variacfio dos parmetros. Defina um
intervalo no qual a solugdo geral seja vélida.

1. y" +y=secx 2. y"+y=1gx

3. 9" + y = senx ) 4, y" 4+ y = secx tgx

5. vV +y= cos® x 6. y' 4y = sec® x

7. ¥ — y = coshx 8. y” —y = senh2x

9. y" — 4y = > /x 10. y” — 9y = 9x/e™

1L y” + 3y + 2y = 1/(1 + &%) 12,y = 3y + 2y = /(1 + &)

13. y” + 3y" + 2y = sene” 14. y” = 2y + y = e’ arctgx

15 y" =29 +y =" /(1 + x9) 16. y" — 2y + 2y = " secx

17. y" -2y +y=¢ “Inx 18. y” + 10y" + 25y = ¢ '"%/x®
19. 3y — 6y’ + 30y = e tg3x 20, 4y — 4y +y = VN1 - &7
2Ly 4+ ¥y = 1gx 22, y" + 4y' =sec2x

239" = 27—yt 2y = e 24. 3" - 6y” = x°

Nos Problemas 25-28, resolva cada equacio diferencial pelo método da variagio dos parimetros, sujeita a
condigdo inicial ¥(0) = 1, ¥'(0) = 0.

25, 4y” —y = xe? 26. 2y +y —y=x+1

27. Y7 + 2y — 8y =2 - 7" 28y — 4y’ + dy = (125" - 6x)e™

.

29. Sabendo que y; = x e y2 = xInx formam um conjunto fundamental de solugdes para x7y” — xy
+ y = Dem (0, =), enconire a solugio geral para

X%y = xy 4y = dxlnx.

30. Sabendo que yj = x° ¢ y» = x° formam um conjunto fundamental de solugdes para X2y — dxy’
+ 6y = Oem (0, e=), encontre a solugio geral para

x?,yn_ dxy’ + 6y =

M=

1/2

31. Sabendoquey = x| Y2605 xe y2 = x 7 senx formam um conjunto fundamental de solugdes para
2w

x4+ xy + (x2 - i)y = 0em (0, =), encontre a solugio geral para
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2 .
Xy + Xy’ +[x2 = %J}f = x3/2_

32. Sabendo que y; =

cos{lnxye ys = % PR i
Lyl oy ) e y2 =sen(Inx) sio solugdes linearmente

independentes para % 4 Xy
(2) Encontre uma solugdo particular para
2 ’
Y+ xy'+ y = sec(ln x).

(b) (?fga if)l,u;i? izglj para a equagio e defina um intervalo em que esla seja valida. [Sugcs!d’o: Nig
33. (a) Use o método dos coeficientes indeterminados para encontrar uma solugio particular para
Y+ oy = dxt -3
{(b) Use o método da variagio dos parimetros para encontrar uma solugio particular para

=X

)f‘"+ .?.y'—!— y= i_,
X

= L o e
(¢) Use o principio de superposicio (Teorema 4.9) para encontrar uma solugéo particular
para

-

}’”1- 2}"4' }' = 412 - 3 + —
3 X
4. & i
Use o método delineado no Problema 33 para encontrar uma solugdo particular para

Yty=2x-e¥y cotgx.

Capitulo 4 REVISAO

Resumimos os resultados imp

ortantes deste capituls 5 : S
segunda ordem, pitulo para equagdes diferenciais lineares de

A equagio

QY +ai(x)y’ + agx)y = 0 a

€ homogénea, enquanto

BN+ ;@Y + agx)y = g), 2

O Wronskiano de duas fungdes diferencidveis Siefr(x)éo determinante
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Quando W # 0 em pelo menos um ponto no intervalo, as fungdes sdo linearmente independen-
tes no intervalo. Se as fungdes sio linearmente dependentes no intervalo, entio W = 0 para
todo x no intervalo.

Na resolucio da equagdo homogénea (1), queremos solugdes linearmente independen-
tes. Uma condigiio necessiria e suficiente para duas solugdes y; e y; serem linearmente indepen-
dentes em I € W(y;, y2) # 0 para todo x em /. Dizemos que y; e y; formam um conjunto
fundamental em / quando elas sio solugdes linearmente independentes de (1) no intervalo. Para
quaisquer duas solugdes y; e y,, 0 principio de superposi¢io diz que a combinagio linear
ey + €2y € também uma solugdo para (1). Quando y; e y, formam um conjunto fundamental,
a fungio y =c1y; + coyp € chamada de solugfo geral para (1). A solucdo geral para (2) é
y = Yo + ¥p em que yc é a funciio complementar, ou solugéo geral, para (1) e y, é qualquer
soluco particular para (2).

Pararesolver (1) no caso ay” + by"+ ¢y = 0, a, b e ¢ constantes, primeiro resolvemos
a equacdo auxiliar am?® + bm + ¢ = 0. Ha trés formas de solugdo geral, dependendo das trés
possibilidades das raizes da equagdo auxiliar.

Raizes Solugio Geral
X

1. m e mo: reais e distintas y = c1e™ + ce™
nyx

2. mjy ¢ my: reais mas m) = 2 y = c1e™ + caxe

3. my e mz: complexas
my=a + i, mm=a—iff y = e™(e1 cos Bx + ¢2 sen fix)

Para resolver uma equagéo diferencial ndo-homogénea, usamos ou o método dos coefi-
cientes indeterminados, ou o método da variacio dos parimetros, para encontrar uma solugio
particular y,. O primeiro procedimento limita-se a equagdes diferenciais ay” + by’ + cy = g(x),em
que a, b e ¢ sdo constantes e g(x) é uma constante, um polindmio, e®, cos fix, sen fx, ou somas e
produtos finitos dessas funcdes.

Capitulo 4 EXERCICIOS DE REVISAO

As respostas dos exercicios selecionados estiio na pédgina 453.

Responda aos Problemas 1-10 sem consultar o texto. Preencha os espagos ou responda verdadeiro/falso.
Em alguns casos, pode haver mais de uma resposta correta.

1. A dnica solugdo para y” + x°y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0

2. Se duas funcdes diferencidveis fi(x) e f2(x) sdo linearmente independentes em um intervalo, entio
W(fi(x), fa(x)) # 0 para pelo menos um ponto do intervalo.



