Capitulo 1
SEQUENCIAS E SERIES

Neste capitulo apresentaremos apenas o essencial sobre sequéncias e séries, o
minimo, para estudar as soluc¢des analiticas de Equagdes Diferenciais Ordindrias
(EDO), as convergeéncias das séries de Fourier e a validade das solu¢des das Equa-
¢oes Diferenciais Parciais (EDP) que estudaremos. As pessoas interessadas nas
demostragdes ou que desejem aprofundar-se nos assuntos deste capitulo, indica-
mos [LE] na bibliografia.

1.1 Sequéncias Numéricas

Denotemos por N o conjunto dos niimeros naturais e por R o conjunto dos ntime-
ros reais.

Definic¢ao 1.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma fungio:
f*N—R.

As notagdes cldssicas para sequéncias sdo: f(n) = a,, o termo geral da sequéncia.
A sequéncia é denotada por:

(an), 0= (@1, @2, ooy )

Nao confundir a sequéncia (an)neN com {ay, as, ...... , Gp, ...} queé o conjunto-
imagem da fun¢do que define a sequéncia .

Exemplo 1.1.

..); 0 conjunto-imagem é { / n €N}

1
[2] (vn), .y = (1, V2, ..., ¥/n,...); 0 conjunto-imagem é {/n /n € N}.
B ((=D)"), oy = (-1, 1, -1,

., (=1)",...); o conjunto-imagem é {—1, 1}.

9
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2
I

Figura 1.1: Gréficos das sequéncias (%) e (vn)

Definic¢ao 1.2. Uma sequéncia (an)n oy converge ao niimero real L quando para todo
e > Oexiste ng € N tal que |a,, — L| < € para todo n > ny.

Se a sequéncia (an)neN converge a L, denotamos:

lim a, =L;
n—+o0o

o numero L é dito o limite da sequéncia.

Uma sequéncia é dita divergente se ndo converge. Logo, a sequéncia (an)neN

diverge quando, para nehum ntmero real L, se tem lim a, = L, ou seja, se
n—-+4oo

existe ¢ > 0 tal que para cada ny € N existe n > n, tal que |a,, — L| > «.

Exemplo 1.2.
[1] A sequéncia (n),en = (1, 2, 3,..., n,...), claramente, diverge. Pois:
lim n
n—-+00
nao existe.

1
[2] A sequéncia <—) converge a zero.
N/ nen

De fato, dado ¢ > 0 devemos determinar um namero n, € N tal que para todo
n > ny:

1
(|

1 1
<eg=>—<e desdeque n > -.
n £

n

1
Como ¢! pode ndo ser um namero natural, escolhemos ny > —. Logo, para todo
€

1
n > ny, temos: — < €. Logo:
n
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. 1
lim — =0.
n—-+oo 1N

[3] A sequéncia constante (k),cn, & € R converge para k. Logo:

lim k=k.
n—-+00
Proposicao 1.1.

1. Se uma sequéncia converge para L e para M, entdo, L = M. Isto é, se o limite de
uma sequéncia existe, éle é 1inico.

2. Se (an)nen converge, entdo, (|a,|)nen converge. A reciproca é falsa. Veja o exemplo
sequinte.

Exemplo 1.3.

A sequéncia ((—1)"),en diverge, pois, seus termos oscilam entre +1 e —1; logo, a
sequéncia ndo tem limite.

Por outro lado, a sequéncia (|(—1)"|),en € convergente.

Definigdo 1.3. Uma sequéncia (ay), . € limitada se existe k € R* tal que

la,| <k

para todo n € N. Caso contrdrio, é dita ilimitada.
Proposigao 1.2. Se a sequéncia (an)neN é convergente, entdo, é limitada.

Exemplo 1.4.

[1] A sequéncia (n), _, diverge, pois é ilimitada.

[2] A sequéncia (n?), _, diverge, pois é ilimitada.

[3] A sequéncia ((—1)"),en € limitada e diverge. Logo, a reciproca da propriedade

anterior ndo vale.

Proposic¢do 1.3. Se a,, < b,, < ¢, para todo n > n e:

lim a, = lim ¢, =L,
n—-4oo n—-+oo
entdo:
lim b, = L.

n—-+o0o
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Exemplo 1.5.

Estudemos a convergéncia da sequéncia :

=),

0.4

0.2r-

-0.2r- o

Figura 1.2: Grafico dos 15 primeiros termos da sequéncia.

Como:
1 < cos(n) < 17
n n n
pela propiedade anterior:
tim <220 g,

n—-4oo n

Proposigdo 1.4. Se as sequéncias (a,), . e (bn), . convergem a L e M, respectiva-
mente, entdo:

1. Seaep eR:

lim [aan%—ﬂbn} =al+ M.

n—-4oo

2. lim [an-bn} =L -M.

n—-+00
) a, L
3. REIEOOE = M,seM;éO.
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Exemplo 1.6.

: 1 1
Considere as sequéncias (—2) e (2 + —) . Entao:
1"/ nen "/ nen

lim i: lim {ll}:{ lim l}{ lim l}:O,

n—+oo n n—+oo [N N n—-+oo N n—+oo N

1 1
lim {2 + —} = lim 24 lim —=2.
n—-400 n n—-4o00 n—+4oo N
Pela propiedade anterior:

lim —~+@+lﬂ:50+2:z
n n

n—-4o00

[ 1
lim E} . [2—1——} =5-0-2=0,

n—-+00 n2

li = 0. Por que?
nto 2m 1 91

Proposigdo 1.5. Seja a sequéncia (a,), _ tal que a, > 0 para todon € N. Se

lim 2L,

n—-+4o0o (0%

entdo, a sequéncia (an)n o Converge para zero.

N

Exemplo 1.7.

Estude a convergéncia das seguintes sequéncias :

[1] (k—'> tal que £ > 1. Como:
neN

n.

. an+1 .
lim = lim
n—-+4o0o Qp, n—-4oo N,

k
=0<1
1 )

a sequeéncia converge para zero.

3
[2] (n_n> tal que £ > 1. Como:
k neN

. 1 11" 1
lim 2l — ml—b+—]:—<L
n k

n—-+o0o (0% n—-4o00 ]{

a sequeéncia converge para zero.
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Proposicao 1.6. Seja f : ACR — RtalqueN C Ae lirf f(x) = L. Se f(n) = a,,
n € N, entio:

lim a, = L.
n—-+00

Exemplo 1.8.

Estude a convergéncia da sequéncia :

(In(¥/n)) ,ere

In(z) definida em A =

l
n(n) , entdo consideremos f(z) =

Note que In({/n) =
(0, 4+00); entdo:
1

= lim — =0,
r——+00 I

In(x)

lim
xr——+00 €T

onde na ultima igualdade aplicamos o teorema de 'Hopital; logo, a sequéncia

o3b /
o
: I \ko

0.2+

converge para zero.

0.1

L L
12 14

|

|

|

|

|

|
|

P - L L L L

L T 2 4 6 8 10

|

Figura 1.3: Grafico de f(z) e f(n) = a,.

1.2 Séries Numéricas

Considere a sequéncia (an)neN e construamos a partir desta sequéncia, a seguinte

nova sequéncia :
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S1=a;
SQZCL1+GQ
S3ZCL1+(12+CL3

Sn:a1+a2+a3—i—...+an

Se a sequéncia (Sn)neN converge ao nimero 5, escrevemos:

[ee]

Zan:a1+a2+a3+...+an+...:S. (1.1)

n=1

A expressao (1.1) é dita a série infinita com termo geral a,,.

Dizemos que a série (1.1), converge para S; caso contrario, ou seja, se a sequéncia
(Sn)neN é divergente, a série é dita divergente.

O namero S é dito a soma da série (1.1) e a sequéncia (Sn)neN é dita sequéncia
das somas parciais ou reduzidas da série.

Exemplo 1.9.

[1] Para r € R, estude a convergéncia da série:

Zr”:1+r+r2+r3+~-~+r”+ .......

n=0

Temos:
Sp=14r+r*+r3+. ... +, 7"t (1)
rSy=r4+r2+rt+riq L. +r" (2).

Fazendo (1)-(2), temos: (1 —r) S, = 1 —r"; logo:

1—r" 1
lim S, = lim Tl= , se |r| <1
n—-+00 n—too | 1 —1r 1—r

Se |r| > 1 a série diverge. Esta série é chamada geométrica.

[2] Estude a convergéncia da série:
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oo

z:ln n—|—1

Note que podemos reescrever:

logo, suas somas parciais sdo:

1
S,=1-—
n+1
e:
. 1
lim S, = lim [1— }:1;
n—-+o0 n—-+00 n—+1
entdo:
>t -
“—~n(n+1)
[3] Estude a convergéncia da série:
> —
1+
Note que podemos reescrever:
1
ap = =Vvn +1 \/_
NoESENG

logo, suas somas parciais sdo S, = vn+1—1, e:

lim S, = lim [vVn+1-1],
n—-+o0o n—-+o0o
o qual ndo existe; logo, a série diverge.
[o¢]

[4] Determine o termo geral da série: E a,, e estude sua convergéncia, se:

2 3
S, = nt neN.
n—|—4
Note que a; = S; =
2n+3 2n+1_ 5

n:Sn_Sn— - - — )
¢ YT on+a n+3 (n+3)(n+4)
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sen > 2. Logo,

- > 5 2n+3
d a, =1+ — lim S, = li =2
— “ + —~ (n+3)(n+4) nHHJPoo niIfoo n+4

A seguir apresentaremos alguns testes para decidir se uma série converge.

1.2.1 Testes de Convergéncia

Teste 1. Se Z a, converge, entdo,

n=0
lim a, =0.
n—-+o0o

O teste 1 é utilizado para provar que uma série é divergente, ou seja:

Se lim a, #0, entdo, Zan diverge.
n=0

n—-4o00

Exemplo 1.10.

[1] Estude a convergéncia da série:

. 1 . .
Como lim — =0, o teste é inconclusivo!
n—4oo N,

[2] Estude a convergéncia da série:

Como:

lim = -,
n—too2n+1 2
a série diverge.

Teste 2 (de Comparacdo). Seja Z a,, tal que 0 < a,, para todon € N.
n=0
1. Se Z b, é uma série convergente tal que 0 < a,, < b, para todo n € N, entdo:
n=0
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oo
E a, converge.

n=0
2. Se Z ¢, € uma série divergente tal que 0 < ¢,, < a,, para todo n € N, entdo:
n=0
Z a, diverge.
n=0
Exemplo 1.11.
— 1
Estude a convergéncia da série: Z T
n=0
Note que:
1 1
Ay, =

n 3n+l — @’

oo~ L oo o <
para todo n € N. Por outro lado, a série E 3w € uma série geométrica de razao
n=0

1/3. Logo, a série converge.

[ee] [ee]
Proposicdo 1.7. Se E a, € E by, sio séries convergentes, entio:

n=0 n=0
Y laan+8b) =ad an+8> b,
n=0 n=0 n=0

para todo o, 3 € R.

Exemplo 1.12.
Discuta a convergéncia da série:
n_on

>3
> %

n=0

Observamos que ndo podemos separar esta série em duas, pois ndo sabemos se
cada uma delas converge. Por outro lado:

3n—=2" 1 1



1.2. SERIES NUMERICAS 19
As séries geométricas: Z Z sao convergentes e:

1 =1
2 Sg=y

=0

o0

o
3

Nem sempre é possivel achar a soma de uma série; nés estamos apenas interes-
sados em decidir se uma série converge ou diverge.

Considere a seguinte série:

1 1 1 1 1
D=l gt gt
n=1
. 1 1
Seja f : N — R tal que f(n) = €9 (0,+00) — R tal que g(x) = ot logo,
f(n) = g(n) para todon € N.
Ry Ry
R3
R >r
4 R'S
1 2 3
Figura 1.4: Grafico de g.
1
Note que as areas dos retangulos R; sdao A(Ry) = 1, A(Ry) = 52 em geral :
1

Se tiramos o retangulo R; a soma das dreas dos retangulos restantes sera menor
que a drea sob a o grafico de g; logo:
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"d
S, < 1+/ —f, paratodo n € N.
1 T
Isto motiva o seguinte Teste:

Teste 3. Seja f : [1,+00) — R continua, decrescente e positiva tal que f(n) =
a,. Temos:

+oo o0
1. Se a integral imprépria (x) dz converge, entao Z a, converge.
1 n=1
+oo o
2. Se a integral imprépria (x) dz diverge, entdo Z a, diverge.
1 n=1

Figura 1.5: Graficos de f(z) e f(n) = a,.

Exemplo 1.13.

Estude a convergéncia das seguintes séries:

[1] Seja o > 0, e:

1
Consideremos f : [1,+00) — R tal que f(z) = —; f é continua, decrescente e
xa

positiva e f(n) = i Se o # 0:
nO(

— = lim — = lim = lim —;
T botoo i XY botoo l —af;  boto 11—«

/+°° dx b dx pie | e —1
1

logo, se a > 1 a integral converge; se & < 1 a integral diverge. Segue de imediato,
que a integral também diverge se o = 1.
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i I Jconverge se a>1
= n diverge se 0<a<l.

Entéo, por exemplo:

1 1 1
— diverge, — converge, — diverge.
2 e 2 conversen 2 divers

Em geral, fazendo k = n + [, onde ! € R, temos:
i 1 &1 Jconverge se a>1
e (n 1) ke diverge se 0<a<l.

Entéo, por exemplo:

Z ( ! diverge,

—(n+ 2)
i ! converge
£ (n+5) 8
f: ! diverge
—vn+38 8¢
= In(n)
1) ==
n=1
. In(x) )
Consideremos f : [1,4+00) — R tal que f(x) = ——; f é continua, decrescente e
T
positivae f(n) = lnfln)
+o00 b l In(b 2
/ in(z) dr = lim / n(z) dr = lim (n( )) :
1 x b—too J; X b—too 2

logo, a integral diverge. Portanto, a série diverge.

Teste 4. Seja Z a, tal que a,, > 0e lim Gtt _ g,

n—+00 Ay
n=1
1. Se L < 1, a série converge.
2.Se L > 1, a série diverge.

3.Se L = 1, o teste é inconclusivo.
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Exemplo 1.14.

Estude a convergéncia da série:

n

lim 2ntl limk[ i ] - limk[l— ! } _k
e

n—+00 @, n—-4o0 n-+1

Note que Intl _ g [ - ] ; entdo:
n+1

Se — < 1,isto é, k < ¢, a série converge.

| |

Se — > 1,isto é, k > ¢, a série diverge.

1.2.2 Séries Alternadas

o0
Definicao 1.4. A série Z a,, € dita alternada se a,, - a,+1 < 0 para todon > 1, ou seja,

n=0
se é do tipo:
S (-1 a
n=0
Teste 5. Seja a série alternada Z(—l)” a, tal que:
n=0

1. a, > a,41 paratodon > 1e

2. lim a, =0.
n—-+o0o

Entdo, a série alternada converge.

Exemplo 1.15.

> n
ori (=1
A série: E converge.
n
n=1

1
< —paratodon € Ne lim a, =0.
n

n—-4oo

1 1
De fato, a,, = —; como n < n-+1, entao,
n n—+1

o0 oo
Definicao 1.5. A série E a,, converge absolutamente se E |a,| converge
n=0 n=0
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o0 o [ee]
Se a série E a, converge e g |la,| diverge, entdo E a,, é dita condicionalmente

n=0 n=0 n=0
convergente.

Exemplo 1.16.
(="

n

(="

n2

converge condicionalmente.

[1]. A série: Z
n=0

[2] A série: Z

n=0

converge absolutamente.

Ap+1

= L; entao, se:

n—-4oo

Teste 6. Seja » a, e lim
n=0

Qn

oo
1. L <1, a série Z a, converge absolutamente.

n=0

[o¢]
2. L > 1, a série Z a,, diverge.
n=0

Exemplo 1.17.

oo n '

. . (—=1)"n!

Estude a convergéncia da série: E —
n

n=0

" 11" 1
:lim{n}:lim {1— }:—<1;
n—+oo [N+ 1

Qp+1
G,

lim
n—-4o00

logo, a série converge absolutamente.

1.3 Sequéncias de Func¢des

Seja A C ReF(A,R) ={f/f:A— R} oconjunto das fungdes reais definidas
sobre A.

Definicao 1.6. Uma sequéncia de fungdes é uma correspondéncia que associa a cada
niimero natural uma vinica fungdo:

f*N— %(A,]R),
que denotamos por f(n) = f, : A — R.

A sequéncia de fungdes é denotada por: ( f”)neN' Para todo = € A, a sequéncia
(fu(2)), oy € uma sequéncia numérica.



24 CAPITULO 1. SEQUENCIAS E SERIES

Exemplo 1.18.

[1] Seja A =[0,1] e (:E")neN = (:Jc, %, 3, .. )

[2] Seja A = [0, +00) e (\/na:)neN = (\/5, V2x,...,\/nz,... )

Defini¢do 1.7. Uma sequéncia de fungdes ( fn)n oy fais que f, : A — R, converge

pontualmente ou, simplesmente para a fungdo f : A — R se para todo x € A e para
todo € > 0 existe ng € N tal que |f,(x) — f(x)| < e para todo n > ny.

O namero ny = n(e, ), depende tanto de € como do ponto z,. Uma sequéncia
de fungdes ¢ dita divergente se ndo converge. Se a sequéncia ( f”)neN converge
pontualmente para f, para todo = € A fixado, tem-se:

f(x) é dito o limite pontual da sequéncia .

Exemplo 1.19.

[1] Seja A = [0,1]. A sequéncia (x”)neN = (1, =, 2%, 23,...) converge pontual-

mente para a funcdo f : [0,1] — R definida por:
0 se z€][0,1)
1 se z=1

f(z)= lim 2" = {

[2] Seja A = R. A sequéncia ( f”)neN tal que f,(x) converge pontual-

T 1t n2g2
mente para a fun¢do f : R — R definida por:
nw x
f(z)= lim ——— = lim ——=0.
n—-00 n—-—+oo ]_
ool +n*w too b g
n

Figura 1.6: Graficos de fi(x), fa(z), f3(x) e fa(z).
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[3] Seja A = R. A sequéncia ( f”)nEN tal que f,(z) = <1 + E) converge pontual-
n

mente para a fun¢do f : R — R definida por:

n—-+o0o

f(z) = lim {1 + %]” =e".

S S S
-2 -1 0 1 2

Figura 1.7: Graficos de fi(x), f5(x), fi5(z) e fioo(x).

Dada uma sequéncia de funcdes ( f”)n oy €m que cada f, seja continua em A e

( f”)n oy convirja pontualmente a uma fungéo f, nada nos garante que [ seja con-
tinua.

De fato, no primeiro exemplo, as f,(z) = 2™ sdo continuas em [0, 1] mas conver-
gem pontualmente para uma funcdo descontinua. Vejamos outro exemplo:

Exemplo 1.20.
Seja A=10,1] e
9 1
n—n‘r se 0<zr<-—
falz) = n
0 nos outros casos.

1in1 fn(x) =0em [0,1], mas:
1 1/n 1
/ fn(a:)dx:/ (n—n*z)dr = ~.
0 0 2

1
Como / 0dx = 0, temos:
0

Jin [ it [ s g
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.8: Grafico de f;(z), parai =1, 2, 3, 4, 5.

Os exemplos apresentados indicam que a convergéncia pontual de uma sequén-
cia de fung¢des ndo é suficiente para preservar as propriedades das fung¢des que
formam a seqéncia; daia necessidade da seguinte definigdo:

Defini¢do 1.8. Uma sequéncia de fungoes ( f”)neN converge uniformente para a fungio
[ se para todo € > 0 existe ny € N tal que | f,(x) — f(z)| < & para todo n > nq seja qual
forxz e A.

O namero ny = n(c), depende somente de ¢.

Em geral, provar que uma sequéncia de fun¢des converge uniformemente é bas-
tante complicado.

Uma possivel interpretagdo da continuidade uniforme é a seguinte: Fixada uma
faixa de largura 2 ¢ em torno do grafico de f, a partir de um certo n, os gréficos
das fungoes f,, ficam dentro desta faixa.

Claramente, se uma sequéncia de fung¢des converge uniformemente para f, con-
verge pontualmente para f. A reciproca é falsa. Veja o primeiro exemplo.

A seguinte proposicao € util para verificar se uma sequéncia converge uniforme-
mente.

Proposicao 1.8. Seja a sequéncia de fungoes ( f,)nen definidas sobre A C R. Se existe
uma sequéncia numerica (an)neN que converge para zero e | f,(x) — f(x)| < a,, para todo
x € A, entdo a sequéncia de fungoes ( f,,)nen converge uniformente para f.

Exemplo 1.21.

. . [cos(nz) .
A sequéncia | ——— converge uniformemente para zero. Observe que:
n
neN

cos(nx) _
- Y

1
n

—O'S
n
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. (1 N ~
CcOmo a sequencia (— converge para zero, a sequencia de fungoes converge
n
neN

uniformente para zero.

Figura 1.9: Grafico de fio(z) e f50(2).

Teorema 1.1. Seja a sequéncia de fungdes ( f,,)nen que converge uniformente para f.

1. Seas f, sdo continuas em A, entdo f é continua em A e:

lim [lim fn(x)] = lim { lim fn(x)] = lim f(x).

n——4oo | r—x T—T n—-4o0o T—T0
0 0

2. Seas f, sio integrdveis em A, entdo f é integrdvel em A e:

i [Crwar= [ ] i )] de= [
se [a,b] C A.

Exemplo 1.22.

Considere a sequéncia de fungoes ( f,,)nen tal que

sen(n x)
folz) = :
Claramente a sequéncia converge uniformente para a funcdo f(z) = 0. Supo-
nhamos que podemos derivar em x a sequéncia ; isto é f/(z) = cos(nx), logo;
f1(0) = 1 e asequéncia (1),ey converge para 1 e ndo para f'(0) = 0.

n

Teorema 1.2. Seja a sequéncia de fungoes (f,)nen tais que as f,, sdo diferencidveis em
A. Se a sequéncia (f,,)nen converge pontualmente para f e a sequéncia (f))nen converge
uniformente para g, entio f é derivdvelem Ae ' = g.



28 CAPITULO 1. SEQUENCIAS E SERIES

O seguinte teorema nos diz que toda funcdo continua pode ser aproximada uni-
formemente por polindmios.

Teorema 1.3. (Aproximacgio de Weierstrass) Seja [ : [a,b] — R continua; entdo
existe uma sequéncia de fungoes (P, )nen, onde P, (x) sdo polindmios, que converge uni-
formemente para f em |a, b

1.4 Séries de Funcgodes

Com as consideracgdes feitas no pardgrafo sobre as séries nlimericas, seja a sequén-
cia de funcdes (f,)nen, © € A e construamos a sequéncia de fungdes (.5,),en tal
que:

Sn() = fi(z) + fo(z) + fa(x) + ... + fu(x).

Se a sequéncia (.5,,(z)),en converge pontualmente para S(z), dizemos que a série
de fungdes converge pontualmente e escrevemos:

Se a sequéncia (S,,())nen converge uniformemente para S(z), dizemos que a sé-
rie de fungdes converge uniformemente e escrevemos:

Exemplo 1.23.

Seja A=[0,1]e Z fotalque fi(z) =xze fu(z) =a" — 2", n>1.
n=1

A n-ésima soma parcial da série é S, (z) = z"; logo, a sequéncia das somas parci-
ais converge pontualmente em A para a funcdo f, onde

{0 se x€][0,1)

1 se =x.

fz) =

Mas, a série ndo converge uniformemente em A.

1
De fato, dado 0 < ¢ < 5 €m0 € N, seja z = (2¢)Y/™~! em:

i folx) = 2™ — 2" 1

n=ng
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entao
|zm — 20| = |(2¢)™/m0~1 — 2¢] e se m for suficientemente grande (2¢)™/"0~! < ¢
e:
m
Z fo(@)] = |2™ — 2™ > ¢,
n=ng
para z = (2¢)t/m0~ L,

Da mesma forma que para as sequéncias de fun¢des determinar a convergéncia
uniforme de uma série é bastante complicado.

O seguinte teorema cladssico é o mais ttil para decidir se uma série de funcdes
converge uniformente.

Teorema 1.4. (Teste M de Weierstrass) Seja Z fn tal que f, : A — R. Se:

n=0
1. |fu(z)| < M, para todo x € A e para todon € N.

oo

2. A série numérica Z M, converge.
n=0
o0
Entdo, Z [ converge uniformemente e absolutamente para alguma fungio f : A — R.
n=0
Exemplo 1.24.
> cos(nx)
1] Seja — xR
[1] Sej ; e
Como:
cos(nx) 1
nyn |~ n3/?
para todo = € R e a série:
> 5
— n3/2

converge, a série dada converge uniformemente em R.
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Figura 1.10: Gréafico dos 1000 primeiros somandos de [1].

2] Seja > = (2) 4 € (0, 400).
n=1

n°+x
Como:
cos™(x) 1
n?+x | n?
— 1
para todo = € R e a série E —; converge, a série dada converge uniformemente
n=0 "
em (0, +00).

Figura 1.11: Gréfico dos 1000 primeiros somandos de [2].

Os teoremas do pardgrafo anterior, no caso de séries de fun¢des, assumem a se-
guinte forma:

Teorema 1.5. Seja Z [ uniformemente converge para f em A.

n=1

1. Se cada f,, é continua em xy € A, entdo f é continua em xy € A.

2. Se cada f,, é integrdvel em [a,b] C A, entdo f é integrdvel em [a, b] e:
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/aan dx—z/ ful

o0

Teorema 1.6. Seja Z fn onde as f,, sdo diferencidveis em [a, b|:
n=1
oo
1. Se para algum ¢ € [a, b] a série numérica Z fn(c) converge.
n=1
o0
2. A série Z 1, converge uniformemente em [a, b).
n=1
o0
Entdo, Z fn converge uniformemente para uma fungdo diferencidvel em [a, b].
n=1

1.5 Séries de Poténcias

Muitas fun¢des importantes em Matematica podem ser expressas como séries de
poténcias, as quais sdo a generalizagdo dos polindmios.

Definic¢ao 1.9. Uma série de poténcias em torno de x, ou de poténcias de v — x,, é uma
série de fungoes, do tipo:

Zan (x —x0)" =ao +a, (x—x0) +ag (x —20)* ++as(x —29)> +... (1.2

a;, To € R.

Se zo = 0 em (1.2), entdo:

Zan:ﬂ”:ao+a1x+a2x2+a3x3+ ...... +ap, "+ ... (1.3)
n=0
a;, To € R.
Todas as séries do tipo (1.2) podem ser escritas como em (1.3), fazendo a mudanga
t=x— xg.

Zan x — )" Zantn

Logo, por comodidade, estudaremos as séries do tipo (1.3). Note que dada a série
de poténcias (1.3) fazendo » = =z, a série de poténcias se transforma numa série
numérica. Toda série de poténcias do tipo (1.3) converge se x = 0.
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Teorema 1.7. Seja uma série de poténcias do tipo (1.3):

1. Se existe xy # 0 tal que a série numeérica E a, x; converge, entdo (1.3) converge

n=0
absolutamente em (—|xo|, |ol)
2. Se existe x1 # 0 tal que a série numérica Z a, o} diverge, entdo (1.3) diverge em
n=0

(=00, =f1]) U (|1, +00).

O conjunto:

D={zeR/ Zan x" converge}
n=0

é chamado dominio de convergéncia de (1.3). Note que D # @, pois 0 € D. E
possivel provar que D é um intervalo centrado em 2, = 0, que pode ser aberto,
fechado, semi-aberto ou reduzir-se a um ponto. Veja [LE]. Se D é um conjunto li-
mitado e p é a menor cota superior de D, entdo p é chamado raio de convergéncia
da série de poténcias.

Definicao 1.10. Se D é um conjunto ilimitado, entdo dizemos que (1.3) tem raio de
convergéncia p = +oo. Se D é um conjunto limitado, entdo dizemos que (1.3) tem raio
de convergéncia p < +o0.

[e.e]

Teorema 1.8. Considere a série de poténcias E a, x" com raio de convergéncia p:

n=0

1. Se p = 0 a série converge somente para v = 0.
2. Se p = +o0 a série (1.3) converge absolutamente para todo = € R.

3. Se 0 < p < +oo a série (1.3) converge absolutamente no intervalo (—p, p) e diverge
em:

O intervalo (—p, p) é dito intervalo de convergéncia da série de poténcias (1.3).
Nos extremos do intervalo, ou seja, em © = £p, nada se pode afirmar e a série

pode convergir ou divergir.

Proposicao 1.9. Seja p o raio de convergéncia da série de poténcias (1.3); entdo para todo
r > 0 tal que r < p, a série de poténcias (1.3) converge uniformente em [—r, r|.

Esta proposicdo segue diretamente do teorema de Weierstrass.
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Exemplo 1.25.

Estude a convergéncia das seguintes séries de poténcias

1) a"=1+a+a’+2°+a2*+. 42"+ ...
n=0

De forma andloga ao que fizemos para determinar a série geométrica, podemos
verificar que para todo zy # 0, temos que:

;x =1, se lz| <
e diverge se |z| > 1.
[ee]
[21) nla"=1+2+22"+62° + 242+ . +nla"+. ... ..
n=0

Para todo zy # 0 a série numérica diverge, pois

lim nlzg # 0.

n— 400
o0
Teorema 1.9. Seja E a, x". Entdo:
n=0
. ap
p= lim .
n—+00 | A1

Exemplo 1.26.

Estude a convergéncia das seguintes séries de poténcias:

[y =

Qn

= lim (n+1) = 4o0.

n—-4o00

p= lim

n—-4o00

an—i—l
Logo, a série converge absolutamente para todo = € R.

oo

(x+1)"
n=1
a 1
= i "= lim 2(14-) =2
p=lim |- = lim 2(1+ )

Logo, a série converge absolutamente para todo z tal que |z + 1| < 2, isto é, no
intervalo (—3,1).

Nenhum teorema da informacao sobre a convergéncia nos extremos do inter-
valo de convergéncia. Estes devem ser estudados separadamente.
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Assim, se © = —3;

a série converge.

Sex=1;
i(x+1)”_§:(1+1)n_ =1
n=1 2”7L __nzl 2"71 __n:ln7

a série diverge. Logo a série de poténcias converge absolutamente em [—3, 1).

Figura 1.12: Gréfico dos 1000 primeiros somandos de [2].

n .2n

= (-1)"x
93

= lim 4(n+1)% = +oo,

= lim
P n— 400

n—-4o00

Qp+1

a série converge absolutamente para todo = € R.

1.

‘ ‘
7 2\/6

Figura 1.13: Gréfico dos 1000 primeiros somandos de [3].
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A seguir, responderemos a seguinte questdo: "Dada uma funcdo f, existe uma
série de poténcias com raio de convergéncia p > 0 que sejaigual a f?” A resposta
é ndo. As fungdes que podem ser representadas por séries de poténcias formam
uma classe especial de fungdes.

1.6 Funcdes Analiticas

Definicao 1.11. Uma fungdo é analitica no ponto x, se pode ser escrita como uma série
de poténcias em x — x, com raio de convergéncia p > 0.

Seja f uma funcdo analitica em z; entdo:

fi(vo—pxo+p) — R

é tal que:

f(z) = Zan (x —x0)"; |z — 20| < p-
n=0

Proposic¢do 1.10. Se f é analitica em x,; entdo:
1. f écontinuaem (xg — p, o + p).

2. f éintegrdavel para todo [a,b] C (zo — p,xo + p) €:

/abf(x)dx: /ab {ia (:Jc—xo)”] dx

n=0
o0 b
— Zan / (x — xo)" dx
n=0 a
B i a, ($ T )n+1
N —~ n—+1 "

Teorema 1.10. Se f é analitica em x( entdo, f' é analitica em x e:
o0

f(x) = Znan (x —20)" Y |z — 20| < p.
n=1

Corolario 1.11. Se f é analitica em x, entdo a n-ésima derivada f™ é analitica em x,.
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Exemplo 1.27.

= 1
[1] Sabemos que: Z " = T se |z| < 1. Logo, a fungdo:
n=0

é analitica somente para |z| < 1. Note que o dominio de f é R — {1}.

/

Figura 1.14: Gréficos de f e de f como func¢do analitica, respectivamente.

1
[2] A funcado ——— ¢é analitica?
1+ 22

Note que f(—z?) onde f é dada no exercicio anterior. Logo:

“ T
1 = - "
= T = Y = Y
n=0 n=0
se |2?| < 1,isto é |z| < 1.
. 1 . ”
[3] A fungédo g(z) = e é analitica?
Note que f'(z) = ——— onde f(z) = ——. Logo:
ote que f'(z) = (1—95)2'0 e f(z) = 7— Logo:
o) = — = ) = 3 L = 3
(1—x)? dx — ’

se |z| < 1.

[4] A fungdo g(z) = arctg(z) é analitica?

1
Note que / 5 dxr = arctg(x) + c. Logo:
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se |z| < 1. Por outro lado, 0 = arctg(0) = ¢, logo:

> n 2n+1

arctg Z 2n+1

n=

[5] Consideremos a funcao:

o n 2n
Z 22n
n=0

Jo é claramente analitica para todo =z € R. J, é chamada fun¢do de Bessel de
ordem zero.

[6] Que funcdo representa a série:

oo n

Seja f(x) = Z % ; entdo f € analitica para todo » € R. Logo:

n=0
o d " o9 "
a ano dx nl =2 (n—

n=1

OOZE

e f'(z) = f(x); entdo, f(x) = ce®. Por outro lado, 1 = f(0) = ¢, e:

x n
- T
=T
n:
n=0

~ Z . —_— 2 Z z
[7] Sabemos que ndo é possivel calcular / e " dt. Porém, podemos calcula-14
0
por um valor aproximado e avaliar o erro cometido.
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L L
0.5 1.0 15 20

Figura 1.15: Grafico de f(t) = e .

oo n

x
Como e” = Z —, entdo para todo ¢ € R (por que?):
n!

n=0
B 0 (_tQ)n o -1 nt2n
DI S M

1

‘:O ( 1) t2n+1
:§(2n+1)n'
(="
Z(2n+1)n"

1

A ultima série é alternada com a,, = ——«——.
(2n+1)n!

Nao é dificil comprovar que:
lim a,=0 e ap1 <a,
n—-+o00

isto €, a série converge. Entdo, o erro:

e—‘/ Pdt— S

onde S, é a n-ésima soma parcial da série alternada. Por exemplo, se n = 10:

< (p+1

1
/ e dt ~ 0.7468241207
0

1
< = ————— ~(.1089222104 x 1075.
eoerroe < ap 018036400 X
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1.7 Séries de Taylor

Se f é analitica em 2y = 0, entdo: f(z) = Z a, z". Que relagado existe entre a,, e
f’) n=0
f(x)=ao+arz+aga®+aza® +aga* +...... a4 ...
fl(x) =a; +2ayr +3az2x® +4dag2® +...... +na, " 4L
f"(r) =2as+6azr+12as2> +...... +nn—1)a, 2" 2 +......
fOx)=6as+24asx+60asz* +...... +nn—1)(n—-2)a, 2" > +......
fW(x)=24as+120as2 + 360ag2>. .. ... +nn—-—1)(n-2)(n—3az"*+......
Logo
f O) = Qy,
f’(O) = Qay,
£(0) = 2a,,
£3(0) = 6as,
f(4)(a:) =24 ay,
fP0)=nn-1)(n-2)(n—-3)...2 lay,,
Em geral:
(n)
o170
n!

Entdo, provamos o seguinte teorema:

Teorema 1.12. Se f é analitica em x; entdo:

n

>, fn)
f(z) :Zf ('I()) (x —x0)", |z —x0| <p.
n=0 ’

Esta série é chamada série de Taylor de f centrada em .

Do teorema segue que se f for analitica em z, entdo f é de classe C*° em z,. A
reciproca é falsa.
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Exemplo 1.28.

[1] Seja a funcéo:

0 se x=0.

f(:g):{e“” se x40

[ é de classe C* em 0, mas tem série de Taylor nula em 0. Veja exercicio 9.

0.20

—0.5 0.0 0.5

Figura 1.16: Grafico de f ao redor da origem.

[2] Ache a série de Taylor de f(z) = sen(x) em torno de 0.

f(z) = sen(x),
f'(z) = cos(z) = sen(m + g),
f"(z) = —sen(z) = sen(x + 27%),

fO(z) = —cos(x) = sen(z + 3;)

fM(z) = sen(z + %)

Logo, f*"(0) = 0 para todo n € Ne f@"*)(0) = (—1)"; entdo:
0 (_1)n I_Qn—i—l
sen(w) = 3 2n+ 1)
n=0

para todo x € R. (Verifique!). Por outro lado, sabemos que:

cos(z) = (sen(z))" = {i %]/

n=0
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Entao:
0 n 2n+1 ! o (2n+1) n 2n o n 2n
cos(@ LZ @2n+ 1) } _;) (2n+1 ;)
Logo:
& (_1)n r2n
cos(x) = Z o)
n=0 ’
1
[3] Ache a série de Taylor de f(z) = In (1 i ) em torno de 0. Utilize esta série
para calcular:
- 1
£ (2n+ 1) 32+
. 1+« B 2
Seja f(z) = In (m), entdo f'(z) = o

que:

2 o0
/ _ o 2n

n=0

se |z| < 1. Por outro lado:

o0 2n+1

/f t)dt = Z /t%dt—Z;Qx

se |z| < 1. Note que:

1+1/2
n<1—1/2)

{ z:: 2n+1) 32”“]'

f(1/3)=1 ~ In(2)

Logo:

= 1 In(2)

1
(2n+1)37+ 2 3

n=1

Proposicdo 1.11. Se f e g sdo fungdes analiticas em x,,; entdo:

1. o f + (g éanalitica em xy.
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2. f g éanalitica em x.

Exemplo 1.29.

Ache a série de Taylor de f(z) = cosh(z) em torno de 0.

Sabemos que:

e +e " =
cosh(x) = 5 eque e’ = g —
n!

n=0

é analitica. Logo:

cosh(z) = % Li) ”;”1—7: + nf% (_j)n}
[

Proposicao 1.12. A representagio em série de poténcias de uma fungio analitica é iinica.

De fato, se f, g : (—p, p) — R sdo tais que:

f(z) = Zanx" e g(x) :anx".
n=0 n=0
Se f™(0) = ¢g™(0) para todo n € N; entéo:

(n) (n)
0 = f(0) _ 9 (0) _b.
n! n!

para todo n € N. Entdo, f(z) = g(x), para todo z € (—p, p).
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1.8 Exercicios

1. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

oy At

e) Z(—Q)” "

g) 2(2’”)”

n!
n=0

i) Zn2 (x+1)"

(=)™ (z+2)"

b — 32

d) g(‘l)"";y - "
f) §0<I2j;>"
oy

; %(—1)” (2l

2. Determine a série de Taylor das seguintes fun¢des, em torno do ponto dado:

a) f(z) =€, 2g=0
o) f(z) =In(z), =1
e) f(x) =e¢", x¢=2

g) f(z) = cos(x), w0 = %

3. Verifique que:

a) ln(x—i—l):i%

1

b) f(z) = cos(3 )

[E():O

d) f(z)=142)"2 x,=0
f) f(x) = sen(x), m= %
h) f(z) = sen(z), xo= g
b) sen(z) = i((—;i”ﬁ”;
d) senh(z) = nf%(;: ”;1)!

D arctglz) = (—213:5:“
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4. Seja a € R. A seguinte série é chamada binomial:

1+Z ala=1)...(a=n+1)a"

n!

(a—n+1)z"
n!

S —1)..
a) Verifique que: (1 4+ 2)* =1+ Z aa—1)
n=1
b) Ache o raio de convergéncia da série. (|z| < 1).

c) Se a € N, verifique que: (1+2)* =1+ Z (a) x".

d) Se f(x) = calcule f(19(0).

1
VaZ+ 1’
e) Na teoria da relatividade especial a massa de um objeto se movendo a uma
%, onde Q(v) = /1 —v%/c?, my é a massa

(Y

do objeto em repouso e c é a velocidade da luz. A energia cinética do objeto
é dada por:

velocidade v é dada por: m =

() = me = mac = moc? | i —1],

Determine a série de Taylor de K’ = K (v) em torno de 0.

5. Esboce o grafico das fungdes de [2] e da sua respectiva série de Taylor para
n=1,
2, 3.

6. Polinémios de Taylor Se f, f/, f”, ... f*Y sdo de classe C"*' em |z — x| < p,

entao,

f(x) = Py(x) + Ry(x),

onde P,(z) = z": f(i),(x()) (x —x0)" € lim _Ra(2) = 0.

i! z—zo (x — xo)"

O polindmio P,(x) é dito n-ésimo polindmio de Taylor de f ao redor de z; e o
termo R, (z) é dito resto da série de Taylor.

Se | " (x)| < M, |z —xo| < p, é possivel verificar que o erro E, da aproximagao
da funcdo pelo polindmio de Taylor é:
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E=[f(x) = Pa(2)] = |Ra(2)] < =57 | = 2o|""",

para |z — xo| < p.
a) Calcule sen(1) com um erro menor que 10~

b) Calcule ln(%) com um erro menor que 1073,

c) Estime o erro de aproximagdo de K (v), de [4] por P (v) se [v| < 100m/s.

7. Utilizando P;(x), calcule o valor aproximado de:

! 2
a)/ e’ dux.
0
w/2
b)/ sen(z?) dx
0

8. Verifique quais funcdes de [3] sdo analiticas para todo = € R.

9. Verifique que a fungdo:

w={ L

se x =0,

possui todas as derivadas em zy = 0 mas ndo é analitica em z( = 0.
10. Se f é g sao func¢os analiticas em x; verifique que:
9 0

a) f + g é analitica em x,. Calcule o raio de convergéncia.

b) f - g é analitica em z,. Calcule o raio de convergéncia.

c) Se f Zanx eg(z Zb z"; entdo:
f(z)- :Z{Za] o ]} x".

n=0 "-75=0

Determine a série de de poténcias de f(z) = e” - sen(x).

45



46

CAPITULO 1. SEQUENCIAS E SERIES



Capitulo 2

SOLUCOES ANALITICAS DE
EDO’S LINEARES

2.1 Introducao

Neste capitulo indicamos a leitura em [NP] do capitulo que estuda das edo’s
lineares de segunda ordem. Nos utilizaremos as nota¢des de [NP]. Algumas
provas dos teoremas podem ser vistas no Apéndice.

Consideremos a edo linear de ordem n:

Pn(x) y(n) + Pn—l(‘r> y(n_l) + Pn—?(x> y(n_2) +oo + PO(‘T) Yy = h(l’), (21)

onde P, = P,(x) e h = h(z) sdo fungdes definidas num intervalo aberto I.

Defini¢do 2.1. O ponto x é dito regular de (2.1) se P,(xy) # 0. Caso contrdrio é dito
singular.

Note que se P, = P,(z) é continua e z, é um ponto regular de (2.1), entdo, existe
e > 0 tal que P,(x) # 0 para todo = € (zg — &,x¢ + €).

Exemplo 2.1.
[1] Equacdo de Airy:

y' +xy=0.

Nesta equagdo todos os pontos sdo regulares. A edo de Airy é utilizada na teoria
da difracao.

[2] Equacdo de Bessel de ordem v > 0:

2?2y +ay +(@* - 1)y =0.

47
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Py(z) = 2* = 0, se e somente se z = (; logo, x = 0 é o tinico ponto singular da edo
de Bessel. Esta edo é utilizada no estudo da vibracdo de membranas.

[3] Equacdo de Hermite de ordem p € R:

y'—2xy +py=0.

Nesta equagdo todos os pontos sdo regulares. Um tipo especial de solugdo da edo
de Hermite (os polindmios) sdo utilizados na Mecéanica Quantica para estudar as
solucdes da equagdo de Schrodinger para osciladores harmonicos.

[4] Equacdo de Laguerre de ordem p € R:

zy"+(1—2)y +py=0.

Py(x) = x =0, se e somente se = 0; logo, = 0 é o tinico ponto singular da edo.
Um tipo especial de solugdo da edo de Laguerre (os polindmios) sdo utilizados
na Mecanica Quantica do d&tomo de hidrogénio.

[5] Equacdo de Legendre:

(1—2))y" =22y +ala+1)y=0, ack.

Py(xz) =1 —2? =0, se e somente se z = £1; logo, z = 1 e z = —1 sdo os tnicos
pontos singulares da edo de Legendre. Esta edo aparece no estudo das solugdes
da equacdo de potencial em esferas.

2.2 Soluc¢oes em Torno de Pontos Regulares

Seja z ponto regular de (2.1); entdo podemos reescrever a edo (2.1):
y ™+ Ay () y" Y + A () y P + Ap(z)y = H(z). (2.2)

Teorema 2.1. Se x( é um ponto reqular de (2.1) tal que Ay, Ay, ... A,—1, H sdo fungoes
analiticas em |x — x| < p, p > 0, entdo toda solugio de (2.2) definida em x é analitica
em xg.

Observagoes 2.1.

1. Os métodos que estudaremos a seguir podem ser utilizados em edo’s line-
ares de qualquer ordem. Nestas notas estudaremos apenas o caso de or-
dem n = 2 pois é onde se encontram as edo’s mais importantes da Fisica-
Matematica.

2. Dentre as edo’s de segunda ordem, estudaremos as homogéneas, pois os
métodos para achar solugdes particulares de edo continuam validos. Veja
[NP].
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Consideremos a edo de segunda ordem homogénea:

Py(z)y" + Pi(x)y + Po(z)y = 0. (2.3)

Seja zy um ponto regular de (2.3); entdo:

y' +px)y' +q(z)y = 0. (2.4)

Suponha que z, = 0 é um ponto regular de (2.3). Como p = p(z) e ¢ = ¢(z) sao
analiticas, entdo tem raio de convergéncia p; > 0 e p, > 0, respectivamente. Seja
p 0 menor entre p; e ps €:

[ee] [e.e]
=Y par", ql@) =) g x| <p.
n=0 n=0

Procuramos solug¢des do tipo:

o¢]
= Zanx", lz] < p.
n=0

Derivando formalmente esta série, temos:

y'(x) = Znan 2"l = Z(n + 1) apq 2",
n=1 n=0
[ee] (e}
y'(2)=) nn—1)a,z"?*= Z(n +1)(n+2)ay22™;
n=2 n=0

onde na primeira série trocamos n — 1 por n e na segunda série trocamos n — 2
por n. Entao:

n

p(@)y'(z) = {ipnxn} {i(n*‘l ) Gng1 } i {Z k+1)po- kak+1]

n=0 k=0

n

[Ee Sl -E[Ew]

n=0

Entdo a edo (2.3) pode ser reescrita como:

Z {(n +1)(n+2)ange + Z [(k+ 1) pok Gk + Qo ak}] 2" =0.
n=0 k=0

Pela unicidade das série de poténcias, temos:
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(n + 1) (n + 2) (nt2 + Z [(k + 1)Pn7k: Qk+1 T Gn—k ak} = 07 n =20, 17 2,.... (25)
k=0

A expressdo (2.5) é dita a recorréncia da série e determina a, em funcdo das
constantes arbitrdrias a e a;. Por exemplo:

~ qoao + poay

2
_  partqag+2poaz+qar  (poqo — @) ao + (—=p1 + P — qo)
n=1—a3=— =

6 6

n=0—ay =

Agora devemos mostrar que a solugdo y = y(x) converge se |z| < p.

Seja 0 < r < p, entdo as séries ntimericas p(r) e ¢(r) convergem; em particular, os
termos gerais destas séries tendem a zero; logo sdo limitados; isto é, existe M/ > 0
tal que:

lpal ™ <M e gu|r" < M,
para todo n € N. Utilizando (2.5), obtemos:

n

(n+1)(n+2)|anee| < % Z [(k + 1) laga| + |ax]] 7

k=0
n

< D (k4 Dlagsa] +lal] r* + M |an | r.
k=0

Denotemos por: by = |agl, b1 = |a4| et

n

(n+1)(n+2)b, = %n Z [(k 4 1) bsr + bi] 7¥ + M by 7. (2.6)

,
k=0

Note 0 < |a,| < b, para todo n € N. Se trocamos n por n — 1 e n por n — 2 em

(2.6), obtemos:

n

M
n(n—i—l)bnﬂzmz[(k+1)bk+1+bk] r* + Mb,r

k=0
n

M
n(n—1)b, = . [(k 4+ 1) bpr + bi] 7" + M b,y 7
k=0

Multiplicando a primeira igualdade por n e utilizando a segunda igualdade, ob-
temos:
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M n
rn(n—1)b,y = e [(k 4+ 1) bygy + bi] " + 7 M (nby, — by_q) + M b, r"
k=0

=n(n—1)b,—Mb,_y7+1rM(nb, —by_1)+ Mb, 1"
=nn—-1)+rMn+ Mr"|b,.

Logo:

b rn(n+1) e lim by,
boyr (n—1)n+Mnr+Mrm n—+o0 by 41

“+o00
Entdo, a série E b, z" converge para |z| < r, como |a,| < b, temos que a solugdo

n=0
y = y(z) tambem converge. Nao é dificil verificar que a solugdo obtida satisfaz a
edo (2.3) . Logo, provamos:

Corolario 2.2. Se p = p(x) e ¢ = q(z) sdo analiticas em x, entdo (2.4) possui duas
solugdes linearmente independentes, analiticas, cada uma da forma:

y(x) = Z an (x — x0)™;

o raio de convergéncia de qualquer destas solugdes é no minimo a distdncia (no plano) de
xq ao ponto singular (real ou complexo) mais préximo.

Exemplo 2.2.

[1] A edo de Legendre:

1—23)y" —22¢y +a(a+1)y=0, acR.

Py(z) = 1 — x?; 0s Unicos pontos singulares sdo 1 e —1. Por exemplo, o ponto
xo = 0 é um ponto regular da edo; entdo, as solugdes analiticas no ponto 0 devem
ter raio de convergéncia p < 1.

[2] A edo:

(22 + 9y +ay + 22y =0.

Py(x) = 2* + 9; logo, os tnicos pontos singulares (complexos) sdo 3i e —3i. Por
exemplo, o ponto zy = 4 é um ponto regular da edo; entdo, as solugdes analiticas
no ponto 4 devem ter raio de convergéncia p < 5.
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Corolario 2.3. Nas condicoes do coroldrio anterior, dados ag, a; € R, entdo, existe uma
uinica solugdo y analitica em x, tal que:

y(zo) =ao

y' (o) = ar
A seguir, apresentamos o primeiro exemplo de como achar as solu¢des de uma
edo. Tentaremos fazer todos os detalhes importantes do desenvolvimento.

Exemplo 2.3.

[1] Ache a solugdo geral da edo:

(2 = 1)y +4xy +2y=0.

" eq(z) 2 sao analiti 2| < 1;1 h
e r) = ——— SaO0 analliticas se |r , 10g0, achare-
2 —1 1 2 —1 &

As fungoes p(z) =

mos as solugdes da edo em torno de zy = 0, as quais tem raio de convergéncia
p < 1. Temos:

n=1
[ee]
y'(z) = Zn(n —1)a,z"?
n=2
Note que:
2y = ZQan x",
n=0
[e.e] [ee])
dxy =4z Znanx”’l = 2477,&"1’"
n=1 n=0
(2* —1)y" = 2? Zn(n— 1) a, 2" 2 —Zn(n— 1) a, 2" 2
n=2 n=2
[e.e] (e}
= Zn(n— 1)a,z" —Zn(n— 1) a, z" 2
n=2 n=2

Por outro lado, trocando n — 2 = m ou n = m + 2 na segunda série:
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o0 o0
(2 —1)y"=2n(n—1)anx”—2n(n— 1) a, 2" 2

n=2 n=2

:Zn(n— 1)a,z" — Z(m—i—Q) (m+1)apmox™
n=0 m=0
[ee) o0

:Zn(n—l)anx"—Z(n—i—Q) (n+1)api22"
n=0 n=0

[
WE

[n(n—1)a, — (n+1) (n + 2) an4o] ™

i
o

onde na segunda série trocamos a varidvel muda m por n. Logo, a equagdo pode
ser reescrita:

(2 = 1)y +day +2y = Z(n2+3n+2)an:ﬂ” —Z(n—i—Z) (n+1)ap 22"
n= n=0

[
NE

[(n+1)(n+2)a, — (n+2) (n+1)ap2] 2"

3
Il
o

[
WE

(n+2)(n+1)(a, — api2)x" = 0.

Il
=)

n

Pela unicidade da representacdo em séries de poténcias, temos que:

(n+2)(n+1) (ap — any2) =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo:

an+2 = Up,

aratodon =0, 1, 2, 3,.. ., esta ex ressao € chamada recorréncia da série. Entéo,
) Y Y )
se:

n=0—ay = ag
n=1—a3=a;
n=2-—a4=ay = ay
n=3— a5 =as3 = a

n=4— ag = as = ap.

Em geral
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Aopn = Qp € Aopy1 = Qg, n:O,1,2

Logo, a solugdo geral da edo é:

) = ag Zw%—l—a Zx%“ (ag + a; x) Zw%
Denotando por:
2n _
Z e
y = y1(x) é uma série geométrica que converge se |z| < 1. Por outro lado:

Yyo(r) =

logo, y; e y» sdo Li. (linearmente independentes) e:

Xz

1 — 22’

Qo a1 T

y(x>:1—x2+1—x2

é a solugdo geral da edo.

I ‘ ‘ I
-1.0 —0.5 L 0.5 1.0

Figura 2.1: Graficos de y; e y,,respectivamente.

[2] Ache a solucdo geral da edo:

y' +ay +y=0.

p(x) = x e g(x) = 1 sdo analiticas para todo = € R; logo, acharemos as solugdes
em torno de z, = 0, a qual tem raio de convergéncia p = +oc. Temos:

= i a, z", y'(x) = inan "t e y'(z) = io:n (n—1)a, 2" %

n=0 n=1 n=2

Note que:
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[e.e] o
xy ==z g na, " = g na,x".
n=1 n=0

A equacdo pode ser reescrita:

I
WE

v oy +y n(n—1)anx”’2+2nanx"+2anx”
2 n=0 n=0

n

o o
n+2)(n+1)a,0x" + na, " + ay ",
+

n=0 n=0

I
NE

3
Il
o

onde na primeira série trocamos n — 2 por n. Logo:

I
NE

v'+ay 4y [(n+2)(n+1) a2+ na, + a,] 2"

i
o

[
WE

[(n+2)(n+1) a2+ (n+1)a,] 2" = 0;

I
=)

n

pela unicidade da representacdo em séries de poténcias, temos que:

n+2)(n+1)ape+(n+1)a, = (n+1) [(n+2)an+2—|— an] =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo:

Qn,
n+2’
paratodon =0, 1, 2, 3,.. ; esta expressdo é chamada recorréncia da série. Entdo,
se:

Apyo = —

n:0—>a2:—%
n—1—>a3:—%
9 a9 Qg
n=2—oaq=——-=
4 4 2x4
as aq
=37 = o =g
6 6 2% 4x6
N5 g = B ___ @
’ 7 3x5x7T
N6 e __ 4
8 8 2x4x6x8
as ay

el 9 3x5x7x9
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Em geral
S (=1)"ag
T 2xAx6x8%...(2n—2)(2n)
—1)"a
A2n+1 = ) a

Ix3x5x7x...2n—1)2n+1)

Utilizando as notagdes:

2x4x6x8x%x...2n—2)(2n) = (2n)!!
Ix3xbx7x...2n—-1)2n+1)=(2n+1)!

Temos:

(-Yra ()&
2n)ll T QI
Logo, a solugao geral da edo é:

o= 1+ 3 G| oo [ G )

Aop

Denotando por:

n 2n > n 2n+1

HZ e Z 2n+1H’

n=

temos que o wronskiano (veja [NP]):

W (y1(0),y2(0)) = det ((1) (1)) #0,

logo, y; e y» sdo Li. (linearmente independentes).

—05F

-10-

Figura 2.2: Graficos de y; e y,,respectivamente.
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[3] Ache a solucdo geral da seguinte edo, em torno de z, = 0:

(14+ 23y —4xy +6y=0.

4x 6
= ———e¢ = sdo analiticas em torno de zy = 0. Temos:
pla) = 1 e qla) = 7 7
o0 [o¢] o0
y(@) =) ana”, Y(r)=> na,a"" e y(x)=) nn—1)a2""
n=0 n=1 n=2
Note que:

6y:§:6anx", 4xy/:§:4nanx":§:4nanx"
n=0 n=1 n=0

WE

1+2H)y" = n(n—1)a,x "2+Zn (n—1)a,x
n=2

i
[}

o
n(n—1)a,x"" 2+Zn (n—1)a,x

n=0

[M]¢

3
I|
N

NE

(n+2) (n+1)an+2x”+2n(n—1)an9@”
n=0

S
I
o

WE

[(n+1)(n+2)anio +n(n—1)a,| "

i
o

onde na primeira série trocamos n — 2 por n. Logo, a equacdo pode ser reescrita:

(1+a3)y" —day +6y= Z(n—i—Z) (n+ 1)an+2x"+2(n2 —5n+6)a,z"
n=0 n=0
(e}

[(n+2) (n+1)anpa+ (n —3) (n— 2) a,] 2" = 0;

n=0

pela unicidade da representacdo em séries de poténcias, temos que:
m+2)(n+ 1 ape+(n—-3)(n—2)a, =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo:

(n—3)(n—2)a,
n+2)(n+1) "

Ap42 = —

paratodon =0, 1, 2, 3,.... Entdo, se:
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n=0—ay,=—-3ag
451

n=1—a3=——
3

n=2—oa,=0

n=3— a; =0;
como ag = 0, entdo ag = ag = ... = az, = 0sen = 2, 3, ..., analogamente, como

as =0,entdoary = a9 = ... = ag1 =0sen =2, 3, ...
Logo, a solugdo geral da edo é:

y(x)=ao [l =3z] + o [x—%g]

3
x .
Denotando: y1(z) =1 -3z e ys(x) =2 — 5 temos que o wronskiano:

10
W(0),:0) = det () #0.
logo, y1 e y» sdo Li. (linearmente independentes). Qual é o raio de convergéncia?

[4] Ache a solucdo do PVI (problema de valor inicial):

d~y dy
2 —2t—-3)—+3(t—1)—+yt)=0
( ) 3 (=1 ()
y(1) =4
y'(1) = 1.
Note que os tnicos pontos singulares da edosdot = -1 et = 3; logo ty) = 1

é ponto regular; entdo, acharemos solugdo em t,; = 1, a qual deve ter raio de
convergéncia p < 2. Logo, consideramos inicialmente solug¢des do tipo:

oo

y(t) = an (t —to)".

n=0
Fazendoz =t—1,temos que 2®> —4 = > —2¢t—3eset = 1, entdo = = 0; por outro

d . .
lado se denotamos y’ = d—y, utilizando a regra da cadeia, obtemos o PVI:
T

(2* =) y"+3zy +y=0

y(0) =4

y'(0) = L.
Notamos que z, = 0 é ponto regular e que o raio de convergéncia da solugdo
deve ser p < 2. (Por que?).
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y(a:):Zanx”, y’(x):Znana:” ! e y"(a:):Zn(n—l)anx” 2
n=0 n=1 n=2
Logo
[ee]
Sxy':Z?)nanx,
n=1
(x2—4)y":Zn(n—1)an:U —2477, (n—1)a, 2"
n=2 n=2

A equagdo pode ser reescrita:

in n—1)a,z" —Z4n (n—1)ap,a"" 2+23nan$ —i—Zan =0,
n=2

isto é:

Zn n—1)a,x" — 24 (n+2)(n+1)apio 2" —|—Z3nanx —|—Zanx =0,
n=0 n=0 = =
onde na segunda série trocamos n — 2 por n. Logo:
e}
Z [(n+1)%a, —4(n+2) (n+1)a,]a" =0,
n=0
pela unicidade da representacdo em série de poténcias, temos que:

(n+1)2a,—4n+2)(n+1)ay2=0

paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo:

paratodon =0, 1, 2, 3,.... Entdo, se:
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n=0=a=5"7
n=1—a3= 2

3 x4

3@2 o 3&0

n=2—a =

4x4  4(2x4)

das  (2x4)ay
5x4  4(3x5)

S5ay (3 x5)ag
6x4 4(2x4x06)
6as  (2x4x6)a;
Tx4 4(3x5x7)
Tas  (3x5xT)ag
8x4 4(2x4x6x8)
8ar  (2x4x6x8)a
9x4 4(3x5xTx9)

n=3— a5 =

n=4— ag =

n=295—a; =

n=06—ag =

n=7— a9 =

Em geral

(2n+ 1lagy o (2n)ay
—_— Aoptl = — -

4(2n) T 424+ )
Logo, a solugdo geral da edo é:

(2n+ D)z 2L (2n)! g2t
1 — .
&0[ +Z 4(2n)! + o ;%4(2n+1)!!
Com as mesmas notagoes do exercicio anterior temos que: y; e y> sdo Li. Observe
que:

Qop =

y(r) = [1+a2x2+a4x4+ .]+a1[x+a3x3+a5x5+...},
y'(x) = [2a2x+4a4x +. ]—i—al [1+3a2x2+5a5x4+...].
Logo
4 =y(0) =aop
1=y(0) =a

Voltando as variaveis originais:

(2n+ 1) (t—1 @)t —
_4[1+Z + e )? }JFZ( )M (

n=0



2.3. AEQUACAO DE LEGENDRE 61

2.3 A Equacdo de Legendre

A edo de Legendre é uma edo cldssica em Matematica, que estd vinculada a di-
versas situagdes fisicas. Por exemplo, aparece no estudo das solucdes da equacao
do potencial em esferas, em problemas de gravitacdo, mecanica quantica, entre
outros.

Acharemos a solugao geral da edo de Legendre, em torno de z, = 0:

1—23)y" —22y +a(a+1)y=0, acR.

Como = = 1 e z = —1 sdo os tnicos pontos singulares, a solu¢do deve ter raio de
convergéncia p < 1.
Por outro lado:

(o) [e.e] (e}
y(z) = Z an ", y'(z) = Znan " e y(x)= Zn (n—1)a,a" 2.
n=0 n=1 n=2

oz(oH—l)y:Z (a+1)a,a",

=0
22y :i 21 a, 2" —ZQnan ,
= S Dot S
e s
:i(n+2)(n+1)an+2x"—in(n_l)anxn
= n=0
:i[(n+1)(n+2)an+2—n(n—1)%}%“;

onde na primeira série trocamos n — 2 por n. Logo. A equacdo pode ser reescrita:

Z(n+2)(n+1)an+2x”—z [n(n—1)+2n—a(a+1) a, " =0,
n=0 n=0

logo:

Z n+2 n—l—l)amg—(n—a)(n—l—ozjtl)&n} 2" =0,
n=0
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pela unicidade da representacdo em série de poténcias, temos que:
n+2)(n+1)ap2— (n—a)in+a+1)a, =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo:

(a=n)(n+a+1)a,
n+1)(n+2)

Ap42 = —

paratodon =0, 1, 2, 3,.... Entdo, se:

n:oH@:_ﬁ@%Q@
_ _ (a—1)(a+2)a
nelme s 1x2x3
(@—=2)(a+3)azs ala—2)(a+1)(a+3)ag
n=2-—aq=— —
3 x4 1x2x3x4
n:3_>a5:_(a—3)(a+4)&3: (@—1)(a—3)(a+2) (a+4)a
4 x5 1x2x3x4x%x5
(a—4)(a+5)ay a(a—2)(a—4)(a+1)(a+3)(a+5)a
n:4—>a6:— - —
5% 6 1 x2x3x4x5x%x6
n=>5—a _ (a=5)(a+6)as  (a—1)(a=3)(a=5)(a+2)(a+4)(a+6) a
B T 6 x 7 N I1xX2x3x4x5%x6x7 ‘

Em geral

(—D"a(a—2)...(a=2n+2)(a+1)(a+3)...(a+2n—1)ay
(2n)!

Aop =

(—1)”(04—1)(04—3)...(04—27%}-1)(a+2)(a+4)...(o¢+2n)a1.

i1 = (2n+1)!

Logo, a solugdo geral da edo é: y(z) = ap y1(x) + a1 y2(x), onde:

yl(m):1+Z(—1)"a(a—2)...(a—2n+2)(2((2>—i!—1)(a+3)...(a+2n_1)x2n

(D" a—1)(a=3)...(a=2n+1)(a+2)(a+4)...(a+2n)z>"
R e RICES. [ MRS DE

E imediato que y, e i, sdo Li. Lembremos que a recorréncia da edo de Legendre
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" :_(a—n)(n+a+1)an
n+2 (n+1) (n+2) )

paratodon =0, 1, 2, 3,....

1. Se a € NU {0}, entdo para o = n temos a,42 = 0 para todon € N.
2. Se v é par y;(z) é um polindmio e se a é impar y,(z) é um polindmio.

3. Por exemplo, escolhendo ay = 1 e a; = 0, temos y = y; e escolhendo ay = 0
ea; =1, temos y = y».

a=0—a=a=a=...=0—y(x)=1
a=1—a3=a5=a;=...=0—>yx)=1z
a=2—a=as=ag=...=0—y(z)=1-32°
5 3
a:3—>a5:a7:a9:...20—>y2(1’):w—Tx

4. E usual nas aplicacdes, multiplicar cada termo dos polindmios por uma
constante adequada tal que estes sejam iguais a 1 quando calculados para
r =1, isto é:

se népar

P (z) =
y2()
92(1)

5. Estes polindmios sdao chamados de Legendre e denotados por P,(z).

se néimpar.

6. Os polinémios P, (z) estdo definidos para todo x, mas sdo solugdo da edo
de Legendre somente se z € (—1,1).

7. Os seis primeiros polindmios de Legendre (normalizados) sdo:
Po(ZL’) =1 Pl(;p) =

(32*—1) Py(z) = =(52° — 3x)

NN

(632° — 702° + 15x).

| =

Py(z) == (352" —302° +3)  Ps(z) =

0| =
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1.0

-1.0

~10-

Figura 2.3: Gréficos de P, P, P;, Py e Ps.

Em geral, os polindmios de Legendre sdo dados por:

N

(=1 (2n —2k)! a2
P,(z) = kzo 2kl (n— k) (n — 2k)!7

onde N é o maior enteiro < n/2. Note que, P,(1) = 1e P,(—1) = (—1)" para todo
n. Gréficos de alguns dos polindmios:

Proposicao 2.1. Férmula de Rodrigues:

Lo

2 n
= — 1™
2n ! dzn (@ )

Fu(x)

De fato, utilizando que:

ﬁxQ(”’a) _ (2n — 2a)! g2

dx™ (n—2a)!

Como:

_ 2l (=)™ (2n —2k) a2
Pn(iﬂ) - kz:: n k! (n _ k)! (n — Qk)!

N n mn
_ 1 3 (- d 2n—k)
k! (n —k)! dzm

k=0
n N n
2" nl dan = k! (n—k)!
_ 1 d_( 2 1)n
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Os polindmios de Legendre aparecem no problema geométrico de determinar a
distancia inversa. Devido a isto, sdo utilizados com frequéncia em problemas de
eletrostética e gravitagdo.

2.3.1 Exemplos e Aplicacoes

1. Os polindmios de Legendre satisfazem a seguinte propriedade:

1 0 se n#m
/ P,(x) Py (z)dx = 2
_1 se n=m.
2n+1

Esta propriedade é chamada ortogonalidade dos polindmios de Legendre. Para
mais detalhes, veja o proximo capitulo. Primeiramente mostraremos que:

/1 P,(x) Ry, (x) dz =0,

1

onde R,,(x) é um polindmio de grau 0 < m < n. Logo, basta mostrar que:

1
/ ™ Py (z)dx = 0.

1

Denotemos por Q(z) = (22 — 1)" e QM(x) = %&x); entdo pela férmula de
Rodrigues:

1 1
2" n! / ™ P, (x)dx :/ 2™ QM (x) da.

1 -1

Integramos por partes a dltima integral utilizando que Q(”)(il) = 0; logo, inte-
graremos por partes, m vezes, a integral resultante:

1
2" n! / ™ Py(z) dx = 2™ QY

1

1 1
- m/ 2™ QY (z) dx
—1 —1
1
=—m / 2™ 1 QY (1) da
-1

=(—1)"ml! /11 QU™ (z) dx
1

= 0.

-1

= (—1)™m! Q" V(x)

Em particular:
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/1 P,(z) Pp(x)dr =0 se mn#m.

1

Sen=m:

I=(2"n!)? /_1 P2(x) dx = /_1 QM (z) Q™ (z) dx.

Integramos por partes a tltima integral; logo,integraremos por partes n vezes a
integral resultante:

I= Q(Q(”1

/ Q n+1 (l‘) dx
[ Q<”—”<x> s
-1

=(-1)" 1 QP Q(z) dx
-1

— (1) /_1 Ol =) @ -1y
:(—1)“(2n)!/_(—1)"(1—x2)"dx

= (2n)! /_1(1 + )" (1 —2)"dz,

2n

dx2n
partes a ultima integral e novamente integraremos por partes n vezes a integral

resultante:

onde utilizamos o fato de que [(z2—1)"] = (2n)! (verifique!). Integramos por

(1—2)"(1+z)"*?
n+1

1 N 1
+ / (1+z)"™ (1 —2)" tda

4, n+l 1

I:(Qn)!{

(2n)n

— : /_1(1+x)"+1(1 — )" tdx

n+1 1

_@2n)lnn-1)(n-1)...2-1 on
Tt (nE3) .2 /_1(1”) da
(2n)!n!n! !
(277,) (2n+1)
:(n) 92n+1
2n+1

(14 z)**t

-1
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2. A equagdo de Laplace para o potencial V = V(z,y, z) é dada por:

=0.

0?V N 0*V N 0?V
or?  0y?> 022

Em coordenadas esféricas (r, 6, ¢), a equagdo de Laplace fica:

O*V. 20V 1 9°V  cotg(d) OV 1 0*V

S A ad = 0.
or? * r or * r2 062 * r2 00 * r2sen?(0) 0¢?

Se o potencial V' ndo depende do angulo ¢, isto é, se V (r, ) = r* ©(), a equagdo
de Laplace fica:

d*e doe

T + cotg(0) 0 +a(a+1)0 = 0.

Fazendo x = cotg(f) e substituindo © por y na edo anterior, temos a edo de
Legendre.

3. Os polindmios de Legendre sdo uma solucdo da edo de Lagrange. Por outro
lado, a edo de Legendre é de segunda ordem; logo deve existir a segunda solugao
da edo, Li. com os polinémios. E possivel mostrar que a segunda solugéo da edo
de Legendre é dada por:

1 (' P.(t)
= — dt 1.
Qn(z) 2/195—15 , se x| <

Utilizando integracdo por partes, temos que as fungdes ), = Q,(x) também sao
solugdes da edo de Legendre para |z| > 1. Note que:

Qo(z) = L [QCJF 1}

2 rz—1
Qi) =—1+2n Efﬂ
Qula) =2 3:”24_1 In Bi]
NPEEREEIPTER: T N1

24 8 16

55x 3523 3 —30x%2+35xt {x+1}
+ In ik
l’_
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Figura 2.4: Gréficos de )y, Q)1 e Q.

Nos seguintes desenhos, graficos de Py(z), Q4(x) e Ps(x), Qs(z), respectivamente:

X\/ \WANZAW/A

-1

e

-
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2.4 Exercicios

1. Achar as solugdes em torno do ponto regular z, = 0 das seguintes edo’s, ve-
rificando que sdo linearmente independentes e determinando seu raio de con-
vergéncia:

a) (2 = 1)y +4xy +2y=0 b) (22 +2)y" +4xy +2y=0

Ay +xy +y=0 d) (22 +1)y" +6xy +4y=0
e) (22 =3)y ' +2xy =0 f) (22— 1)y —6xy +12y =0
gy +2xy=0 h) " + 2%y =0

i) y' —xy =0, edode Airy DY +zy+y=0

2. Analogamente ao ftem anterior, achar as solugds dos seguintes PVI:

y'+zy —2y=0

1+23)y" +2zy —2y=0
){ e b) { ¥(0) =1
y(0)=y'(0)=0 y(0) = 0
9 Y — ety =0
y(0) =y'(0) =1

3. Fazendo a mudanca x = ¢ — ¢, achar os 10 primeiros termos de cada solucao
dos seguintes PVI:

(4t +16t+17)y" —8y =0 2t—t)y" —6(t—1)y —4y=0
a) cy(—2)=1 b) < y(1) =0
y'(=2) =0 y'(1)=1

4. Sejam P, = P,(z) os polindmios de Legendre, verifique que:
n(n+1) Lann+1)
2 2

P ,—-2xP +PFP, _,—P,=0 d)yzP,—-P, ,—nP,=0

a) P (1) = b) P, (=1) = (-1)



70 CAPITULO 2. SOLUCOES ANALITICAS DE EDO’S LINEARES

5. Edo de Hermite: Seja o > 0; a edo de Hermite de ordem « é:

y'—2xy +ay=0.

6. Verifique que as solu¢des da edo de Hermite séo:

ala—2 a—2n+ 2) 22
_1+Z ()2n)( w2
)20 (o — 1)(a—3) ... (o —2n + 1) 2!
_x+z @n+1)!

7. Verifique que se o é um inteiro par, y1(x) é um polindmio; analogamente, se o
é um inteiro impar, y»(x) é um polindmio. Estes polindmios sdo chamados de
Hermite e sdao denotados por H,,(z).

8. Verifique que:

22 ar 22

H,(z)=e %(e ), n=0,1,2...
9. Esboce o grafico de H;(z), Ho(z), H3(x) e Hy(z).

10. Verifique que:

Hy(x) = (=1)" Ho(=2) e
Ho(x)+2xHy(x)+2nH,1(x) =0
11. Considere as edo’s do tipo:

y' + (1 —2*+2a)y =0.

Verifique que fazendo i = ¢~** v, obtemos a edo de Hermite.

12. Utilizando vi), determine a solugdo da edo de Weber:

y"+(n+%—%)y20, n € N.
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13. Seja x = (z,y, z,t) € R? x (0, +00). A equagdo de Schrodinger é :

h
1V, = ——— AV + VU,
2m

onde i = /—1, AU é a equagdo de Laplace, ¥ = ¥(x) e V = V(x,y,2) é uma
funcdo diferencidvel, m > 0 e h é a constante de Plank. Esta equagdo descreve a
iteragdo de uma particula quantica de massa m com um potencial V. Em parti-

cular, a equacdo de Schrodinger para um oscilador harmoénico unidimensional
2

k
com funcdo potencial V(z) = Tx e energia total F constante, é dada por:

B> PV ka2
- ) = FEU(x).
2m da? + 2 () (z)
Fazendo:
k

2F k
e
hwq m

verifique que a edo unidimensional de Schrédinger pode ser escrita como:

d*v
et (A=) w(E) =0.

Utilize a mudanca ¥ = y(¢) e ¢/2 para reescrever a titima edo como a edo de
Hermite:

y' =28y + (A —=1)y=0.

Ache a solugdo para A =2n + 1.
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Capitulo 3
METODO DE FROBENIUS

Os procedimentos que utilizaremos para achar solu¢des de edo’s, neste capitulo,
sdo bastante similares aos estudados no capitulo anterior, os quais sdo conhecidos
como Método de Fobenius. O método serd apressentado através de diversos
exemplos.

3.1 Introducao

Primeiramente estudaremos o seguinte exemplo:
Exemplo 3.1.
Edo de Euler-Lagrange:

22y +axy +by=0,

onde a, b € R.

Note que zy = 0 é ponto singular da edo. Por outro lado, procuramos solugdes
do tipo y(z) = z® com = # 0, onde a € R; isto é, a ndo é necessariamente um
numero natural.

Logo a edo pode ser reescrita:
Py +axvy +by=[a(a—1)+aa+b]z®=0;

logo, a (o — 1) + aav+ b = 0. Sejam «; e a, as solugdes desta equagdo de segundo
grau. Logo:

73
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1. Se o; € R é tal que oy # v, entdo:

y() = cr 2| +eo 2|, @ € (=00,0) U (0, +00).

2. Se a; € Rétal que a = a; = ay, entdo:

y(x) = ¢ |z|* + co In(|z]) |2|*, x € (—00,0) U (0, +00).

3. Sea; € C,entdo oy = a+1i1be oy = a —ib; entdo:

y(z) = |z|* [c1 cos(In(b|z])) + ca sen(In(blz])) |, = € (—o00,0)U (0,400).

Isto nos mostra que ainda em torno de pontos singulares é possivel achar solu-
¢do. Estas solugdes ndo sdo analiticas; como por exemplo, na equagdo de Euler-
Lagrange quando as raizes da equagdo de segundo grau forem a; = v2 e ay =
—+/2. Portanto, em torno de um ponto singular ndo procuraremos solu¢des em
forma de séries de poténcias (expoentes naturais). Procuraremos solugdes que
tenham como caso particular as solu¢des da edo de Euler-Lagrange.

3.2 Solucdes em Torno de Pontos Singulares

A seguir determinaremos quais singularidades admitem solugdes "tipo'edo de
Euler-Lagrange.

Definicao 3.1. Seja xo um ponto singular da edo (2.3). O ponto x, é dito singular
regular, se se verificam simultaneamente as condigoes:

P1 (ZL’) .
1. (x — ¢ analit ,
(x — z9) Po(r) é analitica em z e
P() (ZL’) .
2. (z — z)? ¢ analit .
(x — xp) Py(a) é analitica em x
Observagoes 3.1.

1. Uma singularidade que ndo é regular é dita irregular.

2. Isto é, se xz é singular regular as singularidades da edo podem ser "removi-
das".
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Exemplo 3.2.
[1] Considere a edo de Euler-Lagrange:

22y +axy +by=0,

onde a, b € R. A tinica singularidade é =, = 0; por outro lado:

ax p sy
1. = — | =aé analiticaem O e,
T

b
2. 2? {—2} = b é analitica em 0. Logo x( = 0 é singular regular.
T

[2] Considere a edo de Bessel de ordem v > 0:

:EZy”—i—xy’—i—(a:Q—l/Q)y:O.

A tnica singularidade é zy = 0; por outro lado:

X .
1. = {—2} =1 é analiticaem O e,
X
2 — 2
2. 2? [ 5 ] = 2% — 1? é analitica em 0. Logo x, = 0 é singular regular.
T

[3] Considere a edo de Legendre

(1—-2*)y" =229y +a(a+1)y=0.

Os tnicos pontos singulares sdo x, = +1; entdo para zy = 1:

2 2

1. —(x—1) L _xﬂ} == xl é analiticaem 1 e,

a(a+1) ala+1)(z—1) :

2. — 12| —| = = é analiticaem 1. Logo zp = 1 é
(z ){1—:1;2] T+ 1 80 o
singular regular.

Analogamente para zp = —1. Logo z, = %1, necessariamente, devem ser singu-

lares regulares.

[4] Considere a edo:

(x—1)*y" +2y +2y=0.

A tnica singularidade é zy = 1; por outro lado:
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2 1
1. (x—1) {m} =7 que ndo é analiticaem 1 e,

1 1
2. (x —1)* [( 1)2} = e também ndo é analitica em 1. Logo zp = 1 é
T — xr—

ponto irregular.

3.2.1 A Equacao Indicial

Se z é ponto singular regular da edo (2.3), entdo as fungdes:

Py (z) 2 Py(z)
(x — z0) o) e (z—x) o)
sao analiticas em torno de x,. Neste caso:
- Pi(x) - o Po()
1 — 1 —
$1_1’£1BO(-CE xO) PQ([L’) © a:l_rg;o(x .1'0) PQ([L’)

existem.

Logo, se z, é ponto singular regular da edo (2.3) consideramos a equagao de se-
gundo grau:

r(r—1)+por+q =0, (3.1)
onde :
. Py (z) . 2 Py(x)
= lim (z — x e = lim (z —x .
Po x_)xo( 0) Py(x) 4o xﬁxo( 0) Py(x)

Definicao 3.2. A equagio (3.1) é dita equacao indicial (e.i.) associada a edo (2.3).

Exemplo 3.3.

[1] Considere a edo de Legendre

(1—2*)y" =22y +a(a+1)y=0.

No ponto singular regular x, = 1, temos:

2 2
L olim —(z—1) |—— | = lim —— =1e,
z—1 1 — 22 r—1lg+1
1 1) (x—1
2 tim(w—1) [t D] g, _alef D=1,
a1 1— a2 z—1 r+1
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3. Logo, a e.i. é:

e suas raizes sao r = 0.

[2] Considere a edo:

22°y" +3zy + (227 — 1)y = 0.
No ponto singular regular x, = 0, temos:

1. lim =z {23_:10} :ée/

z—0 [L‘2 2

222 —1 222 —1 1
2. lim z? { * } = lim x = ——,
r—0 ;EQ T

3. Logo, a e.i. é:

3r 1 1
r(r—1)+ 5 5 2(7‘+ )(2r —1) =0;
. B 1
e suas raizes saon:—lerg:é.

[3] Considere a edo:

22y —zy — (2* +5/4)y = 0.

No ponto singular regular z, = 0, temos:

1
1. limx[——} =—1le,

r— X
2
g2 | T 05
2. wlinoa:{ = =7
3. Logo, a e.i. é:
5
-1)—r——=0

. - )
€ suas railzes sao ry — 5 €rg = —

DN | —

77
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Seja 2y um ponto singular regular da edo (2.3) e denotemos os raios de conver-
géncia das séries que representam as func¢des analiticas

Py (x) By ()

Py(x) Py(x)

por p; > 0 e py > 0, respectivamente. Seja p 0 menor entre p; e ps.

(x — z9) (v — x0)?

Teorema 3.1. Sejam x, um ponto singular regular da edo (2.3), r e ry raizes da (3.1).
Ser; € R étal que ry > ry, entdo uma solugdo da edo (2.3) é da forma:

yi(z) = |z — 2™ {1 + ian (x— xo)”} ,

n=1

para 0 < |z — xo| < p.
1. Sery —ry ¢ Z, entdo existe uma segunda solugdo .i., do tipo:

yo(x) = |x — 20| {1 + i by (x — xo)”} .

n=1

2. Se ry = ry, entdo existe uma segunda solugdo l.i., do tipo:

yo(z) = y1(x) In|x — 20| + |2 — 20|™ [1 + an (x — a:o)”}

n=1

3. Sery —ry €N, entdo existe uma segunda solugdo L.i., do tipo:

yo(z) = Cyi(z) In|x — x| + | — 2o|™ {1 + an (x — xo)”],
n=1

onde a constante C' pode ser zero

Se a (3.1) possui raizes complexas, isto é: 1 = a +ibe ry = a — ib, utilizando a
férmula de Euler, temos:

yi1(x) = |x — xo|* [wl cos (bln|z — xo|) + ws sen (bin|z — x0|)} ,

yo(z) = |x — 20|* {wl cos (bln|z — zo|) — wy sen (bin|z — a:0|)} :

onde w; = E by (x — x0)" € wy = E Cn (x — x0)"
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Exemplo 3.4.

[1] Considere a edo:

222y —xy +(1+2)y=0.

O tnico ponto singular da edo é xy = 0, o qual é singular regular; por outro lado:

. x 1
1. po = xlE»lo —T {2—372} =——e,

1+x 1
— 1 2 ——
2. qo —thox {212 } = —.

3. Logo, a e.i. é:

1
r(r—l)—g+§=2r2—3r+1:0,

. 1
cujas raizes sao r; = le o9 = 5

1 ) . -
Comor|—ry = Y do teorema de Frobenius, segue que a edo possui duas solugdes,

linearmente independentes, da forma:

H) = S e ) = 3
n=0

n=0

Entédo, procuramos solugdes do tipo:

0
_ § n—+r
y - an X )
n=0
0

y = Z(n +r)a, 2" e

n=0
[eS)

Yy’ = Z(n +r)(n+r—1)a, "2
n=0

Logo:
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o0 [o¢]
(1+z)y= Za" Ty Z&” gL
n=0 n=0
zy = Z(n—l—r) a, ",
n=0

222y = 22(77,—1—7") (n+r—1)a,z""".

n=0

A edo pode ser reescrita:

{(2(77’—“") (n+7"—1)—(n+r)+1} &nx”+r+2an1’"”“ -0

n=0

M 20

{(Q(n—i-r) (n+7‘—1)—(n+r)+1} anx”+r+ian_1x”+r =0

n=1

I
o

n

onde na tltima série trocamos n + 1 por n. Temos:

P(r)aoxr+z [(2n+2r—1) (n+r—1)an+an_1} =0,

n=1

onde P(r) = (2r (r — 1) — r + 1). Logo, obtemos:

1. P(r) ap = 0; como a constante arbitrdria ap # 0, entdao 27 (r —1) —r+1 = 0 que
é a equagao indicial

2.[2n+2r—1)(n+r—1)]a, +a,.1 =0,paratodon =1, 2, 3,....

Caso r = 1. Do item 2:

(p—1
n — T ) ::172737
O Y
1 Qo Qo
n=1—a04=——=—
! 3 1x3
9 ay Qg
n = — A9y = — =
7 2x5  (1x2)(1x3x5)
3 a9 Qo
n = — A9 = — = —
° 3xT (I1x2x3)(1x3x5xT7)
as Qo

n=4— a4 =

TAx9 (Ix2x3x4)(1x3x5xTx9)

Em geral:
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w — (“D"ao
"ol 2n+ )Y
escolhendo ag = 1:

nte) = 14 3 L]

1
Casor = 7 Do item 2:

bn—l
bn:_ ) :1a2737
n(2n—1)
b
n:1—>b1:—TO
by bo
:2 _ — pr—
e P AP EE
b b
3x5 (1 x2x3)(1lx3x5h)
bg bO

n=4—by = —

Ax7 (Ix2x3x4)(Ix3x5x7)

Em geral:

escolhendo b, = 1:

_ o (_1)n "
valw) = [1 +nzl al2n— Dl
Claramente y; e y sao l.i.

101
051
““““““““““““““““““

L 1 2 3 4 6
-05

-10*-

Figura 3.1: As solugdes de [1].
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[2] Considere a edo:

4y +2y +y=0.

O tinico ponto singular da edo é x( = 0; por outro lado:

. 2 1
1. po = ﬂCli)noaz: {H} =—e,

1
2. o = lim 2? {2—} = 0.

z—0

3. Logo, a e.i. é:

r 1
rir—1)4+=-=r(r—=) =0,
=D+l =r(r—2)
. ) ~ 1
cujas raizes sdor; = 0ery = 7
1 . .
Como 7 — r, = ——, do teorema de Frobenius, segue que a edo possui duas
solugdes, linearmente independentes, da forma:
[ee) o¢]
yl(-T) _ ZCLH 2 e yg(l’) _ an e
n=0 n=0
Entdo, procuramos solugdes do tipo:
o0 o¢]
y = Z an ", y = Z(n +r)a, 2" e
n=0 n=0
v =Y (n+r)(n+r—1)a,z"" 2
n=0
Logo:
e¢]
y= apa",
n=0

29y = Z 2(n+r)a, 2"
n=0

4y = Z4(n+r) (n+7r—1)a, 2" 1.

n=0
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A edo pode ser reescrita:

© (o)
[(n+r)(dn+4r —2)] a, 2™ + E an 2" =0,
—0

n n=0

[e.e]

r(4r —2)agr" ' + Z [(n +r)dn+4r—2)a, + an_l] "l =0
n=1

onde na ultima série trocamos n por n — 1. Logo, obtemos:

1. 7 (47 —2) ap = 0; como a constante arbitraria ap # 0, entdo r (47 — 2) = 0 que é

a equacdo indicial.

2.(n+r)dn+4r—2)a, +a,—y =0,paratodon =1, 2, 3,....

Caso r = 0. Do item 2:

Ap—1
n=—-————", =1,2,3,....
= Tonien—1 "

1 Qo Qo
= —_— = - = ——
" L= 21
" 27 73%4 4l
3 a9 Qo
n = — Q= = ——
s 5x 6 6!
A a3 Qo
n=4— a4y = — = —.
4 7Tx& &l

(="

Em geral: a,, = 'ao- Logo, fazendo ay = 1:

(2n)!
=, (—1)
yl(fﬂ)zz ) = cos(y/x).
n=0 ’
1 .
Casor:E. Do item 2:
bnfl
bn:: - ) ::172737
2n(2n+1)
b bo
n=lobh=—gt g =g
by bo
n=2=bh=mm T
ba bo
— by = — S
n=3=b= et = oy
bs  bo
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—1)"b
Em geral: b, = ﬁ. Logo, fazendo by = 1:

[e.e]

1o(z) = V3 [Z ﬂ] 3 et

i (@nt 1) an o = sen(ve).

Claramente y; e y, sdo l.i. e a solugéao é:

y(z) = cocos(v/x) + 1 sen(Vz).

10r

051

L 1 2 3 4 6
-05F

-10-

Figura 3.2: As solugdes de [2].
[3] Considere a edo:

5
ny”—xy’—(xQJrZ)y:O, x> 0.

O tnico ponto singular da edo é x, = 0; por outro lado:

1
1. lim =z [— —}
r—0 x

2 4 5/4
2. lim xQ{—ﬂ] _ 0

2 4

—1le,

Tr—

3. Logo, a e.i. é:

3 N 5 1
e suas raizes sao r; = 3 ery = —5

Como r —ry = 3, do teorema de Frobenius, segue que a edo possui duas solugdes,
linearmente independentes, da forma:
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yi(x) =D ap 2™, (ag #0) e ya(x) = bya™ + Cyn(x) In(z), (b # 0);

onde a constante C' pode ser nula. Entdo, procuramos solugdes do tipo:

oo o0

y = Za” "t y = Z(n +7)a, 2" e
n=0 n=0
[ee]
y" = Z(n +r)(n+r—1)a, 2" 2
n=0
Logo
n+r-+2 n o _n+tr
(a: + 4) Y Ay T Zan Z 1 ,
n=0 n=0 n=0
B SIS A
n=0 n=0
o [e.e]
:1:22 n+r)n+r—1)a,z"" %= Z(n—ir?") (n+7r—1)a,z"*".
n=0 n=0

A edo pode ser reescrita:

ianmww +§: [(n+r) m+r—1)—(n+r)+ Z] a, 2" = 0,
iangaﬁ”” +i [(n+7)(n+7r—1)—(n+7r)+ Z] a, " =0
onde na tltima série trocamos n por n — 2. Entdo:
P(r)agz” + h(r) ap 2" iangjtg ] 2" =0
n=2

5 1 5
OndeP(T)=T2—2T+1,h(T) :r2+1eg(7‘):(n+r)(n+r—1)—(n+r)+1
Logo, obtemos:

5
1. P(r)) ap = 0; como a constante arbitraria ay # 0, entdo 72 — 27 + 1= 0,que éa
a equacdo indicial.
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2. h(r) #0, entdo a; = 0.

3. Por outro lado, temos:

[(n+r)(n+r—2)+§} Up — Ao =0,

paratodon =2, 3,....

5
Casor = 3" Do item 3:

Ap—2
n — N :2,3,....
¢ n(n+3) "
Como a; = 0, temos que a3 = a5 = a; = ... = 0. Em geral as,41 = 0, para todo
n=1,23,...
Qg
:2 p—
" T 2X5H
A a9 Qo
n = — A4 = =
TTAXT T 2x4)x (5x7)
6 Qay Qo
n —= — A = —
ST 6x9 (2x4%x6)x(5x7x9)
ag Qo

-3 - — .
PO TS TSIl T 2x4x6x8) x (BxTx9x11)

Em geral:

Qo
2n)!'(2n + 3)!!

Ay = € GQopy1 — 0,

todon =1, 2, 3,..; logo:

x2n

= apz®? |1 :
p(@) =ae {+;(2n)!!(2n+3)!!

Para achar y,, podemos supor que C' = 0 e determinamos a série para a segunda
raiz da equagdo indicial.

1
Casor = —5 Do item 3:

n(n—3)b,=b,2, n=23,....

Sabemos que by # 0 e by = 0. Por outro lado, se n = 3, temos

Ob3:b1:0;

logo, bs arbitrdrio. Por outro lado:
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n:2—>b2:—@
2
by bo
—4—bh=—=—
PERTMT T Ty
50 bs
n=29—0b;=
T 2x5
by bo
B T T 53T  2x4x6)x3
b bs
" T T X7 (2x4)x (5xT)
8—b bs bo
n = — = = —
®* T 5x8 (2x4%x6x8)x (3x5)
Em geral:
bo
bn:_ :3747
2 2ol 2n -3 "
b
b2n+1: ’ n:273747"';

2n—2)(2n+ 1)

logo, temos que:

onde:

hu(e) = 1_?_§_Z(2n) I(2n — 3!l

n=3

2n+1 2n—1

3 S 23 z
_ 1
! +Z 2n—2)(2n+ DI { +;(2n—2)!!(2n+1)!!

o0 2n
[z e

Entdo, escrevemos:

Yo(x) = \b—} hy(z) + bs 22 hy(z).

Fazendo by = 0 e b3 = ay, temos que y»(x) = y1(x); logo y2 é a solugdo geral da
edo.
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[4] Se y1(x) = 1 é uma solugdo da edo:

zy"+(1—2)y =0, x>0.
Determine a segunda solugéo l.i. ao redor do ponto z( = 0.

O tinico ponto singular da edo é x( = 0; por outro lado:

1, limx{l_ﬂ —1le,

r—0 €x

2. lim 2%[0] = 0.

r—0

3. Logo, a e.. é:

esuasraizessaor =r; =19 =0

Como r; — 7, = 0, do teorema de Frobenius, segue que a segunda solugdo da edo,
linearmente independentes, é da forma:

yo(z) = In(z) y1(x) + Z b, 2" = In(x) + Z by "
n=1 n=1
Determinemos ys = y2(z).
o0 1 o¢]
ygzln(a:)—i-anx”, yéz—%—annx”’l e
x
n=1 n=1

oo

1 _
Yy = = Zn(n— 1) b, 2" 2,
n=2
Logo, a edo pode ser reescrita:

o0

1 1 (oo} o0
- — 4+ E nin—1)b,a" '+ =+ E nb,z" 1 —1— E nb,z" =0,
x x
n=2 n=1 n=1

Zn2bna:”_1 — 1—annx” =0,

n=1 n=1

bi—14> [(n+1)bpps —nby]a" =0
n=1

onde na primeira série trocamos n por n — 1. Entdo:
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by =1,
(n+1)?b,11 —nb, =0,

paratodon =1, 2, 3,.... Logo,

b L 1,23
n+1 — , n=1,4,9,....
i (n+1)2
by 1 1
TR T T T oxg)  2x2
2 by 1 1
PTETB T3 T3(Ix2x3)  3x3
3 by 1 1

T2 4(1x2x3x4) 4xAdl

40, 1

1

52 5(1x2x3x4x5) 5x5l

1
Em geral a, = —, paratodon =1, 2, 3,..; logo:
nmn.

[ee]

yo(x) = In(x) + Z

n=1

xn

nn!
[5] Considere a edo:
zy'+(x+2)y+2y=0, z>0.

O tnico ponto singular da edo é x( = 0; por outro lado:

2
1. limx[—jtl} =2e,
x

z—0

2. lim 22 {— —] =
z—0 x
3. Logo, a e.i. é:
r(r+1)=0;
e suas raizessaor; = 0ery = —1.

89

Como 7 —ry = 1, do teorema de Frobenius, segue que a edo possui duas solugdes,

linearmente independentes, da forma:
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yi(z) = Zan " (ag £0) e ya(z) = an 2"+ Cyy(x) In(x), (by # 0);
n=0

n=0

onde a constante C' pode ser nula. Neste exemplo utilizaremos uma estratégia di-
ferente da utilizada nos outros exemplos. Primeiramente procuraremos solugdes
parar = 0:

[e.o] o0
y = E an " y = E (n+r)a, 2" e
n=0 n=0

o¢]
y" = Z(n +7r)(n+r—1)a,z"t" 2

n=0

Logo:

2y222ana:”,
n=0

o0 o0
(x+2)y = Znanx"jLZQnanx"’l,
n=0 n=0

ry" =Y nn—1)a, 2" "
n=0
A edo pode ser reescrita:
o0 o¢]
Z [n(n+1)+2n]a, 2"+ Z(n +2)a,z" =0,
n=0 n=0

WE

[(n(n+2)+2(n+1))an1 + (n+2)a,] 2" =0

I
=)

n

onde na primeira série trocamos n por n — 1. Entdo:

(n+2)(n+1)ap1 + (n+2)a, =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,.... Logo,

(n+1)ap1 + a, =0,
paratodon =0, 1, 2, 3,...e:
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Qn

nil = — , =0,1,2,3,....
="y "
n:OHal——%
ax 0
n=l=a=—5 =775
9 a9 Qo
n=2—-aq=——7"=——:
’ 3 1x2x3
3 as Qo
n = —_—"yy=-—=
4 4 1x2x3x4
a4 Qo

5  1x2x3x4x5

—1)"
Em geral a,, = u, paratodon =1, 2, 3,...; logo:
n!
oo
yl(x):aog T = aoe e

Para determinar y,, utilizaremos reducdo da ordem. Para isto, consideremos a
edo:

y' +plx)y +q(z)y =0,

e determinamos uma fungdo v = v(z) tal que a segunda solugdo Li. da edo é da
forma ys(x) = v(z) yi(z), onde:

(@) /e”(”“d
vNr) = — Q.
yi(z)

2 2
Na edo temos que p(z) = —+ 1 e ¢(x) = —. Logo:
T T

v(x) :/%daz.
T

Esta integral ndo pode ser calculada diretamente. Por outro lado, e* = E —
n
n=0

oo n

logo, podemos reescrever:
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Entao,

() = (@) o (a) = ¢ Do) +

[_Hi(mﬁn(jm)!}

3.3 A Edo de Bessel

Acharemos a solugao geral da edo de Bessel de ordem v > 0:

x2y”+wy'+(x2—l/2)y:0.

O ponto z = 0 é o tnico ponto singular da edo de Bessel. Este ponto é singular
regular.

z—0 1‘2

1. po = lim x {i} =1,

. , (22 — 12 ,
2. ¢o= lim zx 5 = —v.
r—> €T

3. Logo, a e.i. é:

r(r—1)+r—v*=0,
cujas raizes sdor; = very = —v.

Como r; — ry = 2, devemos estudar os casos v = 0,2 € Ne2v ¢ N.

3.4 Edo de Bessel de Ordem Zero

A edo de Bessel de ordem 0 é:

£L’2y”+xy’+x2y=0,

cujas raizes da e.i. sdo r; = ry = 0.
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3.4.1 Primeira Solucao:

Para (z > 0), procuramos solugdes do tipo.

y:Zana:”, y':Znanx” e
n=0 n=1
[o¢]

v =Y n(n—1)a, 2" >
n=2

Entao:

[ee]

ny ::jz:(Mlxn+2,
n=0
[o¢]

zy = Znana:”,
n=1

[e.e]
vy = Zn(n— 1) a, z".

n=2

Logo, a edo pode ser reescrita:

WE

n(n—1)ana:”+2nanx”+2anx”+2 =0
n=1 n=0

n=2

WE

n(n—1)anx"+2nanx"+2an,2x":0
n=1 n=2

I
N

n

onde, na tltima série trocamos n + 2 por n. Entédo:

o
a, x + Z [n2 an, + an_g} z" = 0.

93

n=2
Logo
l.a; =0
2. n*a,+a, o =0paratodon =2, 3, ..., entdoa, = —a;;j paratodon =2, 3, ...

Os itens 1 e 2 implicam que ay,, 41 = 0 paratodon =0, 1, 2, 3, ... e:
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n=2—ay= —%
A a9 Qo
= —_— = -
" MU= TR T 912
6 Qay ap
n = — A = —— = —
0 62 26 (1 x 2 x 3)2
8 Qg ap
= — = — - =
" O TR T B (Ix2x3x4)?
as Qg

~ 10 . R .
BT T TR T o0 (1 x 2% 3 x 4 X 5)?

Em geral:
—1)"
Aop = ( ) aoa
22n (77,‘)2
escolhendo ay = 1, a primeira solugdo é:

S (=Dra? SN (=) (2]
00 =3 S = 2 e |5

n=1

=1,2,3,...

A notacdo clédssica desta solugdo é:

Jo(z) =)

n=0

(—)" [=]™
(nh)?2 2]
Observagoes 3.2.

1. A série converge para todo = € R.

2. A funcgdo J; é dita de Bessel de ordem zero de segunda espécie.

3. Jy(0) = 1.

4. Jy é analitica em (0, 4+00). (Analogamente em (—o0, 0)).

3.4.2 Segunda Solucao:

Procuramos solugdes do tipo:

o0

yo(z) = In(z) Jo(x) + Z b, x",

n=1

onde by = 1 e z > 0. Derivando esta tltima expressao:



3.4. EDO DE BESSEL DE ORDEM ZERO

yh = Jb In(z) + =2 + annxn g
n=1
DS AR
"n__ g 0 0 n—2
Yy = Jo In(x) + —ﬁ—i—z;n(n—l)bnﬂf
Entao:
w2y, = 2° Jo In(z) + Z by 2" = 2? Jy In(z) + Z bn—o 2",

n=1 n=3

zyy =z Jj In(z) +J0+annx”,

n=1

2ty =2 J] 1n(x)+2xJ6—Jo+Zn(n—1)bnx”.

n=2

Utilizando que J; é solucdo da edo de Bessel, temos que:

In(z)[z* J§ (z) + z Joz) + 2° Jy] = 0;

logo, a edo de Bessel pode ser reescrita:
o) o¢] o¢]
2xJ6+annx"+an,2x” —|—Zn(n— 1) b, z" =0,
n=1 n=3 n=2
[ee) e}
22 J) + Zn2bnx” +an_2x” =0,
n=1 n=3
21 J) + by x + 4by +Z [n? b, + by_a] 2™ = 0.
n=3

Por outro lado:

1. Utilizamos a série de J, para achar a de J|:

o 271(—]_)” 1.271—1 > (_1)n I.2n &
! ! _ 2n
JO_Z 22 (pl)2 € 21"]0_222%2(”_1)!77}! _z;q"x ’

(="

22n=2(p — 1)l (n!)’

2. Separando em termos de ordem par e impares da série:

onde ¢, =

95
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e}

> [ by + bos] 2" = 5, + S,
n=3
onde:
Z )% ban + bop_o] @ Z [(2n+ 1) bongr + bop1] 2™
n=2 n=1

Voltando a equagéo:

b1x+4b2x2+2qnx2”+5p+5i:0.

n=1

Entdo:

b+ [(2n+1)7 bonyr+bon 1] 2 @144 Do) 274 [gu4(20) baptban o] 27 =0,

n=1 n=2
donde obtemos:

1. b1 =0e (Q’TL + 1)2 b2n+1 + b2n—1 = 0, n = ]_, 2, 3, .oy entéo, b2n+1 = 0, n =
1,2,3,....

1
2.q1 +4by =0. Como ¢; = —1, obtemos b, = i
4. Gn + (2 n)2 bgn -+ bgn_g = 0, n = 2, 3, .... Isto é:
1
anZ_W[Qn+b2n—2]u n=23...
Entao:
n=2 b= (@2 + 2] = — 141
- 1T T k2 BT T Torenz [T g
1 1 1 1
=3 by =— by| = 14 +-
nEeT (2><3)2[Q3+4} 26(3!)2[+2+3]
1 1 1 1 1
=4 —bg=— bg| = — 14+ -4+ -4
neRT s (2><4)2[q4+6} 28(4!)2[+2+3+4}
(2 x 5)2 210 (51)2 2 3 4 5

~ 1
Em geral, denotando por H,, = Z = entdo:
=1



3.4. EDO DE BESSEL DE ORDEM ZERO 97

(_1)n+1 Hn
ban =~z "
22n (n|)2
e a segunda solugdo Li., é:
e n+1H 1‘
y2( ) +Z 22n nl
A notagdo classica desta solugdo é Y. Para z < 0 fazemos ¢ = —x. Logo, a

solugdo geral da edo de Bessel de ordem zero é:

y(x) = c1 Jo(x) + 2 Yo(z), 0 < |z| < 4o00.

Observagoes 3.3.

1. Jo(0)=1e lim Yy(z)= —oc.

z—07F

2. As tnicas solugdes limitadas em intervalos do tipo (0, a) sdo y(z) = ¢ Jo(z).

3. Em muitas aplicagdes, como segunda solugdo é utilizada a seguinte combi-
nacao:

No(w) = 2 [Yo(a) + (v — In(z)) Jo(z)],

™

ondey= lim (H,—In(n)) =0.57721...¢é a constante de Euler.

n—--400

4. A fungao N, é chamada de Neumann-Bessel de ordem zero.

5. Os graficos de Jj e Y

Figura 3.3: Graficos de J, (azul) e Y; (verde).
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3.5 Func¢ao Gama
Se x > 0, a funcdo Gama é definida e denotada por:
+o0
[(x) = / t" et dt.
0
Utilizando integragdo por partes, temos:
Mz+1)=aD(x).

Se n € N, temos que:

F'n+1)=nT'(n)=nn-1)Tnh-1)=...... =n(n—1)...2x1xT(1).

Como:

Logo, se n € N, temos que:
I'(n+1)=n!

1
F<§) = /7. De fato, fazendo t = u? temos:

1 o s
F<§) =2 /0 e " du,

9 +o0 +o0 +o0 +oo 0 9
:4/ / e v v dudv—4/ / e~ W) du do.

Utilizando coordenadas polares, obtemos o resultado. Veja [VC2].

entao:

Se v € R, temos que:

'n+v+1)=mn+v)(n+v)
=n+v)in+v—-1)T'(n+v—-1)

=n+v)in+v—-1) (n+v—2)...... v+ 1)IT'(v+1).

Por outro lado, para x > 0 temos:
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Definamos primeiramente a funcado I', para —1 < « < 0 por:

I(z) = % T+ 1).

Por exemplo:

I(=0.2) = —O% [(—0.241) = —0% r(0.8).

Logo, podemos definir a fungdo I', para —2 < « < —1 por:

P(z) = LD +1).
x
Por exemplo:

1 1 1
P(-12) = — 5 N(-1241) = — 5 [(-02) = =

. ['(0.8).
Continuando este processo, podemos definir a fung¢do I', para = <

2
x < 0 por:

Iz) — % Tz +1).

3.6 Edo de Bessel de Ordem v > 0

A edo de Bessel de ordem v > 0 é:

2?2y +xy + (@ - 1)y =0.

As raizes da e.i. sdo r = +v. Entdo, procuramos solugdes do tipo:

[e.e] (e}
y = Zanx””, y = Z(n+r) ap "l e
n=0 n=0
v =Y n+r)(n+r—1)a, "2
n=0
Entao:
[e.e] o
(.I'Q . 1/2) y= Z&n a2 Z 2 ay anrr’
n=0 n=0
ry = Z(n +7r)a, 2",
n=0
2?2y =Y n+r)(n+r—1)a, 2™,

n=0
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A edo pode ser reescrita:

o0
[n*+2nr+7* —v?] a, 2™ + E a, "2 =0,
n=0

0o
[(n + 7")2 o 1/2} ay Jrkans + Zan72 2T — O7
n=2

1)

WK

n—=

\ (=)

onde na tltima série trocamos n + 2 por n. Logo,

o0

(7“2 o I/Q) ao "+ [(7“ + 1)2 o r+1 Z n+ 7“ 2] a, + @an} .ITH_T —0.
=2

Temos:
1. (r? — v?) apa” = 0; como ag # 0 é arbitrério, r* — v? = 0 é a e.i.
2. [(r=12=v¥ a2 =0.
3. [(n+r)*—v*a,+a,»=0paran=2,3,...

3.6.1 Primeira solugao:

Parar; = v:
1. Como [(v — 1)? = v?] ay 2" = 0, entdo a; = 0.

2. A recorréncia da série é:

Ap—2 2 3
ap=—"—"7""—, n=2,3,...
" n(n+2v)
Como a; = 0, utilizando a recorréncia, obtemos: as,+1 = 0 para todo n € N. Do
item 2, temos:

9 Qo Qo
n = — Aoy = — —_ —
2T 20@+20) 22(1+v)
4 a9 Qo
n = — Ay = — =
T4 +2y) 22(Ax2)(1+v) (24
6 ay Qo
n = — A — — — —
ST 6(6+2r) 26(1x2x3)(1+v)(2+v)(3+v)
N ag Qo
n = — A = — =
*T U 8B8+2r) B(Ax2x3x4)(1+v)2+v)B+v)(d+v)
as
=10 =
P T T T 010 1 20)

201 x2x3x4x5)(1+v)2+v)B+v)(d+v)(5+v)

a0 = —
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Em geral:

(=1)"ao

pu— N-
2l (14+v)2+v)...(n+v)’ "e

A2n,

Logo, a primeira solugao é:
B o (_1)n ao 2ty
n@ =3 2l (14+v)(2+v)...(n+v)

n=0

1
Se v € N, escolhemos a¢ = S0 ; entdo:
1%

0 (_1)n p2ntv

yl(x) = Z 22n+v | (n + I/)'

n=0

Em geral, escolhendo ay = na solucdo da equacdo de Bessel, a pri-

2*T'(v+1)
meira solugdo pode ser escrita:

= (1) a2
yl(x) _;Q2n+vn!(n+y)(n+u—l) (n—i-V—Q).--(V"‘l)F(V—i_l)'

A série converge para todo # > 0. A notagdo cldssica da primeira solugdo da edo
de Bessel é J,(z) e é chamada fungdo de Bessel de ordem v. Logo, utilizando a
fungdo I', a primeira solucgdo, pode ser escrita desta tinica forma:

(—1)" E} 2’”"‘

@) =D Tn+ )I(n+v+1)

n=0

Note que J,(0) = 0. Alguns graficos da fungao J,:

Figura 3.4: Graficos de J; (azul), .J; (verde) e J; (vermelho).
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Figura 3.5: Graficos de J3/, (azul), J5/, (verde) e J7 /5 (vermelho).

3.6.2 Segunda Solucao

Se r = —v, a segunda solucdo linearmente independente da edo de Bessel de-
pende de:

2veN  ou
e 2v ¢ N

Primeiro Caso

Se 2v ¢ N, entdo para —v, obtemos:

1. [(—1/ —1)% - 1/2] a; 2" = 0;logo, a; = 0.

2. A recorréncia da série é:

Como a; = 0, utilizando a recorréncia, obtemos: as,+1 = 0 para todo n € N. Do
item 2, temos:
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_9 _ Qo _ Qo
NTET T oy T 21—
4 a9 Qo
= — = — =
" UT I 20 2(x2)(1-v)(2-v)
-6 — - fo
BT T T TR 6 20) (I x2x3)(1—1)(2—1)(3-v)
_3 _ Qg . Qo
NPT T TR 20) B (Ax2x3x4)(1-1)2-1v)(3—v)(4—1)
n=10= a0 =S gy
— &0
M0 T I 2x3xdx5) (-2 -—1)B3—1v)A—1)(6 1)
Em geral:
Aoy = (_1) o ’TLEN.

S22l (1—-v)(2—-v)...(n—v)’
Logo, a segunda solucgdo é:

0 (_1)n ao p2n—v

yQ(‘T):ZQan!(l_1/)(2—1/)..-(”_7/)'

n=0

Com as notagoes utilizadas anteriormente, podemos reescrever a segunda solu-
¢do l.i., como:

IR S G VN 1 b
i nzo T(n+ D)I(n—v+1) H ‘

Note que ambas as solugdes sdo dadas por:

o) = 2 Ty o =D 3]

2
n=0

Logo, a solugdo geral é:

y(x)=c1 J () + o J_(z), 0<|z] < +o0.

Segundo Caso

Se 2v € N, a segunda solucao é do tipo:

ya(2) = C Jo(z) In(z) + 27" {1 + mf:l b xm} ,
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onde a constante C' pode ser nula.

Se 2v € Nev ¢ Z a constante é zero. Isto é, J,(z) e J_,(z) sdo linearmente
independentes. Logo, a solugdo geral é:

1
y(z) =c J(x) + 2 J_,(z), onde v=ntg e n=0,1,2....

Para verificar que J,(z) e J_,(z) sdo linearmente independentes, primeiramente
observamos que:

d
da:

logo WJ,(z), J_,(x)] = —. Se v ¢ Z, utilizando a defini¢do de J,(z) e J_,(x) ndo
T
é dificil ver que c # 0.

[z W[J,(2), ()] =0,

Se 2v € N, entdo para ¥ = n mostraremos que J_,(z) = (—1)"J,, isto é, sdo
linearmente dependentes. De fato:

k=0 k=n
1
pois, o termo =)l =0sek =0,1,...n—1;logo, trocando k por k + n:
(9] (_1)k+n T 2k+n 0o (_1)]€ T 2k+n
J_p = - | = = (=1)" — | = = (—=1)" Jp.
kz:%k!(k—l—n)! 2 (=1) kz:%k!(k—i-n)! 2 (=1)

Logo, {J.(x), J_,(z)} ndo é um conjunto fundamental de solu¢des da edo de
Bessel. A segunda solucdo deve ser obtida a partir de:

yo(@) = C Jo(x) () + 07 {1 n ;i b xm]

O procedimento para achar esta segunda solucdo é analogo ao caso em que v = 0,
apenas envolvendo muito mais calculos, os quais ficam fora do contexto destas
notas. Utilizando as nota¢des anteriores, a segunda solugdo é denotada e dada

por:

H

2 T ~—n—k—=1)! ,

™
0

=
Il

DM (Hy, + Hppr)

[ee]
2k+n
+ Z 22k+n+1 kl n + k)
k=0
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As fungdes J,, e Y,, sdo linearmente independentes para x > 0. A solugado geral da
edo de Bessel de ordem n é:

y(x) =c1 Ju(z) + 2 Yyo(x), 0<|z| < +o0.
Observagoes 3.4.

1. Quando v ¢ N definimos a fun¢do Y, da seguinte forma:

Y, () = — {Jl,(x)cos(yﬂ)—(]_,,(x)].

~ sen(v )

2. Se v ¢ N, a solugdo geral pode ser escrita:

cos(m)] p 5w

y(x) =c J,(z) + Y, (x) = {01 +c sen(wn) | - sen(v )
= Cl Jy(.flf) + 02 Yl/(x)>
cos(v ) C2

onde C; = ¢; + ¢ e(Cy = — .
sen(v ) sen(v )

3. Claramente, Y, ndo é definida para v € N e que J,(z) e Y,(z) sdo linear-
mente independentes.

Figura 3.6: Graficos de Y7, (azul), Y5/, (verde) e Y7/, (vermelho).

4. E possivel provar que:

Y,(z) =limY,.

v—n

5. A funcgado Y, é chamada funcao de Neumann-Bessel de ordem v.
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6. Alguns gréficos da funcdo Y, :

Figura 3.7: Graficos de Y; (azul), Y5 (verde) e Y5 (vermelho).

Em resumo, temos:
Teorema 3.2. Seja a equagdo de Bessel de ordem v > 0:
2?2y vy + (2 — vy =0.
1. Sev & Z, a solugdo geral é:

y(x) =c1 J(x) + ca J_, ().

2. Sev =n € N, asolugio geral é:

y(x) = c1 Jp(x) + e Yo ().

3. Se v é arbitrdrio, a solugdo geral é:

y(x) =c1 J,(z) + Yy ().

3.7 Exemplos e Aplicacdes

1
[1] Considere a edo de Bessel de ordem v = 5 > 0:

2y’ +ay + (a:Q—i)y:O.

A solugdo geral:

y(.fE) =C Jl/g(x) + Co J_l/g(.fﬂ),



3.7. EXEMPLOS E APLICACOES 107

onde

D(ntg)=(n—)T(n—3)=(n—3)(n—)T(n—?)
1 3 5 5
:(n—§)(n—§)(”—§)r(”_§>
CIx3x5x..x(2n—-3)2n—-1) /1
CONG
4grnl

Logo:

1) 2n+ 1) y/m

F(n+%+1): (n+1)r(n+—

2 2 22n+1p)
1 2 !
Entdo I'(n+ 1) I'(n + 3 +1) = (n;n# Dos itens anteriores, temos:
2 o (=)™ 2
J — n+1 _ )
1/2() p ; @nt) x — sen(x)

De forma andloga:

T_yjalw) = \/WZ cos(x),

e a solugdo geral da edo de Bessel de ordem v = — é:

N | —

y(x) = % [c1 sen(z) + ¢3 cos(z)].
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Figura 3.8: Graficos de J/, (azul) e J_; 5 (verde) .

[2] Verifique que:
2v
J,,,l(x) + J,,H(x) ? J,/(.Z')
J,1(x) — i (x) =2 T (x).
B 00 (_1)n f 2n-+v .
Como J,(z) = ; T tr T |2 , temos que:

Jy_1(z) £ J,(z) = g % E] 2ntu—1 N ; : P(E;P:Jr . E] 2t

S B S e 8

. D HHH)BT“”[HH(_U1@.
Logo:
Joa(&) + Jy () = v [g] h {ﬁ [g] " i - (f;”; ; [ﬂ +}
:%”J,,(x).

Analogamente:
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JV—l(x) - JV+1($) =

e bl Tt S

n=1
=2J (x).

2
Utilizando a identidade J,_;(z) + J,1(z) = = J, (), temos que:
X

2

Jyalw) = | 5 [sen(z) —  cos(a)]

Josp(x) = —\/%[36”(35) +xcos()],

T o) = — % [(a® — 3) sen(z) + 3 cos(x)]
o) = % [(3 — 22) cos(x) + 3 sen(x)].

Figura 3.9: Graficos de J3/5, J_3/2 € J5/2, J_5/2, respectivamente.

[3] As edo’s do tipo:

zy"+(1—=2n)y +2y=0, neNl.
tem como solugdo particular y(z) = 2" J,,(z).

De fato, derivando:

vy = 2" J,(2)
(1-2n)y' =0 —-2n)2"" (nJy(z) + 2z J,(x)
vy =" ((n® —n) Jo(x) + 2na J,(x) + 2 J) (2)).
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Substituindo na edo:

zy' + (1 =2n)y +xy=a""[2° J)(x) + x J)(x) + (2° — n?) Ju(z)] =0,

onde utilizamos que J,, é solu¢do da edo de Bessel de ordem n. Por exemplo, a
edo:

vy —y +zy=0,

tem como solugdo particular y = = J; ().

Figura 3.10: Gréfico de y(z) = x J;(z).

Diversas edo’s que ndo sdo de Bessel podem ser reduzidas a edo’s de Bessel atra-
vés de uma mudanca de varidveis. A seguir apresentaremos alguns exemplos.

[4] Ache a solugdo geral de:

zy'+y +k*ry=0; x>0 keR.
Multiplicando a edo por z:

2?2y vy + kP aty =0.

Fazendo u = k z, temos v’ = k, e a edo fica:
2 1

w?y" +uy +uly = 0.

Que é uma edo de Bessel zero para y = y(u), logo a solugdo geral é: y(u) =
c1 Jo(u) + 2 Yo(u). Voltando as varidveis originais:

y(x) = c1 Jo(kz) + 2 Yo(k x).

[5] A edo:
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1
422 y" +4xy + {x—%} y=0, x>0,

néo é de Bessel. Fazendo z = /r ou 2% = z e utilizando a regra da cadeia, temos:

_dy _dydz 1 ody
V"4 " dzdr  2:d:

i dfdy] _ 1 &y 1 dy
VT dr | dn

logo, a edo pode ser reescrita:

d*y dy 1

2 2

— —= — = = 0.
2 dz2+zdz+[z 36} y(2)

1
Entdo, v = ig e asolucdo é y(z) = ¢1 Ji/6(2) + c2 J_1/6(2), isto é:
y(x) = c1 (V) + e J_16(V).

[6] Em geral, toda edo da forma:

u"(t)+ (1 —2a)tu(t) + (PP Ft* +a> — v A)u(t) =0, a, b c,veER, (3.2)
pode ser transformada numa edo de Bessel de ordem v. De fato, fazendo:
u(t) =t"y(x) e x =0t
obtemos:

2?2y +ay + (@ -1y =0.
Por exemplo:
A edo de Airy u” + tu = 0. Para t > 0, consideramos:
" +t3u =0

1 .
ev = 3" Entdao, com as

DO Lo

1 2
Logo, é uma edo do tipo 3.2 para a = 5 b= 3 C=
mudangas:
2 3/
ut) = Vty(z) e x= gt :

temos uma edo de Bessel de ordem 1/3 e y(x) = ¢; Ji/3(x) + o J_1/3(x). Voltando
as variaveis originais:
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2 2
u(t) = ﬂ[cl J1/3(§ 753/2) e J_1/3(— t3/2)],

3

Figura 3.11: Gréficos parac; = 1ecy; =0 (azul), c; = 0e cy = 1 (verde).

Consideremos:

d*6 do
(T0+Ut)%+21)%+99:0

Esta edo representa a evolugdo do movimento, para pequenas oscilagdes, (lem-
brando que sen(d ~ 6), de um péndulo, onde a corda do péndulo tem compri-
mento variavel » = r(t), com taxa de variagdo constante v e tal que r(0) = 7.

ro+tv

Simplificamos a edo fazendo z = e obtemos:
d*0 df
ZE’U%"‘QU%"‘QQ—O,

multiplicando a edo por z v™!, temos:

d?0 a0 g
2 42 —+220=0
v dx e dx + v ’
substituindo x por t¢:
, d*0 do gt

P — +2t—+7—0=0
dt+ dx+v ’

1 1
que é uma edo do tipo (3.2): para a = —5 b=2 \/Z c=gev= 1. Fazendo:
(%

e(t):%) e x=>bVt,

obtemos:
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2?2y +ay + (2 - 1)y =0.

Logo, a solugdo é:

y(x) = c1 Ji(x) + o Yi(x).
Por outro lado 6(t) = t~Y2y(z) e x = 2/, logo:

0(t) = —= [c1 L(2VE) + e Yi(2VE)].

x)e
1
NG

Figura 3.12: Grafico de 6(t) para ¢; = 0 e para ¢; = 0.
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3.8 Exercicios

1. Utilizando o método de Frobenius, achar as solu¢des ao redor do ponto singu-
lar regular 7y = 0 das seguintes edo’s:

a)dzy' +2y +y=0 b)2zy"+3y —y=0
Q2xy”"—y —y=0 d)3zy"+2y +2y=0

e) 222y +xy —(1+22)y=0 f)22°y" +2y —(3—-22*)y=0
g) 622y’ +7xy —(2*+2)y=0 h)3z*y" +2zy +2*y=0

2zxy' +(1+2)y +y=0 D2zy"+ (1 =22y —4dzy=0

3 Y
2. Determine a solu¢do da edo de Bessel para v = FeV=735

3. Utilizando 3.2, determine a solugéo de:
a) 2u" + (t* — 15/4)u =0 b) 2u" +tu' + (r? %/ — s2)u =0

C) u + 7,2 t(172n)/n u=0

4. Verifique:

d d
a) %(x” J) =" J, b) — (z7J)— =2 i

Q) xdy—2v], +xJ,_1 =0 d) J,1+2J,—J,.1=0

&) Jya(z) — % [3‘”;(5“) —cos(x)}
) Jsa(x) = W—Qfg {3822(37) - 3coj(x) - sen(x)]
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5. Edo de Laguerre: Seja o > 0; a edo de Laguerre de ordem « é:

zy'+(1—2)y +ay=0.

6. Verifique que uma das solucdes da edo de Laguerre é:

= D'T(a+1)x
= 1
ao[ +Z (n!)2T oz—n—i—l)}

n=1
7. Se a = m € N, verifique que:

o=afir (7)),

n=1

Ache o raio de convergéncia da solugao.

8. Considerando ay = m/!, temos:

m

Lo()=3" # (m) 2",

n=0 n

L,,(x) sdao ditos polindbmios de Laguerre de ordem m. Esboce o gréfico de L, (z),
LQ(.CL"), Lg(l’) e Ll(.T)

9. Verifique que:
e’ d"
L = e =0,1,2...
m(x) = n'dx”(x e ), n=0,1,
10. Fazendo:

yo(z) = Ly (z) In(x) + Z b, x",

obtenha a segunda solugdo da edo de Laguerre:

yo(z) = Ly (z) In(x) + LAG:(z, m,n) + LAGo(z, m,n),

onde:
"1
H,=5 -
k
k=1
n !
LAG(z,m,n) = Z(—l)” % (7:) |:Hm—n —Hyn—2H,| 2"
n=1 ’
= (n—1)lgntm
LAG )™ .
2, m, n) = nz::l m+1)2(m+2)2...(m+n)?
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