Derivadas direcionais
Definicao (Derivadas segundo um vector): Seja
f:Dom(f) CR" — R e Py € int(Dom(f)) entao
- f(Po+ M) — f(Po)

Dyf(Fo) = [im, NG
representa a derivada direcional de f segundo o
vector v no ponto Py (no caso do limite existir).
Interpretacoes:

e D:f(FPy) indica o declive da recta tangente ao
grafico de f no ponto Fy que tem a direccao
do vector v.



e D:f(FPy) indica a taxa de variacao, ou seja, a
quantidade de variacao por unidade na direccao
de v, de f no ponto F,.

Calcule:

1. Dzf(Py) para f(z,y) = 2%y, ¥ = (2,1) € Py =
(1,0).

2. a derivada direccional de f(z,vy) = z2sin(2y),segundo
o vector v = (3,—4) no ponto Py = (1,5%).

3. a derivada de

Ty
_ ) z4g S© x+y+*0
f(way) { wy se ac—l—y=0



segundo os vectores vi = (1,1) e v» = (1,—-1)
no ponto Py = (0,0).

. a derivada direccional de

W se (z,y) # (0,0)
- x2 2 » Y ’
(@, y) = { -(l)-y se (x,y) = (0,0)

segundo o vector v = (1,1) no ponto Py = (0,0).

. a derivada direccional de

2 —
y< se =20
x,y) = 2
f(z,y) {yxse v 0

segundo os vectores v; = (0,2) e v5 = (1,2) no
ponto Py = (0,0).



Derivadas Parciais: As derivadas direccionais
segundo o0s vectores da base canonica de R"™, chamam-
se derivadas parciais.

No caso de n=2... 0s vectores da base candnica sao
i =(1,0) e 7 =(0,1).

Chama-se derivada parcial de f em relacao a =z no
ponto Py(zo,yo)a

8 >\7 _ 9
a_i(mo’yO) _ /{@O f(xo + yo; f(x0,v0)

(é a derivada direccional segundo o vector (z‘) = (1,0)).




Chama-se derivada parcial de f em relacao a y no
ponto Py(zq,yo) 2

g(wo,yo) _ lim f(xo,y0 + ) — f(x0,¥0)

oy A—0 A

(é a derivada direccional segundo o vector j = (0,1)).

Obs: Para calcular a derivada (parcial) num ponto,
procedemos da seguinte forma: Se, na vizinhanca (bola)
desse ponto a funcao esta definida por:

e apenas uma expressao: Usaremos regras de derivacao.

e Mais do que uma expressao: Usaremos a definicao
de derivada parcial.



Interpretacoes:

° %(a, b) indica o declive da recta tangente ao grafico
de f no ponto (xq,vo, f(xo,y0)) que € paralela ao
eixo dos Xxx.

° %(a, b) indica a taxa de variacao, ou seja, a quan-
tidade de variagcao por unidade de x, de f no ponto

(z0,yo, f(x0,¥0))-

Exercicios Calcule

a—f(l 2) e af(1 2) onde f(z,vy) = z2y + 2.



e as derivadas parciais de f(z,y,z) = eZz+zsin(zy) +

<.

e 51(1,1), §1(1,1), §1(0,0) e §1(0,0) onde

z34y> (
T — x2 2 Se xay) # (070)
Fle.y) { 0" se (2,1) = (0,0)

e as derivadas parciais de f nos pontos (0,2) e (0,0)
onde:

4
Flay) = | 7 o @ty >4
7 V=2 ge 2+ y?<4



Derivadas de ordem superior:

Derivadas de 22 ordem de funcdes de duas variaveis

z= f(z,y).

o°f _ 0 (0f
Ox2 Er_(5;>
) _ 0 (0]
Oy2 Oy \ Oy
oy = oy (50
OxOy Oy \Ox

02 f 3(6]")

Oyox  Ox -55



Exercicios

1. Calcule as derivadas até a 22 ordem das funcdes:
(a) f(z,y) = 5zy> + 222%y?

(b) f(z,y) = sin(z)y>

2. Estude se para f(z,y) = /16 — 22 —y2 e g(x,y) =
xIn(x) + ye* se tem que

of 2 9% dg B
(%u,l)) @1+ ) =o.



3. Verifique que para g(z,y) = xye? se tem que

93¢ o3
—+y J

=0
Ox3 OyOx?

Teorema de Schwarz: Seja f : Dy C R? — R, e
(z0,y0) € int(Dy) tal que

af of 32f . .
® 5z 9y © Jwoy existem numa vizinhanca (bola) de

(o, v0);

o axgy é continua em (xq,y0).



Entao

32f?(w ) = 0 f
O0yox 0-50) = 0x0y

(20, Y0)-

Exercicios

1. Confirme que o teorema se verifica no exercicio an-
terior.

2. Seja

zy(z°—y?) (
T — 21,2 o€ z,y) 7 (0,0)
Few) { 0" s (my) = (0,0)




(a) Calcule 9L (x,y) e af(x y).

(b) Calcule & g(o 0) e 8yam(o 0).

3. Seja

o= s se (x,y) # (0,0)
flz.v) { _(I)_y se (x,y) = (0,0)

(a) Calcule 9 (z,y) e %(m,y).

2 2
(b) Calcule ﬁw—gy(O,O) e 8%—6{16(0,0).



Classe C*(A): Seja A um conjunto aberto contido no
dominio de f e £k € N. Uma funcao f diz-se de classe
Ck em A se e s6 se f admite derivadas até a ordem k
(inclusive)em A continuas e escreve-se

f e k(A



Diferenciabilidade em R2:

Seja f : Dy C R? — R e (z0,y0) € int(Dy). Diz-se
que f é diferenciavel em (zg,yg) Se existem as suas
derivadas parciais (em x e em y) neste ponto e se

flzo+ h,yo + k) — f(z0,y0) — %(fb‘o, yo)h — §—§<xo, yo)k 0

lim
(h,k)—(0,0) \/h2 4 2

Proposicao:
Se f e g sao funcOes diferenciaveis entao f £+ g9, fg,

g, (g(x) # 0,Vx) sao diferenciaveis.



Exemplos de funcdes DIFERENCIAVEIS no seu
dominio: Polindmios, funcoes algébricas, trigonomeétricas,
trigonométricas inversas, logaritmicas e exponenciais

Exemplos de funcoes NAO-DIFERENCIAVEIS no
seu dominio: médulo (em 0), funcdes def. por ramos

Exercicios Estude a diferenciabilidade das seguintes funcdoes
nos pontos indicados:

1. f(z,y) = 22+ y2 no ponto (1,2).
2. Seja

f(w,y)={\/@ e

0O se zy<O



no ponto (0,0).

3. Seja

3

P se (@) # (0,0)
flz.v) { -(l)-y se (xz,y) = (0,0)

no ponto (0,0).



Diferenciabilidade em R":

Seja f Df C R*" — R e Py(xq,29,...,x1) € Znt(Df) e
h(hl,...,hn) 6 Rn

Diz-se que f € diferenciavel em Py(x1,zo,...,Tn)

se existem as suas derivadas parciais neste ponto e se

. f(Po+h) = f(Po) = L (Po)hy — .. = 5-(Po)hn
(hi,....hn)—(0,...,0) \/h% + ...+ k2




Propriedades das funcoes diferenciaveis:

Seja f: D CR" — R, Pye€int(Dy)
e f diferenciavel em FPp =  f continua em Fj.

([ f admite derivadas segundo
qualquer direcao em B.
(Em particular as derivadas
de primeira ordem).

e f diferenciavelem Py = (¢

\

f tem todas as derivadas
parciais de primeira
ordem em B(Fp;¢€)

e sao continuas em Py

»= f diferenciavel em Fy.

/



ou seja,

e Se f nao é continua em Fy = f nao é dif. em Fp.

f nao admite derivadas
segundo qualquer direcao
o em Py.(Em particular
as derivadas de primeira
ordem).

»= f nao é dif. em Fy.




Exercicios

Estude a diferenciabilidade das
pontos indicados:

1. Seja

f(z,y) ={

no ponto (0,0).

2. Seja

f(z,y) ={

2x—3y
T4y
0

4

r2+y?

Se

S€E

Se

Se

seguintes funcdoes nos

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)



no ponto (0,0).

3. Seja

3
se (z,y) # (0,0)
flo,y) = «2+v°
Y { &? se (x,y) = (0,0)
no ponto (0,0).



Plano tangente:
Seja z = f(x,y) uma funcao diferenciavel em (zg,yg).

O plano de equacao:

0 0
2 =T(z,y) = f(zo. yo>+a—£<mo, yo><x—wo>+a—§<azo,yo><y—yo>

€ chamado de plano tangente ao grafico da funcao f
no ponto (xg,yo, f(z0,%0))



Observacoes sobre o plano tangente:

e Podemos usar o plano tangente como uma aprox-
imacao (por um polindmio de grau 1) ao grafico de
f numa vizinhanca (bola) do ponto (xqg,yo).

0 0
() % £ (20,50) 45 (w0, 40) (w—20) +- (w0, 40) (—40)
x oy

V(x,y) proximo de (xq,y0).

e O plano tangente ao grafico da funcao f no ponto
20, Y0, f(20,y0)) € perpendicular a direcao do vetor:

N(20,40) = (2 (w0,40). 8—@:0 ¥0), —1)



e A equacao do plano tangente ao grafico da funcao
f no ponto (zq,vyo, f(zg,yp)) poOde ser escrita, em
notacao do produto escalar, da seguinte forma:

N(z0,90) - (x — g,y — Yo,z — f(x0,y0)) = O

e A reta que pasa por (zg,yg, f(zg,yp)) € € paralela
ao vetor N(zg,yg) € chamada de reta normal ao
grafico da funcao f no ponto (xq,vyo, f(zo,y0)), €
sSua equacao € dada por:

(z,y,2) = (x0,%0, f(z0,¥0)) + tN(xg,y0), t ER



Exercicio: Determine o plano tangente:

1. ao grafico da funcdo f(z,y) = 2z2+y? em P=(1,1,3).

2. a superficie de equacdo z—2z2—4y2 = 0 em P=(1,2,18).

3. a superficie de equacdo z = 1 — 22 em P=(0,0,1).
(ver fig.)

10



O gradiente:

Seja f: Dy CR" — R e a € int(Dy). Define-se o
gradiente de f no ponto a por:

af af .
8—5131 a)""’a—m CL))

6ﬂ®=<

Exercicio: Calcule Vf(1,2) onde f(z,y) = ylIn(z) +

a:yz.

11



Aplicacao do gradiente:
derivada direcional

Se f: Dy CR" — R ¢ diferenciavel em Py € int(Dy)
e u € um vector de R"™ entao a derivada direcional de
f em Py na direcao de u é dada por

-

Dgzf(Po) = Vf(Fy) - H

£

onde - significa produto interno.

12



Exercicios: Calcule:

1. A derivada de f(z,y) = z2e~2¥ no ponto Py(2,0),
segundo o vector @ = (1, 2).

2. A derivada de f(z,y) = 322—2y2 no ponto Py(—2,1),
na direccio de A (—%,O) para B(0,1).

3. Determine a taxa de variacao de

Flx,y) = 222 4 3ay — 2y

no ponto Py(1l,—2) na direccao do ponto dado a
origem.

13



Nota: A derivada direccional de f no ponto Py na
direccao do vector u:
u

Dgzf(Po) = Vf(Fo) - s |V f(Po)|l cos(a)
onde « € 0 menor angulo formado pelos vectores V f(FPp)
e u.
Portanto, se f € uma fung¢ao diferenciavel em Fy tal
que Vf(Py) # 0. Entao :

e D-f(Py) € nula quando @ e Vf(P,) sdo perpendi-
culares, ou seja, o vetor gradiente é perpendi-
cular as curvas de nivel.

e D-zf(FPy) € maxima quando a = 0, ou seja, quando
V f(a) e u sao dois vectores com a mesma direccao e
14



sentido, e o seu valor é Hﬁf(PO)H. Assim a direccdo
de crescimento maximo(maximo positivo) de f
é dada por Vf(P).

Dzf(Py) € minima quando a = m, OuU seja, quando
V f(@) e @ sdo dois vectores com a mesma direccdo e
sentidos contrarios, e o seu valor é — ||§f(PO)H. As-
sim a direccao de crescimento minimo (maximo
negativo) de f é dada por —V f(Pp).



Exercicios

1. Seja f(z,y) = 222y + e* uma funcdo diferenciavel
no seu dominio.

(a) Determine o gradiente de f no ponto (1,0) e
represente-o graficamente.

(b) Calcule Dzf(1,0), onde @ = (1,1).

(c) Determinar um vector unitario 4@ de modo que
Dgf(~1,0) = 3.

(d) Qual o valor maximo da derivada direccional de
f no ponto (1,1)7

15



2. Considere o campo escalar f(x,y) = ety _ 2xy.

(a) Calcule as funcgdes derivadas parciais de primeira
ordem de f e justifique que f € C1(R?).

(b) Determine os vectores segundo o qual a taxa de
variacao de f no ponto (1,-1) é nula.

3. Numa placa semi-circular z2 —|—y2 <4, comx>0a
temperatura é dada pela lei

T(z,y) = 3yz° — x> + 60

Determine um vector no ponto P = (1,1) tangente
a iSotérmica que passa nesse ponto.



4. Considere o campo escalar definido em R2 por

f(z,y) = z"e Y

e o0 ponto P = (—2,0). Determine

(a) A direcao segundo a qual a funcao cresce mais
rapidamente em P.

(b) O valor maximo da derivada direcional no ponto
P.

(c) A direcdao v segundo a qual Dzf(2,0) =0



Matriz jacobiana: derivada direcional

Derivada segundo a direcao de u para funcdes vectoriais
Seja f: Dy CR" — R™ e Py € int(Dy) C R™ onde

F(Po) = (f1(Po), -, fm(Po

Para funcoes vectoriais temos que

Duf(Po) = (Dgf1(Po), ..., Dgfm(Po)))

))

Oou seja, se cada uma das funcdes componentes for

diferenciavel, entao matricialmente:

PR gr(Po) ... gi(Po)
Dzf(Py) = — s s s
Wl Ot pyy . Ofmcry)

u1




Chama-se matriz Jacobiana de f em P a

G (Po) ... §L(Po)
JA{Po) = 5 E s
f Yn(py) .. Yn(Po)
| Oz 0/ =+ oy 0 Imxn

Se m = n, 0 determinante da matriz Jacobiana pode
ser calculado e chama-se o Jacobiano.

17



Exercicios

1. Seja f(xz,y) = (In(4—:z;2 —yQ,N/y—x) calcule a ma-

triz Jacobiana de fno ponto (0,1) e verifique que

o Jacobiano nesse ponto é —i.

w

2. Considere a funcdo vectorial f : Dy C R? — R?
cujas funcoes componentes sao

2
filey) ==

folz,y) = In(y —z + 2)

calcule a derivada parcial de f segundo o vector
(0,1) no ponto (1,1).

18



Derivada da Composta:

Revisao de calculo 1

[sen(z2)]’ = cos(z?).2z
POIS
[f(g(@)]) = f'(g9(x)).g'(x)

Oou seja, num ponto zg temos:

[f(g(@))] (z0) = f'(9(z0))g'(z0)

desde que f seja diferenciavel em g(xg) € g em xg.

19



Regra da Cadeia- versao I
Sejam §: Dg C R" — RP e f: Dy C RP — R™ duas
funcdes vectoriais. Se g € diferenciavel em Py € int(Dy)

e e f é diferenciavel em g(FPy) € int(Dy), entao h =
f Sg . Dy, C R — R™ é diferenciavel em Py e tem-se:

J;;(Po) = J{(g(Fo)) J5(Fo)

20



Exercicios

1. Seja f(z,y,2) = (zy,yz) e §(u,v) = (2u+v?, 3u?—v).
Sendo h = go f calcule J(0,1,0).

2. Sejam

flz,y,2) = (2 + 92, y% + 22)

g(u,v,w, s) = (Quw + (sv)2, 3su? — vw, uvws).

Sendo h = fo g calcule J»(0,1,1,0).

21



Regra da cadeia- versao II Suponhamos que f(x,vy)
é uma funcao diferenciavel e que z = z(u,v) e y =
y(u,v) sao duas funcdes diferenciaveis, entdo g(u,v) =
f(x(u,v),y(u,v)) € uma funcao diferenciavel de u e v,
tendo-se

ag——afa:uv u, v @’UJ’U—I-%CCU’U u, v @’U/’U
%_ 833( ( ’ )7y( ’ ))8u( ) ) (’9y( ( ) )7y( ) ))8u( ’ )
dg Of O Of dy

% e %(x(U,U),y(uyv))'av(u7,U) | ay(x(u7v)7y(u7 U)).a’l}(u’v>

22



Exercicios:

1. Sejam f(u,v) = u3 + wv
com u(z,y) = zy? e v(z,y) = zsin(y),
calcule %(w,y) e g—g(ac,y) (pelos dois métodos).

2. u(x,y,z) =z + 2y + 3z com
(t) = t2 — 2t, y(t) = cos(1l —t) e 2(t) = %2-

Calcule %—"; para t = 1.

3. Sejam f(u,v) = u?v3
com u(z,y) =z +vy e v(z,y) = 22 — y2,
calcule %(af;,y) e g—g(a?,y).



. Verifique que a funcao

R—-r

satisfaz a equacao

0z 0z
xa—l-ya—y—xy—l-z

. Seja f uma funcao diferenciavel. Prove que

2= zy+ f(z° + y°)
satisfaz a equacao

0z 0z
y— —a— =y° —a°

ox oy



6. Seja h: IR? — R uma funcdo de classe C1(R?) e

g(s,t) = h(s? —t2,t% — §9).

(a) Mostre que

dg dg
t— — =0
0s T 8815

(b) Supondo que J,(3,—3) = [2 5] calcule J4(2,1).

7. Seja f uma funcao real de variavel real continua-
mente diferenciavel até pelo menos a 29 ordem e
seja

u=zy + f(2)



com z = x% e x # 0. Mostre que

Pu_ 107
oy2  x4922°

8. Sabendo que

oz, y) = % +0 (i +In(y))

onde ¢ e # sdo funcdes de classe C2, no respectivo
dominio, mostrar que:

9. Seja F : R?2 — R3 uma funcio diferencidvel tal que



10.

F(0,1) =(1,1,0), Jz(0,1) =

= O
@M )

e G(u,v,w) = ue’™ + vvw.

Calcule (G o F)'(0,1)

Considere f: R?2 — R uma funcdo diferenciavel tal
que f(u,0) =0 e f(0,v) =wv, Yu,v € €

jz,y) =@ —z—yy°—z—y)
(a) Mostre que h = f o g é diferenciavel em 2

(b) Calcule J,(2,2).



Teorema da Funcao Implicita (TFI):

Consideremos P(x1,xzo,....,zn) € R™, uw € R, a equacao
F(x1,zo,....,zn,u) = 0 € A um conjunto aberto que
contém (Pp,ug), onde Py(z?, 239, ...,23).5e

F(Py,upg) =0

Fecl(a)

G (Po,u) # O
Ent3o,existe uma bola aberta B = B(FPp; r) € uma unica
funcao v = u(xq, o, ..., zn) definida em B tal que:

we CHB) , ug=u(Py) e F(P,u(P)) =0.
23



Além disso,

Ou g—Z(Pm uQ)

(Po) = —
O O (Po,uo)

Exercicios

1. Mostre que a equacio z2z + 3zz2 = 4xy define z =
®(y,z) numa vizinhanca do ponto (0,1,0). Calcule

gL(1,0).

2. Determine para que valores de k a equacao 2 -+
yz + 22+ xz = 7 define z = ¢(z,y) numa vizinhanca
do ponto (2,0, k). Calcule 2—5(2,0).



3. Mostre que a equacio (a:2 —|—y2) ey = 1 define im-
plicitamente y como funcdo de z, y = ¢(x), na viz-
inhanca do ponto (0,1).

4. Seja h(xz,y) = zy + cos(x). Mostre que a equacao

h(z,y) = 5 define localmente y = ¢(x) numa vizin-

hanca do ponto (g, 1). Determine % (g)

ODbservacao: Vvimos atrdas que para uma funcido z =
f(x,vy) diferenciavel em (a,b) existe um plano tangente
definido pela equacao

2= fab) = @@ -0+ @nu -



Consideremos que se tem uma equacao
F(x,y,2) =0

que define implicitamente z como funcao de =z € y na
vizinhanca de um ponto (a,b,c) entao,

Of , .\ _  grlabc)
8—(a’ b) = T OF
L 3, (a,b,¢)
e
Gy (a:b,0)
% a,b) = oy

ay %—5(0’7 b7 C).



Substituindo na equacao do plano tangente:

9F (g, b, c) 9L (a,b,¢)

s U, ay ) Y

z— f(a,b) = —92 (z —a) — (y — b)

5 (a,b,¢) 3= (a,b,0)
OF 9 (4 b, c)
%(C%ba C)( oy @, 0, ¢ -
x—a)+ (y—b)+2z—c=0

O (a,b, c) O (a,b, c)

égi(a,b,c)(m——a)ﬁ—égi(a,b;C)(y“b)4‘§gi(aabaC)(Z“C):::O
ox oy 0z

F F F
9 (a'ab7c)7a (a'7bac)7a (a,b,c) |(CB—a,y—b,Z—C)=O
ox oy 0z



VF(CL,b,C)KP—PO) — 07
com P =(z,y,z) € Py = (a,b,c).

Portanto o plano tangente € o conjunto dos pontos
P = (x,y,z) que definem com Py = (a,b,c) vectores
P — Py perpendiculares ao vector gradiente.

Nota: O vector gradiente €& perpendicular ao plano
tangente ao grafico.

A recta normal a superficie de equacao F(x,y,z) =0
no ponto Py = (a,b,c) tem, portanto a direccao do
vector gradiente , pelo que é definida pelas seguintes
equacoes:



p

X-az)%—g(a, b, c)

N\

y—bz)\%—g(a, b,c), A€

Z—CzA%—Z(a, b, c)

\

(equacao paramétrica da recta normal a superficie)

Exercicios

1. Considere a superficie de equacdo z2 4+ y2 — 22 =6
e o ponto P = (3,-1,2).

(a) Determine a equacao do plano tangente a su-
perficie em P.



(b) Determine a equacao da recta normal a superficie
em P.

2. Considere a equacao
xyzsin(xyz) — g = 0.
(a) Verifique que a equacao dada define implicita-
mente uma funcao z = ¢(x,y) numa vizinhanca
de P=(1,1,%).

(b) Determine a equacao do plano tangente a su-
perficie no ponto P.

(c) Determine a equacao da recta normal a superficie
no ponto P.



(d) Calcule um valor aproximado de z = ¢(1.2,0.9)
considerando 5 ~ 1.57.



Diferencial :

Se f é diferenciavel em (a,b)

Fow) = Fab) & 2 (@)@ = o)+ F (@ b) (v =)

Af(a,b)%diferen&aldefnoponto(a,b)

para x ‘‘proximo” de a
e y “proximo” de b.
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Exercicios

1. Calcule um valor aproximado de e1-1x0.9

2. Calcule um valor aproximado de \/9 x (1.95)2 4 (8.01)2.



Maximos € Minimos

Valores extremos relativo ou local de funcdes de duas
variaveis

Definicdo: Seja f: Dy CR? — R e Py(zg,y0) € Dy

f(zg,yp) € um maximo relativo ou local de f se existe
uma vizinhanca Ve(xqg,yo) tal que

f(zo,y0) = f(z,y) Vx,y) € DyN Ve(zo,yo0)-

f(zg,yp) € um minimo relativo ou local de f se existe
uma vizinhanca Ve(xqg,yo) tal que

f(xC))yO) < f(xay) \v/$7y) S Df M ‘/6(3307?/0)'
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Obs:

e O maior dos maximos relativos € o maximo abso-
luto.

e O menor dos minimos relativos € o minimo abso-
luto.

e Chamam-se extremos aos maximos € aos minimaos
de f.

e A (x0,yp) Chama-se ponto maximizante (mini-
mizante)de f.
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definicao: Um ponto (zg,yg) interior ao dominio de
uma funcao z = f(x,y) € chamado ponto critico de f
se Vf(zg,yp) Ndo existe ou Vf(zg,yo) =0 .

Obs:

e Os extremos encontram-se entre os pontos criticos.

e Os pontos criticos que nao sao extremos sao pon-
tos de sela.
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Teste do hessiano: (Condicio suficiente para um
ponto critico ser extremo relativo)

Definicao: Seja f : A C R"™ — R uma fun¢ao de classe
C? definida num aberto A C R™. A matriz hessiana de
f num ponto P(x1,zo,....,zn) € A € definida como:

2
8 f (P) o 3;’1281;”(13)
H[f(P)] =
o (P) - ThPY
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Observacao:

e Note que H[f(P)] € uma matriz simétrica.

e NO caso n = 2 a matriz hessiana de f é dado por:

T 92f 92f 1
Ox? dxdy
H[f(z,y)] =
0%f o°f
| Oyox oy2 |
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Teorema Seja f : A C R2 — R uma funcdo de
classe C? definida num aberto A C R2. Suponha que
Py(xo,yg) € A seja um ponto critico de f. Seja A1 =

0%} (0, ¥0), Do = det(H[f(z0,y0)]) , entdo:
e N> >0,A1 >0,— Py € ponto Minimo local.
e N> >0,A1 <0,— Py € ponto Maximo local.
o N> <0 — Py € ponto Ponto de sela.

e A> =0 — Nada se conclui.
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Exercicios

Calcule e classifique os extremos de
1. flz,y) =y* —z*.

2. f(z,y) = e—r°+4y°

3. f(w,y) = (22 +y?)e?

4. f(z,y) =y—+ xsiny .

5. f(z,y) = 3z° — y°.
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10.

fay) =% 12y —ds+ L — T2 44
- f(zy) = 2% +y° + 2%y + 4.
- f(z,y) = 4wy — 222 — y*.

. fz,y) = zy? + 22 + 42

f(z,y) = 23 4 322 — 9z + y3 + 392



Teorema( caso geral) Seja f : A C R — R uma
funcao de classe C2 definida num aberto A ¢ R™. Suponha
que Py € A seja um ponto critico de f. Sejam A1, Ao, A3, ..., A\n
Os autovalores da matriz hessiana de f em FPy. Temos

e Se )\; >0, V1<:<nentao Fy € ponto de minimo
local de f;

e Se \; <0, V1< <nentao Py é€ ponto de maximo
local de f;

e Se existirem dois autovalores A; e A; com sinais
opostos entao Py € um ponto de sela de f;

e NoOS demais casos nao podemos afirmar nada sobre
a natureza do ponto critico Fp.
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Definicao: Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n.
Definimos o menor principal de ordem k£ da matriz A
como a submatriz Ay = [a;;] com 1 <i<k, 1 <5<k
e denotemos por my(A) = det{A.}.

Teorema: Seja A = [a;;] uma matriz simétrica de or-

dem n. Sejam A1, Ao, ..., A\p 0S autovalores da matriz
A.

e \;, >0, V1<i<n<s mp(A)>0,Vli<k<n

mp(A) < 0, Vk impar e

*A<0 Visisn < {mk(A)>O, Vk par.
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Valores extremos absoluto de funcdes de duas variaveis
Definicdo: Seja f: D CR2 — R e Py(zg,yg) € D

f(zg,yp) € um valor maximo absoluto de f, se

f(zo,y0) = f(z,y) Vx,y) € Dy.

f(xg,yp) € um valor minimo absoluto de f, se

f(zo,v0) < f(z,y) Vzx,y) € D.
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Teorema: Se z = f(x,y) € uma funcao continua num
conjunto limitado e fechado D C IR{Q, entao f tem um
valor de maximo absoluto e minimo absoluto em D.

ODbs: Nas condicoes do teorema acima, temos 0s ex-
tremos absolutos sao atingidos em pontos no interior
de D ou na fronteira de D.

35



Maximos € Minimos com restricoes
Multiplicadores de Lagrange

O problema consiste em procurar os extremos da funcao
f(x,y), para (x,y) € C, onde C € uma curva no plano xy
definida pela equacao ¢g(z,y) = 0.

A condicao C : g(xz,y) = 0 é chamada de restricao, e o
problema correspondente € um problema de extremos
condicionados.

Para resolver tal problema podemos, quando possivel,
reduzi-lo, usando a restricao, ao calculo dos maximos
e minimos de uma funcao de uma variavel. Nem sem-
pre tal procedimento é praticavel e, frequentemente, o
método a seguir € mais conveniente.
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Teorema:

e Sejam f(z,y) e g(z,y) funcdes de classe C! num
conjunto aberto U do plano zy.

e Seja C curva de equacao g(x,y) = 0 contida em U.

Se f(x,y) tem um valor maximo ou minimo no ponto

(zg,vy0) € C e Vg(zg,yg) # 0, entdo existe um nimero
real \ tal que:

V f(xo,y0) = AVg(z0,¥0)-

O numero XA € chamado de multiplicador de lagrange.
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Observacao:

e Na demostracao do teorema é essencial que o ponto
(zg,yp) nao fosse uma extremidade da curva C e que

Vg(xg,yo) 7 O.

e Pode ocorrer que um ponto na extremidade de C
ou um ponto de C onde Vg(x,y) = 0 seja um ponto
de maximo ou minimo da funcao f.

e No teorema acima, se (zg,yg) € C € um ponto ex-
tremo de f(x,y), entdao a curva de nivel de equacao
de equacao f(x,y) = f(xo,yp) € tangente a curva C

em (zg,Y0)-
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Teorema:

e Sejam f(z,y,z2) e g(x,y, z) funcdes de classe C! num
conjunto aberto U de R3.

e Seja S a superficie de equacao g(x,y,z) = 0 contida
em U.

Se f(x,y,z) tem um valor maximo ou minimo no ponto
(z0,v0,20) € S e Vg(zo,y0,20) # 0, entdo existe um
numero real A\ tal que:

V f(z0, Y0, 20) = AVg(z0, Yo, 20)-
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Teorema:

e Sejam f(x,y,2),91(x,y,2) € go(z,y,z) funcles de
classe C'1 num conjunto aberto U de R3.

e Seja C a curva de intersecao das superficies de equacoes

g1(z,y,2) =0 e go(z,y,z) = 0, ambas contidas em
U.

Se f(x,y,z) tem um valor maximo ou minimo no ponto

(z0,y0,20) € C e Vgi(z0,%0,20) X 91(®0,¥0,20) 7# O,
entao existem numeros reais A1 € Ao tal que:

V f(z0,v0,20) = A1Vg1(x0, Y0, 20) + A2Vga(zo, Yo, 20)-
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