Maximos € Minimos

Valores extremos relativo ou local de funcdes de duas
variaveis

Definicdo: Seja f: Dy CR? — R e Py(zg,y0) € Dy

f(zg,yp) € um maximo relativo ou local de f se existe
uma vizinhanca Ve(xqg,yo) tal que

f(zo,y0) = f(z,y) Vx,y) € DyN Ve(zo,yo0)-

f(zg,yp) € um minimo relativo ou local de f se existe
uma vizinhanca Ve(xqg,yo) tal que

f(xC))yO) < f(xay) \v/$7y) S Df M ‘/6(3307?/0)'



Obs:

e O maior dos maximos relativos € o maximo abso-
luto.

e O menor dos minimos relativos € o minimo abso-
luto.

e Chamam-se extremos aos maximos € aos minimaos
de f.

e A (x0,yp) Chama-se ponto maximizante (mini-
mizante)de f.



definicao: Um ponto (zg,yg) interior ao dominio de
uma funcao z = f(x,y) € chamado ponto critico de f
se Vf(zg,yp) Ndo existe ou Vf(zg,yo) =0 .

Obs:

e Os extremos encontram-se entre os pontos criticos.

e Os pontos criticos que nao sao extremos sao pon-
tos de sela.



Teste do hessiano: (Condicio suficiente para um
ponto critico ser extremo relativo)

Definicao: Seja f : A C R"™ — R uma fun¢ao de classe
C? definida num aberto A C R™. A matriz hessiana de
f num ponto P(x1,zo,....,zn) € A € definida como:

82f (P) L 222 (py

H[f(P)] =

82
o (P) . L)




Observacao:

e Note que H[f(P)] € uma matriz simétrica.

e NO caso n = 2 a matriz hessiana de f é dado por:

T 92f 92f 1
Ox? dxdy
H[f(z,y)] =
0%f o°f
| Oyox oy2 |




Teorema Seja f : A C R2 — R uma funcdo de
classe C? definida num aberto A C R2. Suponha que
Py(xo,yg) € A seja um ponto critico de f. Seja A1 =

0%} (0, ¥0), Do = det(H[f(z0,y0)]) , entdo:
e N> >0,A1 >0,— Py € ponto Minimo local.
e N> >0,A1 <0,— Py € ponto Maximo local.
o N> <0 — Py € ponto Ponto de sela.

e A> =0 — Nada se conclui.



Exercicios

Calcule e classifique os extremos de
1. flz,y) =y* —z*.

2. f(z,y) = e—r°+4y°

3. f(w,y) = (22 +y?)e?

4. f(z,y) =y—+ xsiny .

5. f(z,y) = 3z° — y°.



10.

fay) =% 12y —ds+ L — T2 44
- f(zy) = 2% +y° + 2%y + 4.
- f(z,y) = 4wy — 222 — y*.

. fz,y) = zy? + 22 + 42

f(z,y) = 23 4 322 — 9z + y3 + 392



Teorema( caso geral) Seja f : A C R — R uma
funcao de classe C2 definida num aberto A ¢ R™. Suponha
que Py € A seja um ponto critico de f. Sejam A1, Ao, A3, ..., A\n
Os autovalores da matriz hessiana de f em FPy. Temos

e Se )\; >0, V1<:<nentao Fy € ponto de minimo
local de f;

e Se \; <0, V1< <nentao Py é€ ponto de maximo
local de f;

e Se existirem dois autovalores A; e A; com sinais
opostos entao Py € um ponto de sela de f;

e NoOS demais casos nao podemos afirmar nada sobre
a natureza do ponto critico Fp.



Definicao: Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n.
Definimos o menor principal de ordem k£ da matriz A
como a submatriz Ay = [a;;] com 1 <i<k, 1 <5<k
e denotemos por my(A) = det{A.}.

Teorema: Seja A = [a;;] uma matriz simétrica de or-
dem n. Sejam A1, Ao, ..., A\p 0S autovalores da matriz
A.

e \;, >0, V1<i<n<s mp(A)>0,Vli<k<n

mp(A) < 0, Vk impar e

*A<0 Visisn < {mk(A)>O, Vk par.



Valores extremos absoluto de funcdes de duas variaveis
Definicdo: Seja f: D CR2 — R e Py(zg,yg) € D

f(zg,yp) € um valor maximo absoluto de f, se

f(zo,y0) = f(z,y) Vx,y) € Dy.

f(xg,yp) € um valor minimo absoluto de f, se

f(zo,v0) < f(z,y) Vzx,y) € D.
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Teorema: Se z = f(x,y) € uma funcao continua num
conjunto limitado e fechado D C IR{Q, entao f tem um
valor de maximo absoluto e minimo absoluto em D.

ODbs: Nas condicoes do teorema acima, temos 0s ex-
tremos absolutos sao atingidos em pontos no interior
de D ou na fronteira de D.
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