PARAMETRIZACAO DE CURVA:

parametrizar uma curva C C R"™ (n=2 ou 3), consiste
em definir uma funcao vetorial:

r: ICR—R" (n=2 ou 3),
onde I é um intervalo e »(I) = C.
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Equacoes paramétricas da curva C de R2

Seja C uma curva/linha de R? tal que
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com x e y funcOes continuas em I e variavel t € 0O
parametro.

A orientacao da curva C corresponde ao sentido
definido pelos valores crescentes de ¢t no intervalo I.

Ao ponto r(a) chama-se origem ou ponto de partida
da curva C e ao ponto r(b) chama-se extremidade ou
ponto de chegada da curva C.

Se eliminarnos o parametro t nas equacdes (1.1) obte-
remos uma expressao cartesiana da curva C.



Exercicios: Represente geometricamente as curvas:

1. 7(t) = (t,t2),t € [0, 2]

2. 7(t) = (t,t + 3),t € [0, 5]

3. 7(t) = (¢,t),t € [0, 2]

4. 7(t) = (1 +2t,2+t),t € [0,1]

5. 7(t) = (t—-1,3t+2),t € [0, 2]



10.

11.

12.

. 7(t) = (3cos(t),3sin(t)),t € [0, 2]

. 7(t) = (2cos(t),4sin(t)),t € [0, 7]

. 7(t) = (cos(t) — 2,sin(t) +3),t € [0, Z]

. 7(t) = (5cos(t),4sin(t)),t € [r, 27]

7(t) = (cos(t),sin(t)),t € [—=, Z]
7(t) = (cos(t) — 4,sin(t) +2),t € [-5,0]

7(t) = (sin(t) — 1,cos(t) + 3),t € [, 2]



Uma parametrizacao de um segmento de recta com
origem em A e extremidade em B, pode ser:

7(t) = A+ t(AB),t € [0, 1].

Seja C uma curva dada pelo caminho 7(t), t € [a,b] com
origem em A = 7(A) e extremidade em B = 7#(B). A
curva —C (com origem em B e extremidade em A) é
dada pelo caminho inverso de r

Uma parametrizacao para —C é dada por 7, a qual
obtém-se a partir de 7(¢) substituindo t por —t, ou se€ja,

7™ (t) =7(—t), te&[-b,—a].

Exemplo: Parametrize o segmento de recta de R2 que
comeca em (0,1) e termina em (2,3) € o caminho in-
VErso.



Exercicios: Parametrize as seguintes curvas (C) e as
curvas inversas (—C):

1. O segmento de recta que comeca em (1,2) e ter-
mina em (-1,-3).

2. A parte da recta y = 2x para z € [-2, 3].

3. A parte do grafico da funcao f(z) = | para
x € [0, 1].



Equacoes paramétricas da curva C de R3

Seja C uma curva/linha de R3 tal que

x = x(t)
y=vy) , tel=]la,b]CR,
z = z(1)
ou seja,
7. I =1la,b] — R3

t o 7(1t) = (2(t),y(1),2(1))



Exercicios: Represente geometricamente as curvas:

1. 7(t) = (0,2,2t),t € [-1,1]

2. 7(t) = (0,t,2t+ 1),t € [0, 3]

3. 7(t) = (cos t,sin t,2),t € [0, 27]

4. Hélice circular: 7#(t) = (cos t,sin t,t),t € [0, 4x]

5. Hélice eliptica: 7#(t) = (2cos t,3sin t,t),t € [0, 4n]



Exercicios: Parametrize as linhas de R3 indicadas na
figura seguinte que representa o cilindro

{(m,y,z)ER?’: 2 4 y2 =0, 0<z<5}




Classificacao de curvas Seja C uma curva dada por
r(t), com t € [a,b].

A curva C diz-se fechada se a origem coincide com a
extremidade, ou seja, 7(a) = 7(b). Caso contrario a

curva diz-se aberta.

A curva C diz-se simples se nao se intersecta a si propria
(excluindo a origem e a extremidade).
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Vector tangente e recta tangente

Vector tangente e recta tangente: Seja C uma curva
de R™ dada por 7(t), t€ [a,b].

Designa-se por vector tangente a curva C no ponto
Py = 7#(tp) a derivada

(¢ h) — 7(t
#(to) = lim o+ 1) Z7(to)
h—0 h
quando existe e € nao nula.

to €la, bl

A recta tangente a curva em Py = 7#(tg) € dada por:

Ir(t) = #(to) + t7'(tg), tER



reta tangente
I (t)= r (ty) + t r (ty)

X
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exercicios:

1. Considere o caminho, #(t), que leva de A = (1,0)
para B = (—1,0), ao longo de uma circunferéncia
de equacao

22 42 =1

em sentido directo (anti-horario). Determine a equacao
da recta tangente a curva no ponto (0,1).

2. Considere o caminho, 7(t), que leva de A = (1,0)
para B = (0,2), ao longo de uma elipse de equacao

2
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em sentido directo (anti-horario). Determine a equacao

da recta tangente a curva no ponto correspondente

— T
at=71.

. Determine a recta tangente a curva representada
pela funcao

7(t) = (2 cos(t),2sin(t),t)

no ponto tg = %.



Uma curva C de R"™ dada por 7(t), t € [a,b] diz-se
regular se a derivada 7/(t) existe e é continua (o que
significa que 7(t) € C1) e ndo nula em Ja, b].

C é seccionalmente regular se se puder dividir num
numero finito de curvas regulares.

Nota: Se um caminho é regular, a curva por ele des-
crita nao apresenta bicos nem esquinas angulosas pois
a derivada evolui sem variacdoes bruscas de direccao ou
sentido.

10



-




Comprimento de uma linha ou curva :
Seja C uma curva dada por 7(t), t€ [a,b].

Chamamos comprimento da linha/curva C com ori-
gem em A = 7(a) e extremidade B = 7(b) ao integral

1(C) =/abe"(t)H dt

Uma curva diz-se rectificavel se tiver comprimento fi-
nito.

*Este integral nao depende da parametrizacao escolhida para C.
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Exercicios

1. Prove que o0 perimetro de uma circunferéncia de
raio R € 27 R.

2. Determine kK de modo que o comprimento da recta
y= —2x+ 1 com z € [0, k] seja 2.

3. Considere

7(t) = 4sin(t)e] + 3tes + 4cos(t)es, te [0, ]

Esboce a curva e calcule o seu comprimento.

(Rpta : 57)
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. Determine o comprimento da curva C de equacoes

{ r = et cos(t)

i
y=elsin(t) @ '€ [OE]

. Determine o comprimento do arco de curva dado
por

r = ael cos(t)
y = aelsin(t)
2z = ael

desde (a,o0,a) até (—ae™, 0, ae™). R:v/3a(e™ — 1)



Integral de linha de campo escalar
Seja C uma curva contida em R3 dada por #(¢t), com
t € [a,b].

Seja f Df C R3 — R um campo escalar continuo Ccujo
dominio Df contem todos os pontos da curva C
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Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos I;, com

i = 1,2,3,....,n de mesmo comprimento At = b_Ta

logo, a curva C fica dividida em n subarcos de com-
primento ASq,ASo, ..., AS,, onde:

AS; = ||r’(t§‘)||At para algum t; € I,.

Formemos a soma

S FENAS = 3 Fr ) D] At
1=1 1=1

Definimos a integral de linha de f sobre C por

[ fds= [ fay,2)ds = tim_ Zl PN ED] At

se 0O limite existir.



Observacao:

e Se f € uma funcao continua, entao o limite existe
e

b
£ ds= [ @) [#@)] at

e A integral de linha de uma funcao escalar f sobre C
nao depende da parametrizacao escolhida para C e
nem de sua orientacao, isto €, denotando por —C a
curva C percorrida em outro sentido, entao:

/_cdeZ/cde

e Se f =1 entao /Cf ds = comprimento de C
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e Seja f e g campos escalares continuos com
D¢, Dg C R™ e C curva regular totalmente contida
em DyNDgy. Entao

/Caf+ﬁg ds=a/Cf ds+5/Cg ds
onde o, 8 € R.

e Seja f campo escalar continuos com Dy C R™. Se
C1 € Cp curvas regulares totalmente contidas em Dy

/CluCQfdszfclfds—l—/CQfds



Aplicacoes:

Interpretacao geometrica

e Seja C € uma curva no plano xy definida por uma
funcdo de classe C1,

r(t) = (x(t),y(#)), a <t <b

e seja f(x,y) uma funcao escalar, continua , positiva
e definida em C.

Entao
b , )
/Cf ds=/a F@(®),y®) [7®)|| dt = area(s)

15



xy)

b

Ifds = Area( S )
Cc
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o
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Exercicio : Use a integral de linha para encontrar a
area da superficie lateral sobre a curva C e abaixo da

superficie z = f(xz,y) , onde

1. C:z?+y2=1comy>1de(1,0)a(0,1) e f(z,y) =
Y.

2. C:y=1—2z2de (1,0) a (0,1) e f(z,y) = =.



Aplicacoes na Fisica:

Se f(xz,y) representa a densidade ( massa por unidade
de comprimento) de um arame C C R?, entdo

e Massa total do arame C é dada por

[ 1G,y) ds =M (©)
C

e O centro de massa (z,y) do arame é dado por

[ ef.y) ds [vr,y) ds
C C

T = @:

M) M(C)
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e O momento de inércia de C ¢ R?2 em relacdo a um
eixo L é dado por

IL= [r@ye(a,y) ds
C

onde r(x,y) = distancia de (z,y) ao eixo L.

Se f(x,vy,z) representa a densidade (massa por unidade
de comprimento) de um arame C C R3, ent3o:

e Massa total do arame C € dada por

[ 1@,y,2) ds = M(©)
C



e O centro de massa (z,7y,z) do arame é dado por

[2f (.2 ds
C

x

M(C) ’

/yf(w,y, z) ds
C

/Zf(w,y, z) ds
C

z

M(C)

e O momento de inércia de C ¢ R3 em relacdo a um



eixo L é dado por

Ip= [ 2@y, 2)f(,y.2) ds
C

onde r(x,y,z) = distancia de (x,y,z) ao eixo L.
Exercicio :

1. Determine a massa de um fio com a forma da curva
y=Inz, com /3 <z <+/8, se a densidade em cada
ponto é igual ao quadrado da abscissa do ponto.



2. Determine a massa de um arame fino com o formato
da hélice * = 3cost, y = 3sent e z = 4t, com
0 <t<mw/2, se a densidade for §(x,y,z) = 1_’“@2 com
k> 0.

3. Calcule o centro de massa do fio C parametrizado
por = (t,t,t), com 0 <t <1, com densidade linear

0(x,y,z) = xy=z.

4. Seja C um fio delgado com a forma da intersecao da
superficie z2 4+ y2 422 =5 e com z > 0 com o plano
x+y = 1. Calcule o momento de inércia de C em
relacao ao eixo z, se a densidade em cada ponto do
fio € proporcional a sua distancia ao plano zy.



