Revisao de integrais simples
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Definimos a soma

mn
Sn = Z f(t)Az;
i=1
chamada como soma

de Riemann de f sobre [a, b]



Definicao: Se a sequencia {S,} das somas de Rie-
mann da funcao f converge quando n tende para 4oo
e este limite é independente da escolha dos pontos t;
nos subitervalos [z;, x;41] dizemos que f € integravel no
intervalo [a, b] e escrevemos:

/bf(t) dt = lim fj F(t) Az
=1

a n—>—|—ooz.



Integral duplo de Riemann

Definimos a soma

; n o m
Sam = Y, > f(@ 7)) Ax;Ay;
i=1j=1
q ; chamada como soma
1 o K .-_'!-'
; a7 de Riemann de f sobre R
é{f y, _.'1'._1'.__ 1/
F x



Definicao: Se a sequencia {Spm} das somas de Rie-
mann da funcao f converge quando n € m tendem para
+o00 e este limite € independente da escolha dos pon-
tos (7;,7;) nos subretangulos R;; = [z, x;4-1] X [y, yj41]
dizemos que f € integravel na regiao R e escrevemos:

[ ] fa@y dedy=iim 33 f(@.5)An0y

n,m——4o00 i=1j=1



Teorema 1: Toda funcao continua definida numa regiao
fechada e limitada R é integravel sobre K.

Teorema 2: Seja R uma regiao fechada e limitada do
plano. Se f & continua, exceto num conjunto de area
nula, entao f € integravel em K.

ODbs: conjuntos de comprimento nulo no reta: pontos.
ODbs: conjuntos de area nula no plano: pontos e curvas.
ODbs: conjuntos de volume nulo no espaco: pontos,
curvas e superficies.



Propriedades: Sejam f e g funcOes integraveis numa
regiao R e X\ constante real.

e Entao f + Ag é integravel sobre R e

[+rman=f [ pansf [

o Se f(x,y) > g(x,y), V(z,y) € R entao

[ oran= a1
[ ] [ a



e Sejam R e Ro duas regides de R2:
int(R1) Nint(Ro) =0 e R =Rq1 UR, entdo

[gan=] o ant [ s 1



Teorema de Fubini (primeira forma) Se f(x,y) for
continua na regidao retangular R = [a, b] X [¢,d], entdo a
integral dupla de f sobre R pode ser obtida através de
integrais iteradas, ou seja:

//Rf(a?, y)dady = /abA(af:)daf: = /ab [/Cdf(:zj,y)dy] dx




ou

[ [ fdsas = [*awyas= [*] [ sCvpa| ay




Teorema de Fubini (segunda forma) Seja f uma funcao
definida e continua num subconjunto limitado, fechado
e nao retangular D C R2. Se

A

V=gh(x)
3 D conjunto de (z,y) € R2:
L (z,y)
D a <z <b,
e p1(x) <y < pa(z).
y=m(x) Neste caso D é chamado
_ > de regiao do tipo I.
a o

entao

//Df(:v,y)dwdy=/ab[

/SOQ({E) f(z, y)dy] dx.

©1(x)
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Se

s D conjunto de (z,vy) € R?;
1 ' i |'r Céygda

¥=gify) ] ) xS $1(z) <z < Po(x).

Neste caso D é chamado
de regiao do tipo II.

entao

f(z,y)dxdy = ’ @(w)f(w,y)dw dy.
/], L o



Areas e volumes usando integrais duplos

e Seja 5 = {(z,4,2) €ER?:0 <2< f(x,9),(x,9) € D}
entao

volume de (S) = //Df dA

nz=fx.5,)
z= flx,y)

-y

[




e Seja R uma regido limitada de R? ent3do

area de (D) = //Dl dA

» z=f(x,y)=1

*Y

esse




Aplicacdes Sendo p(x,y) a funcdo que indica a densi-
dade em cada ponto de uma placa com a forma da
regiao R.

e A massa de uma placa com a forma da regiao R €

dada por
: dA
JERD

e O centro de massa de uma regiao R é (z,7y) onde

| Jro(z,y)dA

[ [ ryp(z,y) dA
[ [rp(z,y) dA

3
|

<
|
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e A carga eléctrica numa regiao R € dada por

| | o v) da

onde p(xz,y) € a funcao que indica a densidade da
carga em cada ponto.



e O momento de uma lamina em torno do eixo é

My = //Ryp(:v,y) dA

My = //Ra;p(:v,y) dA

onde p(x,y) € a funcao que indica a densidade de
massa em cada ponto.
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e O momento de iInércia em torno do eixo dos xx
(yy) é:

Iy = //Ryzp(:v,y) dA

(= [ e )

e O momento de inércia em torno da origem (ou
momento polar de inércia) é

Iop =1+ 1y = //R(xQ + yz)p(a:,y) dA
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