uperficie Parametrizadas: Dizemos que S C R3 é

uma superficie parametrizada se existir uma funcao ve-
torial continua definida da forma seguinte:

¢:DCR?— RS

(u,v) — @(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u, v))

P (uv)=lxy.2)

%’/ /:W CO@(D)

z=z(u,v)

S

Y

“y



Parametrizacoes das principais superficies:
1) Plano S

Sejam Py € S, a e b vetores nao paralelos contido
plano S.

no



Seja P& S. Entao , existem escalares v e v, tais que:
PoP = ud@ + vb < P = Py + ud + vb
Ent3ao, uma parametrizacao do plano § é dada por:

o(u,v) = Py +ud +vb com (u,v) € R?

2) S: grafico de z = f(xz,y), com (z,y) € D e f(x,y)
de classe C1 em D



— Z=f(KrY)

Uma parametrizacao natural (ou candnica) de & =
G r(grafico de f) € dada por

o(z,y) = (z,y, f(z,y)) com (z,y) € D

3) Cilindro z2 +y2 =42, a >0



eixo

(

Utilizamos as coordenadas cilindricas para parametrizar
um cilindro de raio a. Tem-se:

0(0,z) = (acosB,asen 0,z) com (0,z) € [0,27] xR

4) Esfera :c2—|—y2-|—z2 =a2, a>0



Utilizamos as coordenadas esféricas para parametrizar
a esfera de raio a. Tem-se:

0(0,9) = (asen ¢ cosh,asen ¢ sen 6, a CoSs @)

com (0, ) € [0,2x] x [0, ¢]



5) Superficies de revolucao

Considere a superficie § obtida girando-se a curva C,

no plano xzz, em torno do eixo z. Se C tem equacoes
paramétricas

r(t) = (x(t),2(t)), t € a,b]l ex(t)>0; Vtela,b]




ent3o, a superficie de revolucao S§ assim gerada tem
uma parametrizacao dada por:

0(0,t) = (x(t) cosh,x(t)sen 0, z(t)) com (6,t) € [0,27] x][a, b]

Exercicios I Parametrize as superficies:

1. S={(m,y,z)€R3: 12 + y2 = 2z, z<4}
2. S:{(x,y,z)ER?’: 2 + y2 = 22, 1<z<4}

3. S:{(a:,y,z)ER?’: 24+ y2 422 =09 z>o}



.S={(m,y,z)€R3: 22+ y2 = 16, —1<z<3}
.S={(w,y,z)€R3: 2 4 y2 = z, z<9}

.Sz{(a:,y,z)EIR{?’: 12 + y2 = ,—1<z<4}
.S={(w,y,z)€R3: 242+ 22 =1, z<o}
.S={(m,y,z)€R3: 2 4 y2 = 22, —3<a:<0}

.Sz{(a:,y,z)ER?’: 2 +9y2=9—2 0< 2z<5, £U<O}



10.

11.

12.

13.

14.

S = {(;U,y,z) e R3:
S = {(:c,y,z) e R3:
S = {(m,y,z) € R3:
S = {(:Iz,y,z) cR3:

S = {(a:,y,z) e R3:

a:2—|—y2=z2,—4<z<o,y<x,a:>o}
w2+y2= , —2 < z2< 3, y<0}

:c2—|—y2—|—z2=9,:c<0,y<0,z<0}
:1:2—|—y2—|—z2=9,:c<0,y<0,z<0}

:132—|—y2—|—22:4,:13>0,y>0,z<0}



Vetor normal e plano tangente :

Seja S uma superficie parametrizada por

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(v,v)), (u,v) €D
de classe C1(D).

— %, Pluo.v)
S=sa—




Um vetor normal a superficie S num ponto

P(a,b,c) = ¢(ug,v0) € S

é dado por

. o) Oy
N (ug,vp) = a—z(UO,vo) X %(UO/UO>



(desde que o vetor N(ug,vp) seja ndo nulo.) Ao vetor
anterior chama-se vetor produto fundamental. No-
tas:

dp 0
— - X 7= _ - . _ e - -
1. N = ‘5 € normal a superficie mas € unitario.

u’ Ov
dp Oy
Ju v

2. O vetor gf X gfj também é normal a S mas tem
sentido oposto.

3. Uma superficie com vetor normal (nao nulo) em to-
dos os pontos diz-se regular (ndao apresenta regides
pontiagudas).



4. Equacao cartesiana do plano que passa no ponto
(a,b,c) com vetor normal @7 = (n1,no,n3):

ni(r —a) +nao(y —b) +n3(z —c) =0
EXxercicios

1. Determine a equacao do plano tangente ao para-
bolside parametrizado por ¢(u,v) = (u,v,u? + v2)
no ponto (1,2,5).

2. Determine as equacoes dos planos tangentes ao pa-
raboldide dado pela equacao

z° + y2 =4 —z
nos pontos (0,0,4) e (-1,1,2).



No restante deste capitulo consideraremos apenas Su-
perficies que sao imagens de funcoes

¢:DCR2—>R3

(u,v) — p(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v))

P luv)=(xy,2)

/%/4’7""/ /::_:P (O@(D)

z=z(u,v)

-

Y

tais que:



e D é& um conjunto limitado e fechado do plano.

e ¢ € injetora, exceto possivelmente na fronteira de
D.

e A superficie € regular, exceto possivelmente num
numero finito de pontos.



Area de superficies:

Definicao: Seja § uma superficie parametrizada por
¢:DCR?>— RS

(u,v) — o(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v))

Definimos a area A(S) de [ pela formula

A(s) —// "a—@xa—@(u )

’dudv



Parametrization

A(S) = Z YAN T



X y x Y
AS) =Y Loww = Y Has" a‘/’(u ) ‘ A Av
Se ¢ € C1(D), ent3o:
A(s) = // H@_go X 8_g0(u V) | dudv




Exercicios 1

1. Calcule a area da superficie
S:{(CE,y,Z) ER3: $2+y2=2, O§Z§4}
R: Z(V173 - 1)

2. Verifique que a area da superficie de uma esfera
unitaria é 4.
Sug: Use coordenadas esféricas.



Integral de superficie de campo escalar

Seja S = (D) uma superficie, pc CY(D) e f: Q — R
um campo escalar limitado com S C €2.

VJI»

P luv=lxy.2)

/%’/K"f"é"’/ /:F CO@M

z=z(u,v)

:4,
-~

Define-se o integral de superficie de f sobre S como:

[ ras = [| 5ot |5 x 22 qu,0)

‘dudv
6



onde dS = Ha—‘/) X 8_@(%@)“ dudv € 0 elemento de area.
ou ov

Obs:

e Se f(z,y,z) =1 em S, entado:
//Sms://SdszA(S)

e O integral de superficie de campo escalar nao de-
pende da parametrizacao.

e Se § e Sq sao duas superficies que apenas diferem
num numero finito de linhas, entao:

//SdeZ/Slfds



e Se §=5US5U...US8y, entao

//Sfdsziéjl//&fds

Exercicios 11

1. Calcule //Sfds sendo f(z,y,z) =22+ y2+22+5

S={(:c,y,z)€R3: 12 4 y° = 22, nggl}.

R: 627

2. Calcule //S(a; + 2)ds onde S é a parte do cilindro

y2 + 22 = 9 entre x = 0 e x = 4 contida no 1°
octante. R: 127+ 36



. Calcule //Sfds sendo f(x,vy, 2) :93_;!

SZ{(:B,y,z)ERS: 22 4 y° = 2, 4§x2—|—y2§16}.

3
—172

3

NIl

R: 65




Aplicacoes a Fisica

e Se p(x,y, z) € continua e positiva em S, e representa
a densidade superficial de massa ( massa por uni-

dade de superficie), entdo a massa M de S é dada
por:

M(S) = [ [oz,y,2) ds
S



e O centro de massa do sdlido S é (z,7,z) onde

//:cp(a:,y,z) dS
S

= M(S)
//yp(w,y,Z) dS
g=_S
M(S)

//z,o(:v,y,z) dS
S

M(S)

z




e A carga eléctrica num solido & € dada por
//p(w,y,Z) dS
S

onde p(xz,y,z) € a funcao que indica a densidade da
carga em cada ponto.

e O momento de inércia em relacao a um eixo L &
dado por

Ip= [ [r?@,y,2)p(,y,2) dS
S

onde r(z,y,z) = distancia de (z,y,z) ao eixo L.

8



Se eixo L = eixo z, entdo I, = //(332 + v2)p(z,y, 2) dS
S

Se eixo L = eixo y, entdao I, = //(a;Q + 22 p(z,y,2) dS
S

Se eixo L = eixo x, entdo I, = //(y2 + 22)p(z,y,2) dS
S



