
Integral tripla de Riemann

Definimos a soma

Sn =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

f(xi, yj, zk)∆xi∆yj∆zk
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chamada como soma de Riemann de f sobre S.

Definição: Se a sequencia {Sn} das somas de Riemann

da função f converge quando n tende para +∞ e este

limite é independente da escolha dos pontos (xi, yj, zk)

nos subparaleleṕıpedo

Rijk = [xi, xi+1]× [yj, yj+1]× [zk, zk+1]

então, dizemos que f é integravel na região S e es-

crevemos:

S

∫ ∫ ∫
f(x, y, z) dx dy dz = lim

n→+∞
Sn
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Obs: A integral tripla de f sobre o sólido S às vezes é

indicada pelas seguintes expresões:

S

∫ ∫ ∫
f(x, y, z) dV ou

S

∫ ∫ ∫
f dV

Teorema 1: Toda função cont́ınua definida numa região

fechada e limitada S ⊂ R3 é integrável sobre S.

Teorema 2: Seja S uma região fechada e limitada do

espaço (R3). Se f é cont́ınua, exceto num conjunto de

volume nulo, então f é integrável em S.

Obs: conjuntos de volume nulo no espaço: pontos,

curvas e superficies.
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Propriedades: Sejam f e g funções integráveis sobre

o sólido S e λ constante real.

• Então f + λg é integrável sobre R e

S

∫ ∫ ∫
f + λg dV =

S

∫ ∫ ∫
f dV + λ

S

∫ ∫ ∫
g dV

• Se f(x, y, z) ≥ g(x, y, z), ∀(x, y, z) ∈ S então

S

∫ ∫ ∫
f dV ≥

S

∫ ∫ ∫
g dV
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• ∣∣∣∣∣∣∣∣ S
∫ ∫ ∫

f dA

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ S

∫ ∫ ∫
|f | dV

• Sejam S1 e S2 dois sólidos de R3: int(S1)∩int(S2) =

∅ e S = S1 ∪ S2 então

S

∫ ∫ ∫
f dV =

S1

∫ ∫ ∫
f dV +

S2

∫ ∫ ∫
f dV

• Se f(x, y, z) = 1 em S, então:
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volume de (S) =

S

∫ ∫ ∫
1 dV

• Se ρ(x, y, z) é cont́ınua e positiva em S, e representa

a densidade volumétrica de massa ( massa por uni-

dade de volume), então a massa M de S é dada

por:

M(S) =

S

∫ ∫ ∫
ρ(x, y, z) dV
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• O centro de massa do sólido S é (x, y, z) onde

x = S

∫ ∫ ∫
xρ(x, y, z) dV

M(S)

y = S

∫ ∫ ∫
yρ(x, y, z) dV

M(S)

z = S

∫ ∫ ∫
zρ(x, y, z) dV

M(S)
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• A carga eléctrica num sólido S é dada por

S

∫ ∫ ∫
ρ(x, y, z) dV

onde ρ(x, y, z) é a função que indica a densidade da
carga em cada ponto.

• O momento de inércia em relação a um eixo L é
dado por

IL =

S

∫ ∫ ∫
r2(x, y, z)ρ(x, y, z) dV

onde r(x, y, z) = distância de (x, y, z) ao eixo L.
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Se eixo L = eixo z, então Iz =

S

∫ ∫ ∫
(x2 + y2)ρ(x, y, z) dV

Se eixo L = eixo y, então Iz =

S

∫ ∫ ∫
(x2 + z2)ρ(x, y, z) dV

Se eixo L = eixo x, então Iz =

S

∫ ∫ ∫
(y2 + z2)ρ(x, y, z) dV
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Redução do Cálculo de uma Integral Tripla a uma

Integral Dupla: Observamos que o doḿınio de inte-

gração S pode ser descrito por:

S =
{

(x, y, z) ∈ R3; (x, y) ∈ Sxy e z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)
}

onde Sxy = ProjSxy(projeção de S sobre o plano xy) e
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z1(x, y), z2(x, y) funções continuas;

S =
{

(x, y, z) ∈ R3; (x, z) ∈ Sxz e y1(x, z) ≤ y ≤ y2(x, z)
}

onde Sxz = ProjSxz(projeção de S sobre o plano xz) e

y1(x, z), y2(x, z) funções continuas;
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S =
{

(x, y, z) ∈ R3; (y, z) ∈ Syz e x1(y, z) ≤ x ≤ x2(y, z)
}

onde Syz = ProjSyz(projeção de S sobre o plano yz) e

x1(yz), x2(y, z) funções continuas;
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Prova-se

S

∫ ∫ ∫
f(x, y, z) dx dy dz =

Sxy

∫ ∫ [∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f(x, y, z)dz

]
dx dy;

S

∫ ∫ ∫
f(x, y, z) dx dy dz =

Sxz

∫ ∫ [∫ y2(x,z)

y1(x,z)
f(x, y, z)dy

]
dx dz;

S

∫ ∫ ∫
f(x, y, z) dx dy dz =

Syz

∫ ∫ [∫ x2(y,z)

x1(y,z)
f(x, y, z)dx

]
dy dz;
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