Integral tripla de Riemann

w=f(x,y,z)

Definimos a soma
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chamada como soma de Riemann de f sobre S.

Definicao: Se a sequencia {S,} das somas de Riemann
da funcao f converge quando n tende para +oo e este
limite € independente da escolha dos pontos (z;, %, Z)
Nnos subparalelepipedo

Rk = [z, 1] X [y5, yj41] X 2k, 24-1]

ent3o, dizemos que f € integravel na regiao S e es-
crevemaos:

n——+o0o

///f(:r;,y,z) dr dy dz = |lim Sp
S



ODbs: A integral tripla de f sobre o sélido § as vezes é
indicada pelas seguintes expresoes:

J[Jremnaon [[ ]

Teorema 1: Toda funcao continua definida numa regiao
fechada e limitada S c R3 & integravel sobre S.

Teorema 2: Seja S uma regiao fechada e limitada do
espaco (R3). Se f é continua, exceto num conjunto de
volume nulo, entao f é integravel em S.

ODbs: conjuntos de volume nulo no espaco: pontos,
curvas e superficies.



Propriedades: Sejam f e g funcdes integraveis sobre
O solido & e \ constante real.

e Entao f + Ag é integravel sobre R e

[ fraa=[[[1as] ] foa

o Se f(x,y,2) > g(x,y,2), V(z,y,z) €S entdo

[JJrav=]]fon



J/Jroa< ]|

e Sejam S; e Sy dois sélidos de R3: int(S1)Nint(Sy) =
e S=S81US> entdo

[Jfrav=f fsae] [

e Se f(x,y,2z) =1 em S, entdo:



volume de (S) = ///1 dVv
S

e Se p(x,y, z) € continua e positiva em S, e representa
a densidade volumétrica de massa ( massa por uni-

dade de volume), entdo a massa M de S é dada
por:

M) = [ [ [ola,y,2) av
S



e O centro de massa do sdlido S é (z,7,z) onde

///:I:p(:c,y,z) dV
S

M(S)

///yp(:v,y,?«') dV
S

M(S)

///zp(a:,y,z) dVv
S

M(S)

x

Y
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e A carga eléctrica num solido & € dada por
| [ [ot@.u.2) av
S

onde p(xz,y,z) € a funcao que indica a densidade da
carga em cada ponto.

e O momento de inércia em relacao a um eixo L &
dado por

ILZ///TQ(a:,y,z)p(a:,y,z) dVv
S

onde r(z,y,z) = distancia de (z,y,z) ao eixo L.
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Se eixo L = €ixo z, entdo I, = ///(332 + v p(z,y, 2) dV
S

Se eixo L = eixo y, entao I, = ///(:1;2 + 22 p(z,y,2) dV
S

Se eixo L = eixo x, entao I, = ///(y2 + 22 p(z,y,2) dV
S



Reducao do Calculo de uma Integral Tripla a uma
Integral Dupla: Observamos que o dominio de inte-
gracao S pode ser descrito por:

S = {(a:,y,z) € R3; (x,y) € Sgy € 21(x,y) < 2 < zz(fv,y)}

Z

5 ‘

‘\_\___F_‘/_) zdx.y)

,:, ¥

> xy

X

onde Sy = Proj;?y(projecé'o de S sobre o plano zy) e
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z1(x,vy), zo(x,y) funcdes continuas;

S={(x,y,2) €R3; (x,2) € Suz e y1(2,2) <y < yo(z,2)}

onde S;, = Projgz(projecéo de S sobre o plano zz) e
y1(x, 2), yo(x, z) funcdes continuas;
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S={(z,y,2) €R% (y,2) € Syz e x1(y,2) <& < w2(y,2)

¥

onde Sy, = Projgz(projec;é'o de S sobre o plano yz) e
x1(yz), xo(y, z) funcdes continuas;
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Prova-se

///f(w y,z) de dy dz = /S/ [/ij;;) f(x,y, z)dz] dx dy;
Ty

///f(:v y,z) dx dy dz—// [/y?ifj f(a:,y,z)dy] dr dz;
[ [ [y deayas= [ [ ][ s e ay s
S Syz
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