Teorema de Stokes

Uma extensao importante do teorema de green € o te-
orema de stokes, que relaciona a integral de linha de
um campo vetorial F ao longo de uma curva fechada
C no R3 com a integral sobre uma superficie §, onde
oS =C.
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Antes, faz-se necessario introduzir as seguintes definicoes.

Definicao: Uma curva fechada C é chamada de sim-
ples se ela nao tem intersecao com ela mesma.

Definicdo: Seja F' = (Fy, F», F3) um campo vetorial

com derivadas parciais definidas num subconjunto aberto
do R3. O campo vetorial rotacional de F, denotado

por rot(F), é definido por:

rot(F) =V x F
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Teorema .1 (Stokes) Considerem-se:

e S uma superficie orientavel, parametrizada por: o(u,v),
(u,v) € D com ¢ de classe C? num aberto que con-
tenha D U O0D:;

e 0S uma linha seccionalmente regular que € bordo
de S, onde p(0D)=0S.

e 77 Um vector unitario normal S com sentido em con-
cordancia com o sentido do 0S segundo a “Regra
da mao direita’”.
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e ' um campo vetorial de classe Cl num aberto que
contenha S UOS.

Entado:

asﬁ-dr=//s[rot(ﬁ)-ﬁ] ds

dS




O teorema a seguir, caracteriza 0os campos vetoriais de
R3 que sao campos gradientes.

Teorema .2 (Teorema das quatro equivalencias) Seja
F = (Fy, F», F3) um campo vetorial de classe C1 defi-
nido em R3, exceto possivelmente em um numero finito

de pontos. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:

1. ]{Cﬁ-dr — 0, qualquer que seja a curva fechada C,

Cl por partes, contida em .

2. A integral de linha de F do ponto A até o ponto B
independe da curva C1 por partes , que liga A a B.
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3. F é um campo gradiente de alguma funcao poten-
cial f, isto 6 Vf=F.

4. rot(F) =0, isto é,

oF> OFy OF; OF3 oF3  OF5
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EXercicios:

1. Verifigue o Teorema de Stokes sendo
S = {(a:,y,z) eR3: 224 4% =2, z§4}

e ﬁ(m,y,z) =(1,0,1 —x).
(Use a parametrizacao em coordenadas cartesianas
e polares.) R:4r

2. Usando o T. Stokes calcule /Lrot(ﬁ) - dS, sendo
F(z,y,z) = (z+ 1,0,0) e S a superficie

S:{(:U,y,z)ER3: 22 + y? = 2°, O§z§9}
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que tem orientacao dada pela normal que tem a
componente em z negativa.
R:0

3. Usando o T. Stokes, calcule o trabalho realizado
no deslocamento de um ponto material ao longo
do bordo de S, percorrido uma so vez, no sentido
direto por accdo de G(z,vy,z) = (0, z,0), sendo

S={(w,y,Z)€R3i z? +y? =09, w—l-y—l-z=4}

4. Sejam

S={(az,y,z)€R3: 2 4 y° + 22 =1, zZO}



e F(z,y,2) = (—y,z,1). Usando o T. Stokes, cal-
cule o fluxo de rot(F), através de S no sentido da
normal com a terceira componente positiva.

R: 2

. Calcule o fluxo de rot(F) sendo F(z,y,z2) = (z,z,v)
através de

S={(w,y,z)€R3: x2+y2=1, —1<z<2}

segundo a normal que tem a componente em z ne-
gativa.
R:0



6. Usando o T. Stokes, calcule o trabalho realizado
pelo campo F(x,y,z) = (0,0,z) ao longo da parte
da linha

S = {(aj,y,z) ER3: 22442 =1, 2= 1}
com origem em (1,0,1), extremidade em (0,-1,1) e
que passa por (0,1,1).

7. Calcule
%wdaz—l—(az—l—y)dy—l—(:c—l—y—l—z)dz

onde C é a curva obtida como intersecao do plano
z+y =2 com o cilindro z2 +y2 =1

8. Calcule
7{6 ydz + zdy + zdz



10.

onde C € a curva obtida como intersecao do plano
r+y =2 com esfera 22 + y2 + 22 = 2(z + v).

. Calcule

2
;gzxydx +1(1 — )z +? +aldy + (5 + e?)dz

onde C é a curva obtida como intersecao do cilindro
24 y2 =1, 2> 0, com o cone z2 =22+ (y — 1)2.

Considere a superficie

S ={(x,y, z) e3, zz\/xz—l—yz; 1<2<3}

Calcule:
//rot(ﬁ) - ds
S



onde F(z,y,2) = (yz, —xz, 23).



