CAPITULO

I

VETORES

1.1 Reta Orientada — Eixo

Uma reta 1 é orientada quando se fixa nela um sentido de percurso, considerado positivo
e indicado por uma seta (Fig. 1.1).

/
Figura 1.1

O sentido oposto é negativo. Uma reta orientada é denominada eixo.

1.2 Segmento Orientado

Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos, o primeiro chamado
origem do segmento, o segundo chamado extremidade.

O segmento orientado de origem A e extremidade B serd representado por AB e, geome-
tricamente, indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do segmento (Fig. 1.2-a).

/

Figura 1.2-a
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1.2.1 Segmento Nulo

Um segmento nulo € aquele cuja extremidade coincide com a origem.

1.2.2 Segmentos Opostos

Se AB é um segmento orientado, o segmento orientado BA € oposto de AB.

1.2.3 Medida de um Segmento
Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado pode-se associar um

namero real, ndo negativo, que € a medida do segmento em relagdo dquela unidade. A medida
do segmento orientado € o seu comprimento ou seu moddulo. O comprimento do segmento

AB ¢ indicado por AB.
Assim, o comprimento do segmento AB representado na Figura 1.2-b ¢ de 5 unidades

de comprimento:

AB=5u.c.

ik

Figura 1.2-b

Observacoes

a) Os segmentos nulos tém comprimento igual a zero.
b) AB=BA.
1.2.4 Diregdo e Sentido

Dois segmentos orientados ndo nulos AB ¢ CD tém a mesma dire¢do se as retas suportes
desses segmentos sdo paralelas (Figs. 1.2-ce 1.2-d):
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Figura 1.2¢ Figura 1.2-d

ou coincidentes (Figs. 1.2-¢ el.2-f);

I " [:I
g €
A
" Figara 1.2+ .
o :
B
A
Figura 1.2-f

Observacdes

@) 86 se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém mesma diregio,
i h} Dois segmentos orientados opostos tém sentidos contrdrios,

1.3 Segmentos Equipolentes

Dois segmentos orientados AR e CD sio equipolentes quando tém a mesma diregio, o
mesmo sentido ¢ o mesmo comprimento (Figs. 1. 3-ae 1 3b).

Se os segmentos AB e CD ndo pertencem d mesma reta. Fig_ 1 3-b, para que AB seja
equipolente a CD é necessdrio que AB//CD ¢ AC/BD, isto é, ABCD deve ser um paralelogramo.

AP e a

Figura 1.3-a Figura 1.3-b

[
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Observagdes

a) Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.
b) A equipoléncia dos segmentos AB e CD ¢ representada por

AB~ CD
1.3.1 Propriedades da Equipoléncia
I) AB ~AB (reflexiva).

II) Se AB~CD, CD ~AB (simétrica).
III) Se AB~CD e CD ~EF, AB ~EF (transitiva).

IV) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um dnico ponto D tal que

AB ~CD.

1.4 Vetor

Vetor determinado por um segmento orientado AB ¢ o conjunto de todos os segmentos

orientados equipolentes a AB (Fig. 1.4-a).

o
//

* /

Figura 1.4-a

e > : y ;
Se indicarmos com v este conjunto, simbolicamente poderemos escrever:

v = { XY/XY ~AB}

onde XY éum segmento qualquer do conjunto.

e : —
O vetor determinado por AB ¢ indicado por AB ou B- A ou v.

sl Aok

c el
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Um mesmo vetor ﬁ é determinado por uma infinidade de segmentos orientados,
chamados representantes desse vetor, € todos equipolentes entre si. Assim, um segmento
determina um conjunto que € o vetor, € qualquer um destes representantes determina 0 mesmo
vetor. Portanto, com origem em cada ponto do espago, podemos visualizar um representante
de um vetor. Usando um pouco mais nossa capacidade de abstragdo, se considerarmos todos 08
infinitos segmentos orientados de origem comum, estaremos caracterizando, através de represen-
tantes, a totalidade dos vetores do espago. Ora, cada um destes segmentos € um representante
de um s6 vetor. Conseqﬁentemente; todos os vetores se acham representados naquele conjunto
que imaginamos.

5

As caracteristicas de um vetor v sio as mesmas de qualquer um de seus representantes,
isto é: o modulo, a diregao e o sentido do vetor sio o mo6dulo, a diregdo e o sentido de qualquer
um de seus representantes.

= ds >
0O médulo de v se indica por [v].

1.4.1 Vetores lguais

- —__) —_> -~ - .
Dois vetores AB e CD sdo iguais se, € somente se, AB~CD.

1.4.2 Vetor Nulo

Os segmentos nulos, por serem equipolentes entre si, determinam um unico vetor, chamado
-
vetor nulo ou vetor zero, e que é indicado por 0.

1.4.3 Vetores Opostos

— —_— iy — —
Dado um vetorv = AB, ovetor BA éoopostode AB ese indica por -AB ou por -v.

1.4.4 Vetor Unitario !

—> . —
Um vetor v & unitdrio se |v| = 1.

1.4.5 Versor

>

Versor de um vetor ndo nulo v € o vetor unitdrio de mesma dire¢do e mesmo sentido
-
v

de
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Por exemplo, tomemos um vetor v de moédulo 3 (Fig. 1.4-b).

—r
v

Figura 1.4-b

Os vetores u, e u2 da figura sdo vetores unitdrios, pms ambos tém médulo 1. No entanto,
apenas u1 tem a mesma dire¢do ¢ o mesmo sentido de v. Portanto, este é o versor de v.

1.4.6 Vetores Colineares

DG[S vetores u e v sd0 colineares se tiverem a mesma diregio. Em outras palavras:
—
U eV sio colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou

a retas paralelas (Fig. 1.4-c).

PR
v

Figura 1.4-c
1.4.7 Vetores Coplanares
= > - i d . .
Se os vetores ndo nulos u,v e w (o nimero de vetores ndo importa) possuem represen-

tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo plano n (Fig. 1.4-d), diz-se que eles sdo
coplanares.




Vetores 7

" ’

Figura 1.4-d

. - - - . -~ -
Guardemos bem o seguinte: dois vetores u e v quaisquer sdo sempre coplanares, pois
podemos sempre tomar um ponto no espago e, com origem nele, imaginar os dois representantes
- =
de u e v pertencendo a um plano m que passa por este ponto.

Trés vetores poderdo ou ndo ser coplanares (Figs. 1.4 e 1.4).

=
- - T u n
u v N
v
-
w
- = - o e -
u,v e w sio coplanares u,v e w nio sio coplanares

Figura 1.4-e Figura 1.4-f

1.5 Operagdes com Vetores

1.5.1 Adigdo de Vetores

—
Sejam os vetores uev representados pelos segmentos orientados AB e BC (Fig. 1.5-a).
B

=y
<4

A s
Figura 1.5-a

: = i, 2 >
Os pontos A e C determinam um vetor s que é, por defini¢do, a soma dos vetores u e
> - = = ) i
v, istoé, s=u +v,
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1.5.1.1 Propriedades da adi¢do

" > = 2> =
I) Comutativa: u +v =v +u
L -> = - =
1) Associativa: (u + v)tw=u +(v+w)
- e
IIT) Existe um sovetor nulo O tal que para todo o vetor v se tem:
5> > > = =
v+0=0+v=y

- Y -
IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um s6 vetor -v (vetor oposto de v) tal que

V() =-

1.5.2 Diferenga de Vetores

3 . - - - > -
Chama-se diferenca de dois vetores u e v, e se representa por d =u -v, ao vetor

B+ (V).

Dados dois vetores ue 7, representados pelos segmentos orientados AB e AC, respec-
tivamente, e construido o paralelogramo ABDC (Fig. 1.5-b e Fig. 1.5-¢), verifica-se que a soma
S=uHY é representada pelo segmento orientado AD (uma das diagonais) e que a diferenga
d= u- v é representada pelo segmento orientado CB (a outra diagonal).

-

B v D B -y D
- - - -
u ] /, u d £
u u
A - -
v c - v c
Figura 1.5-b Figura 1.5-c

1.5.3 Multiplicagdo por um Niimero Real

Dado um vetor v+ 0 e um namero real k # 0, chama-se produto do numero real k pelo

s — >
vetor v ovetor p = kv, tal que:

> - -
a) moédulo: |p| = |kv| =_|)_k| [vl;
b) diregdo: amesmade V;
- —
c) sentido: o mesmode v se k>0, e contrdrio ao de v se k<0 (Fig. 1.5-d).
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~

P \
P h
I v

~3

Figura 1.5-d
Observacdes

o -> -
a) Se k=0 ou v =0, o produto é o vetor 0.

- - =
b) Seja um vetor kv, com v#0. Se fizermos com que o niimero real k percorra o conjunto R
- - - =t
dos reais, obteremos todos os infinitos vetores colineares a v, e, portanto, colineares entre

si, isto €, qualquer um deles € sempre muiltiplo escalar (real) do outro. Reciprocamente, dados
- - - o
dois vetores u e v, colineares, sempre existe k €IR tal que u =kv. A Figural.5- mostra

um exemplo desta iiltima afirmacio (K = —-E— v ou V= —% 3).

o/

Figura 1.5-¢

- s > 1 -» s ? .
¢) O versor de um vetor v # 0 é ovetor unitirio o = I—_>I vV ou u =|—_*;] (Fig. 1.5-f). De
v \4
fato ele é unitdrio, pois:
. =
- v Iv|]
ul = [=]|== =1
Il Iy
s
/"V

-
5.

_)._
Y7 |¥| Figualsf

—_ o e : i - I > .
Daf, concluise que v = [v |u, isto €, 0 vetor v € o produto de seu médulo pelo vetor unitdrio

. b
de mesma dire¢do e mesmo sentido de v.
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15.3.1 Propriedades da multiplicagdo por um namero real

o e i F 5
Se u e v sdo vetores quaisquer e a € b nuUMEros reais, temos:

D a(b?) - (ab)“: (associativa)

Im (a+ ‘t))_‘.'r> =av +bv (distributiva em relagdo 4 adigao de escalares)
1) a( v +?) = au +av (distributiva em relagdo 4 adi¢do de vetores)
V) Iv=vy (identidade)

1.6 Problemas Resolvidos :

s

- = - . - - 1 - = E
1) Dados os vetores u, v € W, de acordo com a figura, construir o vetor 2u - 3v +-5w =53,

=y

Solugdo:

<}

£}

2) O paralelogramo ABCD ¢ determinado pelos vetores AB e AD, sendo M e N pontos
médios dos lados DC e AB, respectivamente. Completar convenientemente:

—_— —
a) AD +AB =
—_— —
b) BA +DA =

Ml»—-
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Solugao
—
a) AC
— _— — — —F
b)BA+DA=CD+DA=CA
—_— — — = —
c)AC-BC=AC+CB=AB
—_— —_— —_— —_— —_—
d)AN+BC=AN +NM = AM
—_— — — >
e)MD+MB=MD+DN=MN

Observacao

vetor representado no mesmo plano de

Reciprbcamente qualquer vetor
a,vl +32V1, para a, e a, reais.

das situag@es:

-
Neste caso, como o vetor a,vl *

&
b) o vetor v3 ndo estd representado no

—_— | = == = =
f) BM - 5-DC = BM +MD = BD

-

Sabe-se que dois vetores qualsquer v, e vz, ndo colineares, sao sempre coplanares. Como
— -
a,v, tem a dire¢do de vl e agvz a dlregao de v,, o vetor a, v1 +azv2 serd sempre um
—

v, € v,, sejam quais forem os reais a; € a; (Fig. 1.6-a)

- ,/
ava -
o - —
,’ S a1v) tazvsa

Figura 1.6-a

- —
representado no plano de v, € Vv, serda do tipo

Vamos acrescentar a estes dois vetores um terceiro vetor v-_.,. Entdo, pode ocorrer uma

- ; — -
a) ovetor vi estd representado no mesmo plano de v, € v,

32V2 estd no plano de vl e v, e sendo a3v3 tambem

deste plano, o vetor a, vl +a,v2 +a3v3 estard representado no mesmo plano de v1 e vz,

— >
mesmo plano de vy e V.
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-
Neste caso, a soma- do vetor a; v1 +azv, (que esta no plano de v1 e v,) com O vetor

> -
a3vy, isto €, a,vl +a,V, +aav3, serd um vetor do espago, conforme mostra aFigura 1.6-b.

— - -~
ayvy +az¥vp t33V3

- 3
Z avytava

1V

Figura 1.6-b

1.7 Angulo de Dois Vetores

0 dngulo de dois velores U e v ndo nulos (Fig. 1.7-a) € 0 angulo @ formado pelas semi-

retas OA e OB (Fig. 1.7b)etalque 0O <.

A
-
u —>
u
B
v 6 5
v
0
7 Figura 1.7-a Figura 1.7-b

f

Observagoes

— - .
a) Se 6=m u eV tém a mesma direcdo e sentidos contrdrios.

f=m

-
v
P —

-
u
Pra—

o m———

e ——
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- = .
b) Se =0, u e v tém mesma diregdo e mesmo sentido.
—

>
y v
L o —- o
8=0
L - o e,
c) Se @ =5.uev sdo ortogonais (Fig. 1.7-c) e indica-se: u Lave,
A Cc
)
;r
- FED
u
0 > ”,
X B
Figura 1.7-c

Neste caso, o AOBC permite escrever:
- - - -
lu+v[2=lul?+v]?

d) O vetor nulo € considerado ortogonal a qualquer vetor.

- - - -
¢) Se u éortogonal a v e m € um numero real qualquer, u é ortogonala mv.

- — - -
f) O ingulo formado pelos vetores u e -v é o suplemento do angulode u e v.

e
u

<4

1.8 Problemas Propostos

- =
1) Dados os vetores u e v da figura, mostrar, num grifico, um representante do vetor:

- - -

a)u'v - A
P 5

b)v-u " ¥
=

c) v-2u

)2 -3 - =
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2)

3)

-

- =
Dados os vetores a, b e ¢, como na figura, apresentar um representante de cada um dos

vetores:

—> b
a)d4a-2b-c
-> > =
bya+b +c

4

oy

©

)26 - (@ +9) i

- -

Sabendo que o angulo entre os vetores u € V é de 60°
vetores:

- —
g)u e -v

- =
b)-uev

- -
c)-u e -v

- —>
d)2u e 3v

1.8.1 Resposta dos Problemas Propostos

3)

a) 120°
b) 120°
c) 60°
d) 60°

, determinar o dngulo formado pelos




CAPITULO

VETORES NO IR*E NO IR®

No Capitulo 1, estudamos os vetores do ponto de vista geométrico e, no caso, eles eram
representados por um segmento de reta orientado. No presente capitulo, vamos mostrar uma
outra forma de representd-los: os segmentos orientados estardo relacionados com os sistemas de
eixos cartesianos do plano e do espago.

2.1 Decomposi¢do de um Vetor no Plano

Dados dois vetores 71 ] 72, nao colineares, qualquer vetor v (coplanar com v, e?,)
pode ser decomposto segundo as direg?es di 7, e 7,. 0 prob_l»erna consiste em determinar
dois vetores cujas direges sejam as de v, e v, e cujasomaseja v. Em outras palavras, iremos
determinar dois nimeros reais a; e a, tais que:

- - -
V=a, vy ta,v,

Exemplos

1) Dados os vetores vl e vz no colineares e v (arbitrdrio), a figura mostra comoéposswel
-

formar um paralelogramo em que os lados s@o determinados pelos vetores a,v, e a, Vg e,

portanto, a soma deles € o vetor v, que corresponde i diagonal desse paralelogramo:

15




16 Geometria analltica

-
4V,
e i e

P

Vi 3V
. — —
v =ayv, +a,v,

-

—
2) Na figura seguinte os vetores v,

aVa - ————————

Para esta figura, tem-se: a; >0 e a, <0.

3) Se no caso partlcular o vetor v tiver a mesma dire¢ao de vl ou de vz, digamos de
v,, como na figura, v nio pode ser diagonal do paralelogramo e, portanto, a, deve ser

igual a zero:
— g - —
v =a;v;p+ 0vy Va

a1vy

- "
Quando o vetor v estiver representadopor:

- — —
v=a;vy tayv, 2.1)

- -
dizemos que v ¢ combinagdo linear de v, e v,, O par de vetores v, € V,, ndo coli-
neares, é chamado base no plano. Alids, qualquer conjunto {vl,vz} de vetores nao coli-

neares constitui uma base no plano. Os nimeros a, e a, da representagdo (2.1) sac
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chamados componentes ou coordenadas de v em relagdo i base {'_;1,7, }. Ebomlogo
esclarecer que, embora estejamos simbolizando a base como um conjunto, nés a pensamos
como um conjunto ordenado. O vetor al?, € chamado projegio de v sobre 71 segundo
a diregdo de ?2, Do mesmo modo, az?z € a projecdo de v sobre ?2 segundo a diregdo
de ;')1 (Fig. 2.1-a). ’

Figura 2.1-a

Na pritica, as bases mais utilizadas sdo as bases ortonormais.
- = d ; T
Uma base {e,,e, } € dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e unitdrios, isto
- -+
€, el-LEQ € lell= I92|=1.
" . - =
Na Figura 2.1-b consideramos uma base ortonormal {e1,e;} no planoxOy e um
- : L - — -
vetor v com componentes 3 e 2, respectivamente, isto €, v = 3e 1 +2e,.

Figura 2.1-b
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No caso de uma base ortonormal como esta, os vetores 331 e 2e,, sdo projegoes orto-
gonais de v sobre e1 e e;,respectlvamente

Existem naturalmente infinitas bases ortonormais no plano xOy, porém uma delas é parti-
cularmente importante. Trata-se da base formada pelos vetores representados por segmentos
orientados com origem em O e extremidade nos pontos (1,0) e (0,1). Estes vetores sdo simboli-
zados com 1 e _; e a base {_ib,_j*} € chamada canénica (Fig.2.1-c).

y
©, 1)
7
j-
(1,0)
- B X

0 Ed

i

Figura 2.1-c

Em nosso estudo, a menos que haja referéncia em contrdrio, trataremos somente da base
candnica.

Dado um vetor vExi +y] (Fig. 2.1-d) no qual x 8 ¥ 30 as componentes de v em
relagao a base {1 J } o vetor Xi éa pr01e930 ortogonal de vV sobre 1 (ou sobre o eixo dos x)
e yJ € a projecdo ortogonal de v sobre ] (ou sobre o eixo dos y). Como a projegio sempre
serd ortogonal, diremos somente projecdo.

Figura 2.1-d
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2.2 Expressdo Analitica de um Vetor

Ora, fixada a base {T T} fica estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os
vetores do plano e os pares ordenados (x,y) de mimeros reais. Nestas condigdes, a cada vetor
v do plano pode-se associar um par (x,y) de nimeros reais que sdo suas componentes na base
dada, razio porque define-se:

vetor no plano é um par ordenado (x,y) de niimeros reais e se representa por:

V=(x)

"
que € a expressdo analitica de v .

A pnmelra componente x ¢ chamada abscissa e a segunda, ordenada. Por exemplo, em

vez de escrever v = 3i - 5] pode-se escrever v = (3,-5). Assim também,
3 +T = (-1,1)
—
31 =(0,3)

-10i =(-10,0)

e, particularmente, 3= (1,0), _]7\ =(0,1) e 0= (0, 0).

Observagao

Deve ter ficado claro que a escolha proposital da base {_i) _j)} deve-se a simplificagdo.
Assim, para exemphﬁca:, quando nos referimos a um ponto P(x, y), ele pode ser identificado
com o vetor v =0P=xi + YJ » sendo O a origem do sistema (Fig. 2.2).

+

Mo = -

Figura 2.2

Desta forma, o plano pode ser encarado como um conjunto de pontos ou um conjunto

de vetores.
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2.3 Igualdade e Operagdes

2.3.1 Igualdade

—p - . .
Dois vetores u =(x;,y;) ¢ v =(X,,y,) sdo iguais se, e somente se, X, = X, € Y1 =¥a, e
-> - .
escreve-se u = v,

Exemplos

) i —
1) Osvetores u =(3,5) e v =(3,5) sio iguais

2) Se o vetor u —(x +1,4)¢é igual ao vetor V= (5,2y —6), de acordo com a defmlqao de
igualdade dos vetores, x+1=5 e 2y-6=4 ou x=4 e y=35. Assim, se u —v, entdo
X=4 e y=35.

2.3.2 Operagoes
- —
Sejam os vetores u =(X;,y;) e v =(X,,y2) ¢ a € R. Define-se:

b d -
a) u_:" =(X; +X3,¥1 ty2)
b) au = (ax,, ay;)

Portanto, para somar dois vetores, somam-se as suas coordenadas correspondentes, e para
multiplicar um vetor por um nimero, multiplica-se cada componente. do vetor por este nimero.

Exemplo

Dados os vetores u = 4,1) e 7=(2 6), calcular U4V e 2u.

A Figura 2.3-a mostra geometricamente, que Uty = 4,1)+(2,6)=(4+2,1+6)=(6,7),
e a Figura 2.3-b que 20 = 2(4,1)=(8,2).

Figura 2.3-a
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v A
—_
2u
-_______..: _________ ;
u
S :
1]7 \ |
{ r N . N N i " s > X
0 N
Figura 2.3-b 4

As defini¢Ses acima ¢ as operagOes algébricas dos nimeros reais permitem demonstrar as
propriedades citadas em 1.5:

) > = -
a) para quaisquer vetores u,v € w, tem-se

o
i
£+

SR

+ +
=1
L~

- -> . .
b) para quaisquer vetores u e v e os nimeros reais a € b, tem-se

— -
a(bv) = (ab)v
-
(a +b)u = au 3 bu
a(u +v)—au rav
—»
lv v

2.3.3 Problemas Resolvidos

- - > 1= = -
1) Determinar o vetor w na igualdade 3w +2u =5V +w, sendo dados u =(3,-1) e
e
¥ = (—23 4)

Solugdo

- - 1= - : - =
Esta equagao 3w +2u =5V tw pode ser resolvida como uma equag¢do numérica:

- - - >
6w +4u = v + 2w
- - - -
6w -2w = v -4u
- - -
dw = v - 4u
- 1= -
W =—vV-u
4
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- - -) —') —
Substituindo u e v naequagdo, vem

- %(-2,4)-(3,-1)

W = (- 1)-G,-D)
W oE (gt () 1+ (1))

7
= (=, 2

-32)
2) Encontrar os nimeros a, e a, tais que

> - - - - —
w = a;u +a,v, sendo u=(1,2), v=(4,-2) e w = (-1, 8).

Solugdo

Substituindo os vetores na.igualdade acima, temos:

(-1,8)=a;(1,2) + 0, (4, -2)
(-1,8) = (ay, 2a,) +(4a,, -23;)
(-1,8) =(a, +4a,,2a, - 2a,)

Da condigdo de igualdade de dois vetores, conclui-se que:

ay +4a2 = -1
23[ -232 =8

i _ — s —r
sistema de solu¢do a, =3 e a;, =-1. Logo, w =3v; -v,.

24 Vetor Definido por Dois Pontos

Intimeras vezes um vetor é representado por um segmento orientado que nao parte da origem
—
do sistema. Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(X;,y;) e extremidade em B(x,,y2)
(Fig. 2.4-a).
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— —
De acordo com o que foi visto em 2.2, os vetores OA e OB tém expressdes analiticas:
— —
OA=(x,,y,) e OB=(x,,y2).
Por outro lado, do tridngulo OAB da figura, vem:

e — —
OA + AB = OB

donde v
— e —
AB = OB — 0OA A
ou:
o B
AB = (XI ’yI) o (xleI)
e 5 - g

et
AB = (Xz'xl»h")'l) Figura 2.4-a

isto €, as componentes de AB sdo obtidas subtraindo-se das coordenadas da extremidade B as
coordenadas da origem A, razio pela qual também se escreve AB B-A.

E importante assinalar que as componentes do vetor AB, calculadas por meio de B-A, sio
sempre as mesmas componentes do representante OP com origem no inicio do sistema. Este
detalhe fica claro na Figura 2.4-b onde os segmentos orientados equipolentes AB, CD e OP
representam o mesmo vetor (3,1).

AB=B-A=(1,4)— (-2.3)=(3.1)
CD =D-C=(4,3) - (1,2) = (3,1)

Figura 2.4-b
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2.4.1 Problema Resolvido

3) Dados os pontos A(-1,2), B(3,-1) e C(-2,4), determinar D(x, y) de modo que

_— 1] —
CD =—AB.
2
Solucao

D =D-C=(xy)-(-2,4)=(x+(#2),y +(-4)) = (x+2,y-4)
AB=B-A=(3,-1)-(-1,2) = 3+(+1),-1+(-2)) = (4,-3)
logo:

(x+2,y -4) =%(4, )

x+2,y-4=@2-3)
Pela condicdo de igualdade de dois vetores:
x+2=12
sistema cuja solugioé x=0 e ¥y =%.
Por conseguinte:

5
D(O’i 2

25 Decomposigdo no Espago

Todo o estudo de vetores feito até aqui, no plano, pode ser realizado no espago de forma
andloga, consideradas as adequagdes necessarias.

s _> s o~ :
No plano, qualquer conjunto {v;,v,} de dois vetores, nao colineares, ¢ uma base e,
g . s s
portanto, todo vetor v deste plano ¢ combinagdo linear dos vetores da base, isto €, sempre
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existem 0s nimeros a, e a, reais tais que V= a,?l + 3272. No espago, qualquer conjunto
{?‘1 ,72 ,73 } de trés vetores ndo coplanares ¢ uma base e, de forma andloga, demonstra-se que
todo vetor v do espago € combinagdo linear dos vetores da base, isto €, sempre existem mimeros
reais a;,a, € ay tais que:

- —- - —
V=a;vy tagvy tagv;

=3
onde a;,a, e a; sdo as componentes de v em relagdo a base considerada.

Uma base no espago ¢ ortonormal se os trés vetores forem unitarios e dois a dois, ortogonais.
Por analogia ao que fizemos no plano, dentre as infinitas bases ortonormais existentes, escolhe-
remos para nosso estudo a base candnica representada por {?,T, l? }. Consideremos estes trés
vetores representados com origem no mesmo ponto O e por este ponto trés retas como mostra
a Figura 2.5-a. A reta com a diregdo do vetor T € o0 eixo dos x (das abscissas), a reta com a
dire¢do do vetor _]) ¢ o eixo dos y (das ordenadas) e a reta com a diregdo do vetor 1? ¢ 0 eixo
dos z (das cotas). As setas indicam o sentido positivo de cada eixo. Estes eixos sio chamados
eixos coordenados.

A

Figura 2.5-a

Cada dupla de eixos determina um plano coordenado. Portanto, temos trés planos coordenados:
o plano xQOy ou xy, o plano xOz ou xz e o plano yOz ou yz. As Figuras 2.5-b, 2.5-ce 2.5-d
ddo uma id€ia dos planos xy, xz e yz, respectivamente.
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Figura 2.5-b

7

Figura 2.5
i |
s
’,
s’
’,
4
Z -y
0

Figura 2.54d




. Vetores no R* e no IR’ 27

Estes trés planos se interceptam segundo os trés eixos dividindo o espaco em oito regiGes, cada
uma delas chamada octante. A Figura 2.5-¢ dd uma idéia do 19 octante, a Figura 2.5-f do 29
octante e a Figura 2.5-g do 39 octante.

-y

Figura 2.5-¢

z |
1
a”r
’f
P
Je— L1101
/ J /
s '
s JJ‘
] I
2
y : y
X
X
Figura 2.5 Figura 2.5¢

A cada ponto P - do espago vai corresponder uma terna (a, b, ¢) de nimeros reais, chama-
das coordenadas de P e denominadas abscissa, ordenada e cota, respectivamente. Para obter
a abscissa de P, tracemos por P um plano paralelo ao plano yz; o ponto de interse¢do
deste plano com o eixo dos x tem, nesse eixo, uma coordenada a, que € a abscissa de P
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(Fig. 2.5-h). Para obter a ordenada de P, tracemos por P um plano paralelo ao plano XZ; ©
ponto de intersegdo deste plano com 0 eixo dos y tem, nesse eixo, uma coordenada b, que €

a ordenada de P (Fig. 2.5.i). De forma andloga, ao tragar por P um plano paralelo a0 plano Xy,

fica determinada a coordenada ¢, que € a cota de P (Fig.2.59)-

Figura 2.5-h Figura 2.5-i

Figura 2.5-

Com este procedimento de tracar os trés planos pelo ponto P, fica determinado um paralele-
pipedo retangulo como o da Figura 2.5-j. Se o ponto fosse P(2,4,3), com idéntico procedimento,

terfamos o paralelepipedo da Figura 2.5-€.
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Figura 2.5-¢

Com base nesta figura, temos:

A(2,0,0) —um ponto P(x,y,z) estd no eixo dos x quando y=0 e z=0;
C(0, 4,0) — um ponto estd no eixo dos y quando x=0 e z=0;

E(0, 0, 3) — um ponto estd no eixo dos z quando x = Oey=0;

B(2, 4, 0) — um ponto estd no plano xy quando z=0;

D(0, 4, 3) — um ponto estd no plano yz quando x = 0;

F(2,0,3) — um ponto estd no plano xz quandoy =0.

0 ponto B ¢é a projegdo de P no plano xy, assim como D e F sdo as projeghes de P nos
planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2,0,0) ¢ a projegio de P(2,4,3) no eixo
dos x, assim como C(0,4,0) e E(0.0,3) sdo as projecdes de P nos eixos dos y e dos z,
respectivamente.

Estd claro que um ponto do plano xy € do tipo (x,y,0). Ao desejarmos marcar um
ponto no espago, digamos A(3, -2, 4), procedemos assim:

19) marca-se o ponto A'(3,-2,0) no plano xy;

20) desloca-se A’ paralelamente ao eixo dos z, 4 unidades para cima (se fosse - 4 seriam
4 unidades para baixo) (Fig. 2.5-m).
- > - 5
Para completar nosso estudo, consideremos um vetor v =xi +yj +zk, onde X,y ¢ Z

- o 2r S Sl e
sdo as componentes de v na base candnica {i,7.k }. Da mesma forma como fizemos para

BIBLIOTECA UNI-BH

Re 14930
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Figura 2.5-m

o plano, este vetor v é igual ao vetor OF com O (0,0,0) e P(x,y,z). Na Figura 2.5, o vetor
—

v corresponde i diagonal do paralelepipedo, cujos lados sio determinados pelos vetores
> > —

xi,yj e zk. E, para simplificar, escreveremos

-
v=(xYy,2)

2 —
que € a expressdo analitica de v.

¥)

Figura 2.5-n
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o e > ; :
Em vez de escrever v =2i -3j +k, podese escrever v =(2,-3,1). Assim, também,

- =
i-j =(1,-1,0)
-+ >

2i-k = (0,2,-1)
4k = (0,0,4)

e, em particular, 1= (1,0, 0),}) =(0,1,0)e k = (0,0, 1).

Tendo em vista a correspondéncia biunivoca entre o conjunto de pontos P(x,y,z) do
espago e o conjunto de vetores v=0P= xT + y_j) + z?, o espago pode ser encarado como um
conjunto de pontos ou um conjunto de vetores. Diz-se que este espago tem trés dimensdes ou
que ele € tridimensional, porque qualquer uma de suas bases tem trés vetores e, portanto, o
nimero de componentes de um vetor € trés. De forma andloga, o plano tem dimensio 2 ou é
bidimensional. Fica ficil entender que a reta tem dimensdo 1 ou € unidimensional.

O conjunto formado por um ponto e por uma base constitui um sistema referencial. Em
particular, que € o nosso caso, o conjunto formado pelo ponto O e pela base {_i:_j: l_g} é
chamado referencial ortonormal de origem O ou, ainda, sistema cartesiano ortonormal Oxyz.
Este sistema (Fig. 2.5-a) € indicado por (O,T,T, E). Por analogia, no plano, o sistema (O,T,?)
€ chamado sistema cartesiano ortonormal xQy ou, simplesmente, sistema cartesiano xQy.

Por outro lado, sabemos que a representagdo geométrica do conjunto IR dos reais € a
reta, por isso também chamada refa real (Fig. 2.5-0).

Figura 2.5-0

O produto cartesiano R xR ou R? ¢ o conjunto R>= {(x,y)/x,y ER} e sua
representacdo geométrica € o plano cartesizno determinado pelos dois eixos cartesianos
ortogonais x e y (Fig.2.5-p).

2
y R
.
]
]
1
ol M *

Figura 2.5-p
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O produto cartesiano R x R xR ou R? ¢ o conjunto R* = {(x,y,2)/x,y,zER} e
sua representagdo geométrica € o espago cartesigno determinado pelos trés eixos cartesianos, 1

dois a dois ortogonais, Ox, Oy e Oz (Fig. 2.5-q).

z 4
3
~ o R
Y
~
~
-~
~
L
)
I
1
]
N i -
= + /'y =y
~ L} 7
\\ ] rd
\\ | 7
d
R i G e
Figura 2.5-q

26 Igualdade — Operagdes — Vetor Definido por Dois Pontos
Da mesma forma como tivemos no plano, teremos no espago:

3 - - . L
) Dois vetores u =(Xy,¥1,21) € V = (X2, ¥2,2Z2) 30 iguais se, e somente se, X; = Xz,

Y15Y2 € 2y T2z,

- -
II) Dados os vetores u =(Xy,V1,Z1) & V=(Xy,¥2,%2) e aER, define-se:

- -

U4V = (X +Xg, V3 TY2, 21 tZ2) b
Y .
au = (axy,ay,, 4%;)

1) Se A(x;,¥1,21) € B(Xa,Y¥2,22) sd30 dois pontos quaisquer no espago, entao:

—
AB = (X2 =Xy, ¥2 - Y1, 22 -2y)

\ |
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2.7 Condigdo de Paralelismo de Dois Vetores

Em 1.53 vimos que, se dois vetores U= (xl,yl,z,) e v —(x,, Y2,7Z,) sdo colineares
-
(ou paralelos), existe um niimero k tal que u = kv, ou seja,

(X1, ¥1,21) = k(Xz, ¥2, 2Z2)
ou:
(%1, ¥1,21) = (kx3, ky,, kz;)

mas, pela defini¢ao de igualdade de vetores:

X; = kx,
¥1 = kya
z; =kz,
ou:
X Y1 Z; _

Esta € a condi¢do de paralelismo de dois vetores, 1510 €, dons vetores sdo paralelos quando suas
coordenadas sdo proporcionais. Representa-se por ug’/v dois vetores u e v paralelos.

Exemplo

Os vetores U = (-2,3-4) e v= (-4, 6, -8) sdo paralelos pois:

2.3 .2 cuseja, u
~F 5 =g MR

—r
v

to | —

E claro que se uma componente ¢ um vetor € nula, a componente correspondente de um vetor
paralelo também € nula.

2.7.1 Problemas Resolvidos

4) Dados os pontos A(0,1,-1) e B(1,2,-1) e os vetores U~(- —1 1), v (3, 0 -1) #
-
w =(-2,2,2), verificar se existem os nimeros a;,a, e a; tais que w—alAB +a2u +aav
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Solugdo
Temse: AB =B-A=(1,2,-1)-(0,1,-1)=(1-0.2 +(-1),-1 +(+1))=(1,1,0)
Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta:
(_2! 23 2) = al(l ] 11 0) F 32("2, -1 ’ 1)+ 33(3:0: _])
ou:
(-2,2,2)= (a;,2,,0) + (-2az, -2z, a;) +(323,0, -a3)
Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem:
(-2: 25 2] = (al - 232 + 333, a - dy,4d2 ~ 33)
Pela condigdo de igualdade de vetores, obteremos o sistemna:
a; - 2a; +3a3 =-2
a; - a3 = 2
a, - a3 < 2
que tem por solugdo a, = 3,a,=1¢ea3=-L
Logo:
— p— - -
w =3AB tu-vVv
5) Dados os pontos P(1,2,4), Q(2,3, 2) e R(2,1,-1), determinar as coordenadas de um

ponto S tal que P, Q,R e S sejam vértices de um paralelogramo.

Solugdo

_— —> = =

Se PQRS ¢ o paralelogramo da figura, entdo PQ = SR e PS =QR.

=

S

[PperCE——
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6)

Para S(x,y,z), vamos ter na primeira igualdade:

Q-P=R-S§

ou:

‘ (151:_2)2(2-')(3 1 =Y, -1 -Z)

mas, pela defini¢do de igualdade de vetores:

2-x=1
l-y=1
-l1-z=-2

Essas igualdades implicam ser x =1, y=0 e z=.
Logo:

S=(1,0,1).

Com a utilizagdo da 22 igualdade, o resultado obviamente seria 0 mesmo. Além desta solugdo,
existem duas outras que ficam a cargo do leitor.

Determinar os valores de m e n para que sejam paralelos os vetores U = (m+ 1,3,1) e
-
v=1(4,2,2n-1).

Solucdo

A condigdo de paralelismo de dois vetores permite escrever:

mel_3_ |

4 2 2n-1
ou:

2im+1) = 12

32n-1) = 2

2Zm+2 = 12

6n-3 = 2

A solugdo do sistema permite dizer que m=5 e n =§ .
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7) Dar as expressdes das coordenadas do ponto médio do segmento de ret

A(Xy, Y1) € B(xz,¥2)-

Solugdo

A
*—

O ponto médio M ¢ tal que

—_ —

AM = MB
ou:

M-A=B-M

Sendo M (x,y), vem:

(x-%1, ¥-¥1)

e daf:

X-X{=Xp -X

= (- % Yo - ¥)

Y-¥Y15Y¥2-Y%
portanto:
2X =Xy Xy
y=y:tya
logo:
_ X2 +x - X + X,
2 2
y=y2 +y, yi + ¥a2
2 2

a de extremidades
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2.8

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)
8)
9)

10)

11)

12)

13)

Problemas Propostos

=
Determinar a extremidade do segmento que representa o vetor v =(2,-5), sabendo que
sua origem € o ponto A(-1, 3).

- - —

Dados os vetores u =(3,-1) e v =(-1,2), determinar o vetor w tal que
1 -» -»> =

a)4(u——v) + IV 2u -w

b) 3w - (2V - u) = 2(4w - 30)

—_— = e T

Dados os pontos A(-1,3), B(2,5) e C(3,-1), calcular OA - AB, OC - BC e 3BA - 4CB.

Dados 0s vetores v =(3,-4) e V= (~ 1 3), verificar se existem niimeros a e b tais que
—

u=av e v = bu
- - - )
Dados os vetores u =(2,-4), v=(-5,1) ¢ w = (-12,6), determinar k,; e k, tal que
- - —
w = k1U + kzv .

e

Dados os pontos A(-1,3), B(1,0), C(2,-1), determinar D tal que DC = BA.

|

Dados os pontos A(2,-3,1) e B(4,5,-2), determinar o ponto P tal que AP = PE.
Dados os pontos A(-1,2,3) e B(4,-2,0), determinar o ponto P tal que ,l\l_:‘> = 3AB.

— —» -+
Determinar o vetor v sabendo que (3,7,1)+2v =(6,10,4) -v.

. . - -3 = —
Encontrar os nimeros a, e a, tais que w=a,v, +a;v,, sendo v, =(1,-2,1),

Ve =(2,0,-4) e W = (-4,-4,14),
Determinar a e b de modo que os vetores u= (4,1,-3) e ;')=(6,a, b) sejam paralelos.

Verificar se sdo colineares 0s pontos:

a) A(—l,-S,O),.B(2,1,3) e C(=2,-7,-1)
b)A(2,1,-1), B(3,-1,0) ¢ C(1,0,4)

Calcular a e b de modo que sejam colineares os pontos A(3,1,-2), B(1,5,1) e
C(a,b, 7).
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14) Mostrar que os pontos A(4,0,1), B(5,1,3), C(3,2,5) e D(2,1, 3) sdo vértices de um
paralelogramo.

15) Determinar o simétrico do ponto P(3, 1, -2) em relagao ao ponto A(-1, 0, -3).

2.8.1 Respostas dos Problemas Propostos

D 0,2 ow=-2 Byni=Z, -4,

3) (4,1), (2,5), (-5,-30) 4)a=—%, b=-%

5) ky=-1 e k;=2 6) D(4, 4)

7) P(S,l,-%) 8) (14, -10, -6) '
9) v=(,1,1) 10)a, =2, a, =-3

11) a=% b=-= 12)a) sim  b) nfo

13) a=-3 b=13 15) (-5, -1, 4)
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CAPITULO

3

PRODUTOS DE VETORES

3.1 Produto Escalar

5
Chama se produto escalar (ou produto interno usual) de dois vetores u= Xy 1+ y; jtzik e

21 + Yz] * z:k e se representa por u. v ao nimero real

- = ‘
Uu.v=x1X, ty ¥y, 2,2,

— - o —> = s .,
O produtoescalar de u por v também é indicado por <u,v> eselé “u escalar v”.

Exemplo
Se ﬁ=3T—5?+8K e :=4_i)—2_j>-f, tem-se
U.V=3x4+(-5) (-2)+8 x(-1)=12+10-8=14

3.1.1 Problema Resolvido

1)  Dados os vetoresﬁ)=(4,of, -1) e 7=(a, 2,3) e os pontos A(4,-1,2) e B(3,2,-1),
- 5> —
determinar o valor de « talque u.(v+BA)=S5

Solugdo

.
BA=A-B=(4-3,-1-2,2-(-1))=(1,-3,3)

39
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Substituindo e resolvendo a equagao dada, vem

4,a,-1).((«,2,3)+(1,-3, 3))=5

4,a,-1).(a+1,-1,6)=35
4(a+ 1)+ a(-1)-1(6) =5
4ot+4d-a-6=5

3a=5-4+6
3a=7
e:
sl
3

3.2 Modulo de um Vetor

— -
Médulo de um vetor v =(x,y,z), representado por |v|, é o nimero real ndo negativo

- =
| vi=+ v.V

ou, em coordenadas,

V=V .2 - (5.2

ou

Exemplo

—
Se v=(2,1,-2), entdo

IVI=V/@F ()7 + (-2 =/ 4+ 1+4 =9 =3

1
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Observacées

a) Versor de um vetor

— . —
Se o versor do vetor v do exemplo for designado por u, tem-se:

-
g P R 2

O versor ¢, na verdade, um vetor unitdrio, pois:

G5-3)| /”” EURIS /9 5757/ %!

b) Distdncia entre dois pontos

A distdncia d entre os pontos A(X;,y;,2;) e B(X,, ¥, z, )¢ assim definida:
—_
=|AB|=|B-A|

e, portanto,

d=\/ (x2 ')‘1)2 +(y2 ‘5’1)2 t(z, '21)2

3.2 Problemas Resolvidos
2)  Sabendo que a distancia entre os pontos A(-1,2,3) e B(l,-1,m) é 7, calcular m.
Solugdo

AB=B-A=(1-(-1),-1-2,m-3)=(2,-3, m-3)

mas:

=|AB| =7

(=9

logo:

1(2,-3,m-3)| =

V(2P +(-30 +(m-3 =7
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Elevando ambos os membros ao quadrado e ordenando a equagdo vem:

4+9+m? -6m+9=49
m? -6m-27=0

Resolvendo esta equagdo do 29 grau pela conhecida formula

m:-bi b? - dac
2a
m=9
e:
m=-3

logo:

m=9 ou m=-3.

-
3) Determinar o para que o vetor v = (q, -

Solugdo

-
Deve-se ter | v| =1, ou seja,

Vet iy -

e S
o +4+]6 1

,naqual a=1,b=-6 e ¢=-27, obtém-se:

o, S
2'%

) sejaunitario.
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3.3 Propriedades do Produto Escalar

) . - — -
Para quaisquer que sejam os vetores u =(X;,¥;,21), V=(X2,¥2,22), W=(X3,¥3,23) €
m€E€ IR, ¢ ficil verificar que:

| - = - = - =
} I) u.u=20e u.u=0 somentese u=0=(0,0,0) (imediato)

- > - > .
II) u.v=v.u (comutativa)
De fato
- = -+ =
U.v=x1Xp tyi¥e 212 =XX, tYo¥, ¥ 222, =V .U
- &> = - = 3> — . . . . B
M) uvu.(v+w)=u.v+u.w (distributiva em relagio a adigdo de vetores)
De fato
= d —> -
UL (VAW =X (X tX3) Y (Y2 tya)tzi(z t23)
- = -
U (v+w)=(xxp tyys 2920) H (XX ty,¥a t2123)
- = =k - 2> =5 =
u.(vtw)=u.v+u.w

IV) (mo).v=mu .v)=0.(mv) (exercicio para o leitor)

V) u.u=ul

De fato, de acordo com a definigdo de médulo de um vetor:
i - = -

u.u=|ul

Elevando ambos os membros ao quadrado, vem:

- = -
| u.u=|ul?

3.3.1 Problemas Resolvidos

- = —> - = -
4) Provarque |u+v|?=|ul?+2u.v+|v]|?

| Solugao
! > >, YR T e e e T
| [utv[*=(u+tv).(utv)=u.(utv)+v.(u+tv)
| S S, 5 > 5
| l[utv]|*=u.u+u.v+v u+v.v

- -3 - - = -
‘ jlutv|?=|ul?+2u.v+|v]|?
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Observagao
De forma andloga demonstra-se que:
- =
W -VI2=|u]2-2u.v+[v]|?

5)  Provar que (\_1)+:) . (;l’—;") = |"_|“'z - I:P

Solugdo |
-> - e e T e T . [
(utv).(u-v)=u.(u-v)+v.(u-v)

e - = - = e e e
(utv).(u-v)=u.u-u.vtv. u-v.v

- - - - - -
W+v).(u-v)=|u?-|v|?

-

3.4  Angulo de Dois Vetores

J4 vimos em 1.7 que o idngulo @ entre dois vetores nd3o nulos U e v varia de 0° a 180°.
Vamos mostrar que o produto escalar de dois vetores estd relacionado com o dngulo por eles
- -
formado. Se u # (_): v # 6 ese 8 éo angulo dos vetores ; e ':, entao:

-> > o -
u.v=|ul|v| cos®

Com efeito:

aplicando a lei dos co-senos ao tridgngulo ABC da Fig. 3.4, temos:

=4

A S
v

Figura 3.4

- - - - - >
lu-v|2=|u|?>+|v]?>-2|ul |v] cos® 1)
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Por outro lado, de acordo com as propriedades II, I e V do produto escalar (ver Problemas 4 ¢ 5,
Item 3.3.1):

lu-VI2=|ul2+|v|2-2u. v @)
Comparando as igualdades (2) e (1):

-+ - -+ > - -
lul24|v]?2-2u.v=|ul?+|v|?-2|u] |v] cos@

(3.41)

Conclusdo: O produto escalar de dois vetores Uevéo produto dos seus médulos pelo co-seno
do dngulo por eles formado.

Observagoes

a) Se 'E : > 0, de acordo com a Formula 3.4-1, cos® deve ser um nimero positivo,
isto é, cosf > 0, o que implica 0° <8 <90°. Nesse caso, 8 ¢ angulo agudo ou nulo:

=3

—f

-
v

b) Se :._\:<0, de acordo com a Foérmula 3.4-1, cos@ deve ser um nimero negativo,
isto é, cos § <0, o que implica 90° <8 <180°. Nesse caso, 6 ¢ angulo obtuso ou raso:

=4

<y
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c) Se l_.l>.ﬂ\;=0, de acordo com a Formula 3.4-1, cos @ deve ser igual a zero, isto €,

cos 8 =0, o que implica 6= 90°. Nesse caso, 0 ¢ angulo reto:

=4

<l

3.4.1 Célculo do Angulo de Dois Vetores ;

Da férmula (3.4-1):

> =
=|u| |v| cosf, vem:

(3.4-11)

Esta formula é de larga aplicagdo no cilculo do dngulo de dois vetores.

3.42 Condigdo de Ortogonalidade de Dois Vetores

De acordo com a observagdo da alinea c) do Item 3.4, podemos afirmar: dois vetores

s30 ortogonais se, e somente se, 0 produto escalar deles ¢ nulo, isto é. se:

- =
u.v=20

Exemplo

u= (-2, 3,-2) ¢ ortogonal a V= (-1, 2, 4), pois:

- =
u.v

=-2(-1)+3(2)+(-2)4=2+6-8=0

_—d
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3.4.3 Problemas Resolvidos

6)  Calcular o dngulo entre os vetores u= (1,1,4) e V= (-1, 2, 2).

Solucdo

-> >
u.v

1,1,4). (- -1+2+8
cosll = o—= = (: 2 ) (],2,2) _
u v

| | V12412442 x/(-1)2+22+22 /18 x /O

cos 0 =

9
3v/2 x 3

cos @ = 1 . lﬁ—\/z_
VI VIyI 2

logo:

0 = arc COSH— '2)= 45

7)  Sabendo que o vetor V= (2,1,-1) forma um angulo de 60° com o vetor AB determinado
pelos pontos A(3,1,-2) e B(4,0,m), calcular m.

Solugao
De acordo com a igualdade (3.4-11), podemos escrever:

v.AB

o8B0 By
vl | AB|

mas:

AB=B-A=(4-3,0-1,m-(-2))=(1,-1, m+2)

sl
cos 60 >
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logo:

1. @1L-1).(L,-1,m+2)
2 Ja4+1+14/1+1+m?+4m+4

2-1-m-2

/6 mirdm16

L
2

2 T
() (\F\/mm—é)
1__1+2m+m’

4 6(m* +4m+ 6)

6m? +24m+ 36 = 4 + 8m + 4m*
2m? + 16m+32=0

m’> +8m+ 16=0

m = -4 (raiz dupla)

8)  Determinar os dngulos internos ao tridngulo ABC, sendo A(3,-3,3), B(2,-1,2) e
Gl 0.2) :

Solucdo

Observemos que o angulo A ¢ o angulo entre os vetores AB e E . Logo:

- AB AC -1,2,-1).(-2,3,-1 2+6+1_ 9

" [ABI |AC] \/1+4+1\/4+9+1 \/_\/_ RVED

= 0,982

A = arc cos (—9-) =~ 10°53'

NS
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Analogamente,
i B BA C (-2, . (-1,1,00 -1~ -3 3
= —> —>— = ==-—
BA||BC| /1T+4+1+/1+1+0 \/_\/? 24/3 2
R ( \/3}
B=arccos | -—— ] = 150°
2
CA.CB _ (2,-3,1).(1,-1,0 9413 5
. = PR} )-(:_J )z i =~ 0,9449

i [
C:
CETICAIICE] JATIFTIFT 1 /2 V2B

¢ = arc cos 2\ o jgup
A/ 28

Notemos que A + B+ C = 180°.

9)  Provar que o tridngulo de vértices A(2,3,1), B(2,1,-1) e C(2,2,-2) €é um tridngulo
retangulo.

Solugdo

A forma mais simples de provar a existéncia de um angulo reto é mostrar que o produto
escalar de dois vetores que determinam os lados do tridngulo é nulo. Consideremos os vetores:

——
AB = (0, -2,-2)
—

AC = (0, -1,-3)

—
BC = (0, 1,-1)

(Poderiamos também considerar os vetores opostos deles.)

Calculemos:
—_— —
AB .AC = (0,-2,-2).(0,-1,-3) = 0+2+6 = 8#0
—_— —
AB .BC = (0,-2,-2).(0,1,-1) =0-2+2= 0

— — — ——
Tendo em vista que AB.BC =0, o dngulo formado pelos vetores AB e BC, de vértice B, ¢
reto. Logo, AABC é retingulo.
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10) Determinar um vetor ortogonal aos vetores —v: =(1,-1,0) e .\'f: =(1,0,1).

Solucéo

— - = -
Seja u =(x,y,z) o vetor procurado. Para que u seja ortogonal aos vetores vy € Vj,

devemos ter:

E';a =(X»Y»Z)-(1,‘1,O)=X‘Y=0
- -
u.v,=(xy2.(,01)=x+z=0

O sistema:

x-y=0
xtz=0
é indeterminado e sua solugdo €:

y=x

Z=-X

. - - —> _> -~
Isto significa que os vetores ortogonaisa v, € v, sdo da forma (x, x, -x).

Um deles é o vetor ﬁ: =1,1,-1).

Observagdo
Os vetores da base candnica:
= — -
{i=(1,0,0), j =(0,1,0), k=(0,0, 1}

sdo ortogonais entre si:

-+ > >
i.j

=1.%x-7.

25
k=0
e unitarios:

- i >
lil=1j1=1k|=1

L e |
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35 Angulos Diretores e Co-Senos Diretores de um Vetor

. e
Seja o vetor v =xi +yj + zk.
-> ->
v

Angulos diretores de o os dngulos a, § € 7 que v forma com 0s vetores 1 _] e k,

respectivamente (Fig. 3.5).

Figura 3.5

-
Co-senos diretores de v sdo os co-senos de seus dngulos diretores, isto é, cosa, cosf e
cOS 7.

Para o cdlculo dos co-senos diretores utilizaremos a Férmula 3.4-11:

cosa=_§_,_(xl"sz) (1,0,0) __x
[vllil lv[ 1 Ivl
e lr ¢

cosf= o1 = ~(y.2.0,1,0) _ _y
[vlljl Ivl 1 Iv]
VE _(6v.2.0,01
Y %Y,z z

cosy= 5
I;:”ki Iv]l ‘V;‘

EBIBLIOTECA UN|-BH
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3.5.1 Problemas Resolvidos

11) Calcular os co-senos diretores e os dngulos diretores do vetor V= (6, -2, 3).

Solugédo

l71=\/6’ F(2F +3 =4/36+1419 =4 = 7

cosa=%a 0,857 .. a = 31° ou 0,541 rad
c0s B =—'%z 0,286 . B= 107° ou 1,866 rad

cosy=—= 0428 L y= 65° ou 1,134 rad

alw

12) Dados os pontos A(2,2,-3) e B(3,1,-3), calcular os dngulos diretores do vetor AB.

Solugdo
e
AB=B-A=(3-2,1 -2,-3-(-3»=(Q,-1,0)

|ABl = VI + P + @ =171 =42

Observagao

Como 7v=90° o vetor AB ¢ ortogonal ao vetor ¥ ou ao eixo dos z. Assim, sempre
que um vetor tem nula a terceira componente, ele é ortogonal ao eixo dos z. De forma andloga,
um vetor do tipo v =(0,y,2) ¢ ortogonal ao eixo dos x € um do tipo v =(x,0,2z) ¢
ortogonal ao eixo dos y.
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3.5.2 Propriedades

- _ - —
I) Sejaovetor v =(x,y,z). Designando o versor de v por u, vem:

-

i TLL‘Y‘_l (Ivl vl |:|)

i
|vl ,
ou: :
"
u =(cos o, cosf, cos7y) ;

Portanto, as componentes do versor de um vetor sio os co-senos diretores deste vetor.

n
P

|(cos @, cosf, cos )|

mas:,

|
II) Como o versor de v é um vetor unitdrio, tem-se ‘ '
|
!
\
|
[
|

| (cos a, cosf, cosy)| =/ cos?a+ cos?B +cosy

logo:

ﬂ)szaﬁ cos?f + (:0527 =1

cos?a + cos?B + cos?y =1

Portanto, a soma dos quadrados dos co-senos diretores de um vetor € igual a 1.

3.5.2.1 Problemas resolvidos [

|
13)  Os angulos diretores de um vetor sio «, 45° ¢ 60°. Determinar «. l
Solucdo '1

Substituindo na igualdade:

cos*a + cos* B+ cos’y = 1
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g por 45° e 7y por 60°, vem:

cos? a + cos? 45° + cos® 60° = 1

2 2
cos’ o+ (—Q) + (i) =1
2 2

ou:

logo:

a=60° ou a=120°

oy

14) Um vetor v forma com os vetores
i

v

angulos de 60° e 120°, respectivamente.
-
Determinar o vetor v, sabendo que |

Solugdo

Seja V= (x, y, z). No caso presente: & = 60° ¢ f =120°,

logo:
X X
cos 60°= = =75
vl 2
mas:
cos60°=-]—
2
logo:
x. 1 « .
=7 x=1

Por outro lado:

c05120°=—!r=j“
vl 2



Produtos de vetores 35

mas: f

|

o

cos 120°=-% Ii:

i

logo: J'

1

777 el i
Sabemos que:

[vli=/x*+y* +22 '

isto é: 4

2= /12 +(-1} + 2

ou:
4 =12+1+22
2=4-1-1
z* =2
z =X/2
portanto:

V=(1,-1,/7) ou V=(1,-1,-/7)

36 Proje¢do de um Vetor

Sejam os vetores u e ?, com u #0 e ?#0, e @ o dngulo por eles formado. Preten- }

- L
demos calcular o vetor w que representa a projegdo de u sobre v. A Figura 3.6 ilustra as "
duas situagbes possiveis podendo ser § um dngulo agudo ou obtuso. |

[W.vl _|u.v]
- - - u.v u.v
[wi=lullcosb|=|u| 55 =—=

lujiv] |v]

|
Do tridngulo retangulo, vem: |,
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- ] I -
u ) 1 u
| 1
! !
0
e I I . -
> - -
w v w
Figura 3.6

. —-
Como w e v tém a mesma diregao, segue-se que:
- =
w=kv, kER

Entdo:

- -
[wl=lkllv]

ou:
lu.vl 1 u.v
— u.v u.v
IRl=(w] =7 = = = k=—=
vl vl vl Ivi?
logo:
- -
- u.v -
o= ()
|v]

L e - e
Portanto, o vetor projegdo de u sobre v (pm]_;r.u=w)e:
— >
: 3_(3 L)L
T0].—» Y — % - -
Py W/ 1V

ou!

3.6.1 Problemas Resolvidos

15) Determinar o vetor proje¢ao de u = (2, 3, 4) sobre V= (1,-1,0).

y

(3.6)
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Solugdo

Utilizando a férmula:

obtém-se;

(2,3,4).(1,-1,0)) (1,-1,0) = ( 2-3+40

P .
pr':’J"T“'((1,‘1,0).(1,-1,0) [¥170 )(]’ 1.9)

v

. —_[2-3 . - (L1
pl’OJ.—vu_( 2 )(l;-lyo) 2(13 110) (232:0)

16) Sejam os pontos A(l1,2,-1), B(-1,0,-1) e C(2,1,2). Pede-se:

a) mostrar que o tridngulo ABC é retingulo em A;
b) calcular a medida da projegdo do cateto AB sobre a hipotenusa BC;

¢) determinar o pé da altura do tridngulo relativa ao vértice A.
Solucdo

~ L — ~
a) Para mostrar que o angulo A € reto basta mostrar que os vetores AB e AC sio
s
ortogonais, isto é, AB . AC=0.

g —
Como AB =(-2,-2,0) e AC =(1, -1, 3), temos:

e B b E T T e R R e S T e St S L e e et

AB.AC=(-2,-2,0).(1,-1,3)=-2+2=0
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b) Vamos calcular primeiramente o vetor proje¢do do vetor BA sobre o vetor BC. Pela
Férmula 3.6, sabe-se que:

—

&l

. BA _BA.BC —
proj. ., = —= — B
BC BC.BC

—p ———
Sendo BA=(2,2,0) ¢ BC =(3, 1, 3), vem:

(2,2,0).(,1,3) __ 6+ i
proj. = (313)(31,)(313) 1+9(313) 2 13

A medida da proje¢do do cateto AB sobre a hipotenusa BC ¢ o médulo do vetor, ou seja:

G1, 3)\—— ES

‘ 19 361

¢) Seja H(x,y,z) opé da altura relativa ao vértice A.
mas:

BH = Proj- __>B—A>
BC

lil?i’:H'B=(’"(“1)=Y-0,Z-(-l))= (x+1,y,z+1)

. BA _8
Pproj- ﬁ;’_19 x (3,1,3)
logo: -
24 8 24
(X+lsys2+l) (19 19 '1_6)

Tendo em vista a defini¢ao de igualdade de vetores, vem:

_24
x+1 19

Y19

24
19

z+1~=
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: Ry pprewy .
Resolvendo o sistema, se obtém: x = 9° y 9 ez 19°
logo:
5 8 5
RSTRETERT
Observagao

Se ¥V & um vetor unitdrio, a férmula (3.6) reduz-se a:

e -> -
V.vV=

proj.?ﬁ'= (u.v)v, pois: 1

Sendo K=(x, y,z), e considerando os vetores particulares 1= (1,0,0), T= (0,1,0)
ek= (0,0, 1), resulta:

proj.j-»ﬁ’= W% = vi

proj ,;E,ﬁ")= (-1-; ; ?)T() =7k

17 ek

Especificando, os vetores projegdes do vetor u=3i+ 4T + 5K sobre os vetores iy
- > -
sio 31,4j e 5k, respectivamente.

3.7 Produto Escalar no R?

Todo o estudo feito neste capitulo em relagdo a vetores do IR?® ¢ vdlido também no R2.

- -
Considerando os vetores u =(Xy,y;) € Vv =(Xp, ¥,), temos:

&
a)u.v=xX tyy2 =

By Iul=+/u. U =/x+y?

c) validade das mesmas propriedades do produto escalar
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. — - = _
d) se 8 € o angulo entre u #0ev #0, entdo
— —>
u.
cos @ = —_>—-r."
[ullv]
-> - - = )
e)u lv se, e somente se, u.v =0; observemos que vetores do tipo (a,b) e (-b,a)
s30 ortogonais
— - r _> -
) se a e B sdo os dngulos diretores de u, entdo:
x
cosa=">5— e cosﬁ='—)f;l—
|ul |u
g) cos?a+ cos?f=1
e
. — o = d
hyproj. |, W= 2|y
V.V
3.8 Produto Vetorial
- > > -
Dados os vetores u —x11 + y, ] + zlk e V=2X,1+ty,] +2,k, tomados nesta ordem,

- =

chama-se produto vetorial dos vetores ue v e se representa por u X v, ao vetor:

- - - -+ iy
U XV =(y12p -21Y2) 1 - (X422 - 21X,)§ +(X1¥2 -Y1X2) K

Cada componente deste vetor pode ainda ser expresso na forma de um determinante de

22 ordem:
S iz - X1 Zy| X1 Y| o
uxvs= i- i+ k (3.8)
Y2 Z2 X2  Za X2 Y2
Uma maneira ficil de memorizar esta férmula € utilizar a notagdo
i 7 %
e
u Xv = X1 YI Zl (3.8'1)
X Y2 Zg
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pois 0 29 membro de 3.8 é o desenvolvimento deste determinante simboélico segundo os ele-
mentos da 12 linha, observada a alternincia dos sinais que precedem os termos desse 29 membro.
Na verdade, o simbolo a direita da igualdade(3.8-I)ndo é um determinante, pois a primeira linha
contém vetores ao invés de escalares. No entanto, usaremos esta notagio pela facilidade de memo-
rizagdo que ela propicia no cdlculo do produto vetorial.

Observacdo

- - - = .
O produto vetorial do vetor u pelo vetor v ¢ também indicado por u Av e se 1é
L= -
“u vetorial v”.

Exemplo

- > > -
Célculo do produto vetorial dos vetores u =51 +4j +3k e

17 X%
- =
uxv=|5 4 3

1 0 1

4 3 5 3 5 4

—> - o

Uxv= i- it k

0 1 1 1 1 0
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ou:
T XU =(0-41-(3-57 +@“-0k

5> > >

> =
v xu =-4i +2j +4k

' - > > > . 5> > > o
Logo, os vetores u XV € V X u sdo Opostos, isto é, u xv=-v xu, o que significa

que o produto vetorial ndo é comutativo.
39 Propriedades do Produto Vetorial

Veremos que algumas propriedades do produto vetorial estdo intimamente relacionadas
com propriedades dos determinantes.

- 2> = -3
I) u xu =0, qualquer que seja u.

De fato, de acordo com a definigdo:

Tendo em vista uma propriedade dos determinantes (... duas linhas iguais ...)

-> =
uxu=0

Observagéo

Resulta desta propriedade que:
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e - -
II) u xv=-v xu.

De fato, de acordo com a definigao:
i3 X
Il RS T S U 41
X2 Y2 Zp

2 F
J

-
i k

<
R

S X2 Y2 Zz

X1 Y1 %

Tendo em vista uma propriedade dos determinantes (... trocando-se entre si duas linhas ...):

- - - =
UuXxXy==y xu

Observacdo

Resulta desta propriedade que:

A A =
1 xj=- xi
T acimil o
- —:F -
k xi=- xk

- I - = - -
) ux(v+w)=u xv+u xw.

De fato, se

- > -
=x3i +Y3j +z3k:

- -> b -
twWE(xy tx3) 1+ (ya tys)j H(z tza) k
7 7 k
-+ 9
ux(v+w)= X ¥i Z

X tX3 yaty; z; +25
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De acordo com uma propriedade dos determinantes (... cada elemento de uma linha é uma
soma de duas parcelas ...).

=i
=

> =
ux(viw) |(x1 1% Fbd vy

X2 Y2 Z2 g Y3 E3
Portanto
- e R I e
ux(v+w)=u xviuXw.

V) (mﬁ*) X V= m(\_; X ;3

De fato:

— - - —
mu =mx;1 + my;] + mz; k,

logo:
- — —
i j k
> =
(mu) xv = | mX; my; mZ

De acordo com uma propriedade dos determinantes (... quando se multiplicam pelo nume-
ro m todos os elementos de uma linha...):

—
] k
(m-l)l) X_\?= m X1 Y1 Zy

X, Y2 Z2

Portanto:

- = -> =
(mu) xv =m(u x v).
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Observacdo

Do mesmo modo, demonstra-se que:

S i -
(mu) xv=m(u xv)=u x(mv).

. - = = o .
V) u x v =0 se,e somente se, um dos vetores € nulo ou se u e v sdo colineares.
De fato:

a) Se ué nulo, as suas componentes sio (0, 0, 0):

De acordo com uma propriedade dos determinantes (... uma linha constituida de elementos
todos nulos ...):
== -
uxv=0

s -> . = .
b) Senem u nem v sdonulos, masse u e v sdo colineares:

- -
u =1mv

ou:
— — - -
u =mx,i + my,j + mz,k,
logo:
- -+ T
g j k
-> =
uxv= [mx, my, mz

De acordo com uma propriedade dos determinantes (... duas linhas que tém seus elementos
proporcionais ...):
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! e -+ = .
Reciprocamente: se u x v =0, as componentes de u xv sdo todas nulas, isto €, os
determinantes:
¥io& o EST 5t
¥ Bz |.| % 22|, % ¥2

sio todos nulos, Isto significa quc, ou x, =y =z, =0, ou x;,¥;,2; 530 Proporcionais a
X3, ¥3, Py POT conseguinte, ou u +i‘.l ou u e v siocolineares.

- - ; o o
VI} u = v & ortogonal simultaneamente aos vetores u e v.

Tendo em vista o que dispde o ltem 3.4-11 do produto escalar, se

s e s s
u.{uxv)=v . (uxv)=0,
i _ > -
u = v €ortogonal simultaneamente aos vetores u e v.

Ora,
o ¥ X1 Iy : S
U (o Hv)Ex -¥i +7)
¥a L3 X2 Ly X2 ¥a
logo:
X1 Y1 &

X3 ¥z Za

de acordo com a propriedade dos determinantes (... duas linhas iguais ...)

De form:
e i o4 Zy LA
v.o{u ®V]}=xg - ¥z + 23

Y2 & Xy 22 X3 ¥z
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logo;
X ¥ Iz
e
volu xv)= | X ¥ & =0
Kz Y2 &2

de acorde com a mesma propriedade dos determinantes.

Z e i c = =i
Por conseguinte, u = v ¢ ortogonal simultaneamente aos vetores u & v,

Exernplo

0 produto vetorial dos vetores w3+ 2? 4K ev=1i- ZT +K éovetor:

=i
u

= - il —-
»y ==61 -11) - 10k

" —
(O vetor u = v & ortogonal, simultaneamente, aos vetores 4 ¢ v. De fato:
(4 %xv).u =-6(3)-11{2) - 10(-4) = -18 - 22 + 40 =0

(@ xV).v=-6(2)-11(-2) - 10(1)=-12+22-10=0

—- = >

VII)  Os vetores u, v ¢ U % v tém as diregoes das arestas de um triedro Oxyz direto (s¢ um
saca-rothas, girando de um dngulo menor do que w de Ox para Oy, avangar no sentido positivo
de Oz, o triedro & direto).

Tendo em vista que

-k

- -+ -
uxy==v XU

- = - > 2 ) - -+ .

¢ que os vetores u xv e v xu sio simultaneamente ortogonais a u e v (Fig. 3.9-a), os
- - e " ; :

vetores u.v € U xv tém as diregOes das arestas de um triedro direto, enquanto os vetores

- =

e i = i ¥ .,
u,v e v <u tém as diregfes das arestas de um triedro ndo direto.
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i |
-+ =
uh—vi ¥
-
¥
[
o
o i
- - u
¥ H U
x
|
<
Figura 3.9-a

o i e
Considerando os vetores da base canonica {i,j.k 1. e observando que:

ey el o E‘ |
La b 1
ixj=11 0 0 '

0o 1 0O

isto é:

o Sl o
i

®ijek
. L A= ; .
conclui-se que os vetores i, j e k 1ém as diregOes das arestas de um triedro direto. Também

—- = =
costuma-se dizer que a base {i,j.k 1 é de sentido positivo ¢, no momento em que o sentido
fica caracterizado, ao adotarmos uma ordem circular (Fig. 3.9-b) para estes vetores, O sentido

B —
k i
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i e =
se mantém, isto &, as bases {j. k.11 ¢ {k,1,] também t€m sentido positive, Em outras
palavras, podemos, neste caso, também dizer: o produto vetorial dos dois primeiros vetores destas
bases ¢ igual a0 terceiro,

VID Ju v |2 =|ul? [¥]2-(u . v,
; De fato:

¥ & oL

g = X ¥
o N= i= i+

=5
u

=l

i ¥ Iz Xz i X2 ¥z
logo:
-+ =
usv|?=(y,z; -2,¥;) Fi-ng2a F2i K P4 (N ya -y R )

Por outro lado:

- =
o2 v =03 +y) +23) (22 +vi +20)

(. v P =(x % ty, 2 15,
Efetuando as operagdes indicadas, verifica-se que:
—-

" I L Y
lu v =u|? |v|? =(u.v)

A identidade acima, conhecida como ldentidade de Lagrange, também pode ser expressa
por:

(U xv). (0 xv)=(u. 0. v)-(u . V7.

IX}) Se u# ﬁ v#0 ese § ¢ o dngulo dos vetores o ev:
|u % ¥I=1u||V] sen
D fato, de acordo com a Identidade de Lagrange:

[0V = [0 V2 - (VY
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ou:
- =
lu xv|?= |2|"|f|2 {Iullvl cos §)° :
= — |
o xv[2=10]? [VI2 - |ul? [V]* cos?e
- -
lu % V[ =]u]? |¥]2 (1 - cos26)
1-cos® @ =send :
I
logo:
- - -+ — |
lu xw|?=|ul?|v]®sens
B
e, finalmente: l

= - -+ -
lu xv|=]ul]v| send
X) O produto vetoral ndo € associative,

De fato, oy !.retm u % (v b w] ¢ coplanar com Ve w a0 passo que o vetor {u £ \r] X W
¢ coplanar com uev. Entdo, em geral:

e -+ —+ e i —r
ux(vEwlE{u=v)xw

3.10  Interpreta¢do Geométrica do Médulo do Produto Vetorial
de Dois Vetores

Geometricamente, o mddulo do produto vetorial dos vetores U e v mede a drea do
& — = -
paralelogramo ABCD determinado pelos vetores u = AB e v = AC (Fig. 3.10-a).

c D

—
u

Figura 3.10-a
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De fato:

| Area ABCD=|u| h

h=|v| send

Area ABCD = |u || V] senf
mas:

- = -+
|u xv| = |u]]v]| send,

3.10.1 Problemas Resolvidos

17) Determinar um vetor unitirio simultaneamente ortogonal aos vetores u= (2, -6, 3) e
—
v =(4,3, 1),

Solucio

A propriedade V1 do produto vetunal aﬁrma que o vetor U x *r como também o vetor

?x; ¢ simultaneamente ortogonal a u [ v Logo, os versores de " xw.r e de v xu cons-
tituem a solugio do problema.
77K
i o -63+23|_>2a5|_>
= £ 1| = - i+ k
el ‘311‘41’43
4 3 1
ou:
-

T XV=(-6-9)1-(2-12)] +(6+ 24) K

-H

o %v =~15] + 10 + 30k

X
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isto é;

. =
u = v =(=13, 10, 30)

=, : - — - =
lendo em vista que U = ¥ =-V x U, ven.

bl

-+ -
v »u =(15 -10,-30)

Logo, os correspondentes versores sio:

4 g
uxv __ (-1510,30) {(-15,10,30} _ 1 326
= ; = == (-15,10,30) = (- =, ==
3 <% JIBTI00F000 /1225 35 ¢ )=y
{?x:] o h
g o e d
|v % ul A
Observacdo

Daqui por diante, com o objetivo de proporcionar ao estudante a oportunidade de auto-
avaliar seus conhecimentos, nfo serdo realizados, durante a solugdo de um problema, os cdlculos
sobre assuntos jd vistos anteriormente, a no ser em casos especiais.

Assim, por exemplo!

1) O determinante simbolico

w — -
i i k
2 -b 3
d 3 1

1 -b 3| = (-15,10.30)

em lugar de ser desenvolvido por uma linha como foi feito no problema anterior {desen-
volvimento do determinante pela 14 linha).
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2y Quanda e vetor for definido pelas coordenadrs da origeim e da cxtremidade, como, por
exernpla, A{1,-2, I} ¢ B(2,-1,4), escrever-so-d simnplesmente

AR =(1,1,3),
cany fapgar de:
AE=B-A=(2- 1 -1-(-2),4-13=(1,1, 7).

g i
3} Be me thver wm velor n = {4, -2, U ¢ um wetor v = {3,4,-4) ¢ 5¢ necessitar do velor
Sy &
W - ¥, CRCECVCI-50-1 sithplosmente

w - o=(1, -8 8],
ein lugar de:
. ; ;
- =, -2, -3, 0, -4 =04 -3,-2-6,1 - (~1)=(1,-8, %)

4) Operagiics vom Mairizes, edleulo da Determinantes e resalugin de Sistemas de Lquagies
Lineares, quando infervierem na solugio de um problema, legio somenlo os respostas,
LA VEF U 8R0S AIANNLOS 8C constitaem erl conteddos de rovisin,

Linlio, o8 cdleobos de assumtns jd abordados ficatio a carge do csimdanle, o tialo
de cxereivio, Se as respostas enconimdas conferitem com as apreseniadas, Gtimu. Enrre-
fanio, se apds algnmas lentalivas odo howver eomplela conteordineta, € sinal de que,

provavelments, noassinlo deve ser rovista,

[BY  Twndas o5 webones W= I:'E 2, -I] E 1.-' = {0, -1, 3. caicular a drea do patalelogranio doter-
b prlos vetoros e \r —n,

Sedrigiia
Sabemos que o drea A 8 dada por
- o e
A={Zu) = (v ~u)

s

I =(3.6,-3)
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b L Y

logo:

._.
i
il 4

IWx(v-uy= |3 6 -3|=(15-9,-3)
-1 3 4

Por conseguinte:

A=1(15,-9,-3)] = /225 +81+9 = /315 = 34/35 va. (unidades de drea).

19) Sejam os vetores u =(3,1,-1) e v =(a,0,2). Calcular o valor de @ para que a drea do
paralelogramo determinado por vev sejaiguala 2+/6 .

Solugdo
A drea do paralelogramo ¢ dada por:
-+ -
A=lu % v|
Deseja-se que:

U xv] = 23/6

s
- = -
1 ] k
-+ -
u=xv=1]3 1 -1|=(2,-6-a,-a)
a 0 2 |
e:

[{2, -6 -4, -a)1=2+/ 6
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V2 +(=6-3)" +(-a) = 2./
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, vem;

4+36+12a+a" +a3° =24
Za'+12a+16=0

a*+bat8=0
Resolvendo esta equagio do 29 grau, tem-se:
a=-4 pu a=-2

20} Caleular a drea do triangulo de vértices AL, -2, 13, B(2,-1,4) e C[-1, -3, 3), |

Solugdo

A Figura 3.10-b mostra que, a partir do tridngulo ABC, ¢ possivel construir um paralelo-
] gramo ABDC, cuja drea é o dobro da drea do triangulo,

Figura 3.10-b

Considerando o paralelogramo determinado pelos vetores AB e EE, conclui-se que a
drea A do tridngulo é:

R v <
Aﬁ=—2|A.Bxﬂ(_|
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mas:
AB=(1,1,3)
- g
AC =(-2,-1,2)
T7 K
ABxAC= | 1 1 3|=(-81
3 & 2
|AB x AC|= /5T +(-8F +I° =/25+64+ 1 =4/90 = 3,/10
logo:

=1\ aBxad=L =3
Ap= | AB x AC|= = x 3y/T0 = 5-/T0 ua.

3.11  Produto Misto
— —+ o o = —= -+ =
Dados os vetores u=x;1+t¥,] +2;k, v =xqi +ys] +2:k
- -+
tomados nesta ordem, chamase produro misto dos vetores u, v e w ao numero real
g e — =
u . (v = w). Indica-se o produto misto por {u,v,w). Tendo em vista que:

=+ - -+ —
e W=Xgl tyy] tesk,
—

Xz 22 Xz ¥2

X3 ¥a

¥2 &

¥a I3

-}

=~

Xz I3

e levando em consideragio a definigio de produto escalar de dois vetores, o valor d2 u ,{¢ b x_v}}
& dado por:

Ya Iy Xy I X1 ¥z

-+ - =+
{u, v, w)=x, -¥1 +z)

Ya g Ky I3 Xz ¥a
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o
b3 T T 1
- =
(u,v,w)= X3 ¥a I
Xz ¥a &y
Exemplo
Calcular o produto misto dos vetores u = 31 + ST+ 5]?, ?=-T+3T+ K e w=41-3] + K.

2 3: 8
@, v, wy= |~ 3 3] =27
4 3 2

3.12 Propriedades do Produto Misto

I) (ﬁ, :, w)=0 se um dos vetores € nulo, se dois deles s§o colineares, ou se os trés sfo
coplanares.,

De fato:

a) se U énulo as suas componentes sio (0,0, 0):

= —* - =
b} Senem u,nem v s¥onulos, masse u e v 380 colineares:
—r —
u =my

ou

— e - —
U =mx;i + my,) + mz k,
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logo:
ﬂ: my; mi;
X3 ¥3 I3

— = - > -+ — —+
£) Se u,v e w slo coplanares, o vetor v % w, por ser ortogonal aos vetores v e w, é

ortogonal ao vetor 1_; (Fig. 3.12-a}.

— — — e —+, : i
Se u e v xw sfo ortogonais, o produto escalar u . (v x w) € nulo. E ficil verificar
—- —* -
que, reciprocamente, se nenhum dos vetores u,v e w & nulo e se dois quaisquer deles nfio 550
e i e i
colineares, o anulamento de (u,v,w) significa que u,v e w sdo coplanares.

- =
¥ X w
=
w
=i
¥
—
u
Figura 3122

Repetindo: se ﬁ,? e w sio coplanares, (E,?,;}=ﬂ.
Esta propriedade ¢ de fundamental importincia em vdrios topicos a serem estudados,

De forma andloga, dizemos que quatro pontos A,B,C e D pertencem a um mesmo
—p
plano {Fig. 3.12-b} se 0s vetores ﬁ, AC e AD forem coplanares, isto €, se

(AB, AC, AD)=0

———
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D
o C
A c A
f B B
Trés vetores Trés vetores ndio
coplanares coplanares

Figura 3.12-b

I} O produto misto independe da ordem circular dos vetores (Fig. 3.12-¢), isto é;

o= e e e e
(u,v,wh=(v,w,u)=(w,u,v)

-
u

>

=}
2

Figura 3.12-¢

Entretanto, o produto misto muda de sinal quando se trocam as posigoes de dois vetores
consecutivos, isto é:

S e
[u,v,;}"—--{v, u, wj

Esta propriedade do produto misto € uma conseqiéncia da propriedade dos determinantes
relativamente 4 circulagfio de linhas e i troca de duas linhas.

Observagdo

Resulta desta propriedade, denominada propriedade ciclica, que os sinais . e % permutam
entre si no produto misto de trés vetores:

—+ = - -+ ok -
u.{vxwh=(uxv) w
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D) (4,7, % +7)=(, v, W) +(¥.V,7)
Demonstragiio: a cargo do leitor.

i e i —+ = = e
IV) (u, v,mw)= (u, mv,w)=(mu,v,w)=miu,v,w)

Demonstragdo: a cargo do leitor.

Observacio

O produto vetorial e o produto misto ndo sfo definidos no R?.

3.12.1 Problemas Resolvidos
21} Verificar se sfo coplanares os seguintes vetores:

U=(3,-1,4), v=(1,0,-1) ¢ w=(2,-1,0)

Solucéo

Os trés vetores sdo coplanares se:

- — -
(u,v,w)=0

3 -1 4
w,v,vwi= |1 0 -1| =-s%0
2 -1 o0

Logo, os velores niio sdo coplanares.
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22)  Qual deve ser o valor de M paraque os vetores g =
sejam coplanares?

Solugdo

by SRR T
Paraque a,b e ¢ sejam coplanares, deve-se ter:

isto &
m 2 -1
| | 3 (=
a -2 4

ou:

“Am+em-8+2=0p

2m-6=0
m=g

m=3

23)  Verificar se os pontos  A(1,2,4), B{(-1,0, =2},
mesmo plano,

Solucio

{m,2, -1), €={1,-1. i) e E’={{j, -2, 4)

C(0.2,2) e D(-2, 1, -3} estio no

Os quatro pontos dados sio coplanares se forem coplanares os vetores AR ; f e m e,

para tanto, deve-se ter:

— ek

(AB, AC, AD)=0




oy

= mErrT— T
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=2 -2 -6
— —F
(AB, AC,AD) = | -1 0 -2 =0
-3 -1 =7

Logo, os pontos dados sdo coplanares.

3.13 Interpretacio Geométrica do Modulo do Produto Misto

Geometricamente, o produto misto u . (v x w) ¢ igual, em médulo, ao volume do paralele-
e e
L

pipedo de arestas determinadas pelos vetores u = AD, v = ABew = AC {Fig. 3.13-a).

Figura 3.13a
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Sabe-se que o volume V de um paralelepipedo é:
V = (drea da base) = (altura}
ou:
V=A xh
mas.
Ay =1¥ xw|

e sendo 8 o dngulo entre os vetores : [ ? ® ;, lembrando que o ﬂ:tur? ® ",;, € perpendi-
cular i base, a altura do paralelepipedo € dada por:
h={ul|cos 8]

(E necessério considerar o valor absoluto | cos 8|,

pois & pode ser um ingulo obtuso.)
Logo, o volume do paralelepipedo é:

- -
v u

V=V xwllul|cos 8|

ou;
- = e
V=lul|v xw||cos#|

Fazendo

V=14113] | cos 0] )
mas, de acordo com (3.4-1):
.3 =1u]|3) cosd

g, em conseqiéncia :

1w .al=1ul |20 cos 6]

(2)
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Comparando (1) com (2), vem:

- =

V={|u. a|

= —m e I
V=lu . (v xw)l= (v, w)l.
3131 Volume do Tetrasdro

Todo paralelepipedo ¢ equivalente a dois prismas triangulares iguais. Como todo prisma
triangular equivale a trés pirimides (que no caso sdo tetraedros) de base e altura equivalentes i
base e 4 altura do prisma, o volume de cada uma destas pirimides % do volume do paralelepipedo.

Sendo A, B, C e D guatro pontos do espago, nio situados num mesmo plano, e trés a m?s
n;m culmeares (Fig. 3.13-b), as arestas do paralelepipedo sfo determinadas pelos vetores AH
AC ¢ AD e, portanto, o volume do tetraedro ABCD é:

1 — e —
V==|(AB, AC, AD)|

Figura 3.13-b

3.13.2 Problemas Resclvidos

24} Dados os vetores U= (x, 5, ), v = (3, -2, e ;

(1.
para que o volume do paralelep/pedo determinado por u u. u,v
volume).

1, -1}, caleular o valor de x
e ; seja 24 uv, (unidades de
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Solucdo
0 volume do paralelepipedo ¢ dado por; -
—. -k =
V=1{u, v, w)l
€, no caso presente, deve-se ter:

e
I, v, w)| =24

mas;
X 5 0
,v,w)=| 3 2 1 |=x+20
1 1 -1
logo;
|x+20]= 24,

que, pela definigio de médulo, implica duas hipateses:

x+2W=24
ol

=x-20=24
portanto;

=4 pux=-44

25) Caleular o volume do tetraedro cujos vértices sdo: A(l,2, 1), B(7,4,3), C(4,6,2)¢
Di3,3,3).
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Solucdo

O volume do tetraedro € dado por:

V=-LI(AB, AC, AD)!

mas:
.,
AB =(6,2,2)
—_—
AC =(3,4, 1)
AD =(2,1,2)
e
(i) 2 2
L (ﬁ!m!r]= 3 4 1 = 24
2 1 2

Portanto, o volume do tetraedro é:

_d s
\-’—6.24 4wy,

3.4  Duplo Produto Vetorial

e
Dados os vetores u =x,T+ yl_f+ z.,-l-:’, ?=x1?+y=T+zgf ¢ ;=x3_lh+y3_j}+ 231:
- e

chama-se duplo produro vetorigl dos vetores E,-"? e w aovetor u v 2wl

Observacdo
Tendo em vista que o produto vetorial ndo ¢ associativo, em geral

— —- - - = -+
ux(v xwiFE(u xv)=xw
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3.15 Decomposigdo do Duplo Produto Vetorial

O duplo produto vetorial pode ser decomposto na diferenga de dois vetores com coeficientes
escalares:

w x(v xw] {u w}v-{u v}ﬁ:
Com efeito, o vetor U x ﬁr} e ;r*} & coplanar com Ve ;.T, isto &

ok e I - -
U (v *w)=mv +nw (3.151)

Para determuw m e 1, camlhese a base ortonormal {l J, k} com i paralelo a -.r
_1 coplanar com Ve w ek paralelo a Voxw (Fig. 3.15),

« 4

-y

Figura 3.15

De acordo com a Figura 3,15 pode-se escrever;

1l

(3.15-11)

+

=y

el o=y =3}
1]

By T By
+
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Por outro lado:
fioraf g
? * ;= a 0 0|= ar:f
b c 0
e
T F ¥
—* b —+ P -
ux{v =w)= X ¥ Z | = acyl - acy)
0 0 ac
§
ou; |
u % {T ® ;}=ncy_1?- ach+ abxi - abxi
u x{: x$}=£{bx+cyj~ax{b?+§]
Tendo em vista as igualdades (3.15-11):
UV X W)=(bX +cy) ¥ - axw. (3.15-111)
Comparando as igualdades (3.15-1) e (3.15-1IT), vem:
m=hx +cy
n=-ax
Mas de acordo com a definigio de produto escalar e tendo em vista as igualdades 3150
L s
bx+ey=u.w
s e
dXx - o )
logo:
- =
m=u,w
- =
n=-=u.¥
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Substituindo men em (3.15-1):
i e

ux(v xw} [u w}ﬁr (u. v)w,

Esta formula pode ser escrita sob a forma de determinante:

—* = —*
uxvxwl=

Exemplo
Se E=3T-2+-ﬁf,?=2+-‘fe ;:=++3Tj}+4k tem-se
0. V=3x2-2x(-1)-6x0=8
-+ =
u.w=3x1-2x3-6x4=227,
logo:
* -+ — —
i rn W)= = = - | =
u.v u,w 8 -2

logo:

U x(Vxw)=-21V - 8w =-21(2i -1)-8(i + 3] +4K)
U x (v x w) =-421 + 21] -8 - 24§ - 32K =-507 - 3 -32K.

Por outro lado:
w.ou=1%x3-3x2-4x6=-27
W ov=1x2-3%x1+4x0=-1,

-+ -+
u ¥

e T

wx(uxv)= -
- = - =
w.u  wW.v

=4
=4

=17 -1
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3.16

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8}

9)

10)

— -+ = — = > > - e
wx(uxy)=-lu+27v=={3i -2j -6k)+27(2 -§)
ir'x{E’x?]=-3?+ﬂ+6f+54?-2ﬁ=5ﬁ-2§+ﬁf

- -k —+ - =+ )
Comparando u x (v xw) e w x (u * v), verifica-se que:

- — - — - =
u X (v xwiFw x(uxv)

Problemas Propostos

Dados os vetores H=(l,a,—25—l},¢={a,a—l, 1) e ;.T=[a, -1, 1), determinar a de
i

S -
modo que u . v ={u+v).w,

Dados os pontos A(-1,0,2), B(-4,1,1) e C(0,1,3), determinar o vetor x tal que
e
2% - AB =x +(BC . AB) AC.

Determinar o vetor ;," sabendo que
(3,7, 1)+ 2% =(6, 10, 4) - v,

Dados os pontos A(l,2,3), B(-6,-2,3) e C(1,2,1), determinar o versor do vetor
3BA - 2BC.

Werificar se sio unitdrios os seguintes vetores:

{1,1,1}cv (\r \f%' \m_)

Determinar o valor de n para que o vetor V= (n, —5'-75—) seja unitdrio.

Seja o vetor ¥={m+?}-1}+(m+2]]}+5f, Calcular m para que |}'| = ./ 38,

Dadusmpontus PJﬂulfl 0,-1), B{4,2,1) ¢ C(1,2, 0), determinar o valor de m para que
Ivl 7, sendo v—mAC+ !

Dados os pontos A(3,m-1,-4) e B(8,2m-1,m), determinar m de modo que
—
| AB| = +/35.

Calcular o perimetro do triangulo de wértices A(0, 1,2), B{-1,0,-1) e C{2,-1,0).




Produtos de vetores ¥

11)

12)

13)

14)

15)

2 16)

17}

18)

19)
20)

21)

22)

23)

 24)

25)

26)

Obter um ponto P do eixo das abscissas eqiidistante dos pontos A(2, -3,1) e B(-2, 1,-1).

Seja o tridngulo de vértices A(-1,-2,4), B(-4,-2,0) e C(3,-2, 1). Determinar o ingulo
interno ao vértice B.

Os pontos A, B e C sio w,‘rtmca de um tridngulo eqiiilitero cujo lado mede 10cm. Caleular
o produto escalar dos vetores AB e A

DS lados de um mangulu retingulo ABC (reto em A) medem 5, 12 e 13. Calcular
AB.AC+BA .BC +CA . CB.

Determinar os dngulos do tridngulo de vértices A(2,1,3), B(1,0,-1)} ¢ C(-1,2, 1)

Sabendo que o dngulo entre os vetores 1_;=[2,1,-]} € ?={1, -l,m+2) £ 1,
determinar m.

Calcular n para que seja de 30° o dngulo entre os vetores 1._1]r ={1,n,2) e ?i’

Dados os vetores a =(2,1,a}, g={u +2,-52) e ?I{E o, B, ), determinar o valor
-
de a para que o vetor a+h seja ortogonal ao vetor ¢ - ?,

—
v

Determinar o vetor ;f, paralelo ao vetor ‘ﬁh:{l, -1, 2}, tal que .0 =-18,
¥

L == =
L R |

. :
Determinar o vetor v ortogonal ao vetor u+=[2,-3,—12] e colinear ao vetor w =({-6,4,-2).

-
Determinar o vetor v, colinear ao wetor ﬁ=(-4, 2,6), tal que ?.;=-I2, sendo

—
w=(-1,4,2).

Provar que os pontos A(5,1,5), B(4,3,2) e C(-3,-2,1) sio vértices de um triangulo
retingulo.

Qual o valor de @ para que os vetores §=uT+5]?—4f e l?=[ur+ I}_i’+2]}+4f sejam
ortogonais?

Verificar se existe angulo reto no tridngulo ABC, sendo A(2,1,3), B(3,3,5) e C{0,4,1).

Os ingulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90° ? Justificar.

Os dngulos diretores de um vetor sfo 45°, 60° e v, Determinar 7.
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27 Detenmna: r o vetor \r sabendo que |1.r|—5 v é ortogonal ao eixo Og, V.w=6e
w =1 +3Kk.

—h 1 1 . —

28)  Sabe-se que |v|=2, cnsa=-2—= cosff= — ~4— . Determinar v .

29)  Determinar um vetor unitdrio ortogonal ao vetor v =(2, -1, 1).

30)  Determinar um vetor de médulo 5 paralelo ao vetor v =(1, -1, 2).

31) O wetor v é nrtogonal aos vetores U {2 -1,3) e W= (1,0,-2) e forma ingulo agudo
com o vetor _1 Calcular v, sabendo que |v|=3 v B

32) Determma: o vetur !.r ortogonal au eixo Oz, que satisfaz as condiges v v, =10 e
V. 1-'1 =_5, sendo v, =(2,3,-1)e ?1 ={1,-1,2).

33) Determinar o vetor projecio do vetor u= (1,2,-3) nadiregio de v ={2,1,-2)

34) Qual o comprimento do vetor projecio de = (3,5, 2) sobre o eixo dos x?

35) Se o vetor AB tem CO-5Enos duetures P.qer e angulos diretores «, 8 e ¥, quais sdo os
co-senos e os dngulos diretores de BA "

36) Mostrar que se vev sd0 vetores, tal que o +? ¢ ortogonal a ﬁ~?, entdo [EI = I?I,

37) Mostrar que, se v ¢ ortogonal a Ve 1-!:, e também ortogonal a Viw,

38) Ealcular o mﬁdulﬂ dos vetores u +v e 1 - v sabendo que v |=4, |v|=3 e o dngulo
entre uev ¢ de 602,

39) ‘iahendn qu:e Iu['- \ |v|—3 e que u e v formam um dngulo de 34 rad, determinar
I{Eu -v] (u Zv}f

41} Determinar I?"‘LT ﬁ:-i-? ir', sabendo que u+?+ﬁr}=ﬁ, lul=2, |v|=3 e
| w|= /35,

— —

41} O vetor v ¢ ortogonal aos vetures a -(1,2,1}] e b =(1,4,3) e forma dngulo agudo
com o eixo dos x. Determinar v, sabendo que | vi=14,

42) Dados os vetores u =(2,-1,1), ¥ =(1,-1,0) e w=(-1,2,2), calcular:
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43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

- -
a)woxy

b)YV x (W - 1)

@ +V)%(u-v)

d) (20) % (3V)

@ xv).(u xv)

! [Ex;}}.: e :.{?x;r}]
g}(ﬁ}x;}]x; C E’x{?xi"]

B (0 +v). (0 x w)

Dados os vetores ;=(I,1, 1} e IT={2, 1,0), calcular:

a)2a x(a +b)

b) (@ + 3b) x (a - 2b)

Dados os pontos A(2,-1,2), B(1,2,-1) e C(3,2, 1), determinar o vetor CB x (BC - 2CA).

Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos veiores 2a+b e E’-; sendo
- -
a={(3-1,-2) e b=(1,0,3)
Dados os vetores a=(1,-1,2), b=(3,4,-2) e ¢=(-51,4), mostrar que
R e
a.(b xc)=(axb)c.
Determinar o valor de m para que o vetor w =(1,2, m} seja simultaneamente ortogonal
aos vetores ?1 =(2,-1,0) ¢ ?; =(1,=-3, -1).

—
Dados os vetores v

={a, 5b, -25] e ;=[—33,x,y}, determinar x e » para que
- e
v xw=0.

Determinar wm vetor upitdrio simultaneamente ortogonal aos vetores ?1 =(1,1,0) e
T.r: =(2, -1, 3). Nas mesmas condi¢bes, determinar um vetor de mddulo 5,
Mostrar num grafico um representante de cada um dos seguintes vetores:

>
g)j =2

b) 31 % 2K

e e i N et g




o4 (recnmietria analltica
- o s —+ - =
51) Sabendo que |a|=3, |b|= \-’TE 45° é o dngulo entre a e b, calcular |a % b |,
-+ — - + -+
52) Se Juxv|=3+3, |ul=3 & 60° £ o dngulo entre u e v, determinar |v |,
53) Dados os vetores a =(3,4,2) e b =(2,1, 1), obter um vetor de médulo 3 que seja
a0 mesmo tempo ortogonal aos vetores %2a-b eath.
54) Calcular a drea do paralelogramo definido pelos vetores E:[B; 1,2) e }57{4’ -1, 0).
55) Mostrar que o quadrilitero cujos vértices sfio os pontos A(l, -2, 3), B(4, 3,-1),C(5.7.-3)
e D2, 2, 1) éum paralelogramo e calcular sua drea,
56) Calcular a drea do paralelogramo cujos lados sfo determinados pelos vetores 2u e —1_.':
-
sendo u =(2,-1,0) e v =(1,-3,2).
37} Calcular a drea do triangulo de vértices
@) A(-1,0,2), B(-4,1,1) e C(0, 1, 3)
BYA(L O, 1), B{4,2, 1) e C{1,2,0)
c) A(2,3,-1), B(3,1,-2) e C(-1,0,2)
d) A(-1,2,-2), B(2,3,-1) e C(0, 1, 1)
58) Calcular a drea do paralelogramo que tem um vértice no ponto A(3,2,1) e uma diagonal
de extremidades B(1,1,-1) e C(0, 1, 2).
59) Calcular x, sabendo que A(x,1,1), B(l,-1,0) e C{2,1,-1) sio vértices de um
tridngulo de drea = %9_
60} Dado o tridgngulo de vértices A0, 1,-1), B(-2,0,1) e C(1,-2,0), calcular a medida da
altura relativa ao lado BC.
61) Dﬂt‘rrmnar v tal que v seja ortogonal ao eixo dos yeu=v xw, sendo u =(1,1,-1)
¢ w=(2,-11).
62) Dados os vetores :—[{] 1,-1}, v—[Z -2, -2} e w= (1,-1,2), determinar o vetor _},

paralelo a ﬁr que satisfaz i condigio: X xU=v,
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63)

64)

65)

66)

a7)

68)

69)

T0)

1)

Dados os wtmes u —{2 1,00 e V= {3,-6, "l']_,F determinar o vetor x que satisfaz a
e
relagio v =u x x e que seja ortogonal ao vetor w =(1, -2, 3).

e -+ =+ —
d

; , sabendo que a +b +¢ =ﬁ.

Demonstrar que a = b=b x

Sendo U e v vetores do espago, com v #0:

g e e —+
a) determinar o nimero real r tal que u -rv seja ortogonala v;

- = -+ =+ [
b) mostrar que (u +v) < (u-v)=2y xu,

Demonstrar que o segmento cujos extremos sfio os pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo ao terceiro lado e igual & sua metade.

Verificar se so coplanares os seguintes vetores:

—* — —
ayu=(3,-1,2} v=(1,2,1} e w=(-2,3,4)
B) W =(2,-1,0), v =(3,1,2) ¢ w=(7,-1,2)
Verificar se sdo coplanares o5 pontos:
a) A(1,1,1), B(-2,-1,-3), C(0,2,-2) e D{-1,0,-2)
By A(1,0,2), B(-1,0,3), C(2,4,1) e D(-1,-2,2)
e) A(2,1,3), B(3,2,4), C(-1,-1,-1) e D0, 1,-1)

Para que valor de m os pontos A(m,1,2), B(2,-2,-3), C(5,-1,1) e D(3,-2-2)sd0
coplanares?

Determinar o valor de k para que os seguintes vetores sejam coplanares:

a)2=(2,-1,k), b=(1,0,2) e ¢=(k3,k
Bya=(2,1,0), b=(1,1,-3)e ¢=(k1,-k)
A3=(2k 1), b=(1,2kl e c=(3,0-3)
Sejam os vetores ﬁ’=[], 1,09, :={2,0,1}, ;, =3{lh—2:,_\?2 =E_i+ e ﬁr’, =i +_j’— x%.

Determinar o volume do paralelepipedo definido por Wi, Wy € Wi

— i — —
—— - e A -
S e AT e e R e




)

Greometria analitica

72)

73)

74)

73)

Calcular o valor de m pama que o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
=¥ = = == —+ -+ =+ - == it
vi=2i-j, v;=6i+mj -2k e vy=-4i +k sejaigualal0,

05 vetores ?={2,-l,-3}. g={—l, l,-4) e T:'>={rn+1,m1 -1} determinam um para-
lelepipedo de volume 42, Calcular m.

Dados os pontos A(l, -2, 3), B(2,-1,-4), C(D, 2.0} e D(-1,m, 1), determinar o valor

de m para que seja de 20 unidades de volume o volume do paralelepipedo determinado
—*

pelos vetores ﬁ,ﬁ e AD.

Calcular o volume do tetraedro ABCD, sendo dados:

a) A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) e D(4,2,7)

by A(-1,3,2), B(D,1,-1), Ci{-2,0,1} ¢ D{1,-2,0). Para este, calcular também a medida
da altura tragada do vértice A.

3.16.1 Respostas dos Problemas Propostos

1}
2)
3)
4)
5)

6)

7

8)

)

10)

a=2 11) P(1,0,0)
X =(-17, -13,-15) 12) 450
v=(1,1,1) 13) 50
74 4
i) 14) 169
v € unitdri 15) A o
v 1 10 = arc cos
3V
3
e oy =
= E=mcmsg—\-’—f
-4 o =5 CIEICCGS—"E—
NS
3 ou - 12
i 16) m=-4
-3 ou -1 17} #+/15
211 + +/3) 18) 3 ou -6




-

Frodutas de vetores a7 |
|
i
l 19) (-3, 3,-6) 39) 26+ 1542 4{
200 v=1(3,-2, 1, tER 40) -9 i
2) (2,-1,-3) al) (12,-6,4) {!
I
22) BA.BC=0 42) @) (2,2,-1) i
Byi-1,-1,0) il
23} -3 ou 2 ) &) (-2.-2,2)
) A d) (6, 6, -6) |
e} 3 .
251 Nio, cos® 45° + cos® 60° + cos? 90° £ 1 A e dwd _
4 -1.3 a8
26) 60° ou 120° g)(4,-1,3) e (1,4, -6)
hyl

27) (4,3,0) ou (-4, 3,0) 43) a) 6)
.3 F {_2s4'_

|

|

0, |
|

|

|

|

: 11 by(d,-8,12
28) v=(1,-— il M )
p 2
i 44) (12,-8,-12)
29) Umdelesé (0, —, —})
TN
45) x(3,7. 1) xER
31:|] [1——5 +i+£} i — =k = |
VBT TAE T B 46) a . (b %xc)=10={a xb).c |
|'
|
)i (2T 47) -5
_ 3
32) (-1,4,0) 48) x=-15b, y=3¢
13) 10 " ) G 49)  Duas solugdes para cada caso: {
9 £ L] -i
|
3) 3 b v 8 B i
VERRVE RV VIV i;i
35) -p,-q e I i
(= |
-0, -0 e - E'Il
" | Ay oog 4 B !
—_— = —=} o 5[ e— — —— il
%) V3T e VT3 VI, Y VRV RV R
|
il
(3
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51}y 3 61) (1,0,1) ]

52) 2 62) (-2,2,-4) t
B 3 15 Y
LI I X 63) X =(Q2y-9,y,3)
V300 30 .
m.v
65 =
54) /117 ) 4% |T}1=
55) /89 67) a) Nfo;  b) Sim.
56)  6+/5 68) a) Sim; ) Nao; ¢ Sim.
57) @) Ve 69) m=4
7 3
f"]'“:‘ 70) a)6 b) 5 €) 2 ou -3
| ﬂ)?"’Tﬁ 1) 44uy
}I‘ d) 246 T2y 6 ou -4
S8) /74 73) 2 ou -%
!
59 3nu‘T 74) 6 ou 2
m]ﬂ ) ) 2§ e —




CAPITULO

4

A RETA

4.1 Equacdo Vetorial da Reta

—

Seja r uma reta que passa pelo ponto A e tem a diregio de um vetor nio nulo v, Para

B - 4 - . . =+

que um ponto P do espage pertenga 4 reta r, € necessario e suficiente que os vetores AP ¢ v

sejam colineares (Fig. 4.1). isto ¢;

—
AP=tv
s
P- A=ty (4.1-0)
'
P
: T
N /
| v
L0 ! "
1 i
i
X
Figura 4.1
Dre (4. 1-1), vem:
P=A+tv

L

=

—

S—

§ =

!

o —
o -

e e s

j—— i -
R b - — e s & s

nal

o
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ou: dl

{:::y,x}i{x,-,yl,zj}+t{a,h,c}, (4.1-11)
se Px, v, 2), AlX), ¥y, 2,) ¢ v=(a,b,c).

CQualquer uma das equagies :4.]-I}E (4.1-11) é denominada equagdo veforiz! da reta r.

O vetor v = {a. b, ¢y é chamado velor divetor dareta roe t & denominado pardmetro,
E fdcil verificar que a cada valor de t corresponde um ponte particular P: quando 1 varia de
-= g +e= g ponto P descreve a reta r.

Exemplo

Determinar a equagio vetorial da reta r que passa pelo ponto A3, 0, -3) e tem a diregio
do vetor ¥ = 20+ 2? ks

Designando por Pix, ¥, 2) um ponto genérico dessa reta, tem-se:

P=A+ty,
istod:

(x,y,2)=(3,0,-5)+1(2,2,-1)

Quando t varia de -== a +==, P descreve a reta r. Assim, se t =2, por exemplo:

(x,¥,2)=(3,0,-5)+2(2, 2.-1)
(x, ¥y, 2)=(3,0,-5)+{4.4,-2)
(x, v, 2)=1(7.4,-7)

O ponto P(7, 4, -7) é um ponto da reta r.

Reciprocamente, a cada ponte P<r corresponde um ndmero real t. Por exemplo, sabe-se
que o ponto P(7, 4, -7} pertence i reta

iy, 2)=(3, 0,5 +1(2, 2.-1)
logo, é verdadeira a afirmagio;

(7,4, -Th=1(3,0, -5y + {2, 2, -1), para algum ntmero real t.




A reig Har

Dessa igualdade, vem: :i‘
ti_zs 23 '1):['?: 4r"'?}"{31 D! ‘Sj i:&
t2,2,-1) = (4, 4,-2) I
(2t, 2t, -11) = (4, 4, -2) [.‘
| :
Da definigiio de igualdade de vetores, vemn: i

4.2 Equagdes Paramétricas da Reta

Sejam (D _1 k} um sistema de coordenadas, P{x ¥, a] e A{x,,}rhzli um ponto
genérico e um ponto dado, respectivarmente, da reta r, ¢ v =ait h_] +ck um vetor de mesma
diregdo de 1.

Da equagdo vetorial da reta 1

30
P=A+1tv,

LI II
(Hs :’r!x.}:{xls Vi &g )+ ta. b, o)

au, ainda: |

_. (%, 2)=(x; +al,y; +bt, 7 +ct) ._
l.
Ve, I
£
vl
X =xg +at H ‘
y=y; tht (4.2) L[I i
=2 ot ::-i ;

BIBLIOTECA UNI-BU
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S
As Equagbes (4.2), nas quais a, b e ¢ nio sio todos nulos {?# 0}, siio denominadas
equagoes parameétricas da reta 1, em relagho ao sistema de coordenadas fixado,

Aretar ¢ o conjunto de todos os pontos (x,y, z) determinados pelas equaghes paramétricas
quando t varia de -== a +oo,

Exemplo

As equaghes paramétricas da reta r, que passa pelo ponto A(3, -1,2) e ¢ paralela ao vetor
-
v =(-3,-2, 1), sdo;

x=3-3t
y=-1-2
Z=2+1

Para se obter um ponto desta reta, basta atribuir a t um valor particular, Por exemplo, para
t =13, tem-se:

x=-6
y==7
z:

isto €, o ponto (-6, -7, 5) ¢ um ponto da reta r. Observe-se que o ponta A(3, -1, 2) é obtido
fazendo t = 0. Jd 0 ponto (0, 3, 4) ndo pertence a esta reta, pois as equagdes

0=3-3t
=-1-2t
4=2+1

ndo s§o satisfeitas para o mesmo valor de t (t=1 satisfaz a primeira equagio mas ndo as duas
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4.3 Reta Definida por Dois Pontos

A reta definida pelos pontos A(x,.yh Z,) ¢ Bix;, ¥z, %) € a reta que passa pelo ponto
Afou B} e tem a diregio do vetor v = M3 ={Xg —Xy, ¥2a ~¥1. Zg - 21 )

Exermplo

A reta r, determinada pelos pontos A{l, -2, -3) e B{3, |, -4}, tem a diregio do vetor
1.r —AB ={2,3, =1) ¢ as equaghes paramétricas

=1+2t
y=-2+3t
g==3=1

—
representam esta reta 1, passando pelo ponto A, com a diregio do velor ¥ = AB; analogamente,

a8 equaghes parame tricas

Xx=3+2t
y=1+3
z=-4-t

ey
ainda representam a mesma reta r, passando pelo ponto B, com a diregio do velor v = ﬁ

Ohbservemos que, embora estes sistemas sejam diferentes, eles permitem encontrar todos os
pontos da mesma reta, fazendo t variar de -== a +o= Por exemplo, para t=1, obtemos o
ponto Py(3.1, -4} no primeiro sistema e o ponto P;(5, 4, -5) no segundo sistema, e ambos sdo
pontos da mesma reta. E ficil ver que o ponto Py pode ser obtido, no segundo sisterma, fazendo
t =0 e o ponto P, no primeiro sistema, fazendo t=12.

Observacao

. =X A ; +
Assim como o vetor v = (2, 3, =11 & um vetor diretor desta reta, qualquer vetor av,
@#0, também o ¢ Portanto, apenas para exemplificar, se =2 e a=-1, as equagbes:

x=1+4dt x=1-2t
y==2t6t e y=-2-3t
~3=-2t z=-3+1

ainda representam, respectivamente, a reta r.
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4.4 EquagBes Simétricas da Reta

Das equagdes paramétricas (4.2), supondo abe # 0, vem:

logo:

X=X _¥=-¥% _ -5 {(4.4.1)

Estas equagfes sfo denominadas equaedes simétricas ou normais de uma reta que passa
=
por um ponto A(x;, ¥, 2;) e tem a diregdo do vetor v =(a, b, ¢).

Exemplo

As equaghes simétricas da reta que passa pelo ponto A(3, 0, -5) e tem a diregio do vetor
-
v.=2i +2] -k sdo:

Fd

Observagdo

Se a reta ¢ determinada pelos pontos A(x,y,,z,) e B(x3,¥2,2;), suas equagies
simétricas sdo;

X -X1 Y Y1 _Z-n (4.4-11)

Xz-%X1  ¥1-Y¥i I -I

pois um vetor diretor é:

- —
V=AB =(X; - %y, ¥2-¥1, T3 -24),

COIml Xq = Xy ;&U' ¥z -¥ #0 e Zg_—zlqéﬂ.
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Exemplo

As equagdes simétricas da reta determinada pelos pontos A2, 1,-3) e B(4,0, -2) sio;

x=2 _ y-1 _ z+3
4-2 0-1 -2+ 3
isto é;
=2 _ y=1 _ z#43
2 -1 1
- —
Estas s§o as equapbes da reta que passa pelo ponto A e tem a direglo do wetor v = AB,

As equagles

x-4=_1r_: £+ 2

p -1 1

representam a mesma reta passando pelo ponto B e com a diregio de ? = HE

4.4.1 Condigo para que Trés Pontos Estejam em Linha Reta

A condigio para que trés pontos Ay (X, ¥y, 1) Aa(Xz, ¥2.%2) € Ax(Xa. ¥a, 23) estejam
uk sl
em linha reta ¢ que os vetores Ay Ay e Ay Ay sejam colineares, isto é:

— —
AyAg =mA; Ay, paraalpum meE R

o

-X% _ ¥Y2-¥ _ I -3y

X3 =Xy ¥a-¥i I3 - I 41
Exemplo

Os pontos A;(5,2,-6), As(-1,-4,-3) e A5(7,4,-7) estio em linha reta. De fato,
substituindo as coordenadas dos pontos nas equagdes (4.4.1), tem-se:

-4-2 _ -3+6

5 =
s

4-2 7+6
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ol

4.5 Equagdes Reduzidas da Reta

As equacies simétricas (4.4-1) da reta

X=X _¥-¥, _E-1%,

a b

pode-se dar outra forma, isolando as varidveis y ¢ z e expressando-as em fungio de x.

Assim:

Yoy o X%
b

fazendo:

—=m
a
i b
'[;j —a—'-'ﬁ + ¥ =n,
Wl Ve
il

-+ r— — =

a

Estas equagdes sfio as equrpoes reduzidas da reta.

. Xt =
= X1 1 =4,
YEIm:

z=pxtqg {4.5-1)




I
L
A reta a7 [
|
Examplo ,*
| | i
Estabelecer as equagtes reduzidas da reta r Que passa pelos pontos A(2, 1, -3) e B(4, 0, -2). Ll
B _rz? As equagies simétricas da reta que passa pelo ponto A(2, 1, -3) e tem a diregiio do vetor ,l.J
v =AB =(2, -1, 1} sdo: |
11
x=2 _y-1 _z+3 ;
2 -1 1 it
Dessas equagies obtém-se; ’ _l
|
x—!__f_—_] x=2 ..z+3 |
2 -1 2 1
Ay-1)=-1(x-2) Hz+ 3 =1(x-12)
Tl
2y-2==x+2 Zz+b=x-2 1B
|ii
y=-x+2+2 Jz=x-2-6 :i!
i
y=-x+4 22=x-8 :J
' Sl -8 _ 1 i
F=T=Ex+2 ¥ = 2 =.2.x_4 l
4 '1] A:s_niquai;ﬁ-es simétricas da reta que passa pelo ponto Bi{4,0,-2) e tem a diregio do lri |
vetor v =AB =(2, -1, 1} sfo: 'i
1 i-4 — l - £+ 2
1 2 4 1 |
Dessas equagdes obtém-se:
X-4 _ x-4 _z+2 :
2 b g 2 | !
2y =-(x-4) 2z +2)=1(x-4) Al
itll
Jy=-x+4 z+d=x-4 4
i

X+d - Jr=x-4-4
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Comparando as equagdes reduzidas obtidas em a) e b), verifica-se que sfio equagies da

mesma reta r, o que, alids, vem confirmar a afirmagdio feita no Exemplo da Observagio do
Item 4.4.

Dhservecdes

a} Nas equagdes reduzidas;

y=mxtn

z=pxty,

a varidvel x figura como varidvel independente. Se expressarmos as equagies de forma que a
varidvel independente seja y ou 2z, ainda assim as equagdes sdio chamadas equagdes reduzidas,
Por exemplo, as equagGes reduridas da reta do exemplo anterior também podem ser expressas
pot:

x=4-2y
z=-y-12

ou
x=2z+8
i =-z-2

B) Das equagdes reduzidas (4.5-1):

y=mx+n
z=pxtg,

pode-se obter:

% SN ol WS . {4.5-11)

verifica-se que as e&uagﬁea reduzidas representam a reta que passa pelo ponto N(O, n, q) ¢ tem
a dire¢do do vetor v =(l, m, p).




Exemplo
As equagdes;

¥y=2x-3

2=-4x+ 5

representam a reta que passa pelo ponto N{0, -3,5) e tem a diregio do vetor ?=(l, 2, -4).
Observese que o ponto N ¢ obtido fazendo x =0 nas equagtes reduzidas. Se se der a x outro
vilor, x =1, por exemplo, se terd o ponto M{1,-1, 1} e um vetor diretor sers ﬁﬁ=[],2, -4
ou qualgquer multiplo dele.

4.6 Retas Paralelas aos Planos e aos Eixos Coordenados

Vimos que as equagdes (4.2);

x=x1 +H|.
Y=y, +ht

Z=12; +ct,
ou as equages (4.4.1);

X-X1 _¥-¥1 _z-g

a h C

representamn uma reta o determinada por um ponto A(xy,¥;,%;) e por um vetor diretor
o

v =(a,b, c). Até agora, supbsse que as componentes do vetor sio diferentes de zero. Entre-
tanto, uma ou duas destas componentes podem ser nulas, Entdo, temos dois casos:

19} Uma 6 das componentes de v é nulz

-+
MNeste caso, o vetor v & ortogonal a um dos eixos coordenados e, portanto, a reta r é
paralela ao plano dos outros eixos. Assim:

@) Se a=0, v=(0, b,c) L Ox .. r//yOz

e — e )



¥

e =

o ey

[_
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As equagies de 1 ficam: .

nas quais se verifica que, das coordenadas (x,y,z) de wm ponto genérico P da reta r, variam
somente y e z, conservando-se % =x; constante. Isto significa que a reta r se acha num plano
paralelo ao plano coordenado yOz (Fig. 4 .6-a).

X1

Figura 4.6-a
=¥ i
bYSe b=0, v=(a,0,¢) 1 Oy .. 1/} x0z |

As equagdes de 1 ficam:

ﬁl'_'}ft i

Das coordenadas de um ponto genérico P(x, ¥, z) da reta r variam somente x e z, conservando-se
¥y =y, constante. A reta r se acha num plano paralelo ao plano xOz (Fig. 4.6-b).
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i
.Z‘ :E‘
'
r ”
4 t
5 A |f
# |I
iy it
v

i I
] i
) |

]

b
\ :

X
Figura 4.6-b

-+ ) t
c}Be c=0, v={a,b, 0 L Oz > r/fx0y !

As equagoes de r ficam:

=2y

X _¥-¥
a b

Das coordenadas de um ponto genérico P(x, v, z) da reta r variam somente x ¢ y, conservando-se
z£=7; constante. A reta r se acha num plano paralelo ac plano xOy (Fig. 4.6-c).

e T et = 5

|
Figura 4.6-c
1
1
4
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20} Duas das componentes de v sio nidas

" Meste caso, o vetor '1||_r> tem a dire¢io de um dos vetores ki ={1,0,0) ou T =10, 1,0} ou
k=(0,0,1) e, portanto, a reta r € paralela ao eixo que tem a dire_g;io de 7 ou de T ou de kK.
Assim:

a) Se a=b=0, v=(0,0, ) /K . 1/ Oz

As equagdes de 1 ficam:

X=X
¥=¥i
z2=z; tet

Costuma-se dizer, simplesmente, que as equagdes da reta 1 sdo;

=%

Y =¥i : A

1

i subentendendo-se z varidvel (Fig. 4.6-d). 2

¥ B)Se a=c=0, v = (0, b,0) {1 & r/{Oy Figura 4.64

iy
i

; As equagdes de 1 ficam:

s e ——— 2
=]
Il
B
-




A reta 13 l‘ ‘ {
ou, simplesmente: 2 A ';l |
X =% /. 7 E'ﬁ .I
i |
=2, g A r d
- - i
| |
| i
subentendendo.se v varidvel (Fig. 4.6-¢). : l’
i o S — e !; !
i
1 i 1
)

J‘:’
X
X
Figura 4.6-¢
) Se b=c=0, v = (3,0, 003 -1/ Ox i
|

As equagdes de 1 ficam: z i

I o pm—— |

J'.:)h + at / \

| |

¥E¥ i |

A ! Il

=z i |i
I :

¥ |

ou, simplesmente, ‘]" ! =y |
|
|

¥=¥

1=y,

subentendendo-se x varidvel (Fig. 4.6-f), Eiges4 .

Ohservagdo

Os eixos Ox, Oy e Oz sio retas particulares.

}
Assim o eixo Ox é uma reta que passa pela origem O(0, 0, 0) ¢ tem a diregdo do vetor i Z
1=(1,0,0). Logo, suas equagdes sdo: !

|

|

|

|

|

|

|

; il
y=0 : i

z=0 |




114 Creometria analitica

De forma andloga, as equagdes do eixo Oy sio:

x=0

=10

e as equages do eixo Oz sio:
x=0
y=0

4,61 Problemas Resolvidos

1) Determinar as equagbes da reta que passa pelo ponto A(-2,3,-2) e tem a diregdo do
- —
vetor v =3i +2k.
Solucdo
p -
i As componentes do vetor v sio:
L
| ; a=13
| b=0
1 =2
Tendo em vista que b =0, a reta se acha num plano paralelo ao plano x0z e suas equaghes
sio:
y=3
x+2 _z+12
3 2
!
] 7)  Estabelecer as equagdes da reta que passa pelos pontos A(1,0,9) ¢ B(4,8, 9.
' j: Sofucao
l;
E ! As componentes do vetor v=B-A que define a direglio da reta sdo:
i =4-1=
Tk { a=4-1=3
.L b=8-0=8
[ & c=9-9=0 |
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Tendo em vista que c=0, a reta se acha num plano paralelo ao plano xOy e as suas
equaghes $3o;

z =9
x-1_¥%
3 B

3) _[Eeter_lpnjna: as equapies da reta que passa pelo ponto A(D, 3,-2) e tem a diregdo do vetor
v =2i.

Solucdo

3
As componentes do vetor v sio:

a=2
k=0
c=0

4.7  Angulo de Duas Retas

Sejam as retas 1y, que passa pelo ponto Ay (x;, ¥, 2,) e tem a diregio de um vetor
?, ={a;, by, 1), & 1y, que passa pelo ponto Ax(Xg, ¥a,%:) € tem a diregio de um vetor
- a
vy =(az, by, ;) (Fig. 4.7).

Chama-se dngulo de duas retes 1y € 1, o menor dngulo de um vetor diretor de r; ede
um vetor diretor de 1. Logo, sendo 8§ este dngulo, tem-se

- =
Ivy . vgl i

=—g——,com [ = § € = 4.7-1
TAGA 2 .2
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Figura 4.7

ou, em coordenadas:

dy dq +h1b3 +C]Cz]
Vai +bitel V] +b] 4]

cosf = (4.7-11)

Observacio

Na figura, o dngulo @ ¢& suplementar de e, portanto, cosa=-cos . O dngulo o € o
) pc - e —_
ingulo formado por -v, e v, ou vy & -v,.

£ xemplo

Calcular o dngulo entre as retas

x=3+1
rp: 1 y=1

lz=-1-2t :




A reta 11z

Solucdo

Os vetores que definem as diregdes das retas 1, e Ty sd0, respectivamente:

vi=(1,1,-2)
.
vy ={=2, 1, 1)
Pela formula (4,7-1):
e I
|vy.val _ (1.1,-2).(-2,1,1)|

cog = ——s—= e
IVillVal VAR #(2? x V(2P F I3 I

[-2+1-2| [-3|

cos B = =
V1It1+4 x JEIFTFT V6 x +/6

-
6 32

logo:

f = arc cos {%} = 31 rad = 60°

4.8 Condicdo de Paralelismo de Duas Retas

- ] -+
A condigio de paralelismo das tetas 1, e 1, € a mesma dos vetores vy =(a;, by, eq) e
£
v = {az, by, 5y}, que definem as direpbes dessas retas, isto ¢

— —+
¥ =mv,

O
iy by .0

4.8.1 Exemplo

A retary, que passa pelos pontos Ay(-3, 4, D e By(5, -2, 4), e a rela rz, que passa
pelos pontos A;(-1,2 -3) e By(-5, 3, -4}, siio paralelas. De fato:

. - — s
I} A diregdo de 1y ¢ dada pelo vetor v, = A, B, =(8, -6, 2);

e e e = WL

e — =
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- —
I} A direcio de r; € dada pelo vetor v, = A, B, =(-4, 3, -1);

III) A condigio de paralelismo de duas retas é:

8 by e
ag by g
£, neste ¢aso
8_-6__2
43 a1

O que prova serem paralelas as retas 1, e ;.

Observages

I) Seja uma reta ry, que passa por um ponto A (X;, ¥y, z;) € tem a dire¢io de um vetor
Vi =(a;, by, ¢1), expressa pelas equagies:

X=Xy ¥y o Bep
ay by €4

Qualquer reta r,, paralela & reta r,, tem parimetros diretores a;, by, ¢; proporcionais
aos pardmetros diretores a;, by, c; de r,. Em particular, a,, by, ¢y, sfo parimetros diretores
de qualquer reta paralela d reta r,. Nestas condigbes, s¢ Ay (X3, ¥2, Z2) € um ponto qualquer do
espago, as equagdes da paralela d reta 1y, que passa por A,, sfio:

K=X7 _¥-¥ _E-1Z
ay by £y

I} Se as retas ry ¢ ry forem expressas, respectivamente, pelas equaghes reduzidas:

y=myx+n ¥y=mgpX+tng
Iy: [ Ig:
z=pxt+qQ, Z=px+qz,

cujas direpes sio dadas, respectivamente pelos vetores:

?I E[I! My, pl]

“;2 = ':l':l Mgz, p‘:‘-}f
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a condigdo de paralelismo permite escrever;

1l _m _p

1 m; Pz
ou:

m; =My

P1 =Pz

Assim, por exemplo, as retas

y=2x-3 y=2x+1

£=-4x+5 Z=—dx

| sio paralelas.

| 49  Condigiio de Ortogonalidade de Duas Retas

A condigdo de ortogonalidade das retas r; e 1r; € a mesma dos vetores :r". =fa;, by, )
i
e ¥y =({az, by, c;) que definem as direcdies dessas retas, isto é:

—* =i
¥y . ¥a =0
ou;

apag + h|h-z tioyey =0

Exernpio




|
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{
i sfo ortogonais, De fato:
1i | 1) Adiregio de 1y ¢ dada pelo velor '_-'}. =8, 0, -0},
1 11} A diregiode ry € dada pelo vetar 1:. =(3 5,47
1 A condigio de artopanalidade de duas retas é:
ayhy +aghy + aqbs =0
e, neste caso;

w3+l ><5+{—(§:x4;24+0—24={].

0 QuUe Prova serem ortogonais as relas r; € Iz

4.9.1 Problema Resolvido

|
]
1 |'| 4)  Calcular o valor de m para que as retas
HE y=mx =3 [ x=-11t2t
! r B g y=3-t
| 2==2X | z=351

sejam ortogonais.

Solugdo

— e
Os vetores u =(1,m, -2} ¢ v =(2,-1, 5) sdn vetores diretores de re s, respectivamente,
A condigo de ortogonalidade permite escrever:

-
vo=

-
u. 0

o
(L, m,-2).(2,-1,5)=0
2-m-=-10=0
-m=10-2

m=-8
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Observacdo

Uma reta r, cujo vetor diretor v é ortogonal (ou normal) a um planc n, € ortogonal
4 qualquer reta contida nesse plano. Assim, existem infinitas retas que passam pOT um ponto
A £ e 330 ortogonais 4 reta 1 {Fig. 4.9).

1
I
1
L
| B

Figura 4.9

410 Condigdo de Coplanaridade de Duas Retas

A reta ry, que passa por um ponto Ay(X;,¥;,%;) e tem a diregio de um vetor
1.r1 ={a;,by,¢y), e areta r;, que passa por um ponm Aj(x-; Y2, i z3) e tem a diregdo de um
vetor :r: ={a;, by, ¢3), sfo cuplanares se 05 vetores ‘-'1:- vz e A A1 forem coplanares, isto €,
se for nulo o produto misto (v., -.,ah A Ay} (Fig. 4.10);

o - — ai hl ¢|
(¥i, va, ArAy)= az b & =0 {(4.10-)
¥a=-X% ¥a-¥1 Z3-1%

—— o bR E=E R W
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Exemplo
As retas:
i x-2 _y 2-5 E i xt5 _y+3 _z-6
iy & o 4 221" a1 1 3

30 coplanares. De fato:

1) a reta 1y
i,
‘r] =(2! 3-'1']-

passa pelo ponto A,(2,0,5) e o vetor que define a sua direglo €

II) a reta r; passa pelo ponto A(-5,-3,6) e o vetor que define a sva diregio ¢

—
Vi ={._ls I!B};

—
I} o vetor determinado pelos pontos A; e A; € A A, =(-7,-3, 1);

IV} a condigio de coplanaridade das retas 1, e 1z é que seja nulo o produto misto

{?I -::. Ay As). No caso presente:

2 3 4
(Vy, Ve, AgAad=|-1 1 3| =0;
7 =3 A

O que prova serem coplanares asretas 1, e 3.

4.10.1 Problema Resolvido

5)  Determinar o valor de m para que as retas

y=mx+12 =t
1y e I3 y=1+2t
z=3x-1 r=-2t

sejam coplanares.
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Solugio

I) areta ry ¢ definida pelo ponto A,(0,2,-1) e pelo vetor ;r}, ={l, m, 3);
) areta r; € definida pelo ponto A5(0, 1,0) e pelo vetor ?; ={1, 2, -2);

II) ovetor A;A; =(0,-1,1);

IV) pela condigdo de coplanaridade, devese ter

{:'rl!;}'!r AI-A-!]:[}:I

isto é:

ou:

2-3-2-m=0

m=-3

Quando m=-3, asretas 1; € ry sfo coplanares,

4.11 PosigSes Relativas de Duas Retas
Dwuas retas 1, e r,, no espago, podem ser:
a} coplanares, isto é, situadas no mesmo plano. Nesse caso, as retas poderdo ser:

1) concorrentes: r; M1, = {1} (1€ o ponto de intersegdo das retas r; er; );

Iz

5
|

e, s e W——

e T it Tt
e - = =
e m————

———————
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11y paralelas: ry 7 ry =@ {¢i € 0 conjunto vazio)

=

(Ch caso de serem ry v 1y coincidentes pode ser considerado como um caso particular de
paralelismi.)

7} reversas, isto €, ndo situadas no mesmo plano, Nesse caso: 1 ™ rp =g,

/h
N

A igualdade (4.10)

Observagies

- = -
(¥1, vz, A1 Ag) =0

¢ 1 condigio de coplanaridade de duas retas ry e ry que passam, respectivamente, pelos pontos
- =
Ay e Ay, e tém por vetores diretores os vetores vy e vq @

a) se 1y e 1y forem paralelas, serio coplanares, isto &

— =¥ e
(vi,¥2. ArAg) =10,
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) . . vy =3 — e
pois duas linhas do determinante utilizado para caleular (vy. vy, Ay Ay ) apresentam elementos
' ' e i
proporcionais (v, = kv )

Il se 1y ery; nio forem paralelas, a igualdade
GG e
(vi,v3. A Az) =0
exprime a condigio de concorréncia dessas retas .

" TEl —* —r T ® -
c} s¢ o determinante utilizado para caleular (v, va, A, A} for diferente de zero, as

Teldas ry ¢ rp 580 reversas,

4.11.1 Problemas Resolvidos

B Bstudar a posigio relativa das retas:

y=2x-3 x=1-3
Ty B Ta: y=4 -6t
Z2==x =3t

Solugdo

o = 3 "

Sdo vetores diretores de 1y e ra:vy =(1,2, -1} e v, =(-3, -6, 3). Como 1.:2 =-3 vy, as
retas 1y e 1 sdo paralelas e ndo coincidentes (basta ver que o ponto A0, -3,0) pertence a
r; ¢ nio pertence a rp).

Ty Estudar a posigdo relativa das retas

X=2-41
X -1
Ty T:%=? € Ia }r=2[
z==-2111
Solucao

Sdo vetores diretores de 1 ¢ 1y :1 ={2,-1,1) e T:; ={-4,2,-2). Entdo, ?, ;',"?1 ¢
r /{1z; neste caso, 1y, =r, (basta ver que um ponto qualquer de r;, digamos, A,(0, 1, 0),
pertence também a rq),

P e S e e

i o
e -

i
d

A

T T L Bl e a B
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8)  Estudar a posigdo relativa das retas:

X=5+t
Xx-2 -5
Ti:T=‘§'=4_ € :yy=21-t .
z=T-2t ]

Solucdo

a) As retas ndo sdo paralelas, pois:

2 3 4 ]
(vi,va, AiAs)= |1 =1 2|=0,
i 2 2

o que significa que as retas 1, e r; 530 concorrentes. A determinagio do ponto de concorréncia
de duas retas serd estudada no Ttem 4,12,

9} Estudar a posigio relativa das retas: !

y=3
Iy: € Ty XA=Y=Z
z=2x

Solucdo

@) As retas njio sio paralelas, pois:

+

1
—]=f=

8.2
17
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— —F —
b) Calculemos o produto misto (v,, ¥3, Ay Ag) para A,(0, 3, 0) e A(0,0,0)

1 0 2
- —
(vi,v2. AjAy) = | ] 1 11+ 0,
o -3 1]

o que significa que as retas 1, e ry siio reversas,

4.12 Intersecdo de Duas Retas

Duas retas 1, € r; coplanares e nio paralelas sio concorrentes. Consideremos as retas:

y=-3x+12 X =-t
Iy: = I3: y=1+2
z=3x-1 z=-2

¢ determinemos o seu ponto de intersegio. Se 1 (x, y, z) € este ponto, suas coordenadas satisfazem
o sistema formado pelas equagdes de 1, e 1y, istoé, I{x,y,z) ¢ asolugio do sistema:

[y ==3x+2
L=3x-1

1 x=-1
y=1+2t
L7 =-2t

Eliminando t nas trés Gltimas equacdes, temos o sistema equivalente

y=-3x+12
z=3x-1
y=1-12x
z=2x

Resolvendo o sisterna, encontramos;

—_— = rmm———mw g
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logo, o ponto de interseciio das retas 1y ¢ ry €:

Li1,-1, )

4,13 Reta Ortogonal a Duas Hetas

Sejam as retas 1, e ry, nao paralelas, com as direghes dos vetores vy =(a,, by, ) e
-+ &
va ={a;, by, ¢;), respectivamente, Qualquer reta 1, simultancamente ortogonal ds retas 1; e
— — f
ry, terd um vetor diretor paralelo ou igual ao vetar vy = v, {Fig. 4.13).

r Iz
— -
¥y oM ¥a
&
¥
Y
]
-
¥i
i
Figura 4.13

Nas condigdes dadas, uma reta r estard bem definida quando se conhece um de seus pontos,

Exemplo

Determinar as equagies da reta r que passa pelo ponto A(-2, 1, 3} e € ortogonal comum
is retas:

=2t

n:dy=1+2t e r;:

£ =-3
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Sofupdo

- -
As diregbes de 1, e rp sdo definidas pelos vetores vy =(-1,2,-3) e vy =(-3,0,-1}
Entdo, a reta v tem a direcdo do vetor:

- B -
i 1] k

Vixw=|-1 2 3| = (2,86
3 0 -l

Logo, escrevendo as equagbes simétricas de r, vem:

xt+t32 ¥ | = 2= 3
sk A [
Observacdo

Se as retas ry e ry sdo paralelas, existem infinitas retas que passam por um ponto A e sio

{]J’T.ﬂgi]l'liliﬁ At MEesmo rempen a elas,

A
=
\'1
——l e - Iy
—
¥y
- = Iy

4.14,  Ponto que Divide um Segmento de Reta numa Razdo Dada

Dados os pontos Py(Xy, v1,21) ¢ Pa(Xg, ¥, 27), dizse que um ponto P(x, y, z) divide
o segmento de reta Py P; narazio r (Fig. 4.14-a) se:

— —

P|P _'TPJ_F,
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isto &, se;
y -+ + =+
{x- xl]?+{y—y:)]'+(z -z)k = r(x- X )i tr(y-ya)j tr(z-2)k
ou:

X=X =r{x-x;)

Y-¥1=1(y-y3) (4.14)

I-2z)=1(z-1,)
Pix,y,2)
Pa(x3, ¥3, 23)

=
k Pylxa, vy, 24)
—11- 9 = -y
X
Figura 4.14-a
Das equagGes (4.14), vem:

Hy=IX
i 2
l-r

= ¥1-T¥%:
Y 1-r

=4 -In
£ l-1

(%, ¥,2) sio as coordenadas do ponto P que divide o segmento de reta PyP, na razio 1.

Exemplo

Dados os pontos P,(2,4,1) e P;(3,0,5), determinar o ponto P(x, ¥, 2} que divide

o segmento Py P; na razio r=-%—.
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1) O fato de a razdo ser negativa significa que o ponto P estd situado entre Pye Py
{Fig. 4.14-b):

L T KT - " -
e g e e e e

PP = - PiF.
P, r | 5
& 4 el
Figura 4.14-b

) Ascoordenadas de P sdo dadas por:

Xy - [Xa
1-1

_¥Y1-T¥:
-1

Zy -TIy
l1-r1

Mo caso presente:

logo:
2+-1—x3
R 3 =2+]=i
21 A A
ki 3
-4+~§-"Xl] 440 _
¥= ] e =3
Ity T
l+—x 5§ 1+% %
7= 1+L - i =E=2
3 3 3

0 ponto que divide o segmento PyP; narazio r=- -;- é P{% .3, 2).
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4,141 Ponto que Divide um Segmento de Reta ao Meio

Mo caso de o ponto P dividir o segmenio de reta PyP; aoc meio {Fig. 4.14-c), deve-se

ter;
— -k
PP =-PF,
isto €, r=-1.
z
Paixz, ¥3. 22}
Pix, vy, 2}
Pylxg, ¥1. @)
=y
X Figura 4.14-¢
MNeste caso:
_xtx
x 2
oo¥a T¥s
y )
_ntn
# 7
Mota

O estudo da reta no plano ndo serd feito neste livio por perlencer ao curriculo do 29 grau.

415 Problemas Propostos

1} Verificar se os pontos Py(5, -3, 6} ¢ P.i4, -1, 12) pertencem i reta

ox+3 _y+l _z-2
g 2 -2
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2)

Determinar o pento da reta

x=2-1
r{y=3+t
z=1-21

que tem abscissa 4.

3)

4)

5)

o

7}

#)

9)

10}

Determinar # ¢ A para que 0 ponto P{3, m, n) pertenca & reta

¥=1-2t
514 y=-3-t
£=-4+1

3 -
2w v-_—:l = -_Ei- que tém (a) abscissa 5. (b) orde-

Determinar os pontos da reta 1: —
“~

nada 4; {c)eotal.

O ponto P{2,y,7z) pertence & reta determinada por A(3,-1,4) ¢ B4 -3, -1)
Calcular P,

Determinar as equagbes reduzidas, com varidvel independente x, da reta que passa pelo
—+ —p — —
ponto A4, 0, -3) e tem a diregio do vetor v =21 +4§ + 5k.

Estabelecer as equagdes reduzidas (varifvel independente x) da reta determinada pelos
pares de pontos:

a) A(l,-2,3) e Bi(3,-1,-1)
h)A(-1,2,3) e B(2,-1,3)

Determinar as equaghes reduzidas, tendo 2 como varidvel independente, da reta que passa
pelos pontos Py(-1,0,3) e P;{1,2 7).

Mostirar que os pontos A(-1,4,-3), B(2,1,3) e C(4,-1,7) sio colineares.

Qual deve ser o valor de m para que os pontos A{3,m, 1), B{l, 1 -1} e C(-2,10, 4
pertengam 4 mesma reta?
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11} Citar um ponto e um vetor diretor de cada uma das seguintes retas:

xtl] :z—El E
3 4 Y=
a) d)
y=1 z=-1
x =2y Y=
b) e)
z=3 z=3+x
x=2t H a=y=z
£) 1 y=-1
z=2-1

12}, Determinar as equagdes das seguintes retas:

a) reta que passa por A(1,-2,4) e ¢ paralela ao eixo dos x;

b) reta que passa por B(3, 2, 1) e ¢ perpendicular ao plano x0Oz;

¢} reta que passa por A(2,3,4) e ¢ ortogonal a0 mesmo tempo aos eixos dos x e dos ¥,
d) reta que passa por A(4,-1,2) etema dire¢do do vetor i -T;

e} reta que passa pelos pontos M(2, -3 4) e N(2, -1, 3).

13)  Representar graficamente as retas cujas equagdes sdo:

Xx==1+t x==1+t 1=2y
a) | y=-10+ 5t Dl y=3-t £)
z=9-3t z=72t S
bl 4 y=3 e}l y=_4
=3
Z=-5-5t
it x=-3
y=-3x+6 sl f .
z=
€) z=2y
:_x+4
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14)  Determinar o angulo entre as seguintes retas:

[ X=-2-2t
a = '—1=Y—+_6_=£‘_.]_'
a) ¥y=2t e 5 3 3 5
[ Z2=3-41
[ y=_2x-1
&) r: & s:J:;—= —z_—+3TI;x=2
Z=x+2
r:u-l+~.,.-"2t
x=0
¥ =t € 83
L E=5-3t
x=]
2 +
d) [x—i‘—l=ll=z——]- e s:{ e =
R & Ll _z=2
4 3

15)  Determinar o valor de g Para que seja de 30° o dngulo entre as retas

” =Xrd —r " g | ¥Y=nx+5§
- 4 ] 3 E z=2x._2

16)  Calcular o valor de n para que seja de 30° o angulo que a reta
¥Y=nx+3
£=2x-3

forma com o eixo dos ¥,

17} Areta

x=1+2
2 ¥y=t

Z=3-t¢

forma um angulo de '60° com a

reta determinada pelos pontos A(3,1,-2) e B{4,0, m),
Calcular o valor de m.
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18)

i)

20

21}

22)

Calcular o valor de m para que os seguintes pares de retas sejam paralelas:

x=-3t
x+3 v~
A = + ' e =
a) r: y=3+t e LN 5 = (E=6
z=4
x=2-31
) _ . X-4 _z-1 o
by y=3 e LY e e y¥=7
Z =mt

Areta 1 passa pelo ponto A(1,-2,1) e é paralela i reta

xX=2+t
81 1 y=-3t
Z==t

Se P{-3,m,n} € r, determinar m ¢ n.

Quais as equagbes reduzidas da reta que passa pelo ponto A(-2,1,0) e ¢ paralela i reta

o HE ¥ s
; y-Z,

A rteta que passa pelos pontos A(-2,5,1) e B(1,3 0} ¢ paralela i reta determinada
por C{3,-1,-1) e D{0, v, z). Determinar o ponto D,

A reta
¥ =mx+3
I
Z2=x-1

¢ ortogonal 4 reta determinada pelos pontos A1, 0,m) e B(-2, 2m, 2m). Caleular o
valor de m,
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23) Calcular o valor de m para que sejam coplanares as seguintes retas

=M+3 i
al I ¥ I s:x l=l=—f-
z=3x-1 2 -1 m
5) : x=-1 I{}'=4x-m
y=23 Z=x
o = =-3x+4
el X mzu,z=6 e s:'}r
m = Z:_zx
24)  Calcular o ponto de interse¢io das retas
[y =3x-1 y=dx-2
al r: e 5
) z=2x+1 z=3x
x=5+t
. x=2 ¥y _z-5 ) _
LY I & o e e e s:f y=2-1t
=72
y=2x-3
yif_ gu12
o @ o
A B B
}I‘:—.
-1 _z-5
d I: e gk =— ;¥y=-5
) z=4x+1] 2 o *
25} Dadas as retas
y=2x
g ¥-3 _ztl L x=72 g ¢
2 - z=x-3
H=3+t
h:f y=1-3t
Z=t,;
determinar:

a} o ponto de intersegio de s ¢ h;

b} o dngulo entre 1 e 5,
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[ 26) Em que ponto a reta que passa por A(2,3,4) e B(1,0,-2) intercepta o plano xy?

ji o 27) Sejam as retas

1 x=2+3 y=2x+]
g rf y=4+5t e 5
- X 2
Z=mt z-—z-,z

@) calcular o valor de m para que r e 5 sejam concorrentes;
b)) determinar, para o valor de m, o ponto de interse¢do de r e s.

| 28) Estabelecer as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto A(3,2,1) e ¢
l simultaneamente ortogonal is retas

J

|

{

x=3 =_Ix + 1]
e s'[
z

1 =-x-3

| z

29)  Estabelecer as equagdes da reta que passa pela origem ¢ é simultaneamente ortogonal
s retas

y=3x-1

| z=-x+4

30) Determinar as equaghes paramétricas da reta que contém o ponto A(2,0,-1) e é
simultaneamente ortogonal & reta

e a0 eixo dos ¥y,

31) Estabelecer as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto de intersegio das
retas

E:.__'?":—Hﬂ—

x=]-y
: o FHE. B '
. x-2-= 3 3 e g7

e

z=2+12y

re——
— e T g e

e é, a0 mesmo tempo, ortogonal a 1 e s,
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32)  Avreta

Kol o¥

et
a B =2

¢ paralela i reta que passa pelo ponto A(-1,0,0) e € simultaneamente ortogonal s

retas
Xx=-t
¥=x
O] y==2t+3 e ry:
z=3t-1 =2x

Calcular 2 e b,
33) Dados os pontos Pi(7,-1,3) e P,(3,0, -12), determinar;
Fo i iR
@) o ponto P, que divide o scgmento P, P; na razio g
&) o ponto Q, que divide o segmento P, P, a0 meio.

34) O ponto P(9, 14, 7) divide o segmento P, P, na razio %

Determinar P;, sabendo que Py(1, 4, 3).
35) Seja o triangulo de vértices A(1,0,-2), B(2,-1,-6) e C(-4,5,2).
Estabelecer as equagbes paramétricas da reta suporte da mediana do tridngulo ABC relativa
ao lado BC.
4.15.1 Hespostas dos Problemas Propostos
1} Apenas P, -

2) (41,9

L 3) m=-2,n=-5

4) (5,-2,-2), (-7,4,10) (2, q—;-. 1
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5 K219

6 y=2x-8§ @ z=~§--x—l3
. 2
"
' . . X 3
1 T o L
) el y=3-3
| 2=-2x+5
(¥==x+|
by
r=3
| 5 | 3
L K:?Z—T E }'—TZ-T
" 10y m=-5
12} y=-2 [p=3
a) o}
| z2=4 | A==y +3
[x=3 x=2
b)
z=1 O y+1_ z-3
g T
x=2
| )
| y=3
14} a) 6@
f) 30°
) 30°
I 2
1: ﬂr} & = arc cos '["‘3‘"_} = 48°11*
I 15) 7 ou 1
ik
th 16) /15

17y -4
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18) ay -2 b}—-g-—

19y m=100 ¢ n=5

20y y=4x+Y ¢ g=-x-2

2} DO, 1,0)
22) 1 ou --g—
23) a) 4 by -7 r:}-;—
24) @) (1,2,3)
by (4, 3,9)
{‘} {2..]1_2}
@) (1, -5, 5)
25) a) (2, 4,-1)

bya = a:ccovg

4
26) [—3—,1.1:!]
27 aym=2
B1(-1,=1,-2})
28) | x=3-1
¥y=12
2=1-1t
2 | v=0
L=Z
iy | y=0
Z=-1
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3in x=2+t
ty=-1-51
=31
32) a=14
b=-10
33) a) P(15,-3,33)

34)

i5)

l 9
b} Q[S! _T'r -T}

P:(-3,-1, 1)

x=1+2t
y=-2t

z2=-2




CAPITULO

ﬁ

h)

O PLANO

5.1 Equacado Geral do Plano

- - -r -

Seja AlXy, ¥1, 2;1) um ponto pertencente a um plano 7 e n =ai +hj +ck, n # (0,0, 0)
um vetor normal (ortogonal) ao plano. O plano = pmle ser definido cnm::: sendo o conjunto de
todos os pontos P(x,y,z) do espago tais que o vetor AP ¢ ortogonal a n (Fig. 5.1-a). O ponto
P pertence a m se, e somente se:

o —

n. AP =0 (5.11)

1

=24

- v

Figura 5.1-a

43

e e i

R ———
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Tendo em vista que:
E={ﬂ,h,c} 3 ﬁ=(x—x1, ¥-¥1, 2-4;),
a equagio (5.1-1) fica:

{a,b,E].(I—II.}’—}'I,I-ZI}zu

ol
alx=-% ) +bly-v ) +elz-2,)=0 {5.1-IN)
ou, ainda;
ax + by +cz-ax; - by, -cz; =0
Fazendao:
-a%qy = by, -czy =d, vem:
axt+thy tez+d =0 {3.1-111)
Esta ¢ a equagdo geral ou carresignaz do plano .
Observagies

@) Da forma com que definimos o plano , wmos que ele fica perfeitamente identificado

por um de seus pontos A e por um vetor normal n = (a,b,c) a m, com a,b,c ndo simulta-
neamente nulos, Qualquer vetor

kn, k # 01, € também vetor normal ac plano.

b} Sendo 0 um vetor ortogunal a0 planc m, ele serd ortogonal a qualquer vetor represen-

s
tado neste planc Em particular, se v, e vy si’ﬂ wtures nfo colineares, ¢ paralelos ao plano, em
virtude de n ser ortogonal, ao mesmo tempo, a \r1 e 1.'1 (Fig. 5.1-b}, tem-se:

e -
=¥y % ¥y
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i
n
!
|
ey
¥i
—
o vy
Figura 5.1-b

¢) E importante observar que os trés cocficientes a,b e ¢ da equagdo geral

ax +hy +oz +d =0

representam as componentes de um vetor normal ao plano. Por exemplo, se um plano 7 €
dado por:

midntdy—dz+3=0,
um de seus velores normais ¢;
—
n =(3,2,-4)

Este mesmo vetor n € também normal a qualquer plano paraleloa .

Assim, todos os infinitos planos paralelos a 7 tém equagio geral do tipo:
x4y -dz+d=0

na qual d é o elemento que diferencia um plano de outro. O valor de d estd identificado quando

se conhece um ponto do plano.

Exemplo

- Determinar a equagio geral do plano 7 que passa .p-e!n ponto  A(2, -1,3), sendo
n ={3,2, ~4) um vetor normal a .




146 Geametria analitica

Solucdo

Se n ¢ normal ao plano, sua equagdo € do tipo:

Ix+2y-de+d=0.

Como o ponto A pertence a0 plano, suas coordenadas devem verificar a equagio, isto ¢;
H2+2-1)-4(3)+d=0
6-2-12+d=0

d=8

Logo, a equagio geral do plano n é:

Ix+2y-4z+8=0

Observacao
Este problema pode ser resolvido com a utilizagio da equagio (5.1-11):

alx -3 ) thiy-yy) telz-2,)=0

{a,b,c)=(3,2,4)

X =2
¥1:=+1
Zy -_.3!

logo:

Hx-D+2y+1)-4z-3)=0
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o

IN-6+2y+2-4z+12=0

Ix+2y-4z+8=0

51.1  Problemas Resolvidos

1) Escrever a equagio cartesiana do plano 7 que passa pelo ponto A(3,1,-4) e é paralelo
ac plano:

w -3y tz-6=10

Solucio

Sendo w//m, ovetor m, =(2,-3,1) normala m, & também normala 7. Entdo, a
equagio de w ¢ do tipo:

Ix-3y+z+d=0

Tendo em vista que A€ w, devese ter:
2ADN-3I(D+1{-4) +d=0

ou:

6-3-4+d=0

Logo, a equagdo do plano 7 é:

x-Jytztl=0,




-
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2)  Estabelecer a equagio geral do plano mediador do segmento AB, dados A(2,-1,4) e
B{.4! _31 "'2)-

Solucdo

O plano mediador de AB € o p]anu perpendicular a AB ¢ que contém o seu ponto
médio. Um vetor normal a este plano é AB = (2, -2, -6) e um ponto do plano é este ponto
meédio P(3,-2,1), conforme se pode ver em (4.14.1). Entio, a equagio procurada, de acordo
com (5, 1-11) é:

2x-3)- Ay +D-6(z=1)=0
x-y-bz-6-4+6=0
oau;

m-2y-6z-4=0
Dbservacao
Se se multiplicar ambos os membros da equagiio acima por ; ¥
X-y-dz-2=10
Esta equagio € a mesma equagio geral do plano mediador do segmente AB. 0 que

ocorreu para se obter a equagio simplificada foi o seguinte: em lugar de se considerar o vetor
normal AB = {2, -2, 6), foiutilizado o vetor normal

V= (RBE 1 (2,2,-6)=(1, -1, -3),

3)  Determinar a equagiio geral do plano que passa pelo ponto A2, 1, -2) e € perpendicular
i reta
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Solugao

Um vetor normal a este plano € o préprio vetor diretor (3,2, 1) desta reta. Entdo, a
equagio do plano =, de acordo com (5.1-11), é:

x=2+2Ay-1) +1{z+ D=0
Ix+2y+tz-6=0

Dhservacdo

Para obter pontos de um plano, basta atribuir valores arbitrdrios a duas das varidveis e
caleular a outra na equagiio dada. Assim, por exemplo, s¢ na equagdo anterior fizermos x =1
e ¥y =<2, teremos:

W +2(-2+z-6=0
J-4+z-6=0
zg= 7
€, portanto, o ponto A(l, -2, 7) pertence a este plano. Se nesta mesma equacio
dxt+ lytz-6=0 fizermos:
x=0 ¢ y=0, veme=6
x=0 e z=0  wvemy=3
¥=0 e z=0, vemx=2
Obtemos, assim, os pontos A;(0,0,6), A,(0,3,0) ¢ A4(2,0,0) nos quais o plano

intercepta os eixos coordenados. A Figura 5.1-¢ mostra o referido plano.

b.2 Determinagdo de um Plano

Vimos que um plano € determinado por um de seus pontos e por um vetor normal a ele.
Existem outras formas de determinagiio de um plano nas quais estes dois elementos {ponto e
vetor normal) ficam bem evidentes, Algumas destas formas serdo a seguir apresentadas.
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|
|
i
i
I
L
'
|
I Agll, 3, 0)
- il
\
LY
A
I\ X
: ! Figura 5.1-¢
{1 ke
|J
{I Assim, existe apenas um plano que:
! _ 5 5 _
i 1)  passa por um ponto A e ¢ paralelo a dois vetores v, ¢ v, nio colineares.
! -+ =+ -
i Neste caso: n =¥y X ¥y
t —+
i

' =

2)  passa por dois pontos A ¢ B e é paralelo a um vetor ¥ ndo colinear ao vetor AH.

-k = e
I Neste caso: n =v = AR;

nn g

il n
1

I 1‘

e

it =
S

1S A

L =

| L L ¥

11N

- —— e T T e e e i
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3)  passa por trés pontos A, B e C nfo em linha reta. i

!
i
|
Meste caso; ﬁ=ﬁ x A_C) 'ii
|
{

21

4)  contém duas relas 1, e 1, concorrentes,

i — x - .
Meste caso: n =v; ® vz, sendo v; e v, vetores diretoresde 1, e ry:

5)  contém duas retas r; e rp paralelas,

-+ —_— -
Neste caso: n =v, x A;A;, sendo v, um vetor diretor de r, (ou r,) e Ay Ery e
Ay € 1q, I
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{
o £)  contém umareta v e um ponto B& .
-+ e —»
9 Neste caso: n =v % AB, sendo v um vetor diretorde re Ae 1.
:
!
b —
n
L
5 ;.' I
A
B
a4
Observacdo

i
{ Mos seis casos apresentados de determinagio de um plano, um vetor normal n sempre &
_ dado pelo produto vetorial de deis vetores representados no plano. Estes dois vetores sio
5 chamados vefores-base do plano.
M
.
: 5.2.1  Problemas Resolvidos

_ 4) Determmar 4 equagio geral do plano que passa pelo ponto A{l,-3,4) e ¢ paralelo aos
; velores 1.r1 ={3,1,-2) ¢ vq ={1,-1,1).

Solupdo
= -k
05 vetores-base do plano sdo v, e v, e, portanto, um vetor normal ao plano (caso 1) é;
¥ & E

-+ =
n=y; xvy= |3 1 =2 =(-1,-5,-4)
1

Entdo, a equacio geral do plano, de acordo com (5.1-11), €;

“l(x=1)=5(y+3)-Hz-4=0
“A-dy-dztl-15416=0
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ou:
Xthy+dz~-2=0
Nesta equagdo, um vetor normal ao plano é:

- —
ny=-ln=-1{-1,-5, -4} ={(1, 5, 4).

5)  Estabelecer a equacdo geral do planc determinado pelos pontos A(2,1,-1), B(0,-1,1)
e C(1,2,1).

Solugdo

—F
Os vetores-base do plano sio AB = (-2, -2, e AC = (-1, 1, 2} e, portanto, um vetor
normal do plano (caso 3} é:

T 7 K
€=A_}XR: = =2 2 :{'6!21_4}
-1 1 2

Entdo, a equacdo geral do plano, de acordo com (5.1-11), ¢:

-6(x-2)+2y-11=-4{z+ 1) =0
s+ 2y -4z +12-2-4=0

-6x+2y -4z+6=0

ou, multiplicando ambos 0s membros da equagdo por - ;—:

Ix-yt+2z-3=0

Observagio

4

Ma determinagio da equacio deste plano foi utilizado o ponto A. A equacio seria a mesma
se s usasse 0 ponto B ouo ponto C,

T & T —
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6)  Estabelecer a equagio cartesiana do plano que contém a reta
x=4
I e o ponto B(-3,2,1)
y=3
Solugdo

A reta 1 passa pelo ponto A(4, 3, 0) (a cota deste ponto pode ser qualquer nimero real,

pois a reta 1 ¢ paralela ao eixo Oz) e tem a diregio do vetor v ={0, 0, 1). Portanto, os velores-
— ——
base do plano (caso 6} sfo v e AB = (-7,-1,1) e

ou;

—+ g —
i ik

e

n=v x A= 0 0 1 |=(1,-7,0)
-7 -1 1

Entiio, a equagdo cartesiana do plano, de acordo com (5.1-11), €:

Hx+3)-Ty-2)+0(z-1)=0

X-Ty+17=0

Observacdo

Em todos os problemas de determinagio da equagdo geral do plano um vetor normal n foi

obtido através do produto vetorial de dois vetores-base desse plano. Vamos mostrar, retomando
o Problema 4, um outro modo de se obter a equagio geral.

g
e vy

Nesse problema, o plano passa pelo ponto A(1,-3,4) e € paralelo aos vetores ?, ={3,1,-1)
oF [1 s -1 » 1}-
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Ora, se P(x,y,z) ¢ um ponto qualquer do plano, os vetores E, T|.r}, e ?, sdo coplanares e,
portanto, o produto misto deles € nulo, isto é;

{H+;|:?1}=ﬂ

Assim, obtemos a equag@o geral do plano desenvolvendo o determinante do 19 membro da
igualdade

3 1 2.1 =10

1 -1 1
isto é:

3 =2 3 1
(x-1) -{y+3} Hz-4) =10

-1 1 1 1 1 -1

x=-1}{(1-2)-(y+HNE+D+z-NH(-3-1)=0
(x=1H-1) -y +3)(5) +(z-4) (4) =0
X-5y-4z+]1-15+16=0

x-Sy -dz+2=0

x+5y+4z-2=0

() que fizemos para este caso, podemos repelir para todos os demais, pois basta observar
que nu_}pmdutn misto dos trés vetores dois deles sio vetores-base do plano (no caso presente,
vy €& vz} e o terceiro ¢ obtido com um ponto fixo do plano e o ponto P(x,y,z) genérico.

Com o intuito de esclarecer bem, faremos mais um problema.




R
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7). Determinar a equagdo geral do plano que contém as retas

x=-1+2t
yv=2xt1 .
Iyt e LIz~ y=41t
g==3x-2
z=3-06t

Solucdo

A reta 1, passa pelo ponto Ay(0,1,-2) e tem a diregdio do vetor v, =(1,2,-3). A
i
rcta rg, passa pelo ponto A,(-1,0,3) e tem a diregio do vetor v, =(2,4,-6), Como
vz =7v,, asretas 1, e r, sdo paralelas (caso 5).

A

—_—
s vetores-hase sio 1.7: ¢ A A; = (-1,-1,5). Para o ponto fixo A; desse planoe Pix, y, 1)
um ponto genérico, deve-se ter

(ﬁs:ls Aihl}:[’

o
x v-1 z2t2
1 2 =3 =1
=1 -1 5
e, daf, vem:

Tx-2ytzt4=0
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53 Planos Paralelos aos Eixos e aos Planos Coordenados — Casos Particulares

A equagdo (5. 1-1II);

axthy tcz+d=0

.
na qual a, b ¢ ¢ ndo sio todos nulos, € a equagdo de um plano m, sendo n ={a, b, c) um
-
vetor normal & #, Quando uma ou dvas das componentes de n  sdo nulas, ou quando d =0,
estd-se em presenga de casos particulares.

53.1 Plano que Passa pala Origem
Se o plano ax +by +cz +d =0 passa pela origem:

a.0+tb . O+, 0+d=0,
isto &

d=0
Assim a equagio:
ax +thy +ez=0 {(53.1)

representa a equagio de um plano que passa pela origem,

532 Planos Paralelos aos Eixos Coordenados

e
S¢ apenas uma das componentes do vetor n ={a, b, ¢) ¢ nula, o vetor ¢ ortogonal a um
dos eixos coordenados, e, portanto, o plano 7 € paralelo ao mesmo eixo:

) se =0, n=(0,bc) L Ox . mjfOx
e a equacio geral dos planos paralelos ao eixo Ox €
bytcz+d=0

A Figura 5.3-a mostra o plano de equagio:

y+32-6=0

e ————— e i e
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Agl0, 0, 2)

A0, 3,0

Figura 5.3-a

Observemos que suas intersecdes com os eixos Oy e Oz sio A,(0,3,0) e A3(0,0,2),
respectivamente, ¢ que nenhum ponto da forma P(x,0,0) satisfaz a equagio. Um vetor normal
-+
ao planc é n =(0, 2, 3}, pois a equagio de 7 pode ser escrita na forma:
Ox +2y +3z-6=0.
Com raciocinio andlogo, vamos concluir gue:
I} os planos paralelos ao eixo Oy tém equagdo da forma:
ax tcz+d=0;
I} os planos paralelos ao eixo Oz tém equacgio da forma:

ax +hy +d=0

Da andlise feita sobre este caso particular, conclui-se que a varidvel ausente na equagio
indica que o plano € paralelo ao eixo desta varidvel,

As Figuras 5.3b ¢ 5.3+ mostram os planos
mpixtz-3=10
my Xty -4=0,

respectivamente.
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Ty

m

(3,0,0)

Figura 5.3-h Figura 53¢

Ohservagoes

) A equagio x+2y -4 =0, como vimos, representa no espago IR’ um plano paralelo
ao eixo Oz Porém, esta mesma equagdo, interpretada no plano R? representa uma reta.

b) 8e na equagio ax + by +d =0 fizermos d=0, a equagio ax+by =0 representa
um planc que passa pela origem ¢, portanto, contém o eixo Oz,

5.33 Planos Paralelos aos Planos Coordenados
- —
Se duas das componentes do vetor normal n =(a, b, ¢) sdo nulas, n € colinear a um dos
- - —
vetores i =(1,0,0) ou j =(0,1,0) ou k =(0,0,1), e, portanto, o plano 7 ¢ paralelo ao

plano dos outros dois vetores:

[) se a=b=0, n =(0,0,¢)=c(0,0, 1)=ck . /[ xOy

e 4 equagdo geral dos planos paralelos ao plane xOy €:
cztrd=0

como ¢ ¥+ 0, vem;

d

z: ke Simgint

C

i

e
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Os planos cujas equagdes sdo da forma
z= k
@0 paralelos ac plano xOy,

A Figura 5.3-d mostra o plano de equacio: z= 4

s

= ¥

Figura 5,3-d

Aequagio z=4 pode também ser apresentada sob a forma

Ox+0y+z-4=0

na qual vemos que qualquer ponto do tipo A(x,y,4) satisfaz esta equagio e
K= ={(0,0,1) ¢ um vetor normal ac plano,

Assim sendo, o plano paralelo ao plano xOy e que passa pelo ponto A(xy, ¥y, %)
tem por equacio;

L=

Por exemplo, o plano que passa pelo ponto A(-1,2,-3) e ¢ paralelo ao plano x{hr_:
tem por equagio;

Z==3
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|
Com raciocinio andlogo, vamos concluir que: i
!
1I) os planos paralelos ao plano xOz tém por equagio: ]’
y=k; {
[i[) os planos paralelos ao plano yOz tém por equagio: J
Il
i
x=k :
As Figuras 5.3¢ e 5.3-f mostram os planos
My ¥= 3
My: X =2, :
a !
respectivamente, f
5 |
4 |
™ !I

0,3,0)

Figura 5.3-¢

Para fixar melhor este assunto, consideremos o ponto A(2,3,4) e as seguintes
equagles dos planos;

e}
F4

m.Xx=
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Esta é a equagio do plano que passa por A e ¢ perpendicular ao eixo Ox {ou paralelo
ao plano yOz);

My: ¥y =3

Esta ¢ a equagiio do plano que passa por A e ¢ perpendicular ao eixo Oy (ou paralelo
ao plano x0z);

Ty =4

Esta ¢ a equagio do plano que passa por A e ¢ perpendicular ao eixo Oz (ou paralelo
ao plano x0y),

A Figura mostra o ponto A(2, 3,4) e os trés planos citados,

z
4
e
|z=4 My
m 1 ﬁ
|
[
K=2| ;'f
! N
4]
- = —
IJ- 4
’
’

1

Os planos coordenados sfo planos particulares destes e suas equagtes sdo:;

x=0 {plano yOz)
vy =0 (plano x0z)
z=0 (plano xOy)
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5.3.4 Problemas Resolvidos

8)  Determinar a equagio ‘cartesiana do plano que contém o ponto A(2,2,-1) e a reta

Sofucao

A reta r passa pelo pmlto B(4.3,0) (a cota é drhltlﬁnd pms areta r € paralela ao
eixo Oz) e tem a diregio do vetor v ={0,0, 1). Os vetores-base sio v e AB ={2,1,1). Sendo A
{ou B) um ponto fixo desse plano e P{x,y,2) um ponto genérico, deve-se ter:

— — —
(AP, v, AB)Y=0

oul
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x-2y+2=0

Trata-se de um plano paralelo ao eixo Oz e, portanto, perpendicular ao plano x0y.

9} Determma: a equa:;ﬁn geral do plano gue passa por A(2,3,4) e ¢ paralelo aos vetores
—
vy —] +K e \rg —_1 -K.

Solugio

Sendo Pix,y,z) o ponto genérico deste plano, deve-se ter:

[51:1-?1\.':“

ous

x=2

Trata-se de um plano paralelo ao plano yOz & estd representado na Figura 5.3

T
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Ohservacdo
E interessante assinalar que aequagdo x =2 pode representar:

@) um ponte se o universo for areta IR,

] 1 =

- |
Y

Bl uma reta se o universo for o plano R

U

) um plano se o universo for o espago IR' (¢ neste universo que estamos presentemente
trabalhando ),

54 Equagdes Paramétricas do Plano

e —* -

Seja A(xo, Yo, Zo)} um ponto de um plano m e u =(a;, by, ¢;) € v ={a5, by, ;) dois
vetores ndo colineares. Um ponto P(x,y,z) pertence ao plano 7 que passa por A eé paraleln

- —
aos vetores u e v (Fig. 5.4} se, e somente se, existemn numeros reais h e t tais que

— =i e :
AP =hu +ty (5.4)

Figura 5.4
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Escrevendo a equagiio (5.4) em coordenadas, obtemos
(X-Xo, ¥-¥o, 2= 29} =h(ay, by, 1) +1(ay, by, cg)
donde:

.x=X|:| +&jh+a-1t
¥=¥p tbhih + byt
Lz =2y toph+eal

Estas 530 as equagies paramétricas do plano.

Quande h ¢ t, denominados parametros, variam de -= 5 t+e=, 0 ponto
o plano m.

P percorre

Exemplos

IV As equagoes paraméiricas do plano que passa pelo ponto A(2, 1, 3} e € paralelo aos vetores
E:(-l—j, 1y e v = (2,1, =3 sdo!

Xx=2-3h+2t

y=1-3h+t

7=3+ h-2

Se quisermos algum ponto deste plano, basta arbitrar valores para b e t. Por exemplo,
para h=2 ¢ t=3, vem:

X=2-3(2)+23)=2
y=1-3(2)+1(3)==-2
=3+ 1(2)-23) = -]

e, portanto, A2, -2, -1) € um ponto do plano,

2)  Escrever as equaghes paramétricas do plano determinado pelos pontos  A{(3, 7.-2),
B(8, 2, -3) e C(1,2,4).
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é Solugdo

| - —

i u=AB =(3, -5 -1}

! - — )
v =AC =(-4, -5, 6)

x=5 + 3h - 4t
y=7 - 5h - 5t
z=-2 - h + 6t

5.5  Angulo de Dois Planos

Sejam os planos

My a1x+h1y+clz+d1=ﬂ'

Myt dxXthyyte,ztd, =00

- =
Entao, n, ={a;,b;,c;) e ny ={az, by, ;) sfio velores normais a 7, e 7wy, respectiva-
mente {Fig. 5.5).

Logo, as equagdes paramétricas (utilizando o ponto A) do plano sdo;

Sabe-se que trés pontos ndo colineares determinam um plano. Neste caso, faremos

oo -
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Chama-se dngulo de dois planos 7, ¢ 7, o menor ingulo que um vetor normal de m,
forma com um vetor normal de 7. Sendo @ este dngulo, tem-se:

-
.. | . P < (5.5)
Ingllng|

ou, em coordenadas:

laja; +h by ooy
= o, e S e g
Vi +b] tef Vai tbitq

6.5.1 Condigdes de Paralelismo e Perpendicularismo de Dois Planos
Sejam os planos

mimxthyy+togzetd, =0

My dpxthyy tgpz+dy; =0
Entao,
— -
n, :(3111:]!':1) 1 Ty € 0 =(a2! bis C-g} L M

As condiges de paralelismo e de perpendicularismo de dois planos sio as mesmas de seus
[ESpPeCctivos velores normais, isto é:

D8e m fims, v ling s B=0.8

m

——

m
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Observagdes
@} 5Se além das igualdades anteriores se tiver também

by _ & _ 4y

ag h1 Ca B dz ’

os planos ; e 73 serdo coincidentes porque, nesse caso, a equagdo de m, ¢ obtida de
mediante a multiplicagfo por um nimero, o que ndo altera a equagdo de .

b} Em particular, se a; =a,, b; =b;, ¢; =c; e d, #d;, os planos m; e m; também
sdo paralelos.

- -
I} Se my Lmg, ny lng o agag +bhyhy tgye, =0

Ty ng

-—

Tz

552 Problemas Resolvidos
10} Determinar o angulo entre os planos

mi2x=3y+5z-8=0

My :3x+qy+52-4=0
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Solucdo

- —-
Os vetores ny =(2,-3,5) ¢ n; =(3,2,5) sio vetores normais a estes planos, De acordo

com (5.5), lemos:

- =
| ny . ngl

1{2,-3,5) .(3,2,5]]

cos fl = =
mllnal 2 (3 S

B e e T

[2%3=3%x2+35x35|

o= == = -
S T 15 xR (375 ABaE 38

Logo:

i A
& = arc cos I8

ft = 48°51'

11y Calcular os valores de m e n para que o plano

M (2m=-1)x-2y +nz-3=10

seja paralelo ao plano

My idx tdy-z=0

Solucdo

— — _ )
Os vetores n, =(2m-1,-2,n) e ny; =(4,4.-1) sdo vetores normais aos planos 7, &

1,

dm-1_ -2
4 4

respectivamente. De acordo com a condigio de paralelismo de dois planos, devese ter:
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510 €:

2Zm-1_ _2 2_n
4 4 T4 -l
Sm-4=-8§ dn=2
Bm=-4 n=-|*'
p

s ke

2

56  Angulo de uma Reta com um Plano

Seja uma reta T com a diregio do vetor ¥ eum plano 7, sendo n um vetor normal a
n (Fig. 5.6).

Figura 5.6

0 dngulo ¢ da reta r com o plano 7 ¢ o complemento do dngulo # que areta r forma

com uma reta normal ao plano,

Tendo em vista que & +¢ = %e, portanto, cos & =sen ¢, vem, de acordo com a férmula
{3.4-11);
-+ =
(Vanl  gegel (5.6)

el
Iviinl 2

ng=
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5.6.1 Condigies de Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano

Para areta r ¢ o plano 7 anteriores, temos,

[) se t//n, v.n.

Rl —
O paralelismo de r e w implica a ortogonalidade dos vetores v e n;

<4

e
I serla, v//n.

O perpendicularismo de r ¢ n implica o paralelismo dos vetores voen.

5.6.2 Condiges para que uma Reta Esteja Contida num Plano
Uma reta r estd contida num plano m se: 1

. -+ o
I} ovetor ditetor v de r ¢ ortogonal ao vetor n, normal ao plano 7 e

1) um ponto A pertencente a r pertence também ao plano.
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Cbservagdo

Uma reta r estd também contida num plano n se dois pontos A e B pertencentes a r
pertencem a esse plano,

5.6.3  Problemas Resolvidos

12)  Determinar o dngulo que a reta

i=1-2t
L. ¥ ==t
=3+t

forma com o plano
mAxty-5=0
Solucio

A reta r tem a diregio do vetor ?={h2, -1,1) e ;1":{1,1,{}] ¢ um vetor normal ac
plano . De acordo com (5.6), vem:

— Iv.nl _ 1(2,-1,D).(,,00
IVIInl V2R D1 V1T 0?

" |-2-1+01  __ |-3]
Varl+tl J1+1T e 72

3 33 3 xv’iﬁs\ﬁ_\ﬁ
VIZ AX3 233 27 3 2x3 2

Sen g =




EE s g .:-i_;

- T . B

L B

a Aaa T3

g e .- - W e

e PR S e
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Logo:
W3
2

< =i
$=arc sen 3

13} Verificar se a reta

.X _¥ytl_ z
I: -_—2 --‘]

L

& perpendicular ao plano

mO-by-3z+5=0

Solugdo

Sahe -3¢ que a reta r ¢ perpendicular ao p]anu T %8 wm wtnr vV oderé colinear a um
vetor n, nonml a0 plann No caso presente, tem-se v = 3,-2,-1) e n = (9, -6, -3), respectiva-
mente. Como 1 vlhr os vetores sdo colineares e, portanto, r ¢ perpendicular a n.

14) Determinar os valores de m e n para que a reta

=2 +
r =1+ 4
r==3 - 2t

esteja contida no plano

mmitny+2z2-1=10

Solugdo

A reta r passa pelo ponto A(2,1,-3) e tem a direglio do vetor ?={I, 1,-2). Um vetor
- —+ -k
normal ao plano 7 ¢ n =(m,n, 2). Para que r esteja contida em = € necessirioque v L n e
AE 7, de acordo com o que foi visto em 562, isto é:

{1,1,-2).(m,n,2)=0
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e:
m(2y+n(l)+2(=3}-1=0
[$11
mt+n-4=0
dntn-7=(

A solugdo do sistema determina os valores de m ¢ n para que a reta ¢ esteja contida

tm ®, ouseja;

m=3

n=1

5.7 Intersecdo de Dois Planos

Consideremos os planos ndo paralelos

MiSx-2y+z+7=0 g Wy 3x-3y+tzt+d4=10

Sabemos que a intersecio de dois planos ndo paralelos é uma reta r© cujas equaghes se
deseja determinar. Uma reta estd determinada quando se conhece dois de seus pontos ou um ponto
e um velor diretor da mesma. Um ponto pertence 4 reta intersecio se suas coordenadas satisfazem

simultaneamente a equagtes dos dois planos, isto €, ele constitui uma solugdo do sistema:

Sx=-2ytz+7=0
(5.7)
Ix-3Iy+tzt4=0
O sistema € indeterminado ¢, em termos de %, sua solugdo é:

y=-2x-3

7=-9%-13

Estas sio as equagdes reduzidas da reta intersegio dos planos 7, e 7y, sendo os pontos
ilesta intersecio da forma:

(%,y.2)=(x,-2x-3,-9%x-13)
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Observacoes

&) S¢ atribuirmos valores & & na solugio do sistema, encontraremos pontos particulares da

intersegio dos planos 7, & 7.,

Por exemplo, para x =0, temos o ponto A(Q, -3, =13} e para x = |, 0 ponto B(l, =5, =22).
— mray
Entdo, um vetor diretor da reta intersegdo é v = AB =(1,-2 -9} e as equagGes paramétricas

dessa reta, utilizando o ponto A, sdo:

x=t
rid y=-3-2t
z=a=l3 -9

f) Lembrando que uma reta € definida por um ponto e por um vetor diretor, as equagies

desta reta intersegdo podem ser encontradas de outra forma,

Determinaremos primeiramente um ponto da reta de abscissa zero, por exemplo. Entdo,
fazendo x = 0 nas equagtes do sistema (5.7), resulta o sistema;

=2y+a+T7=0

Sy tztd=0

cuja solucio € v =-3 ¢ z=-13. Logo, um ponto da reta intersecio é A{0, -3, -13)

Como o vetor diretor : desta reta ¢ simulta-
neamente ortogonal aos vetores r_{. =(5,-2, 1)
e 512 ={3,-3,1), normais aos planos w; e 7y,
respectivamente, (Fig, 5.7}, v serd dado pelo

1 —* —* x r
produto vetorial de ny e ng, istoé:

i K
vEn xR =] 5 -2 1|=(1,-2;9)

Portanto, as equagdes reduzidas da reta sfio
¥y=-2x-1

E=-9x-13

T

—
Ty

=4

Uil

Ln

~a

Figur
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¢) Como a intersegdo < dois planos ndo paralelos € sempre uma reta, € muite comum
apresentar uma reta através de um sistema cujas equagdes representam planos, No caso presente, se

r € esta reta, temos;
| Sx-2y+z+47=D

Jx-3vtztd=0

5.8 Intersecdio de Reta com Plano

Seja determinar o ponto de interse¢do da reta

com o plano

mixtiy-2z-9=0,

Solupdo
Se lix,v,z) € o ponto de intersecdo de 1 e w, suas coordenadas devem verificar as

equagies do sistema formado pelas equagdes de 1 e de w

¥y=2xt3
L=3x-4
I +Eiv-22-9=0

Resolvendo o sistema, obtém-se:

x=-2
¥Rl
z=-10

Portanto, 1{-2, -1, -10) € o ponto de interse¢do dareta r com o plano .




==

do planc duas varidveis iguais a zero para se encontrar a terceira, e assim obter as intersecbes
cOm 08 eixos. Assim;
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[

i

f'! 581 Intersecdio de Plano com os Eixos e Planos Coordenados

E' a) Seja o plano

i)

t: m2xtIytz-6=0

1-1 Como os pontos dos eixos sdo da forma (x, 0, 0), (0, y, 0) e (0, 0, 2), basta fazer na equagio
1

. I)se y=z2=0, 2x-6=0 " x=3 ¢ A,(3,0,0) ¢éaintersegio do plano 7 com o eixo
| dos x;

1] Iy se x=2=0, 3y-6=0 . y=2 e A0, 2,0) ¢ainterse¢do do plano 7 com o eixo
] dos y,

i My se x=y=0, z-6=0. z=6 e A3(0,0,6) ¢ a interse¢do do plano 7 com o eixo

g dos z.

'

|

|

i &) Como as equaghes dos planos coordenados sio x = 0, y =0 e z =0, basta fazer, na
1 equagio do plano, uma varidvel igual a zero para se encontrar uma equagio nas outras duas

E varidveis e, assim, obler as intersecfes com os planos coordenados, Entdo;

=

L]
| 1} se x=0, 3y+z-6=0,areta

|

. x=0

| rl
||‘ z==3y +6

i ¢ a intersegio de 7 com o plano yOz, ;

Iy se y=0, 2x+z-6=0,areta

S i s T L

-
1]

=]

1]

I

A

e

¢ a intersecdo de 7 com o plano xOz,

l
i.
|
Iu
i.
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) se 2=0, 2x +3y-6=0,a reta

£=0

¢ & intersegdo de 7 com o plano xOy.

O grifico mostra os pontos Ay, A, e Ay easretas r;,r; € 1y,

A0, 0, 6)

%=
e T
¥ =0 - 2 =-Iy + ¢
Iq
Z =-2xt+h
A, 2 0
o
A (3,0,0) = o
2
Se—xt72
¥ 31

Observagio

Se um plano miax +by +cz +d =0 nio é paralelo a nenhum dos planos coordenados

{a#0, b+#0, ¢#0) e nio passa pela origem (d # 0}, sua equagdo pode ser apresentada na
forma

£
r

pdug e |
d

Lk
P

denominada equapdo segmentdria do plano na qual (p,0,0), (0,q,0) e (0,0,r) sio os
os pontos onde 7 intercepta os eixos dos X, dos ¥ e dos z, respectivamente.
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Exempla

Seja a equagdo;

| M+Ivtz-6=0

J au

, X +3ytz=6

L

i Dividindo ambos oz membros por 6, vem:

i SEL
— e e e —
Ji F 0 I

e 05 pontos de interse¢io com os eixos dos x, dos v e dos z sfo A (3, 0.0), A;(0, 2 0)
e A0, 0, 6), respectivamente, conforme jd vimos.

i} 5.9  Problemas Propostos
il
|i 1} Sejao plano
lF m2x-y +3z4] =0
i
H
t Calcular:
! a) O ponto de 7 que temn abscissa 4 e ordenada 3;
§ i) O ponto de m ogue tem ahscissa | e cota 2;

¢) (valor de k para que o ponto P{2, k+1, k) pertengaa m;

&) 0 ponto de abscissa zero e cuja ordenada € o dobro da cota,

Mos problemas 2 a 10, determinar a equagio geral do plano

2} paralelo ao plano 7 2x -3y -7+ 5=0 e que contém o ponto A(4, -1, 2
| 3 perpendicular 4 reta
|
| =2y =3
r:
£=-y+1

1
)
j
:

¢ que contém o ponto A(l, 2, 3);
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4)  mediador do segmento de extremos A(1,-2,6) e B(3,0,0);

5)  mediador do segmento de extremos A(S5,-1,4) e B(-1,-7, 1};

6) paralelo ao eixo dos z e que contém os pontos A(0,3,1) e B(2,0,-1)
7} paralelo ao eixo dos x e gue contém os pontos A{-2,0,2) e B(D, -2, 1;

8) paralelo ao eixo dos y e que contém os pontos A(2,1,0) e B(0,2,1);

%) paralelo ao plano xOy e que contém o ponto A(S, -2, 3);
10} perpendicular ao eixo dos y e que contém o ponto A(3, 4, -1).

Nos problemas 11 a 14, escrever a equagfo geral do plano determinado pelos pontos:

A

1)) A(-1,2,0), B(2,-1,1} e C(1,1.-1).
12) A(2,1,0), B(-4,-2,-1) e C{0,0,1).

13)  A(0,0,0), B(0,3,0) e C(0,2,5).

14y A(2,1,3), B(-3,-1,3) e C(4,2, 3).

15) Determinar o valor de o« para que os pontos Afe,-1,5), B(7,2,1), C(-1,-3,-1) e
41,0, 3) sejam coplanares,

Nos problemas de 16 a 19, determinar a equagio geral do plano nos seguintes casos:

16) O plano passa pelo ponto A(6,0,-2) e ¢ paralelo aos vetores § e -2j + k.

17) O plano passa pelos pontos A(-3,1,-2) e B(-1,2,1) e ¢ paralelo ao vetor v =3 - 3k,

18) O plano contém os pontos A(1,-2,2) e B(-3,1,-2) e ¢ perpendicular ao plano
mlxty-z+E8=0,

19) O plano contém o ponto A(4,1,0) e & perpendicular aos planos m,: 2% - y-4z-6=0¢e
Ty xty+2e-3=10,
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4
I;E Nos Problemas 20 a 23, determinar a equagdo geral do plano que contém os seguintes pares
Bt de retas:
Wi
£
i 20) y=2x-3 x-1_z-1
I 2 =
: L € & [ s ¥
1 z=-x112 y=-1
8
ki _ L X-1 _y+2 _z-3 . X-1 _y+2 _12-3
| Bl) pTgimty 2 R s, 2

27) x=-3+1t

1! y=-t ] s:’r.+2_y-] yZ=0
2 a
r=4
'23) X = -t
r x=z,y=-3 e 5 y=1
z=2-1

Nos problemas 24 a 28, determinar a equagdo geral do plano que contém o ponto e a reta

dados:
24) =1
A3, -1, e I: y=3_t
2=3+1t
235) X+2y+z-1=0
A(3,-2, -1) e
Wt y-zt+7=0

261 A(1,2,1) eareta interse¢do do plano m:x -2y +z-3=0 com o plano yOz,
27 A(l,-1,2) eoeixodos z.
28) A{1,-2,1) e ceixodos x.

29) FEstabelecer as equagtes dos planos bissetores dos dngulos formados pelos planos
£ yOz
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30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

Representar graficamente os planos de equagiies:
g) x+y-3=0 ¢l 2y+3z-6=0

by z=-2 d) 3x+t4ay+2z-12=0

Dada a equaciio geral do plano #:3x-2y-z-6= 0, determinar um sistema de equagdes
paramétricas de m,

Estabelecer equagties paramétricas do plano determinado pelos pontos A(1,1,0), B(2,1,3)
e C(-1,-2,4).

Determinar o dngulo entre os seguintes planos:

a) m:x+2y+z-10=0 e my:2x+y-z+1=0
by mpi2x-2y+1=0 E Mi2X-y-2=0
c) m3x+dy-6=0 ¢ m:plano xOz

dy m:3x+2y-6=0 e Wy plano yOz,
Determinar o valor de m para que seja de 30° o angulo entre os planos

mixtmy+2z-7=0 ¢
myidx Sy +3z-2=0.

Determinar a e b, de modo que os planos
myraxtby +4z-1=0 e m:3x-5Sy-22+5=0

sejam paralelos.

Determinar m de modo que os planos

mo2mx+2y-z=0 e

mpi3x-my+2z-1=0

sejam perpendiculares,



1584 {reomelra analitica

37} Determinar o dngulo que a reta

forma com o plano m:2x-y+72-1=10.
38)  Determinar o dngulo formado pela reta
¥=-2x%
T l
z=2x+1

eoplano mix-y+5=0,

39) Determinar as equagtes reduzidas, em termos de x, da reta r que passa pelo ponto
A(2,-1,4) e é perpendicular ao plano mx =3y +2z-1 =0,

40) Determinar as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto A(-1,0,0) e ¢ paralela
a cada um dos planos

M =-y=-2+1=0¢ my:x+3y+tz-5=0.

41}  Seja o paralelepipedo de dimensdes 2, 3 e 4, representado a seguir.
Determinar:

I 1‘:‘
@) as equacdes da reta que contém o segmento AF; , L *
4
b} as equagies da reta que contém o segmento AB; ; i "
|
¢) as equagdes da reta que contém o segmento EF; ;L"""*--"";G—-*r
i) as equages da reta que contém o segmento AC; /5 ¥

£) as equagdes da reta que passa pelos pontos O e F;
) as equagBes paramétricas da reta que contém o segmento OA;
£) a equagio do plano que contém a face ABCD;

h) a equagio do plano que contém a face ABGF.
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42)

43)

44)

45)

47)

48)

Mostrar que a refa

x=3t+1
i y=-2t-1

=1
¢ paralels ao plano mx+ 2y +z+3=0.

Mostrar que a reta

::I 1;1 -}%; z=0
estd contidano plano m:2x+y-3z-1=0.
Calcular os valores de m e n para que a reta

l y=2x-3
o

z=-x+4

esteja contida no plano m:nx+my-z-2=0.
Nos problemas 45 e 46, estabelecer as equagdes reduzidas, sendo x a varidvel independente,
da reta interse¢iio dos planos:
midx-ytz-3=10 e My Xxt3y+2z+4=0
mpidn-2y-z-1=0 € Mpix+2y=-z2-T7=0
Nos problemas 47 e 48, determinar as equagBes paramétricas da reta intersecio dos planos:
mi2x-y-3z-3=0 e My:A+ty-2=-3=0
M:2x+y=-2=0 e Tpiz=3

Nos problemas 49 a 51, determinar o ponto de intersegdio da reta v com o plano 7 nos
scguintes casos:
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49} r:x=2y-3=¥ e m 2m-y+3z-9=0
50) [ x=1+1
m o4 y=2t e mx=3
z=35
51) x=1

r { y=1-2t e maxty-z-4=0

z2==1

i

52) Determinar oz pontos de intersecio da reta

y=2x-3
z=-x+2
com 05 planos coordenados.

53) Determinar os pontos de intersecfo do plano

mixtdy-z-4=0

com of eixos coordenados e, também, a reta interse¢io deste plano com o plano xﬁy.-
54) Determinar o ponto de interseglin das retas
3xty+toz+13=0 x=1
w |
9x +3y +5z=0 . dxty-z-9=0

Nos problemas 55 e 56, determinar a equagio geral do plano que contém o ponto A e
reta intersegiio dos planos m; e ;.

55) A(2,0,1), M i2x-3y-52=0 e  mix-y=0,
56) A(-1,2,0),  w:2x-y=0 ¢ myuxty-z-4=0.

57) Seja a reta
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58)

59)

6ty

59.1

1)

2)
3)
4)
5)
6)
7

8)

x=3+¢
r: y=1-2

z=-1+2t

@) quais as equagDes reduzidas da projegio de r sobre o plano xOy? E sobre o plano xOz?

I} qual o dngulo que r forma com o plano xOy?

Estabelecer as equagBes simétricas da reta que passa pelo ponto A(3, 6, 4), intercepta o
cing Oz e € paralela ao plano

M x-3y+tiz-0=0,

O plano m:x+y-z-2=0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B e C. Calcular
a drea do tridngulo ABC,

Caleular o volume do tetraedro limitado pelo plano 3x +2y -4z-12=0 e pelos planos
coordenados,

Respostas de Problemas Propostos
ay (4, 3, -2) c) k=-2
b) (1,9,2) d) (0, -2,-1)
xX-Fy-z-9=0 9 z=3
m+y-z-1=0 100 y=4
x+y-3:+8=-ﬁ 11} dx+S5y+3z-6=10
dutdy+2z+3=0 12) x-2y=10
Ix+2y-6=0 13) x=0
y-22+4=0 14) z=3
x+2z-2=0 15 a=-3
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|Ii.
i;qf 16) y+2z+4=0 33} a) 60"
E:.' by 300
| ] 17} 3x=-12y +2z+25=0 5
(] ) arc cos
413
f 18) x-12y-10z-5=0
3 3
b d} arc cos ——
it 19} 2x-By+3z=0 ) m\J’I_S
i
I 20) Sx-dy-3z-6=0 34) 1 ou?
21} Sx-2ytdzr-21=0 35) a=-0
b=10
22) x4+ 2y+zt2=0
23) I+ty-22+3=0 3ﬁ)~;—
4) x+y-2=0 37) 600
25) 2x+t3y+z+]=0
38) 45
26) 6x-2y+z-3=0
39) y=-3x+35
27) x+y=0 S 1
28) y+2z=0 ) x=2t-1
=3
) x+y=0 e x-y=0 ¥ J
r=Tt
31} Existem infinitos sistemas, Um deles é:
41) a) [ x=12
Xx=1 5,-24
y=-h
E6+2h+3 htER b)* y=4
z=3
3 x=]+h-2t
y=1-3t e | x=2
z=3h+41i -
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B [ x=2 49) (1,2,3)
y =4t 50) (3,4.5)
=3
X 51y (3,-5,-3)
el | x=72t 5 y
},-=4-t 52} {2! 1: D}!{?lﬂ!"{]l(ur*;;! 2’}
=10
53) (2,0,0),(0,1,0),(0,0,-4)
| x=2
¥y =4t Eg
=M y=--—£~x+l
2 2=3 54) (1,2,-3)
Yy v=4
55) Sx-Ty=10z=0
44) m=-=2
56) Ix-Ty+dz+16=0
n=3
. 5T a) | v=-2x+7 z=2u-7
45 =x=-2 €
) e z=0 yv=0
=-Ix+]
: 4 +3 b}a:ccus3—
) 1 ¥YETX 43
z=x-4 SE) .. E-) o
L 2 1
47} x=4t Xx-3 _y-6 _z-4
{ wv=1-¢ | 2 1
2=-2 43t 59) 2+/3 ua
W] et 60) 12uv
y=2-2
=13




CAPITULO

6

DISTANCIAS

6.1 Distancia entre Dois Pontos

‘A distincia d entre os pontos Py(Xy, ¥1,Z1) e Pa(xs, ¥2,2:) é o médulo do vetor

ﬁg, isto é:
i
d(Py Py =P, Py

g, portanto,

d(Py P = V(X2 - %, P +(y2 - y1)* +(23 -2,)? (6.1)

6.1.1 Problama Resolvido

13 Calcular a distincia entre os pontos Py(7, 3,4) ¢ Py(1,0,6).

Solucdo

No caso presente, temos:

xI=? . JL==I
y1=3 ; vz =0
2 =4 ; Z; =6

o0
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Logo, de acordo com (6.1), vem:

d(P, P =+ (1 -7 +(0-3) +(6-4)"
d{PlsPI}': W §6+9+4
d(Py,Py) = /49

d(P,,P;)= 7 uwe (7 unidades de comprimento)

6.2 Distincia de um Ponto a uma Reta

_— .
Seja uma reta 1 definida por um ponto Py{(X;, ¥1. 1) € pelo vetor diretor v =(a, b, ¢)
- —_—
¢ seja Pp(Xo.¥n, Zo) um ponto qualquer do espago. Os vetores v e PP, determinam um
paralelogramo cuja altura corresponde i distancia d de Py a 1 que pretendemos caloular
(Fig, 6.2).

)

x Figura 6.2
Sabe-se que a drea A de um paralelogramo ¢ dada pelo produto da base pela altura:
a) A=|V]d
ou, de acordo com a interpretagdo geométrica do madule do produto vetorial, por:

- ;
ByA=Ilv = PPyl
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é" Comparando @) com b), vem:
A
& IV1d=17 x PiFl
[
d =::1(P,,,,rfl=ﬁr%lllT--P~'ﬂ {6.2)

6.2.1  Problema Resolvido

21 Calcular a distincia do ponto P(2,0,7) d reta

T i:.LZE z+3
2 2 1

Solugdo

A reta r passa pelo ponto P,(0,2,-3) e tem a direciio do vetor v =(2,2,1). Sejaainda
o vetor ﬁﬂ =P, - P, =(2, -2, 10). De acordo com (6.2), temos:

1(2,2,1) x (2,-2,10)| _ 1(22, -18, -8)|

d{Pu 1 I} h

12,2, 1) T2, 1)
d(Py, 1) = V22T +(-18)" +(-B) /4844324 +64
N RSNk Jarar]
d(Py, 1) = @ u.c.
Observagéo

- —_—
0 produto vetorial v = PPy =(2,2,1) = (2,-2, 10} ¢ dado por:

— - —r

i i k

2 2 1 | =(22,-18,-8)
2 -2 10
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6.3 Distancia entre Duas Retas
6.3.17  As Retas sfo Concorrentes

A distincia d entre duas retas r e 5 concorrentes € nula, por definigio.
6.3.2  As Retas sdo Paralelas

Py

d

=l 5

Figura 6. %a

A distincia  d entre as retas r ¢ s, paralelas
(Fig. 6.3-a), ¢ a distancia de um ponto qualquer

Py de uma delas 3 outra reta, isto é:

dir,s}=d{Py.5), Pa = 1
okl
d(r, s)=d{Py. 1), Po € s

Como se vé, a distincia entre duas retas paralelas se reduz ao cileulo da distincia de vm

ponto g uma reta, visto em 6.2,

6.3.2.1 Problema Resolvido

3}  Calcular a distancia emtre as retas

y==-2x+3 x=-1 - 2t
I & 5 ¥= | + 4
r=2% 2= =3 - 44

Salucdo

5
As retas, na verdade, sio paralelas, pois um vetor diretor de r € u =(1,-2, 2) e um vetor
diretor de s ¢ v ={-2,4, -4} ¢ ¥ =-2u. Caleulemos a distincia entre 1 € s por

dir,s)=d{Pg,5) com PyEr

e o - IS WP



1594 (reametria analitica

Um ponto de ¢ € Pg{0,3,0) ¢ s passa por Py{-1,1,-3) e tem a diregio de ;:=(-2,4, -4},
De acordo com (6.2), temos:

= —
|v % PPy

d(Py, 5) =

e e L

[ vl
Como PPy =(1,2, 3), vem:
1(-2,4,4) = (1,2,3)] 1420, 2, -8}

d(Py, 5) = e
; Wasth (-2, 4, -4)| [{-2,4.-4)|
400+ 4+ 64 468 6+/13
a(a 8y =Y SR =13
VAFI6F16 36 6

e —— N T a e g e s e e o

d(P,,5)= +/ 13 uc.

( 6.3.3  As Retas sio Reversas
h: Consideremos d_*uas retas r e s reversas: a reta r definida por um ponto Pyix,, ¥, 2;)
i ipﬂlﬂ vetor diretor u =(ay, by, ¢, ) e areta s pelo ponto Pa(xq, ¥2, 22) € pelo vetor diretor
{ v=la,by,00)
i Os vetores u, v e 1_5,_? =Xz -X3,¥z - ¥1. %3 -2 degmniﬂam um paralelepipedo
{Fig. 6.3-b). A base desse paralelepipedo ¢ definida pelos vetores u e v e a altura corresponde
! i distincia d entre as retas 1 e s, porque o reta s ¢ paralela ao plano da base do paralelepipedo
i uma vez que sua direcdo € a do vetor v.

h .
== !

X Figura 6.3b
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Sabe-se que o volume ¥ de um paralelepipedo é dado pelo produto da drea da base pela
altura:

- =
a) V=ux v|d
ou, de acordo com a interpretagdo geoméirica do modulo do produto misto, por:

by V=1(u,v, P,By)|

Comparando a) com &), vem:

|4 % v]d=|(u,V, PPyl

| (W, v, Py Py)l
u, v,
d=dir, s}=—'—|-:,"'""l—'i—

=
ux v

(6.3.3)

6.3.3.1 Problema Resolvido

4)  Calcular a distincia entre as retas

}r:]_ x=3
T € 5 y=2t-1
z-4
*lm— 2=-1+3
xt2 )

Solucdo

A reta r passa pelo ponto Py(-2,1,4) e tem a dire¢io do vetor ?=(I, 0,-2) eareta s
-+ —
pelo ponto Py(3, -1, 3) e tem adiregio de v =(0, 2, -1). Entdo, P, P, =(5,-2,-1)

[
1 "2
(u,v.P.B)= [0 2 -1|=16
A (-
77 K
uxv= |1 0 2| =412
g 2 el
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De acordo com 6.3.3, temos;

it 9 | 16] 16 16
I.§)= = a =
[(4,1,2)] +J16+1+4 31
16
d(z, 5) = V&3 1,c.

6.4 Distdncia de um Ponto a um Plano

Sejam um ponto Py(xg, ¥e, #5) € um plano

maxt+thy tert+td=0

Sejam A o pé da perpendicular conduzida por Py sobre o plano # (Fig. 64)e P(x, y, z)
um ponto qualquer desse plano.

= 4

Figura 6.4
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= : : ——
O wvetor n ={a, b, ¢) ¢ normal a0 plano 7 e, por conseguinte, o vetor APy tem a mesma
—
diregdo de n.

A distancia d do ponto Py ao plane 7 €

5%
diPg. m) = | APy |

e T .

=
Ohservando que o vetor A?.;. ¢ a projecio do vetor PP, na diregio de n, de acordo

com o disposto em (3.6), vem:

1
SR I'l
d(Py, 1) = | AF| =| PP, - =
n
ITas
PP =(%p - X Yo-¥ Zg-2)
[
a (b9
ml A tb e
logo:

" B . (a, b, c) |
diPy, m)=1{% - X, Yo- ¥, Zo -2} [a? +h? + o2

| a(xp - X) + blye = ¥) + c(20 - 2)|

= Ve

|axg + byy +czg = ax - by - cz|

d{Po, m) = JaRth t o
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Em virtude de P pertencer ao plano
-ax - by -cz=d

e, partanto:

| axo +byo *czo +d|

A a® +b% 4+ ¢? 4

d(Py, m) =

Examinando esta formula, vése que o numerador € o médulo do nimero que se obtém

substituindo x, y e z no primeiro membro da equagio geral do plano pelas coordenadas do
ponto Py, e o denominador € o médulo do vetor normal ao plano,

. Observacdo
i
g Se o ponto considerado for a origem 0(0,0, 0} do sistema, tem-se:
1
B [d|
' did,my=

i‘-l':: Vat+b? et

E 6.4.1  Problema Resolvido
i
E(';E 3} Caleular a distincia do ponto Po(—4,2,5) ao plano m: 2x+y +22+8=0
Solucdo

i No caso presente, tem-se:

g I} coordenadas do ponto Pyixp =4, yo=2 e 7, =5
il:i

'.'Er 1) componentes do vetor normal n:a=2,b=1¢e ¢=2
il Substituindo esses valores em (6.4, vem;

,i

| 1 2(-4) +1(2) +2(5) + 8]

5: R

S FE e e

E
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[-8+2+10+8]
d(Py, 1) = .Y

resnz

d(Py, m) =4 we.

6.5 Distancia entre Dois Planos

A distincia entre dois planos é definida somente quando os planos forem paralelos.

Dados dois planos w, e m;, paralelos, a distincia d entre eles ¢ a distincia de um ponto
qualquer de um dos planos ac outro:

d(my, 73)=d(Py, my) com Py € m
ou:

dimy, m3)=d(Pg, m,) com Py € my

Como se v&, a distincia entre dois planos paralelos se reduz ao cdleulo da distincia de um
ponto a um plano visto em 6.4,
6.5.1 Problema Resolvido
6)  Calcular a distincia entre os planos

Mi2%-2y+z2-5=0 e mpdx-dy+lz+14=0

Solupso

Um ponto de m, é Py(0, 0, 5) e um vetor normal a m, ¢é :T= (4, -4, 2). Portanto, de
acordo com (6.4), vem:

|4(0) -4(0) +2(5) + 14| |10+ 14|

dm, M) =4 m)= T e T 36

dim,, Ng]=2?4= 4 w.e.
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e e e

Outra Solugdo

L P

Como os planos

ik

My agx+thy+oz+d, =0

- IRk

H,:a=x+h,}r+c.;z+d, ={

sdo paralelos, sempre € possivel obter a, =a; =a, by =b; =b ¢ ¢, =3 =c.

Levando em conta que

| axg + byg + czo + d, |

\.-'ai+b5+¢5

d(my, my)=d(Py, my ) =

e, considerando a equagio de w;, vem:
axg +byg +czg =-d;

logo:

e e =T T

|dy -dq |

)= e

— T AT

Considerando os planos do exemplo anterior e multiplicando por % a equagio de my,
ficamos com:

T 2h=-2y+z-5=0 e m:2u-2y+z+7=0
nas quais d, =-5 ¢ d; =7. Entfo;

fd:l‘dil |:5'?| 12

) e re Jo TR 3

=4 u.c.

6.6  Distdncia de uma Reta a um Plano

A distincia de uma reta a um plano € definida somente quando a reta € paralela ao
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Dada uma reta r paralela a um plano 7, a distincia d da reta ao plano ¢ a distincia de
um ponto qualquer da reta ao plano, isto &,

d(r,m)=d(Py, ) com Py E r.
problema resolvido em 6.4,

Nota

0 cdlculo de distincias (distincia entre dois pontos, distincia de ponto i reta e distincia
entre retas paralelas) no plano ndo serd objeto de estudo neste livro por pertencer ao curriculo
do 20 prau,

6.7 Problemas Propostos
1) Mostrar que o ponto Py(2,2,3) ¢ eqiidistante dos pontos P;(1,4,-2) e P3(3,7, 5.
2) Determinar, no eixo das ordenadas, um ponto eqiidistante de A(1,1,4) e B(-6,6,4)
3} Calcular:

@) a distincia do ponto P(1, 2, 3) 4 reta

x=1-2t
I: y=2t
=21

b) a distancia do ponto P(1, 2, 3) a cada um dos eixos coordenados

4) Seja o tridngulo ABC de vértices A(-3, 1,4), B(-4,-1,0) e Cf -4, 3, 5).
Calcular a medida da altura relativa ao lado BC.

3} Calcular a distincia entre as retas 1 e s nos seguintes casos:

a) x=0 y=3

1:r
r—
L
=—r
P
'l'-\-
&5
=
o
vl
o
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b)r passa pelos pontos A(1,0,1) e B(-1,-1,0) e s pelos pontos C{0,1,-2) e

D(1,1,1)
¢) x=3 x=1
11 e 5 I
}.-=2 y=4
d) x=1-t
r:ly=2+3t e 5 eixodosx
=

e}

y=xtl
ix=y=g-12 H
IIX=y=2 g8 |z=x-3
6) Determinar a distincia do ponto P(2, -1, 2) a cada um dos planos:

gy m2x-y-z+3=0 -
bymx+ytz=0

ey m2xty=3

7} Achar a distancia do ponto P(2,-3, 5) ao plano
mIx+2y +62-2=0,

8) Achar a distincia da origem a cada um dos planos
gy midn-dy +20=0

x=2-h+2t
Bym:{ ¥y=1+3h-t

==t

9} Dado o tetraedro de vértices A(1,2,1}, B{2,-1,1), C{0,-1,-1) e D(3,1,0), calcu
a medida da altura baixada do vértice D ao plano da face ABC.

10}  Escrever azs equagbes dos planos paralelos ac plano m:3x-2y-6z-3=0 que (
5 unidades da origem.
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11} Calcular a distincia entre os planos paralelos:
gy mpi2x+t2ly+2z-5=0 e mp:xtyt+tz-3=0

Mymin-2z+1=0 e Mi3x=-62-8=0

12y Determinar a distancia da reta

=3

y=4

a} ao plano x0z
&) ao plano yOz
¢} ao ¢ixo dos 2

d) ao plano mix+y-12=0

6.7.1 Respostas dos Problemas Propostos

1) d(P1,P1}=m=d{P1,P3] 8) a)d . b]v_‘?‘.ﬁ.
2 (0,7,0
) {s ] } 9} 8
19
3) @2 5 b)VI3, V0, V5
V3157 10y 3x-2y-6r£35=0
4 41
V3 1
B ppTan 1y X ; p
e R e z N
3 x 12) e}y b)3
" 3 P s
' V2

6) d}-;— Y SRRV I )

74

B
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¥

7.1 A Pardbola

Consideremos em um plano umareta d e um pento F ndo pertencente a d.

Pardbola € o lugar geométrico dos pontos do plano que sio equidistantes de F e d.

Figura 7.1 Figuna 7.1-b

Na Figura 7.1-a estio assinalados sete pontos que sjo eqiidistantes do ponto F e da

reta d.
Sendo P' o pé da perpendicular baixada de um ponto P do plano sobre a reta d
(Fig: 7.1-b), de acordo com 2 defini¢gio acima, P pertence d pardbola se, ¢ somente s¢;

d(p, F)=d(P, P)

204
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ou também:

|PF| =|PP'|

Observagio

Consideramos o fato de F & d, pois, caso contririo, a paribola se degencraria numa reta,

711  Elementos
Considerando a Figura 7.1-b, temos:

Foeo: éo ponto F.
Diretriz:é aretad,
Eixo: € a reta que passa pelo foco e é perpendicular 4 diretriz.

Vértice: é o ponto V de intersegio da paribola com o seu eixo.

Obviamente, tem-se: di{¥, F)=d(V, A).

Com a finalidade de obtermos uma equagio da pardbola, teremos que referi-la ao sistema
de eixos cartesianos, Iniciemos pelo caso mais simples.

7.1.2  Equagio da Parfbola de Vértice na Origem do Sistema
19 caso: O efxo da pardbola & o eixo dos v
Seja P(x,y) um ponto qualquer da pardbola (Fig. 7.1-¢) de foco F(ﬂ,l}.
Da definigao de pardbola, tem-se:
e 2 =
| PF|=| PP"|

ou:

| FE| = | P'P|
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L

=
2
B X
2
> d
Como P’[x,~%}, vem:
I(x-0,y -2 =1 (x-x,y+ 5|
o
Vx-07 +y- Byt = Vix- 0 4y + By
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
(®-0F +(y - 297 =(x-2? +(y + £
ou;
2 2
X2 +y? —p}'+-E— =y +p:r'+-5;
ou, simplesmente:
x? =2py (7.1 ‘”

Esta equagfo ¢ chamada equagio reduzids da pardbola e constitui a forma padrio da
equagio da pardbola de wértice na origem tendo para eixo o eixo dos v, ]
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Da anilise desta equagdo concluise que, tendo em vista ser 2py sempre positivo ou nulo
(puis é igual a x* = 0), os sinais de p ede y sio sempre iguais. Conseqiientemente, se p>0a
paribola tem concavidade voltada para cima ¢, se p-< 0, aparibola tem concavidade voltads
para baixo, conforme as figuras a seguir esclarecem.

*}f}ﬂ A
p=0

p=i

Este nimero real p# 0 é conhecido como pardmetro da pardbola,

29 caso: O eixo da pardbola é o eixo dos x

Sendo P(x,y) um ponto qualquer da paribola * ¥
(Fig. 7.1-d) de foco F(-E, 0}, obteremos, de forma
andloga a0 19 caso, a equacio reduzida: Pi- ;, ¥) o —
yz =2px
Al v
- X
2
2
d

Figura 7.1-d
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Conforme o sinal de p, teremos: se p > 0, a pardbola tem concavidade voltada para a
direita e, se p < 0, a pardbola tem concavidade voltada para a esquerda.

YA

0 ¥ >0

p=n

1121 Problemas Resolvidos

1) Determinar o foco e a equagio da diretriz das pardbolas x* =8y e y* =-2x. Construir

o grifico,
Sofucdo
a) x* =8y

A equagiio ¢ da forma:

e

=<

p<0

x* = 2py
logo:
p=8
p=4

yoEad

=2
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I
Portanto:

foco: F(0, 2)

diretriz: ¥y =-2

Observemnos que na equagdo x° =8y, a cada valor de vy, por exemplo, 2, correspondem L}
dois valores de x simétricos, no caso, 4 ¢ -4. Assim, esta pardbola ¢ simétrica em relagdo ao ‘
eixo dos y. De modo geral, se numa equagiio a troca de x por -x nio altera a equagdo, ela
representa uma curva simétrica em relagio ao eixo dos y. Em outras palavras, um grifico ¢
simétrico em relagiio ao eixo dos y se o ponto (-x,y) pertence ao grifico sempre que (x, ¥) I
também pertencer, A existéncia de simetria em relagio a um eixo € uma particularidade muito
util para a construgio de grificos, pois basta determinar o grifico de uma das metades da figura;a
parte restante do grdfico é uma reflexdo daquela.

b) y* =-2x |
|
A equagio ¢ da forma |
{
y? =2px |
1 1
logo: 1
i f
p=-2 HI
pE=l |!'
|
p_1 I

4 2

Portanto:

foco: F(- -%-—-, 0

diretriz: x=

ta =

Esta pardbola ¢ simétrica em relagio ao eixo dos x. Na verdade, a substituigio de y por
-y ndo altera uma equagio da forma y? = 2px.
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f

Ik

i; 2)  Determinar a equagio de cada uma das pardbolas, sabendo que:

t

3} a} vértice V(0,0) e foco F(1,0)

J . o

i by vértice V{0, 0) e diretriz y=3

; ¢} wértice V{0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima.

Solupdo
a) A equagdo é da forma:

I y? = 2px
Fi{l, 0}

18

Substituindo este valor de p na equagio acima, obtemos:

yi=2(2)x

i |

oul

k) A equacio é da forma: .

x* =2py
p=0

rafm
]
I
LS
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I
ou: '
i
p= -6 “
1 :l
Logo, a equagfio é: ' i
I
x* =2(-6)y l:
|
Ou;
x? =_12y .
¢) A equapdo é da forma |
||
‘_Z
Como P pertence i pardbola, entio (-2, 5) ¢ L':
uma solugio da equagdo, isto €, a afirmagio: [
Y A .
(-2 =2p(5) i
Pl -———=ts |
é verdadeira. Daf vem: i i
: E.
=2 '
P=7 | 1
i |
I
e, portanto, a equagio desejada é; :
]
[}
i .
¥ =25y 2 o0 *
ou: [
;4 |
xe= ?’j’
o, ginda:

5% -4y =0
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2 7.1.3  Translagio de Eixos

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto O'(h, k), arbitrdrio. Vamos introduzir
i um novo sistema x'{]'y' tal que os eixos 0'x" ¢ 0y tenham a mesma unidade de medida, a
- mesma diregiio e 0 mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Nestas condigbes, um sistema pode ser
; obtido do outro, através de uma translagio de eixos.

- yi }rr‘
r - - L ] ‘P
I
] 1
¥ [
== : '
u )
{['B ¥ 4 ' X !
- | I
{ {1 k I
i ! )
ik : *
| [}
E ! L]
| 4 + =y
i O p———r
| e h . )
X
Figura 7.1-e

Seja um ponto P qualquer do plano tal que suas coordenadas sio:

x ey em relagio ao sistema xOy,

x" ey em relagiio ao sistema x'O'y’,
Pela Figura 7.1-e, obtém-se:
x=x'th e y=y'+k

ou:
x=x-h & y=y-k

que 530 as formulas de translapdo e que permitem transformar coordenadas de wm sistemna para
outro,
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A principal finalidade da transformagio de coordenadas é modificar a forma de equagdes,
Por exemplo, seja a paribola de equagdo E

x? =gy

referida ao sistema x'0'y’,

Setivermos h=3 ¢ k=2, istaé, 0'(3, 2), esabendo que:
X=x-h ¢ ys=y-k

istoé:

X=x-3 e y=y.2

a equagdo desta pardbola em relagdo ao sistema X0y é;

(x-3)" =a{y-2)

[HIV
X -6x+9=4y_-§

ou!
x*-6x -4y +17=0,
Reciprocamente, a equagdo:
X' - 6x -4y +17=0

no sistema xOy tem equagio

x? = 4y

no sistema x'0'y’.

De fato:

X —bXx-dy+17=0
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x=x+3

y=y'+2

(X +3)P -6(x'+3)-4(y'+D+17=0
xXP+ex'+9-6x'-18-4y" -8+17=0
P -4y'=0

1T =4y

Como se observa neste caso, mediante uma adequada translagfo de eixos, a equagio em x
e y transforma-se numa equagio em x' e y' bem mais simples, & ambas com o mesmo
grifico.

v v &

]

o

7.1.4  Equagdio da Paribola de Vértice Fora da Origem do Sistema

19 caso: O eixo da pardbola é paralely ao eixo dos y

Seja uma pardbola de vértice V(h, k) e eixo paralelo ao eixo dos y, sendo h e k
nadas de V em relacdo ao sistema xOy,
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. " S P
1
[
i
e = == l —hx’
E: l.__'..—-—fl
¥ o =V : |
k: * i
: I
i I
5 e i ol
: h 4
i
Figura 7.1

Seja P(x,y) um ponto qualquer desta pardbola,

Consideremos um novo sistema x'0'y' com a origem 0" em V nas condigdes do que foi
visto em 7.1.3 (Fig. 7.1-£).

Sabe-se que a equaglo da pardbola referida ao sistema X0y é

X2 = lpy'

x=x-h e y=y-k, edaf:

(x - h)* =2p(y - k)

que é a forma padrdo da equagio de uma pardbola de vértice V(h, k) e eixo paralelo ao eixo
dos ¥.

20 caso: O eixo da pardbola € paralelo ao eixo dos X
De modo andlogo ao caso anterior, teremos:
(y-k)* =2p(x-h)

Observemos que se (h,k)=1(0,0), voltamos a ter 0 caso particular de 7.1.2.

—— o ——
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- - -

7.1.4.1 Problemas Resolvidos

=g

1)  Determinar a equagiio da pardbola de vértice V(3,-1), sabendo que y -1 =0 ¢ a equagio

de sua diretriz.

Selucdo

Para facilitar, fagamos um esbogo do grifico,

A equagio da paribola ¢ da forma:

(x-hy? =2ply-k)

I
L¥5]

-1

e P =

pjm T

Substituindo na equagdo (1}, vem:

(-3¢ =2.(-4) (¥ +1)
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ou

x -6xt9=-By-4

ou, ainda:

X -6x+8y+17=0

4) Determinar a equagiio da paribola de foco em F(1,2), sendo x =5 aequagdo da diretriz.

Solugio
A equagio da pardbola é da forma:

(v - k) = 2p(x - h)

(2)

mias:
V{3, 2) € ponto médio do segmento AF,
logo: Y A =35
p=-4
eixo o v
2 i v »
: / »
[] ]
——f - x
l 1 3

Substituindo na equagdo (2}, vem:

(y=-2) =2.(-4)(x-3)
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ou;
y?-dy +4=-8x + 24
Qs

y? -4y +8x-20=0

5)  Determinar o vértice, um esbogo do grifico, o foco e a equagio da diretriz da pardbola
yP+ey-8x+1=0.

Solucdo

Primeiramente, vamos apresentar esta equagdo na forma pritica:
(y-k* =2p(x-h)
Iniciemos escrevendo a equaglio assim:

y? +6y =8x-1

Como © 10 membro da equagdo deve ser um trindbmio quadrado, teremos queé completar a
expressdo y* + 6y. Para completar o quadrado de uma expressdo da forma y* +qy devemos

somar o quadrado da metade do coeficiente de y, ou seja, {ng—)’. No caso de y* + 6y, devemos
somar {—;—}*, ou seja, 9. Ora, como iremos somar 9 a0 19 membro da equagio, ndo podemos

deixar de compensar somando 9 também a0 29 membro:
yl+6yt9=8x-119

ou:
(y+3)*=8x+8

ou, ainda:

(y +3)* =8(x+1)




Ciinicas 21%

¢ a equagio dada estd na forma padriio,
Logo, temos:

h=-1 d

k=-3
i ; o / o

-3 ._[: L

vl -

2p=8 ou

Portanto, o vértice da pardbola é; i

V(-1,-3).

F eixo

-3
Pelo esbogo do grifico, tem-se os
demais elementos solicitados:

foco: F(1,-3) \

diretriz: x=-3

7.1.5 Equagio da Parébola na Forma Explicita

Sabemos que a equagio de uma pardbola de wértice Vi(h, k) e eixo paralelo ao eixo dos y
tem a forma padrio:

(x-h)* =2p(y-k) (7.1.5)

Por exemplo, para V(2,-1) ¢ p =v-;--, terfamos:

(x-2) =4y + 1)
Com o objetivo de explicitar ¥ nesta equagio, faremos:

d G S——"
x° —dx +4 4}r+4

4x? - 16x+ 6=y +1
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donde:

y=4x? - 16x +15

e FreiTeEy

Uma equagdo na forma padrdo (7.1.5) pode ser apresentada sob a forma:

Tedd

¥

y=ax? +bx+¢

% -

chamada forma explicita da equagio da pardbola cujo eixo é paralelo ao eixo Oy,

Reciprocamente, dada uma equagiio na forma explicita, podemos sempre conduzi-a i
forma padrio (7.1.5). Conseqlentemente, o grifico de

y=ax® +bx +¢

com a+ 0, € sempre uma pardbola de eixo paralelo ao eixo dos y.

Analisemos 0s aspectos mais importantes do grifico da pardbola de equagdo:

y=dx* - l6x+15

Inicialmente, transformemos esta equagio para a forma padrdo (7.1.5):

47 - 16x=y-15

4{x* -dx)=y-15

4 -+ =y - 15+4(4)
Ax-2P =y +1

1
- ==
{x ‘J 4 I:}'I t l}-
logo, o vértice é:

v{zs _l.]

1 . 1
=TI
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Para esbogar o grifico, vamos calcular as intersegbes da pardbola y = 4x* - 16x +15 com
08 eixos coordenados.

Fazendo x =0, vem y =15 e, portanto, (0, 15) ¢ o ponto onde a pardbola corta o eixo
dos v,

Fazendo y =0, vem

4% - 16x +15=0

Cujas raizes sio %u %c, portanto, {%, 0y e {-g—. 0) sdo os pontos onde a pardbola corta o eixo

dos x.

() grifico estd esbogado na figura,

1
Mas, ~—=—

}'l ]'
z |

h--l|'ﬂ

e, portanto, o foco é:
F(2 -1 +-) ou F2, - 1)
: 16 I i
¢ a diretriz tem equagio:

y= =1l= —pu :"':_TE.,_'

Quando a equag@io da pardbola estiver na forma explicita y = ax? +bx +¢, adeterminagio

do vértice V(h, k) poderd ser feita com maior rapidez lembrando que h =—hﬁ. Para o caso da

equagio v = 4x” - 16x + 15, teremos:

L
T2
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e a ordenada correspondente k serd obtida substituindo x=h por 2 nessa equagdo, isto €:
k= 4(2)* -16(2) +15=~-1

Logo, o vértice é V(2, -1).

Observagso
Se a pardbola tem eixo paralelo ao eixo dos x, sua equagdo na forma explicita é
x=ay® +by +¢

correspondente & forma padriio:

(y - k) =2p(x-h)
Um detalhe importante na comparagio destas equagbes ¢ que o sinal do coeficiente a €

o mesmo de p, e, portanto, a concavidade da pardbola fica declarada quando sua equagdo
estiver na forma explicita, Por exemplo, o grifico de

x=-3y% + Sy

¢ uma pardbola de concavidade voltada para a esquerda porque o sinal de a ¢ negativo.

7.1.5.1 Problema resolvido
6)  Determinar a equagiio da pardbola que passa pelos pontos (0, 1), (1,0) e (3,0), conforme
a figura.

Solugdo

A equagiio é da forma:

y=ax® thx+c, a>0
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)

As coordenadas dos pontos devem satisfazer a equagdo desta pardbola, isto ¢;

1=al0)y® +b{0) +c
O=a(1)* +b{l)+¢
=a(3)* +b(3) +c

Ol
c=1
at h+ec=0
Qa+3btce=0,
; : 1 4
sistema cuja soluglo € a= 7, b= -7 € c=1.,

Logo, a equagdo da paribola é:

et A
y=73x ~3x+1

7.1.6 Problemas Propostos

FEm cada um dos problemas 1 a 18, estabelecer a equagiic de cada uma das pardbolas,
sabendo que:

1} wrtice: V{0, 0); diretriz d: y =-2
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2} foco: F(2,0); diretriz d: x+2=0
3)  wértice: V0, 0); foco: F(D,-3)

4)  wvértice: V(0,0); foeo: F(-3,0)

3) foco: F(O,-1); d: y-1=0

6)  vértice: V{0, 0); simetria em relagio ao eixo dos y e passando pelo ponto P(2, -3).
7} wértice: V(-2, 3); foco: F(-2,1)

B} wértice: V(2,-1); foco: F(5,-1)

9)  wértice: V{4, 1), diretriz d: x +4=0

10} vértice: V{0, 0); eixo y =0; passa por (4, 5).

11) wértice: V(-4,3); foco: F(-4,1).

12} foco: F(2, 3); diretriz: y =-1

13) foco: F(6,4); diretriz: y =-2

14)  foeo: F(3,-1); diretriz: n=-;-~

15)  wértice: V(1,3); eixo paralelo ac eixo dos x, passando pelo ponto P(-1,-1).

16} eixo de simetria paralelo a0 eixo dos y e passa pelos pontos A(D,0), B(1,1) e C(3,1).
17)  eixo de simetria paralelo ao eixo dos ¥ e passa pelos pontos Py(0, 1), P2(1,0) e P3(2,0),

18} eixo paraleloa y =0 e passa por P;(-2,4), P;(-3,2) e P3(-11,-2).

Em cada um dos problemas 19 a 34, determinar o vértice, o foco, uma equagiio para a
diretriz e uma equagio para o eixo da pardbola de equagio dada. Esbogar o grifico,

19) = =-12y
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116,

5)

Gl

7)

B}

(j}

10

1)

y? = -1 00x
x? = |0y
v:Iox=0
y? = 3x

X t4x+ 8y +12=0
X - -20y-39=0

yitdy +16x-44=0

| Respostas dos problemas propostos

=

x° =By

[¥]

Hx

g
]

1 = ‘IE}"

e
|

¥y Eal2x

X =4y

3 oty =0

4 +8y-20=0
¥+ 2y-12x+25=0
¥ -2y -32x+129=0
dy? - 25x=10

2P+ Bx t 8y - 8=0

27}
28)
29)
30y

31

i3

34)

12)
13)
14)
15}
16)
17)
18}
19)
20}

21}

22)

yi4+2y-16x-31=0

}r? - 16x

yi-12x

+2y+49=0

-12=0

y=xt-4x+2

X =12(y-6)

}r=4x—x:

Ba=10-

(‘3}' + }.1

6y =x* - Bx 14

(x =2 =8y-1)

(x-6)

(y+ 1)

12{y-1)

7
Sx- ';1_"'}

(y-3)* =-8(x-1)

Vo, oy,

V{0, 0),

Vi0, 0),

F{(,-3), y=3, x=0

F(-25,0), x=25, y=0

S5 3
FO,5) y=-

H-};.m. —

-

4

x=0

. ¥=0
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23) VIO, 0), Fp—i—, 0), x=%—. y=0 29) V(-1,0), F(2,0), x=-4 y=0
24) V(-2,-1), F(-2,-3) y=1, x=-2 30) V(2,-2) Fll,—%}, y=--3—. x=12
25 V(1,-2), F(1,3), y=-7. x=1 a1y V{0, 6), F(0,9), y=3, x=0
| 6 VG-, Bl x=T,y=-2 3D V&9, F2, 1), 4y -17=0, x-2=0
27y Vi(-2,-1), F(2,-1) x=-6, y=-1 KE)] v(%, 3, F(-‘El, 3), Bx +15=0, y-3=0 :

2) VG, -1, B0, x=-1 y = 34) V(-5 F(4, ), 6y +11=0, x-4=0 |

I
|
lf 1.2 A Elipse
|; Elipse ¢ o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos
H fixos desse plano € constante. ]
!
I Consideremos no plano dois pontos distintos, F, e F,, tal que a distancia d(F,,Fa)=2¢.
b Seja um numero real a tal que 2a > 2c.
", I. Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que:
|
i d(P, Fy) +diP, Fa)=2a
5
Iy !

[aiie
— —
i 1PF!]+|PF1|=23

dd.se o nome de elipse (Fig. 7.2-a).

P Py P,
-
Lk ::-L‘f_i :‘\
'.-’ i h""\}\l
"LN ‘1:1 F:’/"
i -

Figura 7.2-1 Figura 7.2b
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A Figura 7.2-b sugere como se pode construir uma elipse no papel. Nos pontos F, ¢ F;
fixemos dois percevejos e neles amarremos um fio ndo esticado. Tomemos um lipis ¢ distendamos
com sua ponta o fio, marcando o ponto Py. Entdo, a soma das distancias d(P,, F,) e d(P,, F2)
¢ o comprimento do fio. Se o lapis deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre esticado, ficard
tragada uma elipse de focos F, e F,. A figura mostra outra posigio P; da ponta do lipis
¢, também para este ponto, a soma das distancias d(P,, F,) e d(P,, F;) € o comprimento
do fio. Assim, para as infinitas posigOes da ponta do lipis, a soma das distancias a F, e F, ¢
constante.,

A constante 2a anteriormente referida é o comprimento do fio.

Se mantivermos constante o comprimento do fio e variarmos as posigdes de F, e Fy, a
forma da elipse ird variar. Assim, quanto mais proximos o3 focos estdio entre si, tanto mais a
forma da elipse se assemelha 4 da circunferéncia, e quando F, =F; obtém-se uma circunferéncia.
Por outro lado, quanto mais afastados os focos estiverem entre si, mais “achatada” serd a elipse.

.21 Elementos
Focos: 530 os pontos Fy e Fp.
Distdneia focal: € a distincia 2c entre os focos.
Centro: é o ponto médio C do segmento F.F,.

Eixo maior: é o segmento A, A, de comprimento 2a (o segmento Ay A; contém of
focos e os seus extremos pertencem i elipse ).

Fixo menor: € o segmento Eliiz de comprimento 2b (B;B; 1 A A; npo seu ponto
médio).

Vértices: sio os pontos Ay, Az, By e By,

By
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Exventricidede; & o nmero ¢ dado por

w
Il
Wln

Tendo em vista que c < a, tem-se: 0 <<e<|l.

hservagdo
Em toda elipse vale a relagio:
a?=h? +¢?

Na verdade, esta igualdade ¢ a relagio de Pitdgoras no tridngulo retingulo B; CF;.

7.2.2  Equagdo da Elipse de Centro na Origem do Sistema

10 caso: o eixo maior estd sofre o eixo dos X

Seja P(x,y) um ponto qualguer de uma elipse (Fig. 7.2<) de focos Fy(-¢,0) e F;

Por definigio, tem-se:
d(P, F,) +d(P, F,) =2
ou;

——r —_—
|F,P| +|F;P| =2a
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Fix, y)

l ou em coordenadas:

Wx + o) Hy-0)F + (x-c)f t(y-0P=1a

VX vy 2exte? = 2a - x¥tyE Jdox bl

(Vx+y? +dex +¢2)P = (2a- V2 +y? - Zex +c2)?

Xyt H2extc? = et -da P Hy - 2extc? + xP Ay - 2ot P

da+/x* +y' - Zex+c? = 427 - dex '

av/xt +y o 2ex+e? = aloex

at(x+y? - 2ex + ) =at - afex +iy?
a'x* +aly? - 2Zalex +a’c? =a - 2atox + tx?
2

2.2

a’x? - c*x? +aty? =a' - a%c
{31 . c'z}xz + al}rz =al(a1 _C'J‘JI
fmas:

al-c? =h?
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logo:
bix? + a2 },2 = g2p?

Dividindo ambos os membros da equagdo por a*b?, obtemos

] 2
x_+fT=
a® b

que € a eguapdo reduzida da elipse de centro na origem e eixo maior sobre o eixo dos x

20 caso: O eixe maior estd sobre o eixo dos v
Com procedimento andlogo ao 19 caso, obteremos a equagio reduzida

¥]
X
_....z.|-

ﬂl'-:

L2 [%]
I
e

b A (0, ¢

¥ | 0,

Observagdo
Tendo em vista que a® =b* +¢?, seguese que:

a®*>b* edai: a>b




— e e

Conicas 231

Entio, sempre o maior dos denominadores na equagio reduzida representa o ndmero
a®, onde a ¢ medida do semi-eixo maior,

!

Ainda mais: se na equagio da elipse o nimero a’ ¢ denominador de x%, a elipse tem

seu eixo maior sobre o eixo dos x.

7

4

Exemplos
2
A equagio reduzida da elipse ao lado é: /—\
x'! yi & " M - > -
-2
ou
2 3
S
9 4
v A
A elipse ao lado tem equagdo reduzida; -
1 i . 1
. /\
4 9 -
| Djz )

-3

7.2.2.1 Problemas resolvidos
Mos problemas de 7 a 9, para cada uma das elipses, determinar:

a) a medida dos semi-eixos
b) um eshogo do grifico
c) os focos

d) a excentricidade
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7y 9x? +25y? =225

Sofucdo

Dividindo cada termo da equagio por 225, temos:

9% 25y _ 325
225 225 225

:
;
)
:
y
)
Fa
|
£

o

X ¥
L =
25 9 .

@) Mas:
2529,

logo:

b)




¢)at=b"+¢?
25=9+¢?

et=16 & c=4
Logo, os focos sfo Fy (=4, 0) e F;(4,0).

L 1
4 » a 5

B  4x?+y'-16=0
Solucao

Conduzindo a equagio para a forma reduzida, vem:

ax? +y? =16
ou;
2 2
X opd— =
4 6
a) Mas:
16 =4,
logo:

b)
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¢) a® =b* +¢°
16=4 +¢?
c2=12 e c=+412

Logo, os focos sfio Fy(0, -+4/12) e Fa(0,4/12).
PR
a 4 4 2
B xP+yl-9=0
Solugdo

A forma reduzida desta equagdo €:

x’l +}I‘= =0
ol

x! },2

———t =

G4 9 !

i) Meste caso, tem-se

Trata-se de uma circunferéncia de raio 3.

| 2
¥,
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c) a?=h%+¢?
9=9+¢?
c=0

Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferéncia,

A circunferéncia é uma elipse de excentricidade nula.

10} Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3,0) e a medida do eixo maior
¢ B. Determinar sua equagiio,

Solucdo

Tendo em vista que o foco dado € do eixo dos x, a equagio desta elipse ¢ da forma:

.
Tt ThT !

Precisamos determinar ¢ e #. Como o eixo mator mede 8, isto €

Tendo em vista que o centro da elipse € (0,0) e um dos focos é (3,0), concluise gque ¢=3
Mas:
a? = b? 42
ous

16=h* +9
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i
: .
[ '
i
F h*=7
1)
:] Portanto, a equagio procurada ¢;
13

gl
6 7 )

]
L
E

E

7.2.3  Equagio da Elipse de Centro Fora da Origem do Sistema

19 caso: () eixo maior € paralelo ao eixo dos x

Consideremos uma elipse de centro C(h,k) e seja Pi(x, y) um ponto qualquer da mesma
(Fig. 7.2-d}.

Y4
P{x, ¥}
Ay Fjy F3
k4 - —— Ag
C

L]

+ -
o h

Figura 7.2-d

Em 7.14 estudamos o caso da equagio da pardibola com vértice em (h, k) quando ocorre
uma translagdo de eixos, O caso presente da elipse € perfeitamente andlogo dquele.

Assim:

z ]
_x.t_.-}-_!'.ra..:l
a b
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€ a equagao de uma elipse de centro C(0,0) e eixo maior sobre o eixo dos x; quando o eixo
maior for paralelo ao eixo dos x e o centro for C(h, k), a equagdo passa a ser

(- | (y-KP
a! hﬁ =]

Este mesmo detalhe ird se repetir também no estudo da hipérbole a ser feito logo a seguir.

20 caso: () elxo maior é paralelo ao eixo dos y

D forma andloga, temos:

{x_h}; + {.:l‘"'k-}I =1

h? a’

L]

1231 FProblemas resolvidos

11} Uma elipse, cujo eixo maior ¢ paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade

| : .
€ =5 ¢ eixo menor de medida 6. Qual a equagiio desta elipse?
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Solugéo

A equacdo da elipse € da forma

- h)? - ky?
fxbzl i [.‘-'aij &

com h=4 & k=-2

Precisamos determinar a e b.

Mas:
b=6
logo:
b=3
Sendo:
ftoL
a 2
VeI
=2
2
Imas:
al=p* +c*
e:
l! 3 32 * (%}2
2’ =9+ -?:—
4a =36+ 4
3t =36
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Logo, a equagio da elipse €:

ou:

ou:

12)

(x-4°  (y+2)° _
g T2 |

Eliminando o5 denominadores ¢ desenvolvendo os quadrados, encontramos:

d(x* - Bx+16)+3(y* +ay +4)=36

4% = 32x+ 64+ 3y + 12y + 12-36=0

4x? +3y* - 32x+ 12y +40=0

Determinar o centro, os vértices, os focos e a excentricidade da elipse de equagio:

4x* + 9y _8x - 36y +4=10

Solugdo

O

Para que a equagfio possa ser analisada devemos colocd-la na forma:
(x-h)y®  (y-k)?

a’ * b? =1 ()
Primeiramente, vamos agrupar os termos de mesma varidvel:

(4x? - 8x) + (9y* - 36y) = -4

4x* - 2%) +9(y? - 4y) =-4

onde colocamos em evidéncia os niimeros 4 e 9 para facilitar a construcio de trindmios quadrados
nestes dois parénieses:
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Ax? - 2x+ 190V Ayt A =4 +4(1)+9(4)
ol

A(x- 1) +9(y-2)? =36

Dividindo ambos os membros da equago por 36, obtemos:

=) (y-2)
( 5 + 4] =1

que, comparada com a equagdo (1), informa;
o centro € Cil,

=9 ; a=3
b =4 5 b=2

Para atender as demnais solicitagGes do problema, o grifico auxilia. Assim, os vértices sfio.

A1(-2,2), A2(4,2), B,(1,0) e By(1,4).
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Para determinar os focos precisamos do valor de o;

2 = p? + g2
9=4+ ¢
=3
N

Portanto, os focos sfo:
Fi{l -+/5,2) e Fi(1 +4/5,2)

c_ V5

Excentricidade: e=—= 21—
a 3

7.24  Problemas Propostos

Em cada um dos problemas 1 a 8, determinar os vértices Ay e Aj, osfocose aexcentr-
cidade das elipses dadas. Eshocar o grifico,

2
A S
2 3t ie = !

3) x*+25yi=2%

4) 9x* +5y* —45=90
5) 4x® +9y? =25

6} 4x? +y?=|

7} ax® +25y% =

8) 9x*+25y? =25

| Em cada um dos problemas % a 22, determinar a equagdo da elipse que satisfaz as condigtes
dadas.
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9}  eixo maior mede 10 e focos ( 4,0).
10) centro C(0,0), um foco F (3 0) e um vértice A (1, 0).

11) centro C(0,0), um foco F(0,-+/5) e eixo menor mede 4.

12) centro C(0, 0), eixo menor mede &, focos no eixo dos x e passa pelo ponto P(-2+/5, 2).
13) centre C(0,0), focos no eixo dos x, excentricidade e =_3% e passa pelo ponto P(2, -%}.
14)  wvértices A(D, £6) e passando por P(3, 2).

15} centro C(2,4), um foco F(5, 4) e excentricidade -iu

16) eixo maior mede 10 e focos Fy(2, -1) e Fi(2, S}I.

17} centro C{-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y.

18) centro C{-3,4), semi-¢ixos de comprimento 4 ¢ 3 e eixo maior paralelo ao eixo dos x.
19}  mesmos dados do problema anterior mas com eixo paralelo ao eixo dos y.

200 wértices Ay(-1,2), A2(-7,2) eamedida do eixo menor iguala 2,

21} centro C(2,-1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos eixos
coordenados.

22) wértices A,(1,-4) e Ay(1, 8), excentricidade ==_31_,

Em cada um dos problemas 23 a 28, determinar o centro, os wrtices A, e A,, os fooos .
e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o grdfico.

23) [“l'ﬁz]'z ‘ U’;:}}: =1

24) 25x% +16y* +50x + 64y~ 311 =0

25) 4x® +9y* -24x+18y +9=0
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26)
27)

28)

1)

2)

3)

4)

3)

6)

7)

8)

9)
10)
1)
12)
13)

14)

16x +y? +64x -4y + 52 =0
16x* +9y* —96x+ T2y + 144 =0

4x? +9y? - Bx-36y+4=0

1.2.5.1 Respostas de problemas propostos

C(0,0), A(* 10,0), F(+8,0), e :;_

€(0,0), A(0, +10), F(0, +8), e =o-

C(0,0), A(£5, 0), F(+2v6 , 0), e = 2YC

C(0, 0), A(0, £3), F(0, +2), =%

C(0,0), A(t%, 0), F(# 5'*5_ 0), e = %,
3
cmﬁ]ﬁfﬂil]F(DtE;}g 1;:

C(0,0), At 0), F.;i\"_ 0), e =\_*'i§1

C{0,0), A[t 0, F(t 3 m,e—"

ox? +25y* =225
Tx* +16y* =17
9x* +4y? -36=0
x* +4y? -36=0
5x +9y? - 45=0
Bx? y'

= ===

21 36

_
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150 %I+ 16y° - 28x- 128y +172=0
16)  25x + 16y7 - 100x - 64y - 236 =0
17) 5x* +9y* +30x =0

18) 9% + 16y% +54x - 128y + 193 =0
19 16x* +9y° +96x- T2y + 144 =0

200 x4y +Bx-36y+43=0

217 x* +ayi-dx+By+4=0

22) 9x* +5y? - 18x-20y-151=0

23} C{2~ -3]+ Ay {_'21 '3}! A.-;(ﬁ-, "'3}1' F{?' S ﬁ "3]- e =§_

2’4} C(_1 H] _2}1 Al{."l v '?l}r A"! ['-I-: 3}:: FI{‘]M '5)5 F: ':"'l, 1}* ='§—
25) €3, 1), A6, 1), As(0, 1), F3¢ V5, -1), e =Y
2) C(2,2), A2 2, A2, 6, F(2, 2 TF), e = Y02

27) C(3.-4), A (3, -8), A3(3,0), F(3, -4 + T), e =":-—Q—~

28) C(1,2), Ay(-2,2), A2(4,2), F(1 £+/5,2), E=£

1.3 A Hipérbole

Hipérbole ¢ o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das distincias, em
valor ahsoluto, a dois pontos fixos desse plano € constante,

Consideremos no plano dois pontos distintos Fy, e F: tal que a distincia d(F,, F;)=2c.
Seja um nimero real a tal que 2a < 2c,




Conicas 245

Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que:
[d(P,Fy)-d(P, F3)|=2a (7.3)

ou;
||P_FP,|—|F?:||:23

dd-se o nome de hipérbole (Fig. 7.3-a).

Figura 7.3-a

Como se vé, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela equagio (7.3) um
ponto P estd na hipérbole se, ¢ somente se:

d.{P, F]_‘_i"' d{F. FQJ =+2a

Quando P estiver no ramo da direita, a diferenca ¢ +2a e, em caso contrdrio, serd -2a,

Consideremos a reta que passa por F; ¢ F, e sejam A, e A; os pontos de intersecio
da hipérbole com esta reta. Consideremos outra reta perpendicular a esta passando pelo ponto
médio C do segmento F,F; (Fig. 7.3-b).
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___#_.___._.,y_..._
==
-~
-~
{‘f ﬁz
- I
< i
‘.
]
1 1
—— - =+ ==
! i
2a I ;
o i
[]
2o |
Figun 7.3-b

A hipérbole ¢ uma curva simétrica em relagiio a estas duas retas, como também em relagio
ao ponto C. Se P, € um ponto da hipérbole, existem os pontos P2, Py e Py tais que: P, éo
simétrico de P, em relagio i reta horizontal, Py € o simétrico de P, em relagho i reta vertical,
Py € osimétrico de P, em relagio ao ponto C. '

Ainda, pela simetria, conclui-se que:
d(Al: FII} __'d{A!! Fﬂ}
¢ da prépria definiciio, vem

d{ﬁl. A:} =2a

7.3.1 Elemnentos

Focos: sfo os pontos F; e F,.

Distincia focal: € a distiincia 2¢ entre os focos.
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Centro: € o ponto médio € do segmento F, Fs.

Figura 7. 3}-¢

Wértices: sio os pontos A; e A,
Eixo real ou transverso: ¢ o segmento Ay A, de comprimento 2a,

Eixo imagindrio ou conjugado: € o segmento By B; de comprimento 2b (Fig. 7.3<).
O valor de b é definido através da relagio:
4.'}2 = at + bl

onde 4, b e ¢ sdo as medidas dos lados do tridngulo retingule B,C A,

Vamos fazer ainda uma outra consideragiio em torno de a, b e e, Consideremos uma
circunferéncia de raio ¢ ¢ cujo centro € o proprio centro C da hipérbole. Tomemos um valor
arbitrdrio para a e marquemnos os pontos A; € A,, vértices da hipérbole, Por estes pontos
tracemos cordas perpendiculares ao didmetro F,F;. As quatro extremidades destas cordas sio
os vértices de um retingulo MNPQ inscrito nesta circunferéncia (Fig. 7.3-d).

O retingulo assim construfdo tem dimensdes 2a e 2b ea relagio c¢® =a® +b* estd
novamente presente no tridngulo retingulo hachurado na figura, com o eixo imagindrio B, B,
bem caracterizado.

As retas r e s, que contém as diagonais do referido retingulo, chamam-se assinfores da
hipérbole.
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Figura 7. 3d

As assintotas sio retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais 4 medida que os
pontos se afastam dos focos. Esta aproximacio ¢ “‘continua” e “lenta” de forma que a tendéncia
da hipérbole € tangenciar suas assintotas no infinito. Naturalmente esta particularidade das
assintotas constitui um excelente guia para tragar o eshogo do grifico.

Odngulo @ assinalado na figura é chamado abertura da hipérbole,

Chama-se excentricidade da hipérbole ao nimero e dado por:

sz
t}——-..
a
mas:
C>a e=>1,

A excentricidade da hipérbole estd intimamente relacionada com sua abertura.

De fato: voltemos outra vez & figura anterior onde a circunferéncia tem raio ¢. Mantendo o
raio ¢ da Figura 7.3« ¢ tomando um valor para “a” menor de que o anterior, o novo retingulo

MNP serd mais “estreito’ e, em conseqiléneia, a abertura & serd maior.

—
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ey e 1 . oo <
Ora, diminuir o valor de "a" {mantendo ¢ fixo) significa aumentar o valor de e= = | As-
a

sim, quanto maior a excentricidade, maior serd a abertura, ou seja, mais “abertos” estarfio os ramos
da hipérbole.

Quando a=hb, o retingulo MNPQ se transforma num quadrado e as assintotas serfio
perpendiculares (§ = 907}, A hipérbole, neste caso, é denominada “hipérbole equildtera™,
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7.32  Equagdo da Hipérbols de Centro na Origem do Sistema f

19 caso: € eixo real estd obre o eixo dos x

Seja P(x,¥) um ponto qualquer de uma hipérbole (Fig. 7.3¢) de focos Fyi-c,O) e
F-; (E, 0}.

Por definigdo, tem-se :

| d(P, F,) - d(P, F)| = 2a

ou, em coordenadas;

hf‘(;;ﬂ:].l+[y~£l'}2 = \..-"{:ii—::‘_i*+|{;,.r-I:}I]2 |=2a

Fy

Com procedimento de simplificagio andlogo a0 que foi usado na dedugio da equacgio da
elipse, ¢ lembrando que ¢ =a* + b* chegaremos 4 equagio:

que ¢ a egquapdo reduzide da hipérbole de centro na origem e eixo real sobre o eixo dos x,
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20 caso: O eixo real estd sobre o eixo dos vy

Como jd ocorreu com a pardbola e a elipse, a equagdo desta hipérbole somente difere da
anterior pela troca de posigio das varidveis:

2

R e
a’ b
¥ &
- X
Exemplos

1) A hipérbole da figura a seguir tem equagio reduzida

Xj i

3 T !
i

x:t F.'Z-

9 4 (1)
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L )
5 ]
2
' b Ir
Ay A
=Y - 3
04 a g
I
=2
Observacies

a) Para obter os vértices A, e A,, fazemos ¥ = 0 naequagio (1). Dai, vem:

£
ou:
x=+3
logo:
A(-3,0) e A;(3,0)
b Se fizermos x =0 na equacio (1), obteremos:
.
ou:
¥y =-4

que ¢ uma equagio impossivel no conjunto dos reais. Isto significa que a curva ndo corta o eixo

dos y.
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¢) A simetria da qual falamos em 7.3 torna-se bem evidente pela andlise desta equagio,
Por exemplo, o ponto P,(6,+/12) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afirmagio:

(ﬁ]? (_{E'}: = |
S

¢ da mesma forma pertencem também os pontos Py (6, - /12 3 P3(-6,+/12 ) e Py(-6, -+/12).
Portanto, a hipérbole ¢ simétrica em relagdo aos eixos coordenados e em relagdo & origem.

d) As assintotas sfo retas que passam pela origem e, portanto, tém equagio do tipo:

¥ =mx

sendo m a declividade,

A assintota r da figura anterior tem declividade:

=2 3,
}TBKE}"'—TI

2)  Aequacio reduzida
da hipérbole ao lado é:
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1.3.2.1 Problenwas resofvidos

Nos problemas 13 a 15, determinar, para cada uma das hipérholes:

) a medida dos semi-eixos
b} um eshoco do grifico
¢} o8 vértices

'} os focos

e) a excentricidade

F) as equagdes das assintotas

13) 9x* -Ty* -63=0

Sofurdo

9x? - Ty =63
LELT

ot 76

63 63 63
ou:

5

que ¢ a equagio reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos x,

aya*=7 .. a=\T
b* =9  h=3
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&)

€) Vértices: A, (-7, 0) e Ay(v/7,0)

d) Para determinar os focos, precisamos do valor de

c? =a® +b?
F=7+9
¢ =16

¢c =4

Logo, os focos sfo: Fy(-4,0) e Fa(4,0)

€} Excentricidade:

4

2 T

[
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) Equagdes das assintotas: :

¥y

3
_\"E—}t

14) x*-dy* +16=0

Salucdo
x - 4y* =-16
ou:
4y* - x* =16
ou:
b o
41

que € a equagdo reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos y.

gya’=4 . a=2

b*=16. b=4

b) }'l
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e) Virtices: A,(0, -2} e A;(0, 2)

) Para determinar os focos, precisamos do valor de c:

kxS
2 =4+16
¢ =20 = 2:/5

logo, os focos sfo: F (0, -2+/5) e F3(0, 2+,/5)

f 2) Excentricidade;

_2'2%_5-:\;5

c
a

) Equagdes das assintotas:

1
=4 —=
y 7 X

15) x*-y* =4

Solupdo
x*-y'=4
ou:
x ¥
4 4

que € a equagdo reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos x.

a)a*=h*=4 . a=h=2 [(hipérbole eqiilatera)
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b)

¢) Vértices: A(-2,0) e A3(2,0)

d) et =a® +b?
cP=4+4
c =8 =242
logo, os focos sdo: Fy(-24/2,0) e F(2v/2, 0)
€) Excentricidade:

e:

€_2+2_
a2 vz

Observemas que, em qualquer hipérbole eqiiildtera, a excentricidade & sempre igual a /7,
) Equagies das assintotas:

y=tx
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16) Uma hipérbole tem focos em Fi(-5,0)
Determinar sua equaggo.

Solupdo

Tendo em vista que os focos sio pontos
forma:

xl _'5"2
Frarsiat

Precisamos determinar a ¢ b,

De F; ¢ F,, vem:
c=5

Mas, o eixo real mede-

De

¢t =g +p?
Ve

25=9+p2
aul

b* = 16

€. portanto, a equagdo procurada é:

x}. }r'l
ERET

e

e F3(3,0) e a medida do eixo real € jgual a 6,

do eixo dos x, a equagio desta hipérbole ¢ da
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7.33  Equagdo da Hipérbole de Centro Fora da Origem do Sistema

19 caso: € eixo real € paralelo ao eixo dos x

Consideremos uma hipérbole de centro C(h, k) e seja P(x,y) um ponto qualquer da
mesma.

O que comentamos em 7.2.3 para o caso da elipse também vale aqui.

Assim:
xl Fz
Foirs

¢ a equagdo de uma hipérbole de centro C(0,0) e eixo real sobre o eixo dos x: quando o eixo
real for paralelo ao eixo dos x e o centro é C(h, k), sua equagdo passa a ser:

(x-W (y-k)?_ |
a® h?

20 caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos ¥

De forma andloga, temos:

{}"k]i (x"h).z =]
ﬂ.l = b'! e
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i |

T1.3.2.1 Problemas resolvidos

17)  Determinar a equagiio da hipérbole de vértices Ay(l,-2) e A;(5,-2), sabendo que

F{6, -2) ¢ um de seus focos.

Sofucdo

Em fungfo dos dados do problema, vamos esbogar o grafico desta hipérbole.
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Sendo o eixo real paralelo ao eixo dos x, a equagdo da hipérbole € da forma;

{x- b} (}’-k]z_l
a? b

O centro € o ponto médio do segmento Ay A,
Logo: C(3,-2}

E imediato que:

a=d(C, A)=2 e c=d{C,F)=3

Da relagiio:

¢ =a% +b?
vem

0=dq4+ ke
ou:

b*=35

Logo, a equagdo da hipérbole é;

(-3¢ y+2?_,
gy
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Eliminando os denominadores ¢ desenvolvendo os quadrados, encontramos:

S(x* - 6x +9) - a(y* + 4y +4) =20

ou

Sx? - 30x +45-4y? — 16y-16-20=0

ou, ainda:

Sx* - 4y? ~30x- 16y +9=0

18) Determinar o centro, um esbogo do gréfico, os vértices e os focos da hipérbole de equagio:

9x* -4y’ - SAx+8y+113=0

Solucdo

Primeiramente vamos conduzir esta equagio a wma das formas de 7.3 .3,

Agrupando os termos de mesma varidvel, temos:

(9x* - 54x) - (4y* - By) =-113
Pondo em evidéncia os coeficientes de x* ¢ y?:
9(x* -6x)-4(y* - 2y)=-113
o
x* -6x+9)-a(y* -2y +1¥=-113 + 9(9) - 4(1)
ou:

9x-3)* -4y -1)? =-36
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Com o objetivo de obter 1 positive no segundo membro, dividiremos ambos os membros
da equagfio por -36;

(-1 (x-3 _,
) 3

que representa uma hipérbole de centro C(3, 1) e eixo real paralelo ao eixo dos y.

E imediato que:
a? =9 o b =4
e, partanto:

a=3 ¢ bh=2

Pelo esbogo do grifico, os demais elementos solicitados obtém-se facilmente:

YA

Vértices: Ay(3,-2) e A3(3,4)
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Para determinar os focos precisamos conhecer o valor de ¢

¢ =a? + b2
¢t =9+4
c =413

Logo, os focos sio:

Fi(3,1-4/T3) e Fa(3,14+13)

19}  Obter a equagdo reduzida resultante de uma translagio de eixos, classificar, dar os elementos
e eshogar o grafico da equagio:

Tx? -9y + 28x + 54y - 116 =0

Sofucso
Do mesmo modo que no problema anterior, mudemos a equagdo dada para a forma:

(x-h? (y-K°_,

a'l b!

Assim:
(7% +28x) - (9%* - 54y) =116
T(x* +4x)-9(y* -6y)=116
P +a4x+ -9y’ -6y + D) =116+ T7(4) - 9(9)
Hx+2)? -Hy-3)P =63
Pelas formulas de translagio de 7.1.3, fagamos:

X =x+2

y'=y-3
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e, portanto:

Tx' -9y =63

i
|
i Ol
| i 2
: = e A
que é a equagio reduzida da hipérbole dada em relagio ao sistema x'0'y’, sendo 0'(-2, 3).
| Mas:
' a®=9 e b*=7
[k
[ a=3 e b=+7
i
L §
1
3| Az ,
r =X
Q
3
L
L 4 *
I
'
+ + + — -y
=2 0 1
i
| .
|
| Logo:

eixo real; a=6
| eixo imagindrio: 2b =2+/7
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Sendo:
c? =a® +b?
et =9+7
c =4,

os focos sdio: Fi(-6,3) e Fi(2,3).

7.3.4

Problemas Propostos

Em cada um dos problemas 1 a 10, determinar os vértices, os focos e a excentricidade das

hipérboles dadas. Esbogar o grifico.

1)

2)

3)
4)
5)
6)
7
8)
9)

10)

i ..._E.z—z ]
100 B
i ._-.-E:-:l
100 64

9x® - ley* = 144
4x* -5y +20=0
x2-2vI-8=0

3x* -y? +3=0

x-yl=1
x-yt=2
¥y -4x?=1
2yt -ax? =1

Em cada um dos problemas 11 a 24, determinar a equacdo da hipérbole que satisfaz as

condigfes dadas.
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11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)

24)

cidade das hipérboles dadas. Eshogar o grifico.

25)
26)
27)

2B}

focos F+ 5, 0), vértices A(t 3, 0)

focos F(O, £ 3), vértices A(Q, £+ 2)

vértices A(* 4, 0), passando por P(8, 2)

centro C(0, 0}, eixo real sobre Oy, b =8 e excentricidade %
focos F(0, *5), comprimento do eixo imagindrio 4

vértices A(* 3, 0), equag@es das assintotas y =+ 2x

vértices em (5, -2) e (3, -2), um focoem (7,-2)

vértices em (5, 5) e (5, -1), excentricidade e=2

centro C(5, 1), um foco em (9, 1), eixo imagindrio mede 4+/2

focos Fi(-1,-5) e F3(5, -5), hipérbole eqiiilitera

virtices A;(-3, -4) e A;(-3, 4), hipérbole eqiiilitera

centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy, passando por (3,-1) e (-1, 0)
centro (-2, 1}, eixo real paralelo a Ox, passando por (0, 2) e (-5, 6)

focos em (3,4) e (3,-2), excentricidade e =2

Em cada um dos problemas 25 a 30, determinar o centro, os vértices, os focos e a excentri-

Ox* - 4y* - 18x- 16y - 43 =0
X -dy? tex+ 24y -31=0
Ox? -dy? ~S4x+ By +113=0

ax* -y - 32x+4y+24=0




29)

30)

Oy —y? +36x+ 6y +63=0

16x7 - 9y? - 64x - 18y +199=0

Conicas

g

31) Obter a equagdo reduzida resultante de uma translagdo de eixos, classificar, dar os elementos

e representar graficamente as equagies:

a) X} +4y’ - 4x-24y+36=0
byx*-y*-8x-4y+11=0
e}y -Bx+6y+17=0

dy3x* +2y? - 12%x+8y +19=0
el x* +2x+8y-15=10

11 9% -dy? - 54x+45=0

g) 9y? - 25x* - 90y - 50x =25

7.3.4.1 Respostas dos problemas propostos

1

3)

4)

5)

&)

T

8)

T

A(£10,0), F(t 24/41,0), e= J
A(0, + 10), F(0, + 2/@T ), e=":1

’:I
A(t4,0),F(5,0), e=7
A, £2),F(0,+3), e=5
A 2+4/2,0), F(x 2+/3, 0), e—\m
A{D,i\r’_?_.], F{thz}" E=1\;’3_
A(£1,0), F(4/2,0), e =2

A(*2,0),F(22,0), e=+2
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9)
10)

11)
12)
13)

14)

15)

16)

17)
18)
19)
20}
21)
22)
23)
24)

25)

A0, £ 1), F(0, + %}, e=

V2 VI, VB
A, Y0, F(0,+ 32, e=2—

16x% -9y* - 144=10
432 -5y +20=0
xT - 12y? - 16=0

16y* - 9x* - 576=0

xi },2

i T

Bx? -y —Bdu-dy+116=0
x2 -3yt - 10x+ 12y +40=0
=y - 10x+2y+16=0
2x? -2y -Bx-20y-51=0
x*-y* +6x+25=0

5x* - 8y? - 20x - 48y -25=0
24x* - 5y* +96x + 10y = 0

12y -4x® - 24y + 24x-51 =0

C(1,-2), Ar(-1,-2), Az(3, -2), F(1 £ /15, -2), o=V
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V.

Y
4

26) C3,3), A5, 3), As(-L, 3), F3 £, 3), ¢
7)€, 1), MG, <2), Aa(3, 4, FG, 1 £V3), e=%

28)  C(4,2), A(1,2), A2(7,2), F(4 3 V3. 2), e=+/5

V10

29)  C(-2,3), Ay(-2,-3) A2(-2,9), F(-2,3+2+/10), e==3

30) C(2,~1), Ay(2,-5), Az(2,3), F1(2,-6), Fa(2,4), e =%

Lir ]
31) a}—i—+y*2 =1, elipse, eixo maior 4, eixo menor 2, focos F(2 £4/3,3)
B) x'? —y'? = 1, hipérbole, eixo real 2, eixo imagindrio 2, F(4 ++/2,-2)
) y'? =8x', pardbola, p=4, diretriz: x=-1, F{3,-3)

243 V6

d) 3x'? +2y'* =1, elipse, eixo maior 2, eixo menor ===, F(2,-2 tT}

e) x? =_8y', pardbola, p=-4, F(-1,0), diretriz: v =4

L3 L¥ ]
f}{‘T -_’%-= I, hipérbole, eixo real 4, eixo imagindrio 6, F(3 £/13,0)

L ] LY
g}%-—};— =1, hipérbole, eixo real 10, eixo imagindrio 6, F(-1,5* V34).
Observagao — A equagio geral do 20 graua duas varidveis, ax? + by® +2exy +dx +ey +1=10,
onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢ é diferente de zero, representa uma pard-
bola, uma elipse ou uma hipérbole e serh estudada como aplicagio das formas quadraticas
no plano em Algebra Linear®.

# Yer Capitulo 7 de Algebra Linear, Editora MoGraw-Hill, dos autores.
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7.4 As Secdes Cdnicas

Sejam duas retas e e 1 concorrentes em 0 e ndo perpendiculares. Conservemos fixa a reta
e e fagamos r girar 360° em torno de e mantendo constante o dngulo entre estas retas, Nestas
condigles, a reta 1 gera uma superficie conica circular infinita formada por duas folhas separadas
pelo vértice O (Fig. 7.4).

Areta 1 € chamada geratriz da superficie conicaeareta e, eivo da superficie,

Chamase sepdo cimica ao conjunto de pontos que formam a intersecdo de um plano
com a superficie conica

Figura 7.4

Quando uma superficie conica é seccionada por um plano 7 qualquer que nio passa pelo
vértice 0, a se¢o conica serd;

a) uma circunferéncia se w for perpendicular ao eixo ¢ da superficie (Fig. a);

b)uma elipse se m for obliquo ao eixo e, cortando apenas uma das folhas da superficie
(Fig. b);

c¢) uma paribola se  for paralelo a uma geratriz da superficie (Fig. ¢);

d) uma hipérbole se n for paralelo ao eixo e (Fig. d);
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ta) h)

(&) 1)
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Mo caso de o plano m passar pelo vértice O, obtemos as conicas degeneradas;
a) um ponto se 7 s6tem o ponto O em comum com a superficie (Fig. e);
L) uma rete se 7 tangencia a superficie conica {Fig. ),

¢) duas refas se @ forma com o eixo um angulo menor do que este faz com a geratriz

AFig. g).

e} )

®)




CAPITULO
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SUPERFICIES QUADRICAS

8.1 Introdugéo
A equagdo geral do 29 grau nas trés varidvels x, ¥ e 2

ax® + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2yz+ mx +ny + pz+ q =10, (1)

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f ¢ diferente de zero, representa uma
superficie quddrica ou simplesmente uma quddrica.

Observernos que se a superficie quddrica dada pela equagio (1) for cortada pelos planos
coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de interseqdo serd uma cinica. A inter-
seqdo de uma superficie com um plano é chamada frage da superficie no plano.

Por exemplo, o trago da superficie quddrica (1) no plano z= {0 € a conica
ax’ +by? + 2dxy + mx+ny +q=0
contida no plano z = 0, isto ¢, no plano x0y,

Por outro lado, através de mudangas de coordenadas (rotagio ¢/ou translagio), a equagio (1)
pode ser transformada em uma das formas:

Ax® +By? +Cz'=D (2
Ll

Ax* + By + Rz =0

Ax* ¢ Ry + Cz* =0

Rx + By? + Cz2 =0 (3)
onde a equacio (2) representa uma quidrica centrada ¢ as equaghes (3) quidricas nd@o centradas,

Nosso objetivo € identificar e esbogar o grafico de uma quiddrica, conhecida sua equagio,

275
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8.2 Superficies Quéadricas Centradas

Se nenhum dos coeficientes da equagio (2) for nulo, ela pode ser escrita sob uma das
formas;

b3
»l

2
o S +
: e

(4)

&
nw:l M
]

denominadas, qualquer delas, forma candnica ou padrdo de uma superticie quddrica centrada,

As possiveis combinaches de sinais nesta equacio permitem concluir a existéncia de
dpenas trés tipos de superficies, conforme sejam trés, dois ou um o ndmero de coeficientes
positivos dos termos do 19 membro da equagdo. Se os referidos coeficientes forem todos
negativos, ndo existe lugar geomeétrico,

8.21  Elipsoide

O elipsdide € a superficie representada pela equagiio

z 2z I
X ¥ Z
— t—= 4+ — =1 5
al hl Ez ( )
em que todos os coelicientes dos termos do 19 membro da equagio (4) sio positivos, onde
4, b e c 530 reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipsoide (Fig, 8.2.1-a).

Figura 8.2 1-a



q 7T
i

Superficies quddricas

0 trago no plano xOy ¢ a elipse:

2
zZ z
x—j F— =1, y=0 ¢ B 1, x =10, respectivamente.
a C b C

Se pelo menos dois dos valores a, b ¢ ¢ sdo iguais, o elipsdide € de revolupdo. Por

exemplo, se a = ¢, o elipsdide € obtido girando a elipse

3 o
'ir— +i1 =1, x=0
&

=]

do plano yOz em torno do eixo dos y. A Figura 8.2.1-b mostra o elipséide de revolugio:

I 2 wd
.E.-}-.L 1-..5—.-: |
4 16 4

onde a=c¢ = 2, que se obtém girando a elipse:

2

e =

d
I +ZT= I, x=0 em tomo do eixo dos v,

=3

Figura 8.2.1-b
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O trago no plano xOz € a circunferéncia:

ba

X, 2
L L =i

a g

WNo caso de a =h=c¢, aequagio (5) tomaa forma:

2

X tyt+28 =a

e representa uma superficie esférica de centro (0,0, 0) e raio a.

Consideremos um plano paralelo ao plano xQy, isto €, um plano da forma z=k. Subs-
tituindo z por k naequagdo (5) vem:

2 z k'l
Eoll & 6.5
a C

<:r|-:
L]

k'l
Se k| <e 1 g > 0, e, portanto, o trago no plano z=k ¢ uma elipse. Se |k | =c¢, os
plinos z=c¢ ¢ z=-c tangenciam o elipsdide nos pontos (0,0, c} e (0,0,-c). Se k| >¢,

¥
1--%5-{ 0 e, conseqiientemente, nio existe gréfico. Consideraghes andlogas podem ser feitas

relativamente aos planos paralelos aos planos x0z e y0Oz.

Se o centro do elipsoide € o ponto (h, k, £) e seus eixos forem paralelos aos eixos coorde-
nados, a equagdo (5) assume a forma:

(x-h*  (y-k  (z-8)
a’ ' b? * ¢ ek

obtida através de uma translago de eixos.
Da mesma forma, a superficie esférica de centro (h,k,¥) e raip a, tem equagdo;

(x-h)* +(y -k +(z-0)? =%,

8,22 Hiperbolbide de Uma Folha

Se na equagdo (4) dois coeficientes dos termos do 19 membro sio positivos e um é
negativo, a equagio representa um hiperboldide de uma folha,



——1
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A equagdo
2 2 2
X ¥ z
Erle IREE TOFE SISO T~ 20 |
a b?* ! )

¢ uma forma candnica da equagio do hiperbolSide de uma folha ao longo do eixo dos z
(Fig. 8.2.2}. As outras duas formas candnicas sio:

1 2 2 2 1

Z X FA

L-La+l=g e - S+ 5=
b c a h c

e representam hiperboldides de uma folha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

Figura 8.2.2

O trago no plano xOy em (6) € a elipse:




F
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e 08 tragos nos planos x0z e yOz sdo as hipérboles:

3
(5]

X

Pl S s S ]_1 =0
P o2 Y i
y'l ZI |
£ '—b'.i' -—=1, x=0
c
respectivamente,

Um trago no plano z=k ¢ uma elipse que aumenta de tamanho i medida que o plano
se afasta do plano xOy. Os tragos nos planos x =k ¥ =k sdo hipérboles,

Se na equagio (6) tivermos a=b, o hiperboléide ¢ de revolugdo, gerado pela rotagio
de uma hipérbole em torno de seu eixo imagindrio, no caso, o eixo Oz, O trago no plano xOy
¢ a circunferéncia

x
2

z
i =1, z=0
a a

ou:

8.2.3 Hiperbolbide de Duas Folhas

Se na equagdo (4) um coeficiente dos termos do 19 membro ¢ positivo e dois sdo negativos,
a equacio representa um Aiperboldide de duas folhas,

A equagio
x'! 2 z'!
Tl eET! (7)

¢ uma forma candnica da equagio do hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo dos y
{Fig. 8.2.3). As outras duas formas canénicas sio:

1 2 2 z 2
X ¥y . X bd Z
—_——-— =] g S -|-..a.

2
gt Rt a® h czl

e representam hiperboloides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Og, reﬁpecﬁmnentm_ i
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‘A

Figura 8.2.3

Os tragos nos planos xOy ¢ yOz em (7)sdo. respectivamente, as hipérboles:

2 2
¥ X
2oeZew] el
b2  a

e

2 2

Y Z "
LowBom toogml)
b -

O plano x0z ndo intercepta a superficie, nem qualquer plano v =k, onde |k | << b,

Se |k|>=b, otrago no plano y =k ¢ aelipse;
kz =1, y=k

Os tragos nos planos x =k e z =k sdo hipérboles.
Se na equagdo (7) tivermos a=c, o hiperboldide é de revolugio, gerado pela rotagio de
uma hipérbole em torno de seu eixo real. O tago no plano ¥y =%k, |k| > b, € a circunferéncia;

2 2 2

X k z
s i i S ]_1 =k
a? h a y

ou:

1{'2. F

I
W T e T bYTE
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83 Superficies Quédricas Nfo Centradas

Se nenhum dos ceeficientes dos termos do 19 membro das equacoes (3) for nulo, elas podem
ser escritas sob uma das formas:

L
L]
i

1 2
+ +.----§';2 = cz; 4

a

pa "

}Li

al

+

(8)

-+
1]

=3

E

= hy; +

r:‘h.
w
-::rt':
L3
=
5

denominadas, qualquer delas, forma candnica ou padrdo de uma superficie quédrica nio
centrada, ’

As possiveis combinages de sinais nesta equagdo permitem concluir a existéncia de apenas
dois tipos de superficies, conforme os coeficientes dos termos de segundo grau tenham o mesmo
sinal ou sinais contririos.

8.3.1  Parabolbide Eliptico

5S¢ nas equagtes (B) os coeficientes dos termos de segundo grau liverem sinais iguais, a
equagdo representa um paraboloide eliptico,

A equagdo:
x

2

2
s 1-%:(:1 (9)

¢ uma forma candnica da equagio do paraboldide eliptico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.1),
As outras duas formas candnicas sdo;

e representam parabolides elipticos ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

O trago no plano x0y em (9) € a origem (0, 0, ) ¢ os tragos nos planos x0z ¢ yOz sdo as
pariholas

2 y?
i y=0 e el x=0,

respectivamente,
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Figura 8.3.1

Se ¢>0, a superficie situase inteitamente acima do plano xOy e, para c¢<0, a
superficie estd inteiramente abaixo deste plano. Assim, o sinal de ¢ coincide com o de z, pois
caso contrdrio ndo haveria lugar geométrico .

Um trago no plano z=k, k>0 (Fig. 8.3.1), ¢ uma clipse que aumenta de tamanho &
medida que o plano se afasta do plano xOy. Os tragos nos planes x =k e y =k sio pardbolas,

Se na equagdo (9) tivermos a=b, o paraboldide & de revolucdo e pode ser gerado pela
rotagio da pardbola;

= = g

YI
hI

em tormo do eixo dos 2. Neste caso, o trago no plano z =k € uma circunferéncia.

8.3.2 Parabolbide Hiperbolico

Se nas equagdes (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais contririos,
equagdo representa um paraboldide hiperbolico.
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A equagdo:

X

N 2
% -%— =17 (10)

¢ uma forma candnica da equagio do paraboloide hiperbolico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.2).
As outras formas candnicas sdo

2 2 2 i

4 X z
T-g=by ¢ F-Loou
C a c b

Figura 8.3.2

A figura mostra um esbogo de um paraboléide hiperbélico descrito pela equagio (10), onde
c >0
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O trago em (10} no plano xO0y € o par de retas:

a 2
¥ X
RN
istue:% +%——- 0, z=0 e % - .‘2:,= 0, z=0 e ostragos nos planos x0z e yOz sdoas
pardbolas:
F 2
-%=cz, y=0 e -hLEIEZ, x=0

que tém o eixo dos z como eixo de simetria e concavidade para baixo e para cima, respecti-
vamente.

O trago no plano z=k ¢ uma hipérbole cujo eixo real ¢ paralelo ao eixo dos y se k>0
e paralelo ao eixo dos x se k <0. Os tragos nos planos x =k e v = k sio pardbolas.

B.4 Superficie Cdnica

Superficie conica ¢ uma superficie gerada por uma reta que se move apoiada numa curva
plana qualquer e passando sempre por um ponte dade nio situado no plano desta curva,

A reta € denominada gerarriz, a curva plana € a direrriz ¢ o ponto fixo dado € o vértice
da superficie conica,

Consideremos o caso particular da superficie cinica cuja diretriz é uma elipse {ou
circunferéncia) com o vértice na origem do sistema e com seu eixo sendo um dos eixos coorde-
nados. Nestas condigGes, a superficie conica cujo eixo € o eixo dos z (Fig. 8.4) tem equagio:

x? Lol
TrEar-0

L#]

O trago no plano x0y € o ponto (0, 0, 0,
O trago no plano y0z tem equagdes:

ou:
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Figura 8.4

donde obtemnos as duas retas que passam pela origem:

_b »
y=onh X 0

O trago no plino %0z, de forma andloga, é constituido por duas retas que passam pela
origem.

Os tragos nos planos z = k sio elipses ¢ s¢ a = b, sdo circunferéncias. Neste caso, temos
a superficie conica circular refa,

Os tragos no plano x=k e y=k s§0 hipérboles.

As superficies conicas cujos eixos sfio os eixos dos x ¢ dos v, tém equagies

b 2 2 2 2 2
X i X z
__1.4-?__:1-_2:0 e ....__L_:q-_:ﬂ.
a b C a b c

respectivamente.
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85  Superficie Cilindrica

Seja C uma curva plana e f umareta fixa ndo contida nesse plano.

Superficie cilindrica ¢ a superficie gerada por uma reta 1 que se move paralelamente i reta
fixa { em contato permanente Com a curva plana C.

A reta [ que se move ¢ denominada geratriz e a curva C €2 diretriz da superficie cilin-
drica (Fig. 8.5-a).

e

Figura H.5-a

Em nosso estudo consideramos apenas superficies cilindricas cuja diretriz ¢ uma curva que
se encontra num dos planos coordenados e a geratriz ¢ uma rela paralela ao eixo coordenado nio
contido no plano. Neste caso, a equagio da superficie cilindrica € a mesma de sua diretriz.

Por exemplo, se a diretriz for a parabola:
x* =2y,
a equagio da superficie cilindrica também serd:

x? =2y (Fig. 8.5-b).

Conforme a diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou pardbola, a superficie
cilindrica é chamada eircular, eliptica, hiperbdlica ou parabdlica,
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Figura 8.5-b

E importante observar que, em geral, o gréfico de uma equagio que ndo contém uma
determinada varidvel corresponde a uma superficie cilindrica cujas geratrizes sio paralelas ao
eixo da varidvel ausente e cuja diretriz ¢ o gréfico da equagdo dada no plano correspondente.

Por exemplo, a equagio

1'2

2
E s el
1.7 g =3

representa uma superficie cilindrica com geratrizes paralelas ao eixo dos v, sendo a diretriz
uma elipse no plano xOz (Fig. 8.5c).

1R

w

R, -
s
Mreep-=e

d i v
+-r+
1}
I
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Observagdo

O grifico da equagdio geral ax® +by® + cz® + 2dxy + 2exz+ Ayz+mx+ny+pz+qg=0
poderd representar quddricas degeneradas. Alguns exemplos sio:

@) x* - 16 =0; dois planos paralelos: x=4 e x=-4,
b) 3y* =0; um plano: o plano ¥ =0.
¢) x* +2y? =0; uma reta: o eixo dos z.

d) 2x* + 4y? + 52° =0, um ponto: a origem (0, 0, 0).

€) 3x? +2y* + 27 =-3; o conjunto vazio.

8.6 Problemas Propostos

1}y Identificar as quadricas representadas pelas equagoes:

a) x* +y' +z28 =125 it x2+yt =0

By 2x* + 4y + 22 - 16=0 Dyt =4z

e) x* -dy? + 22 =8 m) x* -dy* =16

d) z* -4x7 - 4y’ =4 n) 4yt +7% - 4x=0

e} X2+t -d4y=10 o) =x* +4y? +2° =0
D x*+y* +4z=0 prilex? +9y? —z8 =144
g 4’ -yi=z gy 16x® -9y* -2 =144
h) 2 =x* +y? r) 2yt + 3t -xt =0

i) z=u® 442 £} 4xt +9y? =36z

2)  Reduzir cada uma das equagOes & forma canonica, identificar e construir o grifico da
quidrica que ela representa.

a) 9x? +4y? +362% = 36 Ry X2 +dy? - 28 =0
b) 36x7 +9y? - 42 =36 0 xP-yr+2:2 =4
£) 36x* -9y* -4z =36 fyi=xt+ gt
dyx* vyt +zt =36 D 4x? +2y* +27 =1
e) x*+y' -9z=10 myx*+y+z =0
fl ¥ +47 - Ry=0 n)x* -9y* =9

g) 4xF -9y ~362=0 o) x? -4y =0
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3)  Representar graficamente as seguintes superficies cilindricas:

a) y=4-x* e)x*+y'=0 e O0<z<4
2 7 N7 =4y

b}'z“f §=1 g}z=y1+2

) K +dyt =16 h)x~y=0

d)x*-dyt=16 e -3=z=3

4)  Determinar a equagdo de cada uma das superficies esféricas definidas pelas seguintes
condiges:
a) Centro C(2, -3, 1) e raio 4,
b) O segmento de extremos A(-1,3,-5) e B(5, -1,-3) € um de seus didmetros.
¢) Centro C(4, -1, -2) e tangente ao planc xOy.
d) Centro C(-2,3,4) e tangente ao eixo dos z.

e) Centro C(D, -4, 3) e tangente o plano de equagdo: x + 2y - 2z -2 =0,

B.6.7  Respostas de Problemas Propostos

1} a) Superficie esférica
b) Elipsoide
¢} Hiperbolbide de uma folha
) Hiperbolbide de duas folhas
€} Paraboléide circular
f) Paraboldide circular

£) Paraboldide hiperbalico

h) Superficie conica circular

i} Parabolbide circular

7} Superficie cilindrica circular

I} Superficie cilindrica parabélica
m) Superficie cilindrica hiperbolica
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1) Paraboléide eliptico i) Hiperboltide de duas folhas
o) Superficie conica eliptica ¥} Superficie conica eliptica
p) Hiperboloide de uma folha 5) Paraboldide eliptico
2) a}ff-; +-§—2+i: = 1, elipsdide

b}x—: + l:; - %1 =1, hiperboldide de uma folha

c) 5;- - 1; - -z‘-;—-: 1, hiperbolbide de duas folhas

r:i’]lnj'.‘—:t + —}i + i = 1, superficie esférica de raio 6

36 36 36

2y
e) = +_l- = 9z, paraboléide circular

5]

¥ ; ;
3] = ¥ = = 2y, paraboltide eliptico

X Z

m}—]— 4 -—l = -y, parabolbide circular
xz }r'l
n) 5 = 1, superficie cilindrica hiperb&lica

o) dois planos: x=2y e x=-2y
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4) a)x’+y '+ —dx+6y-22-2=0
Yt +y +zt - dx-2y+82+47=0
e) x*+y? 4+ —Bx+2y+dz+17=0
d)xPty' +2f tdx-Gy-8z+16=0
e) 9x +9y? +92° + 72y - 54z-31=0

Lo preasis & acnbamaento
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Tol. ({1115 410200
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