Prof. Jomar
MATRIZES

1. Introdução

Em matemática, é comum lidar com dados relacionados a duas informações. Por isso, os matemáticos criaram as suas próprias tabelas, que receberam o nome de matrizes.

Na verdade, as matrizes podem ser vistas como uma linguagem matemática que visa facilitar sobremaneira a apresentação de equações e cálculos.
2. Matriz

2.1 Definição

Chama-se matriz A do tipo mxn (lê-se “m por n) a toda tabela com m linhas e n colunas.
Diz-se, também, que mxn é a dimensão ou tipo da matriz A.
2.2 Denotação

Denota-se uma matriz A do tipo mxn por

Amxn ou mAn 
2.3 Representação

Uma matriz A é representada colocando-se seus elementos entre parênteses ou entre colchetes. Assim, a matriz A2x3 por ser representada por

[image: image1.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

5

8

3

2

4

1

A

 ou 
[image: image2.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

5

8

3

2

4

1

A



Obs.: A é do tipo 2x3 ou possui dimensão 2x3.
2.4 Representação Genérica
Há duas maneiras de se representar uma matriz A do tipo mxn: a forma explícita e a foram abreviada.

2.4.1 Explícita

Nessa forma, a matriz Amxn é representada indicando-se cada uma dos elementos por uma letra minúscula acompanhada de dois índices: o primeiro indicando a linha e o segundo a coluna.
Assim, se indicarmos os elementos pela letra a, então, o elemento da linha i e coluna j será indicado por aij. Logo, 
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2.4.2 Abreviada
Nessa forma, a matriz Amxn é dada por

A = (aij)mxn  
em que, aij indica o elemento da linha i e coluna j.
Assim, A2x3 é equivalente à A=(aij)2x3.

Exemplo: Escreva na forma de tabela a matriz A=(aij)2x3, em que aij=2i-3j.

Resolução:

Forma explícita:
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. Note, a11= 2.1-3.1=-1; a23=2.2-3.3=-5. Assim,
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3. Tipos de matriz

3.1 Matriz Linha

Chama-se matriz linha a toda matriz que possui apenas uma linha (m=1). Genericamente, A1xn.
Exemplo: A=[2  6  9  0], matriz linha do tipo 1x4.

3.2 Matriz Coluna
Chama-se matriz coluna a toda matriz que possui apenas uma coluna (n=1). Genericamente, Amx1.
Exemplo: 
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, matriz coluna do tipo 4x1.

Obs.: Essa matriz geralmente é denotada por vetor.
3.3 Matriz Quadrada

Chama-se matriz quadrada a toda matriz em que o número de linhas é igual ao número de colunas (m=n).  Genericamente, Anxn. Diz-se, portanto, que a matriz A é de ordem n.

Nesse contexto, se A é quadrada, então:

a) os elementos de Aij tais que i=j, formam a diagonal principal de A;

b) os elementos aij tais que i+j=n+1 formam a diagonal secundária de A.

3.4 Matriz Identidade (ou Matriz Unidade)

Chama-se matriz identidade de ordem n, n≥2, a toda matriz quadrada de ordem n, tal que os elementos da diagonal principal são iguais a um, e os demais elementos iguais a zero.

Se n=1, o elemento da matriz identidade é igual a um.

Notação: In.

Exemplo: 
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3.5 Matriz Nula
Chama-se matriz nula à matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

Notação: Omxn.
3.6 Matriz Transposta

Chama-se matriz transposta da Matriz Amxn à Matriz Anxm cujas linhas (colunas) coincidem ordenadamente com as colunas (linhas) da Matriz A.
Notação: At ou A’.

Exemplo: 
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. Logo, 
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3.7 Matriz Oposta
Chama-se matriz oposta da matriz A à matriz em que seus elementos são os opostos dos elementos correspondentes da matriz A.
Notação: -A
Exemplo: 
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. Então, -
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Nota: elementos correspondentes são elementos que ocupam as mesmas posições entre matrizes.
3.8 Matriz Simétrica

Se uma matriz quadrada A(n)=(aij) tem aij = aji; ( par (i;j), então A é uma matriz simétrica. 

Note que: caso A=A’, então, A é simétrica. 

Exemplo 1: 
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Exemplo 2: Para que B seja simétrica, é necessário que x e y valham 5 e -4, respectivamente.
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Nota: Toda matriz In é simétrica.
3.9 Matriz Antissimétrica
Se uma matriz quadrada A(n)=(aij) possui aij=0, para i=j e aij = -aji para i(j, então A é uma matriz antissimétrica. 

3.10 Matriz Triangular

É a matriz quadrada que possui todos os elementos nulos, acima ou abaixo da diagonal principal.
Exemplos:
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(Triangular Inferior) e 
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(Triangular Superior)
4. Igualdade entre Matrizes
Duas matrizes A=(aij) e B=(bij), do mesmo tipo mxn, são ditas iguais se, e somente se, os elementos correspondentes de A e B são iguais.

Notação: A=B

Exemplo: Se 
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, então, x=-1; y=5 e z=1.

5. Adição de Matrizes
Dadas as matrizes A=(aij), B=(bij) e C=(cij), do mesmo tipo mxn, dizemos que C é a soma de A com B se, e somente se, cada elemento de C for a soma dos seus elementos correspondentes de A e B.

Notação: A+B = C ( aij + bij = cij
Exemplo: Sejam 
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. Então, C=A+B vale:
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Nota: para que seja possível a adição, necessariamente, as matrizes devem possuir a mesma dimensão (mesmo tipo).

5.1 Propriedades


Sejam A, B, C e O (nula) do mesmo tipo. Então,

a) comutativa: A+B=B+A;

b) associativa: (A+B)+C=A+(B+C);

c) elemento neutro: A+O=A;

d) elemento oposto: A+(-A)=O;

e) transposta da soma: (A+B)’=A’+B’
6. Subtração de Matrizes

Equivalente à adição.

Notação: A-B = A+(-B)=C ( aij - bij = cij
7. Multiplicação de um número (escalar) por uma Matriz

Dadas as matrizes A=(aij) e B=(bij) do mesmo tipo mxn e um número k, diz-se que B é o produto de k por A se, e somente, B for obtida multiplicando-se pó k todos os elementos de A.
Notação: B=k.A ( bij=k.aij
Exemplo: Se 
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, k=2 e B=k.A, então, 
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7.1 Propriedades


Sejam A e B matrizes do mesmo tipo mxn, e k e s, escalares. Logo, 
a) k. (A+B)=k.A+k.B;

b) (k+s)A=k.A+s.A;

c) k.(s.A)=(k.s).A;

d) (k.A)’=k.A’
8. Multiplicação de Matrizes
Dadas as matrizes Amxp e Bpxn, diz-se que a matriz C do tipo mxn é o produto de A por B se, e somente se, cada elemento cij da matriz C for obtido multiplicando-se, ordenadamente, os elementos da linha i de A pelos elementos da coluna j de B e, posteriormente, somando-se os produtos obtidos.
Notação: C=A.B ( cij = ai1.b1j + ai2.b2j + ... + aip.bpj
Observações:
1) o produto existirá se o número de colunas de uma matriz for igual ao número de linhas da outra matriz. Assim,

mAp.pBn ( ( C=A.B
2) C é do tipo mxn;
3) Se existe o produto A.B, não implica, necessariamente, na existência de B.A. Veja:

mAp.pBn ( ( A.B

mas, pBn. mAp ( ( B.A se n=m.
Exemplo: 

[image: image21.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

16

24

11

15

3

2

2

1

1

5

.

2

0

4

1

3

2

. Pois, por exemplo: 15 = 2x5+3x1+1x2.

8.1 Propriedades

Sejam as matrizes A, B, C,  I (identidade) e r um número (escalar). Admitindo as condições para as operações de adição e multiplicação, valem as propriedades:
1) associativa: A.(B.C)=(A.B).C;

2) distributiva pela esquerda: A.(B+C)=A.B+A.C;

 distributiva pela direita: (B+C).A=B.A+C.A;

3) r.(A.B)=(r.A).B;

4) (A.B)’=B’.A’;

5) Amxn.In=A e Im.Amxn=A.
9. Potência de uma Matriz
Seja A uma matriz quadrada. Chama-se potência de base A e expoente n (n(N) a matriz que se indica por An e se define por:

A0 = I.A1 = A  e  An = An-1.A, para n(2.
Exemplos: Seja A = 
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a) A2 
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b) A3 =
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c) An= 
Nota: Dada a matriz A(n), então, em relação à sua segunda potência, tem-se:
a) idempotente, se A2=A;
b) nilpotente, se A2=0;

c) unipotente, se A2=I.

10. Matriz Ortogonal

Diz-se que A é ortogonal se A.A’=A’.A

11. Matriz Inversa (Clássica)
Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se inversível, ou não singular, se e somente se, existir uma matriz que indicamos por A-1, tal que: 

A.A-1=A-1.A=In
13.  Equação Matricial do Tipo XA=B
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