Prof. Jomar
MATRIZES

1. Introducao

Em matematica, € comum lidar com dados relacionados a

duas informacdes. Por isso, os matematicos criaram as suas

préprias tabelas, que receberam o nome de matrizes.

Na verdade, as matrizes podem ser vistas como uma

linguagem matematica que visa facilitar sobremaneira a

apresentacao de equacgoes e calculos.
2. Matriz

2.1

2.2

2.3

Definicao

Chama-se matriz A do tipo mxn (Ié-se “m por n) a
toda tabela com m linhas e n colunas.

Diz-se, também, que mxn é a dimensao ou tipo da

matriz A.

Denotacao
Denota-se uma matriz A do tipo mxn por

Amxn ou mAn

Representacgao
Uma matriz A é representada colocando-se seus
elementos entre parénteses ou entre colchetes. Assim,

a matriz A,z por ser representada por



1 4 2 1 4 2
A= ou A=
3 85 3 85

Obs.: A é do tipo 2x3 ou possui dimensao 2x3.
2.4 Representacdo Genérica
Ha duas maneiras de se representar uma matriz A do

tipo mxn: a forma explicita e a foram abreviada.
2.4.1 Explicita

Nessa forma, a matriz Anxn € representada
indicando-se cada uma dos elementos por uma letra
minUscula acompanhada de dois indices: o primeiro
indicando a linha e o segundo a coluna.

Assim, se indicarmos os elementos pela letra a,
entdo, o elemento da linha i e coluna j sera

indicado por a;;. Logo,

a;, Ay a,
A = a, dyp a,
aml am2 amn

2.4.2 Abreviada

Nessa forma, a matriz Anxn € dada por

A = (Q@ij)mxn



em que, a;; indica o elemento da linha i e coluna j.

Assim, A,ys € equivalente a A=(aij)2xs-

Exemplo: Escreva na forma de tabela a matriz A=(aj;)2xs,
em que a;;=2i-3j.
Resolucao:

Forma explicita:

A{an . am}. Note, a;;= 2.1-3.1=-1; ax3=2.2-3.3=-5.

ay Ay Ay
-1 -4 -7
A =
1 -2 -5

3. Tipos de matriz

3.1 Matriz Linha
Chama-se matriz linha a toda matriz que possui
apenas uma linha (m=1). Genericamente, Aixn.
Exemplo: A=[2 6 9 0], matriz linha do tipo 1x4.

3.2 Matriz Coluna
Chama-se matriz coluna a toda matriz que possui

apenas uma coluna (n=1). Genericamente, Amxi.
1

Exemplo: A= : , matriz coluna do tipo 4x1.
-2

Obs.: Essa matriz geralmente é denotada por vetor.



3.3 Matriz Quadrada
Chama-se matriz quadrada a toda matriz em que o
numero de linhas é igual ao numero de colunas (m=n).
Genericamente, A.x.. Diz-se, portanto, que a matriz A
é de ordem n.

Nesse contexto, se A é quadrada, entao:
a) os elementos de Ay tais que i=j, formam a diagonal
principal de A;
b) os elementos aj; tais que i+j=n+1 formam a diagonal

secundaria de A.

3.4 Matriz Identidade (ou Matriz Unidade)

Chama-se matriz identidade de ordem n, n=22, a toda
matriz quadrada de ordem n, tal que os elementos da
diagonal principal sao iguais a um, e os demais elementos
iguais a zero.

Se n=1, o elemento da matriz identidade é igual a um.

Notacdo: I,.
1 0 0
Exemplo: 1,=|0 1 0
00 1

3.5 Matriz Nula
Chama-se matriz nula a matriz que possui todos os
elementos iguais a zero.

Notacao: Omxn.



3.6 Matriz Transposta
Chama-se matriz transposta da Matriz Anxn @ Matriz
A,xm cujas linhas (colunas) coincidem ordenadamente

com as colunas (linhas) da Matriz A.
1 3
4 8
25

Chama-se matriz oposta da matriz A a matriz em que

Notacdo: A ou A’.

1 4 2

Exemplo: A:[
385

}. Logo, A'=

3.7 Matriz Oposta

seus elementos sao os opostos dos elementos
correspondentes da matriz A.

Notacao: -A

1 4 2 ~ -1 -4 -2
Exemplo: A= . Entao, -A=
385 -3 -8 -5

Nota: elementos correspondentes sao elementos

que ocupam as mesmas posicées entre matrizes.

3.8 Matriz Simétrica
Se uma matriz quadrada Any=(aj;) tem a; = a;; Vv par (i),
entdo A é uma matriz simétrica.
Note que: caso A=A’, entdo, A é simétrica.

1 5 3
Exemplo 1: A=|5 -1 2
3.2 0




Exemplo 2: Para que B seja simétrica, € necessario que x e

y valham 5 e -4, respectivamente.

I x 2-y
B=|5 -1 -4
6 vy 0

Nota: Toda matriz I, € simétrica.

3.9 Matriz Antissimétrica
Se uma matriz quadrada A)=(a;;) possui a;=0, para i=j

e a; = -a; para i#j, entdo A € uma matriz antissimétrica.

3.10 Matriz Triangular
E a matriz quadrada que possui todos os elementos

nulos, acima ou abaixo da diagonal principal.

Exemplos:
1 0 0 1 6 3

A=|5 -1 0|(Triangular Inferior) e B={0 -1 7 |(Triangular Superior)
2 8 3 0 0 0

4. Igualdade entre Matrizes
Duas matrizes A=(a;) e B=(bj;), do mesmo tipo mxn,
sao ditas iguais se, e somente se, os elementos
correspondentes de A e B sao iguais.

Notacao: A=B

| x 1] -1 z .
Exemplo: Se v 3 s 3 , entao, x=-1; y=5e z=1.



5. Adicao de Matrizes
Dadas as matrizes A=(a;), B=(bj;) e C=(c;), do mesmo
tipo mxn, dizemos que C é a soma de A com B se, e somente
se, cada elemento de C for a soma dos seus elementos

correspondentes de A e B.
Notagao: A+B = C & a;; + by = ¢

Exemplo: Sejam A:B ﬂeB:{x

c- 1+x 4+3 _ x+1 7
“12+6 5+0| | 8 5

Nota: para que seja possivel a adicao, necessariamente,

. ﬂ.Enﬁo,C=A+Bvam:

as matrizes devem possuir a mesma dimensao (mesmo tipo).
5.1 Propriedades
Sejam A, B, C e O (nula) do mesmo tipo. Entao,
a) comutativa: A+B=B+A;
b) associativa: (A+B)+C=A+(B+C);
c) elemento neutro: A+0=A;
d) elemento oposto: A+(-A)=0;
e) transposta da soma: (A+B)'=A'+B’

6. Subtracao de Matrizes
Equivalente a adicao.
Notagao: A-B = A+(-B)=C < a;; - bjj = Cj;

7. Multiplicacdo de um numero (escalar) por uma Matriz
Dadas as matrizes A=(a;;) e B=(b;;) do mesmo tipo mxn

e um numero k, diz-se que B é o produto de k por A se, e



somente, B for obtida multiplicando-se p6 k todos os
elementos de A.
Notagdo: B=k.A < b;j=k.a;;

1 4 2
Exemplo: Se A=L} o 5}, k=2 e B=k.A, entao,

1 4 2] [2 8 4
B-2. =
{3 8 5} {6 16 10}

7.1 Propriedades
Sejam A e B matrizes do mesmo tipo mxn, e k e s,
escalares. Logo,
a) k. (A+B)=k.A+k.B;
b) (k+s)A=k.A+s.A;
c) k.(s.A)=(k.s).A;
d) (k.A)'=k.A’

8. Multiplicacao de Matrizes
Dadas as matrizes Amxp € Bpxn, diz-se que a matriz C do
tipo mxn é o produto de A por B se, e somente se, cada
elemento c¢; da matriz C for obtido multiplicando-se,
ordenadamente, os elementos da linha i de A pelos
elementos da coluna j de B e, posteriormente, somando-
se os produtos obtidos.

NOtagéo: C=AB & Gy = ail.blj + aiz.sz + ... + aip.bpj



Observacoes:

1) o produto existird se o numero de colunas de uma
matriz for igual ao numero de linhas da outra matriz.
Assim,

mAp.pBn = 3 C=A.B

2) C é do tipo mxn;

3) Se existe o produto A.B, nao implica, necessariamente,
na existéncia de B.A. Veja:

mAp.pBn = 3 A.B
mas, pBn. WA, = 3 B.A se n=m.

Exemplo:

51
{2 > 1}{1 2]:{15 11}. Pois, por exemplo: 15 = 2x5+3x1+1x2.
4 0 2 24 16

8.1 Propriedades
Sejam as matrizes A, B, C, I (identidade) e r um
numero (escalar). Admitindo as condicOes para as operagoes
de adicao e multiplicagao, valem as propriedades:
1) associativa: A.(B.C)=(A.B).C;
2) distributiva pela esquerda: A.(B+C)=A.B+A.C;
distributiva pela direita: (B+C).A=B.A+C.A;
3) r.(A.B)=(r.A).B;
4) (A.B)'=B".A’;
5) Amxn-In=A e In.Anxn=A.



9. Poténcia de uma Matriz
Seja A uma matriz quadrada. Chama-se poténcia de base A
e expoente n (neN) a matriz que se indica por A" e se
define por:

A°=IA'=A e A" = A"LA, para n>2.

Exemplos: Seja A = [(1) j Obter:

ou]y

1 3
b) A3={0 J

c) A"=
Nota: Dada a matriz A(,), entdo, em relagdo a sua segunda

poténcia, tem-se:

a) idempotente, se A’=A;
b) nilpotente, se A*=0;

c) unipotente, se A%=I.

10. Matriz Ortogonal

Diz-se que A é ortogonal se A.A'=A".A=I



11. Matriz Inversa (Classica)
Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se inversivel, ou
nao singular, se e somente se, existir uma matriz que

indicamos por A™?, tal que:

A.A1=A1A=1,

12. Equacao Matricial do Tipo XA=B
Sendo X, A e B matrizes quadradas do mesmo tipo,

prova-se que, se A admite inversa classica (A™!), entdo:

X.A=B < X=B.Al

13. Propriedades da Matriz Inversa Classica
Sendo A e B matrizes quadradas do mesmo tipo e inversiveis,

temos que:

a) (A1) '=A;

b) (A™)'=(A)Y;

c) (AB)'=B! A

d) A inversa classica, se existir, é Unica.



14. FORMAS ESCALONADAS

Definicao 1: Operacdes elementares sao assim definidas:

- trocar a posicao de duas linhas (ou de duas colunas);

- multiplicar a linha i (ou a coluna j) por uma constante k;

- substituir a linha i por & + k & , (ou a coluna j por ¢; + k g).

Definicdo 2: Uma matriz A, , ou A, , estd na forma
escalonada, se ocorrer simultaneamente:

i) O primeiro elemento ndao nulo de cada linha ndo nula é 1
(lider);

ii) Toda coluna que tem um 1 lider, tem todos os outros
elementos nulos;

iii) Se a linha i tem um 1 lider na posicao j (coluna j) entao
qualquer linha i’ que tenha um 1 lider, o tera na posigao j’, de
modo que:

Exemplo 1:

1 0 al3 0 ald
0 1 a23 0 a5
00 0 0 0

A= 0 0 0 1 a45] , Vaij € R;
1 0 0 blsa
01 0 b24
00 1 b34

B= 1000 O , vV bij € R;

[l 2 3 4]
C= 000 01,



o lo 3

ou seja, o primeiro elemento de cada linha, se nao for 0, é 1
e € chamado de lider. Nas colunas que tenham o 1 lider, o
resto € 0. Ficara sempre na diagonal principal o 1 lider,
exceto quando a linha for nula.

Definicdo 3: Dizemos que uma matriz estda na forma
escalonada canodnica (FEC) se ela estd na forma escalonada e
tem todas as linhas nulas abaixo das ndao nulas, caso existam
linhas nulas. No exemplo 1, as matrizes B, C e D estao na FEC.

Teorema: Dada uma matriz real nao nula Anx, , € sempre
possivel obtermos sua FEC através de operagdes elementares.

15. ALGORITMO DE GAUSS PARA ESCALOLAR MATRIZES

Dada uma matriz A, :

1° passo: Zerar todos os elementos que estao abaixo da
diagonal principal, isto €, os elementos a; tais que i > j. Para
tanto, basta multiplicar a linha j pelo multiplicador mj e
adicionar o resultado a linha i, sequencialmente da 12 até a

penultima coluna. Definimos m;;, por

a, . . .
mi; = —a—j ;o 1>, a;F 0.
i

Ao final do 19 passo teremos uma forma triangular superior.



Exemplo 2:

310
1 4 3
A=1—-2 1 5

Consideremos a matriz A.
Primeiramente, devemos multiplicar a 12 linha por (-1/3) e

somar a 22 linha:
3 1 0

31 0
’143‘ ":"?3
-2 1 5 -21 5

Em seguida, multiplicamos a 12 linha por (z) € somamos com

a 32 linha:

31u 3 1 07

11
01313 [1?3
~21 51,19 353

Agora, precisamos zerar todos os elementos abaixo da

diagonal principal na 22 coluna, neste caso, o elemento as;.

5
Para isto, multiplicaremos a 22 linha por (-11) € somaremos a

32 linha:



2° passo: Relembrando que:

i) O primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula é 1
(lider);

ii) Toda coluna que tem um 1 lider, tem todos os outros
elementos nulos;

Devemos iniciar o 2° passo transformando em lider os

elementos da diagonal principal nao nulos.

'3 1 07
11

0 — 3
3
40

_I[][]'ﬁ_

11
Neste caso, multiplicamos a 32 linha por (20).

310
11
0 3 3
001
Depois, multiplicamos a 32 linha por (-3) e somamos a 22
linha.
310
11
0 3 0
001

3
Entdo, multiplicamos a 22 linha por (11).



Multiplicando novamente a 22 linha por (-1) e somando a 12

300
o1 of
001

Agora, € s6é multiplicar a 12 linha por (1/3) e nossa matriz

coluna, temos:

esta escalonada, e note, na forma de Hermite.

10 0
010
v o1

Fatos:

- Nem sempre a matriz escalonada tera a forma candnica
igual a da matriz identidade.

- O algoritmo de Gauss apresentado pode ser usado para

escalonar matrizes ndo quadradas também.



