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Capitulo 1

Origem, objetivos e diretrizes

SAUDACOES UNIVERSITARIAS!

Nessa era de reducionismo, sumarizagao e imediatismo, prefacios e bibliografias costumam
“passar batidos”. Assim, nesse curtissimo capitulo 1 (com apenas quatro paginas), contextu-
alizaremos o contetido dessas li¢des e de suas cinco referéncias bibliograficas, para que todos
possam lé-lo e ter no¢do do tratamento dado (a partir do capitulo 2) a dglgebra linear (AL). Por
isso, pedimos a atengdo de leitores (e leitoras) a descri¢do das duas partes dessas li¢des e a
abordagem (“quase” sem determinantes) que adotamos.!

O contetudo das notas de aulas (que gestaram essas li¢des) foi trabalhado e modificado por
quase vinte anos. Portanto, é provavel que a estrutura (ordem, redacdo e quantidade de
exercicios, defini¢cdes e resultados) dessas notas tenham variado em muitos dos acessos a
minha pégina institucional.?

Durante a quarentena do COVID 19, num momento em que a Terra quase parou e convidou
a humanidade para um suspiro coletivo, resolvi tentar organizar as notas supracitadas num
formato adequado para a sua publicagdo. Como o objetivo delas sempre foi o de servir de
apoio para cursos de AL ministrados na UFPR, imaginei que o alcance das mesmas pudesse
ultrapassar os limites da instituicdo em que leciono.

Embora possa ndo parecer claro, tentei escrever essas li¢des no estilo da renomada colegao
Schaum, isto é, o contetido é, em boa parte, trabalhado via exemplos e exercicios resolvidos.
Além disso, esse livro estd dividido em duas partes. A primeira delas (P1) se estende até o
tinal da secdo 6.2, incluindo alguns exercicios da 6.4. A segunda (P;) vai da se¢do 6.3 até o
final do livro.

Nossa abordagem é distinta das adotadas na maioria dos livros-texto. Em Py, tentamos fazer
uma transicdo suave da geometria analitica (GA) em R? e R® para a AL do R". Nessa “pas-
sagem de bastdo” para n = 4,5, ..., 0 escopo é mais geométrico e alguns resultados mais
abstratos, ndo (ou parcialmente) demonstrados em Pq, sdo demonstrados em P;.
Esperando que o(a) leitor(a) tenha absorvido essa generalizagéo,® fazemos outra transi¢ao
sutil, do R" para o espagco R"*" das matrizes com m linhas e n colunas e, depois, seguimos em
“movimento inercial” para escalonamento de matrizes, sistemas lineares e um estudo operaci-
onal, similar ao de um formuldrio de algum manual de tabelas e férmulas, de determinantes,
com énfase (apenas) na resolugdo de exercicios.

Convém ressaltarmos que, a rigor, a utilidade da teoria de determinantes é apenas tedrica.

! Algumas partes do texto estdo escritas em primeira pessoa (do plural).

2www.ufpr.br/~jrrb. A propésito, nesse endereo eletrdnico, os leitores poderao encontrar a errata desse
livro.

3Inclusive, na segdo 2.6, apresentamos parte de uma “AL no R>”.
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8 CAPITULO 1. ORIGEM, OBJETIVOS E DIRETRIZES

Na prética, por exemplo, a obtengdo dos autovalores de uma matriz n por n arbitraria, caso
n seja suficientemente grande, calculando-se as raizes do polindmio caracteristico dessa matriz, é
uma tarefa (a tempo polinomial) com quase nenhuma possibilidade de sucesso para a comple-
xidade computacional bindria atual. Mesmo que n ndo seja tdo grande, o custo computacional
desse célculo é muito alto. Por outro lado, para n = 2,3, 4, por exemplo, é muito provavel
que os estudantes consigam realizar o cdlculo de determinantes com o conhecimento adqui-
rido no ensino médio.

Na sequéncia, ainda em Py, entramos “matricialmente” - sem nos afastarmos do escopo ge-
ométrico supracitado - no estudo de funcdes lineares e suas diagonalizagdes e, s6 depois dessa
abordagem mais aplicada/concreta, apresentamos escalares e “espagos” mais gerais.

Em todo esse trajeto, a abstracdo vai aumentando gradualmente, que é o processo natural
para quem estd se ambientando com algum conhecimento novo.

Ao longo do texto, as notas de rodapé tém um papel importante e devem ser lidas como
parte integrante dele, para quem estiver cursando AL pela primeira vez. O mesmo vale para
demonstracoes de alguns resultados e resolugdes, dicas, sugestdes e respostas de alguns
exercicios, quando o texto estiver escrito no mesmo tamanho das notas de rodapé. Por outro
lado, para quem j4 cursou AL, a leitura pode ser feita em ritmo de revisdo.

Por terem um “sabor” semelhante ao de P, recomendo os seguintes livros:

VETORES E MATRIZES

UMA INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR
NATHAN MOREIRA DOS SANTOS
4A.EDICAO - 2007

THOMSON

INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR
GILBERT STRANG

TRADUCAO DA 4A.EDICAO
NORTE-AMERICANA

LTC

e

Deliberadamente, ndo inclui (ou adiei) demonstrac¢des de alguns resultados em Py, pois ela
foi concebida para cursos introdutérios ou mais aplicados (engenharias, por exemplo). Lei-
tores interessados em preencher essas lacunas sdo convidados a recorrer a outros livros da
area (como os supracitados) ou tentar entender P, antecipadamente, onde adotamos uma
abordagem de um segundo curso (ou de um curso honors) de AL e, como dissemos, demons-
tramos resultados que tinham sido apenas enunciados (ou parcialmente demonstrados) em
P1. Além disso, em P, resultados (tradicionalmente) demonstrados via determinantes (em
outros livros) sdo obtidos via determinant-free proofs, na linha do artigo

DOWN WITH DETERMINANTS
SHELDON AXLER
https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/awards/Axler-Ford-1996.pdf

Assim, alunos da matemadtica também podem utilizar essas li¢des, ficando P; como aplica-
¢des/exemplos de Ps.
Em linhas gerais, para Py, seguimos a abordagem do excelente livro:

LINEAR ALGEBRA DONE RIGHT
SHELDON AXLER
3RD EDITION
SPRINGER VERLAG

doravante referenciado simplesmente por AXLER.
O capitulo 7 dessas licdes é a “j6ia da coroa”. Nele é feita uma andlise pormenorizada de



projecdes ortogonais e minimos quadrados, fundamentais nas dreas de otimizagio e estatistica.
Contudo, o teorema espectral real/complexo e a forma de Jordan sdo os resultados mais impor-
tante do capitulo 7 (e talvez da AL), onde serdo (rigorosamente) demonstrados. Para darmos
uma nogdo rudimentar desses resultados, consideraremos o seguinte:

Na matemaética existem objetos que representam toda uma classe de outros objetos. Por
exemplo, a fracdo irredutivel 1/2 representa qualquer fracdo da lista

2 34 ;
16 g &t

Apresentaremos, para uma matriz quadrada A arbitraria, uma matriz | (de mesmo tama-
nho) que representa A, onde existem matrizes quadradas (ditas blocos de Jordan), em geral de
tamanhos variados, cujas diagonais principais coincidem com partes da diagonal principal de
J. Além disso, s6 existem zeros (entradas nulas) fora dessa “diagonal de blocos”. (Confira a
figura 1.1 para uma ilustracao.)

Figura 1.1: Forma de Jordan

Observamos que a figura 1.1 é uma representacdo qualitativa da forma de Jordan de uma
matriz. Assim, os tamanhos dos seus blocos podem diferir dos apresentados nessa figura.*
Embora todas as matrizes possam ser representadas por suas respectivas formas de Jordan,
algumas delas podem ser representadas por matrizes diagonais ainda mais simples, com
todas as entradas, fora de suas diagonais principais, nulas.” Essa propriedade est4 estabele-
cida no teorema espectral supracitado.

*A demonstragao do teorema da forma de Jordan estd baseada (principalmente) no lema 2 do capitulo 7,
onde seguimos de perto outro excelente artigo:

A SHORT PROOF OF THE EXISTENCE OF JORDAN NORMAL FORM
MARK WILDON, ROYAL HOLLOWAY, UNIVERSITY OF LONDON
SNote que, em termos de processamento (e, em particular, armazenamento) de dados, caso uma matriz ndo
diagonal A seja n por n, tenha m > n entradas nao nulas e possa ser representada por uma matriz diagonal D,

é mais fécil lidarmos com as n entradas da diagonal principal de D (que sdo as tnicas informacdes relevantes
dessa matriz) do que com as entradas de A, pois n < m < n-.




10 CAPITULO 1. ORIGEM, OBJETIVOS E DIRETRIZES

Em tempo:

- A subsecdo 7.6.3, dltima do livro, é de autoria do Professor Marcelo Muniz Silva Alves,
meu colega do DMAT da UFPR.® Nela, é apresentado um método mais eficiente para
a obteng¢do da forma de Jordan, via diagramas de pontos;

- A apresenta¢do das notagdes de alguns objetos mateméticos apresentados em P; foi
postergada para Py;

- Apenas enumeramos férmulas referenciadas ao longo do texto;

- Em geral, os exercicios foram enumerados e os exemplos, por estarem mais fragmen-
tados, ndo foram numerados;

- Como utilizamos demonstragdes algoritmicas para alguns resultados, partes delas po-
dem ser reescritas como comandos em alguma linguagem de programagao;

- O pré-requisito para a leitura de P; é um curso de GA e, no inicio do capitulo 2, fazemos
uma revisdo de GA em R?;

- Na produgdo do texto e de suas figuras, utilizamos o IXTEX, que é uma bem conhecida
linguagem cientifica de editoracao eletronica, e o TikZ, que é uma ferramenta poderosa
para a geragdo de figuras e graficos na linguagem supracitada. Assim, esperamos que
a leitura seja “agradédvel aos olhos”.

Como conclusdo desse capitulo, gostariamos de expressar que a matematica e algumas dreas
do conhecimento podem ser vistas como linguagens, ou seja, do mesmo modo que portu-
gueés, inglés, francés, etc., podemos considerar “matematiqués”, “fisiqués”, “quimiqués”,
“informatiqués”, “economés”, etc. O dominio dessas linguas ndo ocorre antes de apren-
dermos o “bé-a-ba” delas e, depois de vencida essa etapa preliminar, é preciso estudé-las e
pratica-las para que alguns equivocos ndo sejam cometidos. Sem esse nivel de comprometi-
mento, ndo é facil fazermos um estudo avangado dessas linguas, pois, como diz o ditado, “O
avangado é fazer o basico bem feito!”. Por outro lado, para sermos fluentes, além de estudo
e prética, é imprescindivel que saibamos utilizar os jargdes da lingua estudada. Assim, a
imersdo numa liguagem é fundamental e o hdbito de estudarmos (somente) nas vésperas
das provas deve ser evitado.

Sugestdes para o aprimoramento e/ou a clareza desse livro serdo muito bem vindas. Se-
rei, ndo s6 grato, mas também todo “ouvidos e olhos”.

® Agradeco ao Professor Marcelo pela gentileza de ter cedido o material dessa subsegéo e por ter feito varias
sugestdes na redacdo do livro. Nesse contexto, também sou grato pelas intimeras sugestdes de formatagdo e
gramatica fornecidas por outro colega do DMAT, Professor Adam Luiz de Azevedo.



Capitulo 2

O espaco vetorial R"”

2.1 Geometria analitica do R?

Figura 2.1: Adicdo de dois vetores e multiplicacdo de um vetor por um escalar

awcoma > 1

u
/w/ awcom0 < a <1
/
.

lXWCOl’n—1<lX</

aw com & < —1

Em GA, define-se o espago R? dos vetores u, v, w, etc.,! dotado de duas operagdes definidas
coordenada-a-coordenada: a adigdo de u e v, denotada por

u-+tv,
e a multiplicacdo de w pelo escalar «,> denotada por
aw,

conforme ilustradas na figura 2.1. Além disso, o espago supracitado é dotado do produto
interno (ou escalar) de u e v, denotado por

u-v

e calculado pela soma dos produtos das coordenadas respectivas de u e v, e do médulo (ou
comprimento) de w, definido por

|w| = vw-w uc3

!Esses vetores sdo representados por pares ordenados de ntimeros reais.
2 é um ntmero real.
30u seja, unidades de comprimento.

11



12 CAPITULO 2. O ESPACO VETORIAL RN

Obviamente, podemos calcular u + w, v+ w, au, av, u - w,
v-w, |ul|, |v]| e, no lugar de u,v,w e a, utilizar x,y,z,a,
etc., como vetores e A, a, x,t, etc., como escalares.

Essas operagdes satisfazem algumas propriedades,* que podem ser demonstradas ou justi-
ficadas geometricamente,5 algebricamente e numericamente.
Para os exercicios dessa se¢do, considere:

ei=(1,0)ej=(0,1), conforme a figura 2.2.

Figura 2.2: “Base canonica” de R?

i lil=1il=1ue

L

e Em geral, u, ve w tém a origem do plano cartesiano como ponto inicial, conforme a
figura 2.3.

Figura 2.3: Vetores com pontos iniciais na origem

Y v

e Angulos serdo medidos em radianos. Contudo, eventuais respostas poderdo vir em
graus.

2.1.1 Exercicios sobre vetores em IR?

1. Para qual valor de x os vetores u = (1,x* — 1) e v = (x +2,0) verificam a igualdade
u=v? | RESPOSTA || x = —1.

2. Se o vetor u tem moédulo igual a 3u.c.e o vetor v tem médulo igual a 2 u.c., qual é
0 maior (respectivamente, menor) valor que o médulo da soma u + v pode assumir?

“Comutatividade tanto da adi¢do quanto do produto interno de vetores; o médulo do mdltiplo escalar de
um vetor é igual ao produto do médulo desse escalar pelo médulo desse vetor; 0 = (0,0) é o elemento neutro
aditivo; etc.

5Por exemplo, a comutatividade da adi¢do de vetores est4 ilustrada na figura 2.1.



2.1. GEOMETRIA ANALITICA DO R? 13

|RESPOSTA |1 u.c. < |u+v|| < 5u.cb

v
Ivi*

3. Sejamv #0O0eu =

(a) Verifique que u é unitdrio, isto é, [u| = 1u.c., e de mesma dire¢do e mesmo sentido
que v.”

(b) Determine use v = (—8,6). RESPOSTA |u = (—4/5,3/5).

4. Deve ter sido visto em GA que, para quaisquer vetores u, ve w e para cada escalar «,
as seguintes propriedades sdo validas:

. (v + u) W=V - W+UuU-w; (DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO EM RELACAO A SOMA)
-v-u=u-v; (COMUTATIVIDADE DO PRODUTO)
- v (au) = (au) -v=a(u-v); (ASSOCIATIVIDADE)
- w| = Vww. (DEFINICAO DE MODULO)

Sejam u e v unitdrios. Utilize as propriedades supracitadas para calcular o produto
interno dos vetores dados para cada um dos itens seguintes:

(a) ue —u. | RESPOSTA | —1.

(b) v+uev—u. RESPOSTA || 0.8

6| SUGESTAO

Por um lado, como deve ser de conhecimento comum, vale a seguinte desigualdade triangular:

la+v] < Juf+|v]-
Por outro, essa desigualdade aplicada a soma
w=(u+v)+(-v)
e o uso da igualdade
[=vl =¥l

acarretam a desigualdade
lall = vl < Jutv].

7| SUGESTOES
1

Parav = (x,y), determine u. Entao, calcule |u|. Para outra resolugdo, como v # 0, considere « = W © calcule,
portanto, o médulo de u = av.

o RESOLUCAO

(vHu)-(v—u)=(v+u) (v+(-1)u)
=v-(v+(-Du)+u-(v+(-1)u) (DIST.)
=v-v+(-1)(u-v)+u-v+(—1)(u-u) (DIST.,, COMUT., ASSOC.)
= |v[*~u-v+u-v—|u|® (DEE.MOD.)
=1—-0—1 (u,vUNITARIOS)
=0.



14 CAPITULO 2. O ESPACO VETORIAL RN

(c) v—2uev+2u | RESPOSTA || —3.
5. O angulo 6 entre dois vetores ndo nulos, u e v, de medida entre 0 e 7t radianos, satisfaz
a condicao
u-v
cosf = ———. (2.1)
ull vl

(a) Verifique a validade de (2.1) para u e v unitarios e tais que:’
i. o angulo entre u e i mede 77/3, o angulo entre ve i mede 27t/3 e 0 = 71/3;
ii. o angulo entre u e i mede 77/4, 0 angulo entre veimede 37t/4e 6 = /2.
(b) Verifique a validade de (2.1) em geral, a partir das duas etapas seguintes:

i. Esboce o grafico da fungdo f(0) = cos 6 para 6 entre 0 e 7t radianos. Observe
que, para cada nimero real r entre —1 e 1 (no eixo das ordenadas), existe um
tnico 6 = 6(r) entre 0 e 7t (no eixo das abcissas) com r = f(6);

ii. Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz,'”
u-v| <[l v,
para demonstrar que
u-v
[ul vl

é um numero r entre —1 e 1.

6. Considere que u = (x,y) € R? é unitario e 6 é o angulo entre u e i.

(a) Verifique:

u = (cosf,sen@)
= cosfi+senbj.

(b) Determine u para cada # dado a seguir:
i. 0;
ii. 71/6;
iii. 7t/4;
iv. 71/3;
v. 7T/2;
vi. 37t/4.

7. Sejav = (x,y). Seja 6 o angulo entre v e i.
(a) Verifique que tan§ = £.11
(b) Determine 6 para v = —4i + 3;j.

o]

Utilize o exercicio 6 dessa subsegédo, para obter as coordenadas deuev.
10possivelmente estudada em GA.

1 SUGESTAO

Sem perda de generalidade, suponha que v é unitdrio. Agora, aplique o item (a) do exercicio 6 dessa subsecéo.
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8.

10.

(c) Determine 6 parav =i —j.

Calcule
u-v=|uf|v]cos 6,12

Caso:

(@) ue vsejam unitarios e representem lados de um tridngulo equilatero;

(b) u seja unitario, esteja na bissetriz do primeiro quadrante e v = —%i.

Dizemos que dois vetores ndo nulos, u e v, sdo ortogonais (entre si) quando
u-v=0="5
Denotamos a ortogonalidade entre esses vetores por u L v.

(a) Considere u = i, v = j e u+ v. Por um lado, verifique que u L v. Por outro,
calcule |[uf, [v] e |u+ v|. Assim, verifique que |ju + v|* = [u|* + |v|>*.

(b) Faga como no item (a) (dessa questdo), considerando, agora, u = <\/§, \/§> e

(c) Utilize o teorema de Pitdgoras, estudado na geometria plana, para demonstrar que,
caso u e v sejam ortogonais em R?,

2 2 2
lu+v]|" = Jul|” + [lv]*. (2.2)
(d) Demonstre (2.2) sem utilizar o teorema supracitado.'*

Obtenha a equagdo vetorial da reta r que passa pelo ponto (final de) xo com vetor diretor (ou
na diregio do vetor) a, isto €,

r: x=xp+ta, teR,

para:
(@ xo=(1,2)ea=(1,1);
(b) xo=(1,-2)ea=(-1,2);
() xo=(2,2)ea=1i;
(d) xo = (2,2) ea =j.

Além disso, para cada item dessa questdo, quando possivel, determine a equagdo afim
y = ax + b da reta r obtida.’®

12Cf.(2.1), p. 14.
13Confira o exercicio 8 dessa subsecao.

4 SUGESTAO

Utilize o seguinte resultado:

Jutv[* = (utv) (u+v).

o]

A equacdo afim ndo pode ser obtida no item (d).
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11. Casores sejam duas retas com vetores diretores ve w, respectivamente, elas sdo:

- paralelas quando seus vetores diretores sdo miiltiplos escalares um do outro, ou seja,
para algum escalar ndo nulo «,
W = av.

- perpendiculares quando v L w.

Dé exemplos de retas que sejam paralelas (respectivamente, perpendiculares). Escreva
as equagdes vetoriais dessas retas.



2.2. RN, O ESPACO EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL 17

2.2

2.2.1

R", o espaco euclidiano n-dimensional

Além de vetores em R?, podemos considerd-los em R3 ¢, em geral, em R", onde
n é um inteiro positivo arbitrdrio. Passamos, portanto, do plano para o espago
ou hiperespago. Nesse capitulo, estudaremos esses (hiper)espagos. No capitulo 3,
veremos que esses espagos e 0s espagos das matrizes sdo “indistinguiveis”.

Notacoes e defini¢des iniciais

x € R" representa uma n-upla ordenada, cujas coordenadas (ou componentes) sdo os ni-
meros (reais) da lista x1, ..., x;;, nessa ordem, isto é,

X=(Xx1,...,Xn).

x também pode representar uma matriz n x 1, cujas entradas (da sua tnica coluna) sdo
os numeros da lista supracitada, dada por

X1

Xn

| EXEMPLO]
Em R*, podemos escrever

x=(1,2,3,4) ou x=

= W N -

Caso tenha n coordenadas, diremos que x é um vetor em/do/de R".

Sem perda de generalidade, nesse capitulo, assim como nos
capitulos 3 e 4, “vetor” significard “vetor em R"".

Do mesmo modo que representamos x, um vetor denotado por outra letra, digamos y,
pode ser representado por

LA

y= W1 yn) ouy=| :
Yn

A palavra “ordenada” supracitada tem relagdo com a ordem das coordenadas dos ve-

tores, ou seja, caso x e y sejam dois vetores tais que x =y,

xi=vy, i=1,...,n

EXEMPLO
Em R?, (1,2) # (2,1).
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e Em IR", a soma dos vetores x e y é o vetor x + y, cuja i-ésima coordenada é dada por

xi+y, i=1,...,n

| EXEMPLO|
EmRR3, sex=(1,2,3) ey = (—1,1/2,1),entdiox +y = (0,5/2,4).

e Dados o vetor x € R" e o escalar « € R, o vetor ax, cuja i-ésima coordenada é dada por
ax;, 1=1,...,n,

é chamado de produto por escalar.

EXEMPLO

3/2
3

EmIRZ,seoc:%ex: {

},entéoocx: { 1

1/2}

2.2.2 Propriedades que caracterizam R"” como um “espaco vetorial”

Para quaisquer vetores x, y e z em R" e escalares « e f em IR, as seguintes propriedades sao
validas:

l. x+y=y+x; (COMUTATIVIDADE DA ADICAO)
2. (x+y)+z=x+(y+2z); (ASSOCIATIVIDADE DA ADICAO)
3.0=(0,...,0) e R" étalquex+ 0 = x; (EXISTENCIA DO VETOR NULO)
4 —x=(—1)xétalquex+ (—x) =0; (EXISTENCIA DE VETOR SIMETRICO)
5. a(x+ y) = aX+ «y; (DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO (POR ESCALAR) EM RELACAO A SOMA DE

VETORES)

6. (tx + ﬁ)x = &X+ ,BX; (DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO (POR ESCALAR) EM RELACAO A SOMA DOS

ESCALARES)
7. (aB)x = a(px); (ASSOCIATIVIDADE DO PRODUTO POR ESCALAR)
8. Ix=x. (ELEMENTO NEUTRO DO PRODUTO POR ESCALAR)

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 1

Como visto no inicio dessa secdo, a igualdade dos vetores x +y e y + x é equivalente a igualdade das suas

i-ésimas componentes, i = 1,...,n. Essas i-ésimas componentes sdo dadas por x; +y;ey; +x;,i =1,...,n.
Portanto, como a adigdo em R é comutativa,® temos xi+yi=y;+x,i=1,...,n Portanto,x +y =y + x.
| EXERCICIO |

Demonstre as propriedades 2-8 supracitadas.

OBSERVACAO
Para quaisquer vetores xey em R”, x —y := x+ (—1)y.

16Lembrem-se do “mantra”: a ordem das parcelas nio altera a soma.
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2.3 Produto interno, médulo, angulo e ortogonalidade em IR”
Produto interno. O ntmero real

Xy =X1Yy1+ -+ XnlYn

é chamado de produto interno (ou escalar) dos vetores x e y.

| EXEMPLO]
In2 -1
EmR3 sex= | 3/V2 | ey= 1 ,entdox -y = In(1/2).
-3 cos
OBSERVACAO

Para quaisquer vetores x, y e zem IR"”, valem as seguintes propriedades:

lL.xy=y'x (COMUTATIVIDADE DO PRODUTO)

2. x-(y+2) = x-y+ X Z(DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO (INTERNO) EM RELACAO A SOMA
DE VETORES)

3. a e R=a(x-y) = (ax) -y = x- (ay); (ASSOCIATIVIDADE) !

4. x-x>0ex-x=0se, e somente se, x = 0; (NAO NEGATIVIDADE)

5. x-0=0. (VETOR ANULADOR)
| EXERCICIO |

Demonstre as propriedades supracitadas.!

Moédulo. O ntimero real ndo negativo

Ix] = vx-x

= x%+...+x%

é chamado de médulo (ou norma ou comprimento) do vetor x.

| EXEMPLO |

17Na segunda igualdade, utilizamos a comutatividade supracitada, antes e depois da associatividade.
18 A propriedade do vetor anulador pode ser demonstrada diretamente da definicdo de produto escalar ou
da distributividade supracitada. De fato,

x-0=x-(0+0)
=x-0+x-0

e, para qualquer x € IR, 0 é o tinico nimero que satisfaz a equagdo x = x + 0.
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le-hw
a1

Em R*, se x = B , entao
V6
2 2
x| = /3 + 4 + (—v5) "+ V6
=V9+16+5+6
=6 u.c.
| OBSERVACAO|
Para quaisquer vetores x e y em IR” e cada escalar A € IR, valem as seguintes proprie-
dades:
1. | Ax]| = |A]|x]; (0 MODULO DO PRODUTO IGUALA O PRODUTO DOS MODULOS)
2. |x|| > 0e |x|| = 0se, e somente se, x = 0; (NAO NEGATIVIDADE)
3. x-y| < x|yl (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ)
4. x4yl < |x| + [yl (DESIGUALDADE TRIANGULAR)

| DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 3 |

Se y = 0, ambos os lados da desigualdade se anulam. Assim, seja y # 0. Como

0< (x+Ay)- (x+Ay) =x-x+2A(x-y) + A%(y-y),

em particular, se A = — %, temos

Y o2 )
0<x.x_ X ¥ ey (xy)
yy o yy vy

Portanto, multiplicando-se (2.3) por y - y, temos

0< (x-x)(y-y) - (x-y)?

ou seja,
Xy < x|yl

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 4 ‘

Ix+yl* = (x+y) - (x+y)
=X-X+2x-y+y-y
=[x +2x-y+|yl?
< X +20x - y| + llyl?
< x>+ 2)xll Iyl + lyl%,

onde utilizamos:

- na primeira e terceira igualdades, a defini¢do de norma;

(2.3)

- na segunda igualdade, a distributividade do produto interno em relagdo a soma de vetores e a

comutatividade do produto interno;
- na primeira desigualdade, que t < || para cada real ¢;

- na dltima desigualdade, a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Agora, basta aplicarmos raiz quadrada em ||x + y|2 < (|x| + |ly|D*.

EXERCICIO
Demonstre as propriedades 1 e 2 supracitadas.

Angulo. Caso x e y sejam vetores ndo nulos em R",

1< Y <,
x|yl

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela propriedade da ndo negatividade de
normas.'’ Portanto, como HXX\Iﬁ é um numero entre —1 e 1, existe um tnico angulo

6 = 0(x,y) (em radianos) entre 0 e 7t tal que

cosf = Y
Iyl

Definimos esse 6 como o dngulo entre os vetores x e y, conforme ilustrado na figura 2.4
para

. 2

Xy V2 .7
Xyl 2 4
Figura 2.4: 0 é o angulo entre xe'y
1
Xy o— 1N
IxHyl— v2 |
0 1 L
=7
—1
| EXEMPLO]
Em R, parax = (1,-1,0,2) ey = (—1, 1,1, _2>, x-y=—6,|x| = V6e|y| =3 uc
Entao,
—6
0 ~
T 24525

Portanto, 6 estd préximo de 7t radianos.

9Nesse caso, pela positividade das normas!
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Note que, agora, podemos calcular o produto interno (de
vetores x e'y arbitrdrios) por

x-y = [x]lly[ cos®.

Ortogonalidade. x e y sdo ditos ortogonais (entre si) quando x - y = 0, ou seja, um deles é o

vetor nulo ou o angulo entre eles é 7 radianos.

20

| EXEMPLO IMPORTANTE DE VETORES ORTOGONATIS |

Considere i € {1,...,n} e que e; seja o vetor do R” cuja i-ésima coordenada valha 1 e
essa seja a sua tnica coordenada ndo nula. Portanto, se j € {1,...,n}, entdo

0 £ ]
ei-ej: { sez%] (2.4)

| EXEMPLO|

1 sei=j.

Em R3, como e; = i, e; = j e e3 = k representam, respectivamente, as trés primeiras

colunas da matriz identidade 3 x 3,

ej-ep=ey-e=e3-e3=1;
ej-ep=ej-e3=¢ep-e3=0.

Utilize a comutatividade do produto interno, na iiltima
linha, para obter os trés produtos faltantes.

2.4 Retas e hiperplanos em R”

Vamos generalizar os conceitos de reta e plano vistos em GA.
Sejam xq e a vetores fixos, a # 0, x um vetor arbitrario e t um escalar que pode assumir
qualquer valor em R. Portanto:

1.

Por exemplo, em R3, se xg = (x0,Y0,20), @a =

a.

X = Xo + ta| representa a reta r que passa pelo ponto (final de) xy na dire¢io do vetor a;

a- (x —xg) = 0| representa o (hiper)plano I1 que passa pelo ponto (final de) xo com normal

(a,b,c) ex = (x,y,z), as equagdes paramétricas

de r e a equagio geral de 11 sdo dadas (respectivamente) por:

1.

2.

x=xp+ta, y=yo+th z=2z0+tc

, onde f representa um escalar arbitrario;

Para uma ilustragdo, veja a figura 2.5.

ax + by + cz = d|, onde d = axy + byo + czo.

20Por exemplo, em R?, x = (1,1) ey = (—1,1) sdo ortogonais.
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Figura 2.5: Reta r e plano ITem R®

E quanto as retas e aos planos que “passam” pela origem?

Seja xg = 0. Entdo, r e I podem ser representados respectivamente por:

1.

2.

\x:ta\'

la-x=0]

Para o exemplo em IR? supracitado, temos:

1.

x=ta,y=th z=tc|

ax +by+cz=0|

2.5 Subespacos de R"

Sao subconjuntos S de R" tais que:

1.0eS;

2. ax € §, para cada escalar « € R e qualquer vetor x € S;

3. x+y € §, para quaisquer vetores x,y € S.

| EXEMPLOS |

23
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- A reta (que passa pela origem)

S HI

é um subespaco de R?. De fato, 0 = { 0

0 } € §, pois as coordenadas do vetor nulo

satisfazem a equagdo y = x, isto §é,

x=y=0=y=nx.

Além disso,sex € Rex = {xl ],y: {x21 € S, ou seja,
n Y2

Vi = X1, 256
{ Y2 = X, 26)
entao
- ax = { z;l ] € §, pois, ao multiplicarmos a primeira igualdade de (2.6) por «,
1
temos
Yy =ah
= X1
= x"
| x1+x . .
-x+ty= { Y1+ 12 } € &, pois a soma dos membros correspondentes das igual-
dades de (2.6) é dada por
y=mn+ny
=X1+Xx2
= x.

- O plano (que passa pela origem)

S={x=(xyz) |x+y+z=0}

é um subespago de R3. De fato, 0 = (0,0,0) € S, pois as coordenadas do vetor nulo
satisfazem a equacdo x +y +z =0, isto é,

x=y=z=0=x+y+z=0.
Além disso, sex € Rex = (x1,y1,21),y = (X2,Y2,22) € S, isto é,

x1+y1+21:0,
Xo + Y2 + zp = 0,

entao:
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- ax = (axy, ay1,az1) € S, pois
axy +ay; +azy = a (v +y1 +21)
= «(0)
=0;
- x+y=(x1+x2,y1+Y2,21 +22) €S, pois

(x+x2)+ W +y2)+(z+22) =x1+ 02+ +y2+21+ 22
=X1+Yy1+z1+x2+Y2+22
=0+0
= 0.

- O conjunto
S={x=xyz)|x—y=0ez=0}
é um subespaco de R3. De fato, a reta (que passa pela origem)

S={x=1(1,1,0)|t e R}

representa a intersecdo dos planos (que passam pela origem) x —y = 0 ez = 0.2 Além
disso, é facil ver que S é a reta (2.5), agora representada por um subconjunto do R3.

Os trés exemplos anteriores ndo sdo casos isolados, pois,
pelo exercicio da subsegdo 2.5.1, quaisquer intersecoes de
hiperplanos, inclusive retas e planos, passando pela origem,
sdo subespagos de R".

| OBSERVACAO|
Para verificarmos que & C IR"” ndo é um subespago de IR", é necessario que alguma das
condi¢des seguintes seja vdlida:

- 0¢S;

- ax ¢ S para algum escalar « e algum vetor x de S;

- X+y ¢ S para algum par de vetores x ey de S.

| EXEMPLO]
O plano
x
S=4¢x=1|y x+y+z=1
z

ndo é um subespaco de IR3, por vérias razoes. Daremos trés:??

- 0 ¢ S, pois suas coordenadas sdo tais que 0 +0+0 # 1;
- Sea = —1lex =ep, entdo ax ¢ S, pois suas coordenadas sdo tais que —1+0+0 # 1;

- Sex =ejey=ey entiox+y ¢ S, pois suas coordenadas sdo taisque 1 + 140 # 1.

HVerifique!
22Escolha qualquer uma delas ou estabeleca a sua!
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2,51 Exemplo geral de subespaco: S gerado por r vetores

EXERCICIO |

Demonstre que S é um subespago de R". Aqui, tanto o vetor a quanto os vetores da lista

a;, ay, ..., a, (2.7)
estdo fixados em R".23
1. S ={0}; (SUBESPACO TRIVIAL)
2. § =RY% (SUBESPACO TRIVIAL)
3. S={xeR"|x=taet € R éarbitrdrio}; (RETA QUE PASSA PELA ORIGEM NA DIRECAO DO
VETOR a # 0)
4. S={xeR"|a-x=0}; (HIPERPLANO QUE PASSA PELA ORIGEM COM NORMAL a # 0)
5. S={xeR" laj-x=0ea; #0,i=1,2,.. .,r};24 (INTERSECAO DE v HIPERPLANOS QUE
PASSAM PELA ORIGEM COM VETORES NORMAIS NA LISTA (2.7))
6. Para r escalares arbitrarios, digamos ¢;,i =1,2,...,r,a soma

cia] +cpap + - - - 4+ cray (2.8)

é chamada de combinagdo linear (CL) dos vetores da lista (2.7). Seja S o conjunto de
todas essas combinacoes lineares. (SUBESPACO GERADO PELOS VETORES DA LISTA (2.7))

Qualquer subespaco S # {0} de R" é gerado por um niimero
finito de vetores, ou seja, é dado como no item 6 desse exercicio. A
demonstragio desse fato encontra-se na segio 6.3.

2.5.2 S gerado por r = 3 vetores em R*

Seci = —1,a1=(1,-1,2,3),c=2,a = (1,0,—1,%), c3=3eag= (%, 1,-1, —2), ento

57 19 7
c1a1 + coap + c3az = 1 1 5)€ S,

23 A resolugao desse exercicio encontra-se na subsegao 2.7.1.

24 EXEMPLOS

- Para
x + y + z =0
S = (x,y,z)e]R?”{ x — 2y + z = 0 ,,
x + y — 3 =0
n=r=3a=(111),a=(1,-21)ea; =(1,1,-3)
- Para
- 4 x + y + w = 0
S—{(x,y,z,w)e]RHx Y+ z _ 0},

n=2r=4,a=(1,1,0,1)ea = (1,-1,1,0).
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ou seja, esse vetor é uma CL de aj, ay e a3. Agora,sec; =1,cp = —1ec3 = —3, entdo

2

Para outros valores de cq, ¢; e c3, existe uma infinidade de combinacées lineares de aj, ap e
a3. Em particular, a; € 8. Analogamente, a, e a3 sdo combinagdes lineares de aj, a, e as.

Do mesmo modo, 0 € S.26 Portanto, nesse exemplo, os vetores 0, aj, ap, a3, (%, g, —%, —%),

17
cia; + cpap +czaz = (—1, —4,6, —) €S.

—1,-4,6, %) , além das outras possiveis combinagdes lineares de aj, a; e a3, % representam
os vetores de S.

2.5.3 Bases,LIelLD
Caso S seja o subespago de IR" gerado pelos r vetores da lista (2.7), isto &,
S = {x c R" } x é dado por (2.8), com c; arbitrario, i = 1,2, .. .,r} ,

diremos que {aj, ay,...,a,} é uma base de S se, e somente se, esses r vetores forem linear-
mente independentes (LI), ou seja, a tinica solucdo da equagao

x1a1 +xqap + -+ +x,a, =0

for trivial, isto é, dada por
X1=xp=---=2x,=0.

Caso a solugdo trivial ndo seja a vinica solugdo, diremos que os r vetores supracitados sdo LD.

EXEMPLOS EM R3
- Considere a; = (1,-1,1),ay = (—1,1,2) eas = (0,0,3). Seja

S ={x|xéumacLdea aea3}

o subespaco gerado por aj, ay e a3. Assim, para que {aj, ay, a3} seja uma base de S,
esses trés vetores devem ser LI. Contudo, os vetores aj, a; e a3 sdo LD, pois a equagao
x1a; + x2a2 + x3az = 0 admite, por exemplo, a solugdo ndo trivial dada por x; = 1,
xp =1lexs=—128 Logo, como a3 é uma CL de a; e ap, a3 pertence ao subespago S
gerado por aj e ay, ou seja,

a3 € S = {x|xéumacLdeajea}.
Por outro lado, a; e ap sdo LI, pois

x1a1 + xpap = 0 <= (x1 — X, —x1 + X2, %1 + 2x2) = (0,0,0)

xl—x2:0
x14+2x, =0

< x1 =x =0.

Portanto, {a;,a,} é uma base de S.

25De fato, considere ¢c; = le ¢y = c3 = 0.

26Basta considerarmos ¢; = ¢, = c3 = 0.

27Obtidas ao atribuirmos valores quaisquer aos escalares c1, ¢ e c3.
ZBDe fato, az = aj + ap.
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- e, ey e e3 sd0 LI, pois, claramente, xje; + xpex 4+ x3e3 = 0 admite somente a solugdo
trivial x; = xp = x3 = 0. Além disso, esses vetores geram S = R3. De fato,

X1
X= | Xp | <= X=x1€1 + Xpe3 + Xx3€3.
X3

Entdo, {e1, ey, e3} é uma base de S.

OBSERVAGOES |

e Pode ser demonstrado que {xj,x2,...,X,} é uma base de R" se, e somente se, cada
x € R" pode ser escrito de modo tinico como uma CL dos vetores dessa base.?’

e Caso x1,Xp,...,X; seja uma lista de vetores em IR", demonstra-se a equivaléncia das
seguintes afirmagdes:

- Esses vetores formam uma base de IR”.
- Esses vetores geram R".

- Esses vetores sdo LI.

Essa equivaléncia é vdlida para todo inteiro positivo n, conforme o resultado (R9) do
capitulo 6.3 Na secdo 2.6, dedicada exclusivamente ao espago vetorial R3, demostra-
remos a equivaléncia supracitada para o caso n = 3.

2.54 Dimensao
Seja S um subespago de IR". Na subsegdo 6.3.1, serd demonstrado que:
e S tem uma base constituida por r vetores, isto é, S é gerado por r vetores L1.3!

e Qualquer base de S tem 0 mesmo ntimero de vetores, isto é, para duas bases quaisquer
de S, uma com ry vetores e a outra com r;, vetores, temos

r1 = ro.

Nesse caso, esse nimero comum de vetores de qualquer uma das bases de S é cha-
mado de

dimensdo de S

e denotado por
dim S.

| EXEMPLOS |

2Cf. asecdo02.7, exercicio 6.

30Cf.p. 154.

31Como vimos na subsecdo 2.5.1, S é gerado por vetores de uma lista finita. Caso esses geradores nao sejam
LI, poderemos descartar todos os vetores dessa lista que forem combinagdes lineares dos demais, restando
apenas vetores LI na lista supracitada.
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- No primeiro exemplo da subsecdo 2.5.3, S é um subespaco de R?® com dim S = 2, ou
seja, S é um plano que passa pela origem do espaco euclidiano tridimensional.

. Para S = R?, é facil ver que {ej, ey, e3,e;} é umabase de S e dim S = 4.3

. Ainda em R*, considere o subespaco S gerado por a; = (1,1,0,0), a2 = (0,1,1,0) e
a3 = (0,0,1,1), isto é, cada elemento de S pode ser escrito da forma cja; + cxay + c3a3
com ¢y, ¢p e c3 em IR. Note que, aj, ay e a3 sdo LI, pois

x1a; + x0ar + xzaz = 0 <— (xl,xl + X9, X0 + X3, X4) = (O, 0,0, 0)
< x1 =x)=x3=2x4 =0.

Assim, S é um subespago de R%, {aj, ay,a3} ¢ uma base de S e dim S = 3.

- Se considerarmos a; = (1,1,0,0), a = (0,1,1,0) e a3 = (1,2,1,0), entdo {aj, ay, a3}
ndo é uma base de um subespago de R4, pois aj, ap e a3 sdo LD. De fato, xja; + xpay +
x3az = 0 admite, além da solugdo trivial, a solugdo x; = x = 1 e x3 = —1, por
exemplo. Note que, a3 = a; + ap pertence ao subespaco S gerado por a; e ap. Portanto,
como aj e ap séo L1,%® {aj,ay} é uma base de S e dim S = 2.

| EXERCICIO |
Demonstre que dim R” = 7, pois {ej, ey, ..., e, } é uma base de R".3*

2.5.5 Ortogonalidade e ortonormalidade

Casoaj, ay, ..., a, seja uma lista de vetores ndo nulos em IR” e ortogonais entre si, isto €, para
quaisquer indices i e j tais que i # j, a; - a; = 0, diremos que {aj, ay, ..., a,} € (um conjunto)
ortogonal.

EXEMPLO
Em R4,
-1 1 0
1 0 1 ;
aa=| 4 [ a=| 8= _4 | {ay,ay,a3} é ortogonal.
0 2 1/2
TEOREMA |

Os r vetores de um conjunto ortogonal {ay,...,a,} C R" sdo LI,
ou seja,

ortogonalidade = independéncia linear.

32 Analogamente, para S = IR3, confira o tltimo exemplo da subsecéo 2.5.3.
BVerifique!
34Essa base é chamada de canénica.
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DEMONSTRACAO
Caso a; seja um dos vetores da lista aj, ay, . . ., a, e multipliquemos ambos os membros da CL nula

cla; +cay+---+ca, =0

por a;,
cla;-aj+---+ci1a;1-a;+c6a;-a;+cip1a;01-a;+ -+ crar-a; =00 a;. (2.9)

Como, paraj #i,a;-a; = 0,% (2.9) pode ser reescrita como
cia; - a; = 0,
ou seja, ¢; = 0.36 Finalmente, como i é arbitrario,
cp=c=---=¢=20

e, assim, os r vetores supracitados sdo LL

| EXEMPLO]
Seja S o subespago gerado pelos trés vetores dados no primeiro exemplo dessa subsecao.
Assim, como aj, ap e a3 sdo LI, dim S = 3.

Diremos que uma base {ai,ay, ..., a,} de um subespaco S é
ortonormal, caso seja ortogonal e tenha r vetores unitdrios, isto
é, de comprimento unitdrio.

Assim, como ||VT|| é unitdrio para qualquer vetor v # 0, temos que, se {al, a,..., ar} é uma
base ortogonal, entdo

{ar/llar]l, a2/ llaal, - -, ar /a3

é uma base ortonormal de S.38

| EXEMPLOS |

- O conjunto

{(_LLL(J) <L0Li> (og_gl)}
\/gl \/g/ \/§’ 4 \/6/ 4 ‘\/61 \/6 7 4 3/ 3’ 3
é uma base ortonormal do subespago & dado no segundo exemplo dessa subsecao.

- Em R", {eq,ey,...,e,} é ortonormal.®

%5Pela hipétese da ortogonalidade entre os r vetores da lista supracitada.
36De fato, a; # 0.
37De fato, seja a = HlTH Entao,

A"
M = [av]|

= [al[v]
1
= vl
vl
=1lu.c
38Pelos exercicios 6 e 9 da secao 2.7, podemos “ortonormalizar” qualquer base de S e (prontamente) deter-

minar as “coordenadas” de qualquer vetor de S na base “ortonormalizada”.
3Ct. (2.4), p. 22.



2.6. O ESPACOR3 31

2.5.6 Subespacos de subespacos

Sejam S e S; subespacos de IR” tais que S1 C Sp. Nesse caso, dizemos que &1 é um subespago
de 452.

OBSERVACAO

Via (R8) do capitulo 6,*° demonstra-se que
dim &7 < dim Sy,

onde a igualdade é obtida se, e somente se, S; = Ss.

| EXEMPLO]
Em IR"”, considere que &; é uma reta que passa pela origem e S, é um plano que contenha
essa reta.

2.6 O espaco R’

Apresentaremos uma nova abordagem para alguns tépicos de GA no espago R® e, simul-
taneamente, demonstraremos alguns resultados da AL nesse espago. Assim, considere os
vetores X,y,z € R3.

2.6.1 Projecao ortogonal de x sobre y

Sey #0e ) = %, entdo o vetor x — Ay é ortogonal ao vetor y.

DEMONSTRACAO
Pela linearidade do produto interno e da defini¢do de A, temos

(x=Ay) y=xy—Ay-y)
=0.

Ay é a projecio ortogonal de x sobre y, conforme ilustrada na figura 2.6.

Figura 2.6: Projecdo ortogonal de x sobre y

X — Ay
Ay
R ——
y
| EXEMPLO |
X = (1/110)/}’: (0/1/1) = A= %/X_/\y: (1'%1_%>

40Ct.p.154.
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2.6.2 Produto vetorial de x ey

E definido por

X Xy 1= (X3 — X3Y2, X3y1 — X1y3, X1y2 — Xoy1) 2

EXEMPLO
x=(1,1,0),y=(0,1,1) = xxy=(1,-1,1).

OBSERVACAO
O produto vetorial é antissimétrico e linear, ou seja,

XXy=—yXX

(ax + Bz) xy = a(x X y) + B(z x y),

onde « e B sdo escalares reais quaisquer.

| EXERCICIOS |

1. Demonstre a antissimetria e a linearidade do produto vetorial.

2. Verifiquequei xj=k kxi=jejxk=1i.

2.6.3 Relacao entre projecao ortogonal e produto vetorial

Se Ay é a projecdo ortogonal de x sobre'y, entdo

[x <yl = lyllx—Ayl. (2.10)

| EXEMPLO]
Para x e y dados nos exemplos das subsecdes 2.6.1 e 2.6.2, ambos os membros de (2.10) sdo

iguais a v/3.

DEMONSTRACAO DE (2.10)

#1Uma mneménica para essa expressao é dada pelo “determinante”

i j ok
X1 X2 X3
Yi Y2 Y3

XXy=
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Basta observarmos que
Ix % y1I7 = (xays — x3y2) + (x3y1 — x1y3)” + (¥192 — x291)°
= (x% +5 + x%) (]/% +y5+ ]/%) — (xiy1 + x2y2 + x3y3)°
= [xIPlyl® = (x-y)?

= Iyi? (12 - 58

lyl?
_ 2 _ X Y)
= X—Ay) - x POISA = —=
IyI2(x— Ay) ( 2
= lyl*(x = Ay) - (x—Ay) (POIS (x — Ay) - Ay = 0)
= |yl?Ix — Ay|*.

2.6.4 Dependéncia linear e produto vetorial

xeysioLD <= xxy=0.

| EXEMPLO |

Para os exemplos das subse¢des 2.6.1, 2.6.2 e 2.6.3, x e y sdo LI e tem produto vetorial ndo
nulo.

DEMONSTRACAO

Por um lado, suponha que os vetores sejam LD, ou seja, y = «&x, para algum « € R. Portanto,

X Xy =XXax
= a(x X x) (PELA LINEARIDADE DO PRODUTO VETORIAL)
= a0 (PELA ANTISSIMETRIA DO PRODUTO VETORIAL)
=0.

Por outro, suponha que o produto vetorial seja nulo e um dos vetores, digamos, y, seja nao nulo.*? Como
[x — Ay| = 0,% temos x = Ay, ou seja, x e y s&o LD.
2.6.5 Produto mistodex,yez

E o escalar definido por
(x,y,z) ==x-(y x z).
Note que, (x,y,z) = (y X z) - X, pela comutatividade do produto interno.

| EXERCICIOS |

1. Verifique que o produto misto pode ser obtido pelo determinante

X1 Y1 21
(x,y,2)=|x2 Y2 22
X3 Y3 Z3

40 caso x = y = 0 é trivial.
Por (2.10).
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2. Verifique que (x,x,y) = (y,x,y) =0, isto €,
(xxy)-x=(xxy)y=0,
ou seja, x X y é ortogonal aos vetores x e y.

3. Utilize o exercicio 1 dessa subsegdo, para demonstrar que

(xy,z) = (z,xy)
(v,2,%)

—(y,x,z)

= —(z,y,x),

isto é,

x-(yxz)=z-(xxy)
y- (zxx)
—ly- (xxz)]
=~z (y xx)].

2.6.6 Bases de R? via produto misto

Dados x, y e zem R3, vamos estabelecer um critério para determinarmos, via produto misto,
se {x,y,z} é uma base de IR®.

| TEOREMA 1|

Caso x e 'y sejam LI e ortogonais ao vetor z, z é um miiltiplo escalar de x X y.

| EXEMPLO |

z = (1/2,1,1/2) é ortogonal aos vetores x = (1,—1,1) ey = (—1,0,1),* que sdo L1.*> Além
disso, x X y = —2z.

DEMONSTRACAO DO TEO. 1
Pela hipétese da ortogonalidade, temos

{ X121 + X0zp +x323 = O,
Y121 + Y222 +y3zz3 = 0.

Para eliminarmos z; desse sistema, basta calcularmos o produto da primeira equagédo por v, da segunda por
—x1 e a soma das equagdes resultantes desses produtos. Analogamente, podemos eliminar z; e z3. Portanto,

z1 (x1y2 — X2y1) + 23 (X3y2 — xy3) = O, (2.11)

{ zp (xoy1 — x1¥2) + 23 (x3y1 — x1y3) = 0,
z1 (x1y3 — x3y1) + 22 (x2y3 — x3y2) = O.

Por outro lado, pela hipétese da independéncia linear, temos

X Xy # 0.46

44Defa’co,x~z:0ey-z:0.
4SDe fato, ndo podemos escrever um dos vetores, x ou y, como multiplo escalar do outro.
46Caso contrério, pela equagio (2.10), terfamos x e y LD!
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Assim, alguma componente de x X y é nao nula. Sem perda de generalidade, suponha que x1y> — xoy; # 0.
Logo, para
— 3
T xX1y2 — Xoy1’
temos
z3 =7 (q1y2 = xy1) -

Agora, se substituirmos z3 nas duas primeiras equagdes de (2.11), entdo
zp =y (x3y1 — x1y3) e z1 =7 (X2y3 — x3Yy2) -
Portanto,

z="7(xxy).

| TEOREMA 2 |

Caso x e 'y sejam L1, {x,y,x X y} é uma base de R>.

DEMONSTRACAO DO TEO. 2 ‘
Note que:

- Pela hipé6tese da independéncia linear, temos x # 0 ey # 0;
- Caso My seja a projegao ortogonal de x em y, X' = x — Ay é ortogonal a y;*’
- x' # 0, pois x e y sdo LI;

- Para z € R3 arbitrario, podemos considerar

/
Z-X Z-
/ /
x' - x y-

<

Demonstraremos que z pode ser escrito de modo tinico como uma CL de X, y e X X y.

De fato, da linearidade do produto interno e pela ortogonalidade de x e y, verifica-se que z — (a/x' + By) é
ortogonal aos vetores X' e y.* Além disso, como x’ e y sdo nao nulos e ortogonais entre si, também sio L1.*°
Portanto, pelo teorema 1 supracitado, existe algum escalar ' tal que

z— (X' +By) =9 (¥ xy),

ou seja,
z=aX+By+9 (x’ X y) . (2.12)

Se substituirmos x’ = x — Ay em (2.12), utilizarmos a igualdade y X y = 0 e reagruparmos os coeficientes,
podemos obter escalares «, B e -y tais que

z=ax+ By +y(xxy).? (2.13)

Para concluirmos a demonstragdo, basta verificarmos que a tripla ordenada («, 8,y) € tnica, em relagdo a CL
(2.13). Suponha, por contradigdo, que ndo seja tinica. Assim, existe outra tripla ordenada (a,b, c) tal que

z=ax+by+c(x xy). (2.14)

47Cf. a subsecdo 2.6.1.
48Ve1’iﬁque!
49Cf. asubsecdo 2.5.5.
50Veriﬁque!
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Entdo, da diferenga (2.13)—(2.14), obtemos escalares a’, b’ e ¢/, ndo todos nulos, tais que
0=ax+by+c(xxy)d!
Ao multiplicarmos ambos 0s membros dessa equagdo por x X y, obtemos
0= c/Jx x y[252
Logo, como |x x y| # 0, pois x e y sdo L1,>® temos ¢’ = 0. Portanto,
0=ax+Dbly,
coma’ #0oub’ #0,ouseja, x e ysdo LD, isto é, chegamos a uma contradi¢do da hipétese do teorema 2.

Como observamos na subsecdo 2.5.3, o proximo resultado também é valido para o espago
R", para qualquer inteiro positivo 1, conforme demonstraremos no capitulo 6.

TEOREMA 3

As afirmagoes sequintes sio equivalentes:
1. {x,y,z} é uma base de R>.

2. x, yezgeram R3.

3. X, yezsio Ll

DEMONSTRACAO DO TEO. 3

1=2
Essa implicacdo é uma consequéncia direta da definicdo de base.
2=3

Se x, y e z sdo geradores do R3 e a afirmacéo 3 ndo é verdadeira, isto é, esses trés geradores sdo LD, entdo um
deles é uma CL dos outros dois. Sem perda de generalidade, suponha que x e y gerem IR®. Analisaremos dois
casos mutuamente excludentes:

- Caso x Xy = 0, temos x e y LD.>* Entdo, como qualquer um deles gera IR?, podemos escrever, por
exemplo, o vetor i (da base candnica) como um miultiplo escalar do vetor j (da base candnica), que é
uma afirmacéo falsa.

- Caso x X y # 0, como esse produto vetorial (ndo nulo) é ortogonal aos vetores x e y,* ele ndo pode ser
uma CL desses vetores, ou seja, chegamos a uma contradicdo da hipétese de que x e y geram R>.

3=1
Sejam x, y e z LI. Assim, dois deles, digamos, os dois primeiros, também sao L1. Logo, pelo teorema 2 supraci-
tado, {x,y,x X y} é uma base de IR®. Portanto, existem escalares «, 8 e -y tais que

z = ax+ By +y(x xy).

Note que, pela independéncia linear de x, y e z, ¥ é ndo nulo e, assim,

xxy:%(z—zxx—ﬁy). (2.15)

g =a—a, b =B—bed =7—c.
52Cf. o teorema 1 supracitado.

53Cf. asubsecdo 2.6.4.

Idem.

55Cf. 0 exercicio 2 da subsecio 2.6.5.
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Analogamente, para v € IR3 arbitrario, existem escalares a’, B’ e 7/ tais que
v=a'x+By+7 (xxy). (2.16)

Ao substituirmos (2.15) em (2.16), obtemos

/
v=dxtpy s Dz py)

/ / /
= uc’—ryoc)x—l—(’—W) + T
( v P ')’B y v

Portanto, v é uma CL de x, y e z, que supomos serem LI. Assim, essa CL é tinica.

Regra de Cramer - I

Demonstra-se que um produto misto arbitrario é ndo nulo se, e somente se, os trés vetores
desse produto formam uma base de IR®. Nesse caso, podemos obter as coordenadas de um
vetor arbitrdrio nessa base.

| TEOREMA 4|
As afirmagoes seguintes sdo equivalentes:
L. (X,y,Z) 7& 0.
2. {x,y,z} é uma base de R,
Além disso, se
v =ax+ By + vz, (2.17)
entao
o= —(v,y,z)/ B= v,z) ey = (oy,v) y,v)' (2.18)
(xy,2) (xy,2) (xy,2)
| EXERCICIO |

Verifique que x = (1,1,0),y = (0,1,1) ez = (0,1,0) formam uma base para o R> e calcule
as coordenadas de v = (1,1, 1) nessa base.

| DEMONSTRAGAO DO TEO. 4|

1= 2]
Suponha que a condicdo 1 seja valida. Assim,

z-(xxy)=x-(yxz)#0. (2.19)

Entdo, x, y e x X y sdo ndo nulos e, além disso, x e y sdo LL1.%° Logo, {x,y,x x y} é uma base de IR?, pelo teorema
2 supracitado, e, assim, existem escalares «, § e 7 tais que

z =ax+ By + y(x X y). (2.20)

Ao calcularmos o produto interno entre cada membro de (2.20) e o vetor x X y, obtemos

z-(xxy)=7yxxy|*

56Cf. a subsegdo 2.6.4.
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Como, por (2.19), ¥ # 0,

X X *—Ex—é +lz
A

pela equagio (2.20). Portanto, como cada vetor v € R3 pode ser escrito como uma CL de x, y e x X y, v também
pode ser escrito como uma CL de x, y e z. Assim, para que a condi¢do 2 seja valida, resta provarmos a unicidade
dessa CL. De fato, considere escalares «, e 7y para os quais a equagdo (2.17) seja vélida. Ao multiplicarmos
ambos os membros dessa equacdo pelos escalares y x z, z X x e X X y, obtemos

v-(yxz)=alx-(y x2z)],
v (zxx)=Bly-(zxx)]e
v (xxy) =7z (xxy)l,

respectivamente, ou seja, os escalares «, B e y dados em (2.18) e, concomitantemente, a unicidade da CL (2.17).
2=1

Considere a validade da condigao 2, ou seja, suponha que {x,y,z} seja uma base de R®. Assim, pelo teorema 3
supracitado, os vetores x e y sdo LI. Portanto, x x y # 0.7 Além disso, pelo teorema 2 supracitado, {x,y,x x y}
é uma base de IR3. Logo, existem escalares &, e 7y tais que

z=ax+ By +y(xxy), (2.21)
com y # 0.58 Assim, a afirmacao 1 é vélida, pois,

x-(yxz)=z (xxy)
= 7lxxyl?
0,

onde, na segunda igualdade, de cima para baixo, calculamos o produto interno entre cada membro da equagédo
(2.21) e o vetor x x y.

Regra de Cramer - II

Sex = (a11,a21,a31), Y = (a12,a2:,a32), z = (a13,a23,433), ® = X, p = y e v = z, verifica-se
que:

1. O teorema 4 supracitado é equivalente a regra de Cramer, estudada no ensino médio;

2. A existéncia e a unicidade da solucdo do “sistema linear” (2.17) sdo decorrentes da
independéncia linear das colunas do determinante (x,y, z).>

57Cf. asubsecido 2.6.4.
%Como supusemos que {x,y,z} é uma base de R*>, zndo é CLde xey.
ICf. os teoremas 3 e 4 supracitados.
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2.7 Exercicios

1. Em IR?, caso o vetor x tenha quatro coordenadas iguais, a tltima coordenada do vetor
y sejaigualalex+y = (2,3,4,5), determine esses vetores.®

2. Sex=1(1,2,3),y=(4,50) ez = (6,0,0), determine escalares x, y e z tais que

xx +yy +zz = (41/2,11,1/2).5!

3. Qual é a equacao geral do hiperplano do R* que contem os pontos P; = (1,—1,1,0),
P, =(0,—-1,2,0), P3 =(1,0,—2,2) e P4 = (1,0,0,0)? Quais sdo os pontos da reta que
passa por Pj, na direcdo do vetor normal ao hiperplano supracitado, que estdo 1 u.c.
equidistantes de P;?

RESOLUCAO PARCIAL I

Caso ax + by + cz + dw = e seja a equagdo geral do hiperplano supracitadoex; = P1 — Py, xp = Pr — Py
ex3 = P3— Py, a= (a,b,cd)ex; sdo ortogonais, i = 1,2,3. Portanto, comoa =b =c¢ = 402 a equacdo
procurada é dada por x +y +z +w = 1.9 Além disso, caso x = xq + ta seja a equagio vetorial da reta
supracitada e P; seja o ponto final do vetor xg, para obtermos os (dois) pontos dessa reta, equidistantes
1 u.c. de Py, basta determinarmos cada x que satisfaga as seguintes equagdes:

Ix - xoll = [[tall = 1 wc.

cf(l1_ 31 1y 3 131
x 2272 2)\2 222 ) [

4. Para cada um dos itens seguintes, demonstre que S é um subespago de R", sem utilizar
os itens 3, 4 e 5 do exercicio da subsecao 2.5.1.%%4 Além disso, determine uma base de S
e a sua dimensao.

Verifique que

(a) n =3eS8 = {x=(x1,%,x3) | axy + bxs + cx3 = 0}, o plano que passa pela ori-
gem com vetor normal a = (a,b,c) # 0.

(b) n=4e:

(b.1) § = {x = (x1,X2,X3,X4) | X = 2x1, X3 = 3Xx1, X4 = 4x1}, uma reta que passa

pela origem;

(b.2) § = {x = (x1,Xx2,X3,X4) | X3 = X1+ 2Xp, Xg = X1 — xz}, um plano que passa

pela origem;

(b.3) § = {x = (x1,X2,X3,X4) | Xg4 = X1 + 2% —|—3x3}.

62Considere o sistema x;ra=0,i=1,2,3.
%3De fato, basta substituirmos as coordenadas de Py em a(x +y +z + w) = e.
64Ct. p. 26.
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RESOLUCAO

(a) Pelo exercicio 6 da subsegdo supracitada, caso seja gerado por r vetores, S é um subespaco de R>.
Verificaremos que r = 2 vetores geram S e sdo LI. Portanto, esses vetores formam uma base de S e
dim S = 2. De fato, como (a,b,c) # 0 tem alguma coordenada nido nula, podemos supor (sem perda de
generalidade) que ¢ # 0. Assim, por um lado, como

a b
Sox=|x1,X,——X1 ——X
c c

1 (10-2)+x (01,-2),

a; = (1,0, f%) eap; = (O, 1, f%) geram S, pois todo x € S é CL de a; e ay. Por outro, a; e aj sdo LI, pois
X=0<= x1 =x =0.

(b1) Caso seja gerado por r vetores, S é um subespaco de R*. Verificaremos que r = 1 vetor gera S e,
por ser ndo nulo, é L1. Portanto, esse vetor é o tinico elemento de uma base de S e dim S = 1. De fato,
como
Sox= (x1,2x1,3x1,4x1)
=x1(1,2,3,4),

a; =(1,2,3,4) #0gera S.
(b.2) Caso seja gerado por r vetores, S é um subespago de R*. Verificaremos que r = 2 vetores geram S
e sdo L1. Portanto, esses vetores formam uma base de S e dim S = 2. De fato, como

S o x=(x1,x,x1 +2x3, X1 — X2)

=x1(1,0,1,1) + x(0,1,2,-1),
a; = (1,0,1,1) eap = (0,1,2,—1) geram S e, como nenhum deles é um multiplo escalar do outro, sdo
LI.
(b.3) Para que S seja um subespago de R*, basta que seja gerado por  vetores. Verificaremos que r = 3
vetores geram S e sdo LI. Portanto, esses vetores formam uma base de § e dim S = 3. De fato, como
S 5 x = (x1,x2,x3, X1 + 2x7 + 3x3)
=x1(1,0,0,1) + x2(0,1,0,2) + x3(0,0,1,3),

a; =(1,0,0,1),a, = (0,1,0,2) eaz = (0,0,1,3) geram S e, como
x=0<=x;=0,i=1,23,

sao LI.

. Justifique porque S ndo é um subespaco de IR?, para:

(a)S:{x: Hﬂ xzzx%};
s fee[2]

Xy = 1}.
65

(a) Considere, por exemplo, x = (1,1) e « = 2. Assim, a condi¢do

xeS—axeS

néo é satisfeita, pois a segunda coordenada de 2x néo é igual ao quadrado da primeira.
(b) O vetor nulo nédo pertence a S.

5Existem intimeras resolugdes para esse exercicio. Tente obter a sua!
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6. Caso S seja um subespaco de R”, demonstre as afirmacgdes seguintes:

(a) Nenhuma base de S pode conter o vetor nulo.®®

(b) Nenhum vetor pode ter “coordenadas” distintas numa mesma base, isto é, caso
{aj,ay,...,a,;} sejaumabasede S, ¢1, ¢}, c2,¢5, ..., cr, C, seja uma lista de escalares
e x seja um vetor de S tal que

X = ci1a] + cpar + - - - + cray
/ / /
=cja; +cpap + - -+ cay,

_ A Al _ 167
cl—cl,cz—cz...,cr—cr.(’

c; é a i-ésima coordenada de x na base supracitada, i = 1,2,...,r.

(c) Caso {aj, ay,...,a,} seja uma base ortonormal de S e x seja a CL do item (b) desse
exercicio, as coordenadas de x (nessa base) sdo dadas por

cp=X-a1, 0 =X-a, ..., ¢y =X-a,.%8 (2.22)
7. Considere
1 _ 1
_ 2 _ 2
ne |G| em-|
V2 V2

Demonstre que {aj, ap} é uma base ortonormal de IR? e determine as coordenadas de
1

. — 1
]2
= e + 2ep

nessa base.®?

RESOLUCAO

66

Em IR”, caso a; = 0 seja um dos vetores da lista aj, ay, . . ., a,, esses vetores sdo LD. De fato, para termos uma
CL nula

cia; +cpap +---+crar =0

néo trivial, basta que c; seja o tinico coeficiente ndo nulo. Por exemplo, se ¢; = 1, entdo a CL supracitada é dada

por
O-a1+~--+0-ai_1+1-ai+0-ai+1+-~+0-ar:0-

67 Dica

(1 —c})a;+---+ (¢, — ) ar = 0 e 0s r vetores da base supracitada sdo LL
68| Dica

Multiplique ambos os membros da CL

II

X =cia] +---+cray

por a; e, assim, obtenha o escalar c;, i = 1,...,r, conforme fizemos na subsecdo 2.5.5.

9 SUGESTAO

Calcule c1 e cp via (2.22).
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Considere
1 1 1
7 G 23
1 1 1
a; — V2 , A2 — V6 € az = zéﬁ
0 (2) ﬁlg
0 V6 “3i

Demonstre que {aj, ap, a3} é uma base ortonormal de um subespaco S (de dimensao
3) do IR* e, caso seja possivel, determine as coordenadas de

_ =

=e;+3er+e3+ey
na base supracitada.”

Sejam r e n dois inteiros positivos tais que 2 < r < n. (O processo de ortogonalizagio
de) Gram-Schmidt utiliza uma base B = {aj, ay,...,a,} de um subespaco S do R" para
obter uma base ortogonal B’ = {a},a),...,a}} de S via:

a] = ay;
/
r_ a-a .
2= a =
1 1
a; - a as - a/
a — s Mg B,
3-— 93 al a1 Al . al %Y (2.23)
1 1 2 2
/ / /
ar'a ar'a ar'ai
ai::ar— 7 }all_ 7 %aIZ_"'_ 7 r/l a;—l'
a; -a d, - a a -a
1 "1 2 92 r—1 “r—1

Demonstre que, por exemplo, se r = 3, entdo B’ = {a], a},a}} é ortogonal.”!

Obtenha uma base ortonormal de IR?, aplicando Gram-Schmidt na base {(1,2), (3,4)}.

RESOLUCAO

Os dois vetores dados sao LI, pois nenhum deles é um mdiltiplo escalar do outro.”> Logo, como esses
vetores geram um subespago S (de dimensio 2) do R?, S = RR?. Portanto, para podermos utilizar o

70Caso x seja uma CL dos vetores aj, ay e a3, x € S e, embora ndo saibamos, a priori, se essa CL é valida, po-
1 3

demos utilizar o método heuristico, ou seja, supor que seja valida, na tentativa de calcularmos as coordenadas

de x na base supracitada. Caso essas coordenadas sejam obtidas, a suposi¢do feita é, na verdade, um fato.

71 SUGESTAO

Basta verificarmos que a] - a5 = 0, a] - aj = 0 e a} - a} = 0. Observe que, se a; = x e a] =y, entdo aj e a] sdo
ortogonais, pela subsecado 2.6.1.
72Veriﬁque!
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algoritmo (2.23) da questdo anterior, denotemos a; = (1,2) e ap = (3,4). Assim:

— 4/5,-2/5
2x/5/5( / /%)

1
= 5.

11. Aplique Gram-Schmidt na base B = {(0,0,1,1),(0,1,1,0),(1,1,0,0)} de um subes-
paco S do R%.74

& 3 A1 137
12. Dé um exemplo de uma base ortonormal do IR* que contenha o vetor < NCTAVEL \/3)

cule as coordenadas de x = (1,2, 3,4) na base supracitada.

RESOLUCAO

Como sugerido na nota de rodapé do exercicio anterior, podemos aplicar o processo de Gram-Schmidt

numa base B = {aj,ap,a3, a4}, onde a; = (%, %, %, %) e, por exemplo, a; = (1,0,0,0), a3 = (0,1,0,0) e

73Verifique!
74Verifique que os trés vetores dados sdo L1, antes de iniciar o processo de Gram-Schmidt.

75 SUGESTAO

Aplique Gram-Schmidt na base B = {aj,a, a3}, onde a; = (— ) e, por exemplo, a, = (1,0,0) e

1 O __arXap
-7 eaz = .
TV ) 37 Tarxa]

az = (0,1,0). Para outra resolugdo, considere a; = (\%, %, %) ,a) = (
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ay = (0,0, 1,0).76 Portanto, por (2.23),

)

g=(r111
1= \27272"2

1/2 /1111
a’2 = (LO/O/O) -1 (2/ X 2)
1111
- (110/0/0)_ (4/4/ 1/ 4>

3

(_

4l/

1
4/

L
4/

Como B’ = {a}, a), a}, a} } ¢ ortogonal, podemos obter B”

CAPITULO 2. O ESPACO VETORIAL RN

1/4 /3 1 1 1
3/ (4"4"4"4>
1 1 1 1
4121212>
1/4(3 11 _1>+1/3<0 21 _1>
3/4\4" 4 4" 4 2/3\ '3 3 3
111 _1> +(0 1.1 _1>
4" 127 127 12 276" 6

1 1 " " LI
{a},al,a},a}} ortonormal via:

/
a//: 4
R
/1111
- E/EIE/E 7
/
a//: a
2l
1 /3 1 1 1
IRV A
_ (Y3 VB V3 VB,
V27 6" 6" 6]
/
al — ag
T[]
_ 1 (yz_ 11
23\ 73 3 3
_ (o V6 V6 V6.
- 7 3/ 6/ 6 7
/
al — ay
f
_1<0 1_1>
- /71/2 //2/ 2
(V2 V2
_<0,0,2, - |-

76 A verificagao da independéncia linear dos quatro vetores de B fica a cargo do leitor.



2.7. EXERCICIOS 45

Para obtermos as coordenadas de x = (1,2,3,4) na base B”, basta considerarmos a CL
x = c1af + cpay + c3al + cqa)

e, para evitarmos a resolucdo de um sistema linear néo trivial de quatro equagdes nas varidveis c1, ¢, c3
e ¢4, calcularmos
c=x-al,i=1,23,4,

conforme a férmula (2.22),”7, pois B” é ortonormal.

14. Em R", o complemento ortogonal S+ (do subespaco S) é o conjunto dos vetores ortogonais
aos vetores de S, ou seja,

St={yeR"|x-y=0paracadax € S},
conforme a figura 2.7.

Figura 2.7: Complemento ortogonal de um plano em R?

SJ_
y S

g

(a) Para todo 1, demonstre que S+ é subespaco de R".7®
q pac

(b) Determine uma base para S se 1 e a base de S sdo dadas, respectivamente, por:

i 2e{(1,1)}; [Resposta ] {(1,~1)};
ii. 3e{(1,1,1)}; [Resposta ] {(1,0,~1), (0,1, ~1)};
iii. 3e{(1,0,1),(0,1,1)}; [Resposta ] {(~1,~1,1)};

77Cf. p.41.

RESOLUCAO
78

As condicoes 1, 2 e 3, dadas no inicio da secdo 2.5, com S+ no lugar de S, sdo satisfeitas. De fato:
1. 0 € S*, poisx-0=0paratodox € S;

2. Sejama € Rey € St istoé, x - y = 0 para todox € S. Assim, ay € St pois, para todo x € S, temos

x-(ay) =a(x-y)
=a-0
=0;

3. Sejamy,y2 € St ou seja,x-y; =0 =x-yp paratodox € S. Logo,y1 +y2 € St, pois, para todox € S,

x-(y1+y2) =x-y1 +x-y2
=0+0
=0.
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iv. 4e{(1,1,1,1)}; {(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)};
v. 4¢{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}; [Resposta ] {(1,0,0,1), (0,1, ~1,0)};
vi. 4e{(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)}; {1,-1,1,-1)}.

OBSERVACOES

- Como,
x € Sey € St = y e x sdo ortogonais,

caso seja possivel obtermos uma base {x;,...,x,} de S, y e x; sdo ortogonais,
i=1,...,r.

. Pelo resultado (R33),”” dim S + dim S+ = n.

Logo, no item v desse exercicio, por exemplo, para escrevermos

y = (y1,y2,¥3,ys) €ST

como uma CL dos vetores de uma base de S+, basta resolvermos o sistema linear

X1 'y = 0/
{ AN (2.24)

onde x; e x sdo os vetores da base de S supracitada. A base de S L, obtida de
(2.24), sera composta por dois vetores. De fato,

dimS =2e n=4— dimS+ =2.

15. Caso S seja o subespaco unidimensional de R* gerado por (1,1,1,1) e consideremos
y = (1,1,1, —-3), resolva os seguintes itens:

(a) E verdade que
ye St
Justifique corretamente essa afirmacgao.

(b) Determine uma base ortonormal de S+.

(c) Calcule as coordenadas de y na base supracitada.

RESOLUCAO

(a) Verificaremos quey € S L de dois modos:

I. Comoy e o gerador de S sdo ortogonais, y e qualquer vetor de S sdo ortogonais;
II Na questdo 14 dessa secdo, item iv, determinamos a base

B ={(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} (2.25)

de S*. Observe que y é a soma dos trés vetores de (2.25).

79Cf. p.195.
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(b) Sejam yy, y2 e y3 os vetores de (2.25), na ordem em que aparecem nessa base. Como 3 néo é orto-
gonal, usaremos Gram-Schimdt para obtermos uma base B’ = {y}, y},y;} ortogonal. Portanto:

Yyi1=%n
=(1,0,0,-1);
/ y2- Y1
= 2 —
Y=Y Y1 y’1Y1

—~ (0,1,0,— );(100 1)

(0,1,0,— (2,0,0, )
_ 1
N 2
y3- Y1 ys- YZ /

!
=Yy3—
3EY T yry - AR A

1 1/2 1 1
—(0,0,1,~1) — =(1,0,0, — 21,0, — =
(0,01,-1) ~ 1(1,0,0,-1) - ( 10 )
1
6

3/2 2
1 1 1 1
(0/0/ ’ ) (2/0/0/ 2) < r3rOr 6>

1 1 1
= <3'3'1'3)‘

Agora, B” = {y],y},y4} é ortonormal para:

Y1
y//:
F
1 1
= 710/0/ 7
(- 7)
y_ Yo
y:
t vl
_1(_1/1/0/ 1)
V32 \ 2 2
= _L/ g/O/_L 7
6 V3 V6
Y3
y//:
T vl
1 (1 1 1>
—2/\/§ 3/ 3// 3
_ (V8 VB V3 VB
L6’ 6727 6

(c) Para obtermos as coordenadas de y na base B”, ao escrevermos

y = e1yi +cays + sy,
podemos calcular
=Yy y;//i = 1/2/3/

conforme a férmula (2.22).80

80Ct. p.41.
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2.7.1 Resolu¢ao do exercicio da subsecao 2.5.1

As condigdes 1, 2 e 3, do inicio da secgédo 2581 devem ser verificadas para cada um dos itens do exercicio
(supracitado). Essa verificagdo é trivial para os itens 1 e 2 do exercicio. Por exemplo, S = {0} é subespago,

pois:
e 0cS;
e ax € §, para quaisquer « € Rex € S, pois

ax = a0
e x+y € S, para quaisquer x,y € S, pois
Xx+y=0+0
=0.

Para o item 3 do exercicio, isto é, para S = {x = ta|t € R}, considere:
e 0€ S, pois 0 = 0a;
e ax € S, para quaisquer « € Rex € §, pois x = ta, onde t € R, e, portanto,
ax = w(ta)
= (at)a,
sendo que at € R;
e x+y € S, para quaisquer x,y € S, pois x = fjaey = fpa, onde {1, € R, e, assim,
X+y=ta+tra
=(t1+1t)a,
sendo que t; +f, € R.
Para o item 5 do exercicio,®? ou seja, S = {x|a;-x=0,i=1,2,...,r}, considere:
e 0cS,poisa;-0=0,i=1,2,...,1;
e ax € S, para quaisquer « € Rex € S, pois
a; - (ax) = a (a; - x)
= a0
= 0,
i=12,...,1;
e x+y € S, para quaisquer x,y € S, pois
a- (x+y)=a-x+ajy

=0+0
:0/

i=1,2,...,r.

Para o item 6 do exercicio, isto €, o conjunto S de todas as combinagoes lineares dos vetores da lista aj, ap, . . .

considere:

e 0 € S, pois 0 =0a; +0ap + - - - + Oay;

81Ct. p.23.
82Note que, o item 4 é um caso particular do item 5 (r = 1).

sy,
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e ax € §, para quaisquer « € Rex € §, pois, sex = cja; +cay +---+crar,ondec; € R, i =1,2,...,7,
entao
ax = a (c1a; + cpap + - - - + cray)
=a(cal)+w (Czaz) + - +a(car)
= (acy)ay + (acp) ap + - - - + (acy) ay,

ondeac; € R,i=1,2,...,7;

e X+y € S, para quaisquer X,y € S, pois, se x = cja; + cpap + - - - +cra, ey = djay +doay + - - - +d,ay,
ondec;,d; € R,i=1,2,...,r, entdo

X+y=cja; +cpay+---+crar +dia; +doar + - - - +dra,
= c1a; +dia; + cpap +drap + - - - +ca, +dyay
= (C1+d1)a1+(C2+d2)a2+"'+(Cr+d;»)ar,

ondec;+d; €eR,i=1,2,...,r.
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Capitulo 3

O espaco vetorial R <"

O espago R", do capitulo 2, é um caso particular do espago
R"™ ™ das “matrizes” m x n. Esse espago, além de genera-
lizar o R", é fundamental no estudo de “sistemas lineares”.

3.1 Adicao de matrizes e multiplicacao por escalares

3.1.1 Matrizes
e Doravante, denotaremos matrizes por letras maitsculas em itdlico, isto é,
A,B,C,D,I, M, R, etc.

Contudo, algumas matrizes especiais serdo representadas pelas seguintes letras maits-
culas em “sans-serif”:

O,D,I,R,EeP.

e As entradas (ou os elementos) de A € R™*" sdo representadas(os) por a;;, caso tenham
indicesi =1,2,...,mej=1,2,...,n,0useja, se A ém X n, entdo

ailr 42 - din
a1 axp - dop

A= - . | 3.1)
Aml Am2 **° Amn

Representagdes similares valem para matrizes B,C, D, I, M, R, etc.

e Embora essas entradas sejam ntimeros reais em todos os exemplos dos capitulos 3 e 4,
elas poderdao assumir, a partir do capitulo 5, valores complexos com partes imagindrias
nao nulas.

e Para i fixo e j varidvel, a i-ésima linha de A é representada por
All,—)=[an ap - ay].

51
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e Para i variavel e j fixo, a j-ésima coluna de A é representada por

| EXEMPLO |
Parai=1,2,3ej=1,2,3,4,5, aentrada 4;;, a linha A(i,—)eacoluna A(—,j) = aj de

1 -1 0 2 V2
A=|m m/2 1 =2 0 |eR¥
0 -1 1/v2 1/2 —=n

sdo dadas por:

apn = —ap =ax3=—ap =1,

a3 = ax =4a3 =0;

a1y = (a15)° = —an = (a33) ° = (a3) ' = 2
ap = 2axp = —ass = T,

AL, =)=[1 -1 0 2 Vv2];
AR2,—-)=[mn n/2 1 =2 0];
AB,—)=[0 -1 1/vV2 1/2 —-r];

[ 1
A1) =| =
| 0
= ay,
[ -1
A(=,2)=| /2
| -1
= az,
[0
A(=3)=| 1
| 1/V2
= ag,
o
A(—,4)=| -2
| 1/2
= ay,
F /3]
A(-5 =1 0
L _7-[ -
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o Aigualdade de A e B, ambas m X n, é dada por
A =B < qj :bi]-,izl,...,m,j: 1,...,n.
e O denotarad a matriz com todas as entradas nulas, isto é,
A:O<:>a,-]- =0,i=1,....mj=1,...,n

Por esse motivo, O é chamada de matriz nula.

EXERCICIOS

1. A matriz

A0 0
~ | 0 0,0000000001

é igual a matriz nula 2 x 2. Essa afirmagdo é verdadeira ou falsa? Justifique!

2. Determine o valor de t para que
-1 -t
-1 2 —3t+2

seja igual a matriz nula de R?*2. | RESPOSTA ||t = 1.

3.1.2 Por que R"™*" é um espaco vetorial?

e Porque é munido de duas operagdes “entrada-a-entrada”, que satisfazem as oito pro-
priedades que enumeraremos a seguir. Definamos, primeiramente, essas operagdes da
seguinte maneira:

- Asoma A+ B de A e B,ambas m X n, é amatriz m X n cuja entrada dalinhai e da
coluna j é definida por:

C:A+B<:>Cl’]' 2:llij—|—bij,i:1,...,m,j:1,...,71.

EXEMPLO
Em]RZXfS,
1 V2 Ine L[ —2v2 In1 ] _ [0 —V2 1
0 0,1 1/3 T 1 —4/3 | |7 1,1 -1 |°

- Para A € Re A m X n, o produto por escalar AA é a matriz m X n cuja entrada da
linha i e da coluna j é definida por:

DZAA(:)CZ,']' :=/\lli]',i=1,...,m,j=1,...,1’1.

| EXEMPLO |
Em IRZXZ,

2| MY ][ AR
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e Assim como para o R",! as seguintes propriedades em R"*" sao sempre validas:

AN

7.
8.

A+B=B+ A; (COMUTATIVIDADE DA ADICAO)
(A+B)+C=A+(B+C); (ASSOCIATIVIDADE DA ADICAO)
A+0=A (EXISTENCIA DA MATRIZ NULA)
—A=(-1)A= A+ (-A)=0; (EXISTENCIA DE MATRIZ SIMETRICA)

AMA+B) =AA+ AB;  (DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO (POR ESCALAR) EM RELACAO A
SOMA DE MATRIZES)

(A+B)A =AA+BA;  (DISTRIBUTIVIDADE DO PRODUTO (POR ESCALAR) EM RELACAO A
SOMA DE ESCALARES)

(AB)A = A(BA); (ASSOCIATIVIDADE DO PRODUTO POR ESCALAR)

1A = A. (ELEMENTO NEUTRO DO PRODUTO POR ESCALAR)

‘ DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE 1

Como vimos na subsegdo 3.1.1, a igualdade das matrizes A + B e B 4 A é equivalente a igualdade de

suas entradas ajj + bij e bij +ajj, i=1,...,mej=1,...,n Portanto, como a adi¢do em IR é comutativa,

2

temosaij+bi]-:bl-]-—i—al-]-,z’:1,...,mej:1,...,n. Assim, A+ B =B+ A.

EXERCICIO

Demonstre as propriedades 2-8 supracitadas.

e Podemos estabelecer uma

Correspondéncia biuntvoca entre R™*" ¢ R™"

Em R™*", temos conceitos e resultados andlogos aos de R", tais como sub-
espago, CL, gerador, L1, LD, base, dimensdo, etc., conforme ilustram alguns
exemplos/exercicios desse capitulo. De fato, como veremos na se¢do 6.2, po-
demos fazer, de modo natural, as matrizes m X n corresponderem biunivo-
camente aos vetores de R™". Basta considerarmos, por exemplo, a matriz A
dadaem (3.1), p.51, e

a= (allr---/aln/a21/---/ﬂ2n;---/ﬂm1/---ramn)/

onde as mn coordenadas consecutivas desse vetor sio as entradas consecuti-
vas de A(1,—),A(2,—),...,A(m, —), nessa ordem. Essa correspondéncia
preserva combinagdes lineares, isto é, caso a matriz A; corresponda biunivoca-
mente ao vetor a; e a; seja um escalar,i =1,...,r,a CLaj A1 + - -+ + a, Ay
corresponderd biunivocamente @ CL aqa; + - - - + aray.

| EXEMPLOS |

Na tabela seguinte, temos a “mesma” CL nula, escrita matricialmente e vetorial-
mente:

ICf.asubsecdo2.2.2, p. 18.
2Lembrem-se do mantra: A ORDEM DAS PARCELAS NAO ALTERA A SOMA.
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’ ]R3><2 ‘ IR6 ‘
-2 3
A=] 0 6 a=(-23,064-12)

4 —12

1/6 —1/4

B = 0 -1/2 | |b=(1/6,-1/4,0,-1/2,-1/3,1)
-1/3 1
5A+B=0 Sa+b=0

- Do mesmo modo que, ao considerarmos a base candnica {eq, ey, e3, es} de R*,
qualquer vetor
a=(a,b,cd)

desse espago pode ser escrito da forma
a = aej + bep + ce3 + dey,

podemos considerar a base candnica {Ej, Ep, E3, E4} de R2%2 ¢, assim, qualquer
matriz )
a
a=(04)

A =aE{+ bEy + cE3 + dEy.

pode ser escrita da forma

Aqui, obviamente,

1
A
I

~

!
w

I
()

o

I
e NI N
oo RO OO0 OR
— N N

o OO0 O OO

™
I~
Il

EXERCICIO
Para nimeros reais C, D, E e F nao nulos, seja S o subespaco de R?*? gerado por

cC 0 0 E

(a) Prove que A; e Ay sdo LI;

(b) Apresente alguma matriz A3 € R?*? tal que A3 ¢ S;

(c) Apresente um subespago S’ de IR>*? que contenha S e satisfaga a seguinte condi-
¢ao:

RESOLUCAO I

S%SI%IRZXZ-
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(a) Basta verificarmos que A; e A ndo sdo multiplas uma da outra.

(b) Seja A3 uma matriz da base candnica de R?*2.3 Assim, A3 ndo pode ser escrita
como uma CL de A e Ay

(c) Seja Az como no item (b) desse exercicio. Considere que S’ seja gerado por Aj,
Aj e Aj. Pelos itens (a) e (b) desse exercicio, temos S C S, S # S’ e A1, Ay e Aj
LI Portanto, dim S’ = 3 e S’ # R?>*2, pois dim R?*? = 4.

e EmR"*", A— B:= A+ (—B).

EXEMPLO
Em ]R2><3

{1\/§1ne}_[—1 —2v2 lnl}:{Z 3v2 1

0 0,1 1/3 7T 1 —4/3 -t —0,9 5/3 |°

3.2 Produto e transposicao de matrizes

e Existe uma multiplicacdo “linha-por-coluna”, andloga ao produto interno visto no ca-
pitulo 2. De fato, o produto AB € R"*" de A € R™*F e B € RP*", nessa ordem, ¢é
definido por:

C f AB P Cl] = a11b1]+a12b2]+"' +ﬂ1pbp],lz 1,2,...,m,j = 1,2,...,1’1.

Nesse caso, denota-se Cij = A(i, —) . B(—,j)-

A(L,—) B(=1) A(1,-) B(-2) A(1,=)-B(—,p)
a_ | AR B=D AR-)B(-2) A2 -)-B(=p)
A(m, =) B(=,1) A(m,—)-B(—,2) - A(m,—)-B(—p)

Seja b € RP uma coluna qualquer de B. Digamos, b = B(—, j). Con-
sidere, agora, as p entradas consecutivas, da esquerda para a direita, de
uma linha arbitrdria de A. Digamos que A(i, —) seja a linha conside-
rada. Escreva, entdo, essas p entradas como as coordenadas consecuti-
vas de um vetor a € RP. Assim, a- b é o produto (interno) da linha e
da coluna supracitadas, como descrito anteriormente, ou seja,

a-b=A(®i,—) B(—,j).

EXEMPLO
Para A € R?*2¢e B € R2%3, digamos

x B a b c
A= e B= ,
¥ 6 d e f
3Lembre-se que a base canonica é composta pelas matrizes que possuem apenas uma entrada no nula e

igual a 1, conforme o exemplo anterior.
Verifique!
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temos a matriz 2 x 3
AB = A(1/_>B(_/1) A(l,—)B(—,Z) A(l,—)B(—,3)
o [ A(2,—-)-B(—,1) A(2,—)-B(—,2) A(2,—)-B(—,3)

| aa+Bd ab+ Pe ac+ Bf
| ya+dd yb+de yc+of |

e Em geral, o produto de matrizes ndo é comutativo.

| EXEMPLOS |

- Para as matrizes A e B do exemplo anterior, embora possamos calcular AB, o produto
BA ndo esté definido.

- Mesmo que tenhamos A,B € R"*", em geral, AB # BA. De fato, considere, por

exemplo,
a=lo0]et=]0 0]
(%) Para A,B € R™*P e C € RP*" arbitrdrias, pode ser
demonstrado que
(A+ B)C = AC + BC.
| EXERCICIO |

Verifique essa distributividade para as matrizes A e B do tltimo exemploe C = A + B.

e Caso A seja dada por (3.1),> a sua transposta é definida por

aip a1 -0 4m

app axp - Am
Al =

An A2n - Omn

Note que, A’ én x me

T=A~<tj=ua;i=12,...,nj=12..,m

EXEMPLO

R R MRS

() Para A e B tais que AB esteja bem definido, como esse
produto de matrizes se comporta sob a agio da transposigio?
Pode ser demonstrado que

(AB)! = B'A".

5Cf.p.51.
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EXERCICIO
Verifique essa propriedade de transposigdo para o exemplo anterior.

3.3 Importancia das matrizes quadradas

e Uma matriz A, m x n, é dita quadrada quando m = n. Nesse caso, diremos que A é de
ordem n, sua diagonal principal é composta pelas entradas a;;,i = 1,...,n, e, parai # j,
a;j € uma entrada fora da diagonal principal (de A).

e Uma matriz A é dita simétrica quando
Al = A.

Portanto, ndo existem matrizes simétricas que ndo sejam quadradas e, pela defini¢do
de A!, duas entradas de A “simétricas” em relacdo a diagonal principal sdo iguais, ou
seja, para i # j, a;; = aj;.

| EXEMPLO DE MATRIZ SIMETRICA |

a « B
A=|a b v
B v oc
e Uma matriz quadrada D cujas entradas fora da diagonal principal sejam nulas, isto é,
dn -
dr» Zeros
D — , (3.2)
Zeros Ap—1n-1
L dnn -

é dita matriz diagonal

e Sed;;=1,i=1,2,...,n—1,n, entdo (3.2) é chamada de (matriz) identidade e denotada
por |, ou seja, i i

1
1 Zeros

Zeros 1
1

e Caso Asejam X p,|sejap x peBsejap x n, demonstra-se que
Al=A e IB=B, (3.3)

isto é, | é um elemento neutro multiplicativo.

EXERCICIO |
Verifique a validade de (3.3) para

A=15 6)e

QU N
(S~
- o
| S
(@)
I
| — |
(e RN
—_ O
| IS |
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As matrizes que tém “inversas”, ditas “invertiveis”,
figuram entre as matrizes quadradas mais importan-
tes. Estudaremos essas matrizes nas secoes 3.6 e 3.7.

3.4 Determinantes

Essa segdo e os exercicios da secdo 3.7, relacionados ao tema, sdo operacionais e represen-
tam um formuldrio reduzido sobre det A, A € R"*". A motivagdo para essa abordagem
encontra-se no capitulo 1.

e Paran > 2, A;j denota a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A € R"*", eliminando-se
alinha A(i,—) e a coluna A(—,).°

| EXEMPLO |
Considere a matriz 3 x 3 dada por

1
A= |4
7

o 1 N
O O W

Obtemos, portanto, as seguintes matrizes 2 x 2:

C A = g 8 , eliminando-se A(1,—) e A(—,1);
C A = _ L; 8 | , eliminando-se A(1, —) e A(—,2);
c Az = _ L; g | , eliminando-se A(1, —) e A(—,3);
- Ay = _ é g _ , eliminando-se A(2, —) e A(—,1);
c Ay = _ ; g _ , eliminando-se A(2, —) e A(—,2);
- Agy = _ ; ; _ , eliminando-se A(2, —) e A(—,3);
C Ay = _ g g | , eliminando-se A(3,—) e A(—,1);
cAgp = _ 411 g | , eliminando-se A(3,—) e A(—,2);
- Asz = _ i é _ , eliminando-se A(3,—) e A(—,3).

e Para A € R"*", det A pode ser calculado ao longo da linha A(i, —), recursivamente,
do seguinte modo:

®Para obtermos A;;, basta eliminarmos a linha e a coluna que se cruzam na entrada ajj.

ijs
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- Sen=1e A = [a],entdo det A = g;
- Sen =2, entdo det A = aj1ax — aipasy;

- Sen > 2,entdo

detA = (—1)i+1ﬂ1'1 det A + (—1)i+2a1’2 detAp+---+ (—1)i+”a,'n det A;,.

OBSERVACAO
Pode ser demonstrado que det A ndo depende da linha 7 escolhida para calcula-lo.

| EXEMPLO]
Ao calcularmos o determinante da matriz A do primeiro exemplo dessa sec¢do, ao

longo da primeira linha (i = 1), temos

det A = (—1)1+1a11 det A11 + (—1)“—26112 det A12 + (—1)1+31113 detA13

5 6 3 46 A 45
o 9}+(—1) -2-det[7 9}+(—1) ~3~det[7 8]
=(5-9-6-8)—2(4-9-6-7)+3(4-8—5-7)

=-3+12-9

=0.

= (—=1)>-1-det [

| EXERCICIO |
Para a matriz A do exemplo supracitado, verifique que, ao longo da linha i € {2,3},

det A = 0.

e Para matrizes quadradas, pode ser demonstrado que:

- 0 determinante do produto é igual ao produto dos determinantes;

- a transposicdo ndo altera o determinante.

EXERCICIO |
Resolva o exercicio 9 da sec¢do 3.7.

e Para A € R"", como det A = det A!, det A pode ser calculado ao longo de qualquer
coluna A(—, ), ou seja,

det A = (—1)"ayjdet Aj; + (—1)*May;det Ayj + - - - + (—1)"a,; det Ay.

| EXERCICIO |
Calcule det A ao longo de cada coluna da matriz A do primeiro exemplo dessa segao.

e Para simplificarmos o cdlculo de det A, podemos escolher alguma linha/coluna de
A que tenha o maior ntiimero de zeros. Caso A tenha alguma linha/coluna nula,
det A = 0.

EXERCICIO |
Resolva o exercicio 7 da se¢do 3.7.
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3.5 Sistemas lineares Ax = b e escalonamento

e Podemos escrever o sistema linear 3 x 4

Px + V2 - Nz = 22
2x + 4y — 62z = 8 (3.4)
y — z + w = -1
da forma
V2/2 V2 —=3v2/2 0] | 22
2 4 6 0 Z =| 8
0 1 -1 1 -1
w
Em geral, podemos escrever o sistema linear m x n
anxy + apxy + -+ apuxy = b
anxy + apxa + -+ ayxp, = b
AymX1 + amaxXo + - 4+ AuuXn = bp
da forma
Ax =Db,
onde
apn a4 - Al X1 b
a a ceeoq X b
A ?2 .22 %n = 2 e b— 2
Aml Am2 - Amn Xn bm

e Quando b = 0, o sistema linear supracitado é dito homogéneo.

| EXEMPLO]

x+2y=20
3x+4y =0

pode ser escrito da forma

1 2 X 0
Ax =0, onde A—{3 4}, x—{y} eO—lO}.

o A é dita matriz (de coeficientes) do sistema Ax = b, a;; e b; sdo, obviamente, escalares
reais, parai =1,2,...,mej=1,2,...,n, e x é dito vetor coluna de n varidveis.

e Caso a variavel Xj possa ser substituida pelo escalar fixo X0, j=12,...,n, diremos
que o vetor x = xq é uma solugio de Ax = b quando Axg = b.”

EXEMPLO
Para o sistema do exemplo anterior, como as retas y = — %x ey = — 3xse interceptam

na origem de R?, xg = { } é a tnica solucgdo, conforme a figura 3.1.

0

70 sistema homogéneo Ax = 0 admite, no minimo, a solugdo nula xg = 0.
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Figura 3.1: Graficos de x 42y = 0 (em cinza) e 3x + 4y = 0 (em negrito)

X0

o A matriz aumentada de um sistema Ax = b arbitrdrio é dada por
[Alb]

e o seu conjunto solugido S é constituido de todas as solugdes desse sistema.

EXEMPLOS

. A matriz aumentada do sistema linear 2 x 2

-x + 2y = -1
3x + 4y

|
o

é2 x 3 edada por
—1 2 | -1
3 41 0 |°
Além disso, S consiste de todos os pares ordenados (x,y) de nameros reais que

satisfazem, simultaneamente, as duas equagdes do sistema supracitado. Note
que, como a tnica solugdo desse sistema é dada por

4 3
“10 YT T

{2}

- A matriz aumentada do sistema (3.4) é 3 x 5 e dada por

V2/2 V2 =3v2/2 0 | 2V2
2 4 -6 0| 8
0 1 -1 1] -1

Além disso, S consiste de todas as quddruplas ordenadas (x,y,z, w) que satisfa-
zem, simultaneamente, as trés equagdes do sistema supracitado.

Como podemos determinar essas quddruplas?

Demonstra-se que, para um sistema m x n arbitrario, ocorre uma das trés possibilida-
des seguintes:
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1. S é vazio, isto é, o sistema ndo admite solucéo;
2. § é unitdrio, isto é, o sistema admite uma tnica solucao;

3. § éinfinito, isto é, o sistema admite infinitas solugdes.

Resolveremos (3.4), ou seja, determinaremos S para
esse sistema, “escalonando” a sua matriz aumentada
até obtermos uma matriz R adequada. Esse método
de resolugdo, que pode ser utilizado para qualquer sis-
tema linear, serd estudado na proxima subsegdo.

3.5.1 Matriz escalonada reduzida R e escalonamento

e Uma matriz R é dita escalonada reduzida quando as seguintes condig¢des sdo satisfeitas:

- A primeira entrada ndo nula de cada linha ndo nula de R, chamada de pivd, é 1;

- A partir da segunda linha de R, o pivo de uma linha (ndo nula) estd mais a direita
em relacdo ao pivd da linha anterior;

- Uma coluna de R que contenha um pivd tem as outras entradas nulas;

- Possiveis linhas nulas de R estdo abaixo das ndo nulas.

| EXEMPLOS |
10 -1 -2
R=]101 -1 1 ;
00 0 O
(1 203450 6 0]
0017890100
R — 000O0O0O0T1T1 0],
000O0O0OO0OO0OTO0OT1]|"
0000O0O0OO0OO
(0000000 0 0]
0110000
R=10001010
0 00O0O0O

e Sejam A, B € R™*" tais que A é equivalente (por linhas) i B, ou seja, B pode ser obtida de
A via uma das seguintes operagdes elementares sobre as linhas A(i, —) e A(j, —) fixadas,

i #
- B(i,—) = A(i,—) +a« A(j, —),® com escalar a # 0;
- B(i,—) = a A(i,—),’ com escalar & # 0;
- B(i,—) = A(j,—), B(j, —) = A(i, —).1°

81sto 6, a i-ésima linha de B é a soma da i-ésima linha de A e um mdiltiplo escalar da j-ésima linha de A.
9sto é, a i-ésima linha de B é um multiplo escalar da i-ésima linha de A.
1st0 6, estdo trocadas, na matriz B, as linhas i e jde A.
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Caso A seja equivalente a B, denota-se

A — B (3.5)
| EXEMPLOS |
(1 2 37 B(2,-)=A02-)+(-4A01,-) 1 2 3
-A=14 56 — B=]0 -3 -6 |;
| 7 8 9 7 8 9
1
B(1,-) = 15A(L —
A__10 11 | ~ ~~ ‘B _ 1 11/10 |,
|12 13 |12 13 ’
A= |17 18 19 — B= 1|17 18 19
| 1 2 3 14 15 16
e Demonstra-se que:
A— B=— B — A. (3.6)

Nesse caso, A e B sdo ditas equivalentes (entre si).

e Pelo (processo de) escalonamento de uma matriz A € R™*", via eliminagio de Gauss-Jordan,
obtemos uma sequéncia finita de matrizes m x n, digamos,

Al/ AZ/ sty AI"/
tal que:

A=A
- Aj_1 e Ajsdoequivalentes, i = 2,...,71;

LA =R

Todas as matrizes da sequéncia supracitada sdo ditas equi-
valentes (entre si) e denotadas entre setas horizontais, apon-
tando para a direita. Além disso, caso r < 26, podemos
denotar essas matrizes por letras do nosso alfabeto. Por
exemplo, caso o escalonamento termine na décima terceira
matriz, denota-se:

A—B—C—- - —M=R

Essa notagdo pode vir acompanhada de uma das operagdes elementares supracitadas.
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| EXEMPLO|
Seja A, por abuso de notac¢do, a matriz aumentada do sistema (3.4).12 Portanto,

V2/2 V2 —3v2/2 0 | 2v2 ] B(L,-)=v2A(1,-)
A= 2 4 -6 0| 8 —
0o 1 -1 1] -1 |
-1 2 =30 | 4 | C(2,—):B(2,—)—2B(1,—)
B=|24 -60] 8 ~
01 -1 1 | -1 |
(12 30| 4 |D2-)=C3-),DB-)=C2-)
cC=[00 0 0] 0 =~
(001 -1 1 | -1 |
(12 30| 4 ]EL-)=D(,-)-2D(2,-)
D=]01 -11] -1 =~
(00 0 0] 0 |
10 -1 -21] 6]
E=|01 -1 1 | -1]|=R
00 0 0 | 0|

Essa R é a matriz aumentada do sistema 2 x 4
X —z — 2w = 6
{ y —z + w = —-1° (3.7)

Demonstra-se que o escalonamento da matriz aumentada de
um sistema m x n ndo altera o conjunto solugdo dele.

Assim, caso S seja o conjunto solucdo dos sistemas (3.4) e (3.7), esse tltimo sistema
é de facil resolugdo. De fato, se (x,y,z,w) € S, entdo, para escalares z = x e w = 8
arbitrarios,

(x,y,z,w) = (z+2w+6,z—w—1,z,w)
=(a+28+6,0—p—1,ap) (3.8)
=a(1,1,1,0) +[:§(2,—1,0,1) +(6,—1,0,0).

Portanto, S tem uma infinidade de solugdes, que podem ser obtidas ao atribuirmos
valores reais para a e .12

e Caso a matriz aumentada [A|b] seja equivalente a alguma matriz que tenha alguma
linha da forma
(000 --- 0| b]

e b seja ndo nulo, o sistema Ax = b ndo tem solugdo. De fato, a linha supracitada
representa a equagao
O-x+0-y+0-z+etc=0b#0,

12Cf. p. 61.
13Veriﬁque que (3.8) é uma solucdo arbitréria de (3.4).
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ou seja,
0=b#0,
que ndo é uma igualdade valida.
| EXEMPLO |
x +y - z = 2
Osistema{ — x — 2y + 2z = —1 ndo tem solugdo, pois
y — z = 0
1 1 -1 | 2 (1 1 -1 | 2]
-1 -2 2 | -1|— |0 -1 1 |1
o 1 —-11] 0 |01 -1 ] 0]
(1 1 -1 ] 2]
— {0 -1 1 | 1],
0 0 0 | 1]

cuja terceira linha, ou seja,
000 1],

representa 0 = 1, que ndo é uma igualdade vélida.

e Ao considerarmos o escalonamento de um sistema homogéneo arbitrdrio, é desneces-
sdrio escrevermos a coluna nula b = 0 da matriz aumentada desse sistema, pois as
operagOes elementares ndo alteram essa coluna.

| EXEMPLO]
Se
@x + \/Ey — %z =0
2x + 4y — 6z =0 (3.9)
y — z + w =0

e (x,y,z,w) € S, onde S é o conjunto solugdo de (3.9), entdo, para escalares z = a e
w = f arbitrarios,

(x,y,z,w) = (z+ 2w,z —w,z,w)

= (a+2B,0 — B,u,pB) (3.10)
=x(1,1,1,0) + (2, -1,0,1).

Note que as solugdes “gerais” (3.10) e (3.8) dos sistemas (3.9) e (3.4), respectivamente,
diferem entre si pela solugdo “particular” xp = (6, —1,0,0) de (3.4).

Demonstra-se que, XNy € uma solucdo “geral” do sistema Ax = b
N

arbitrdrio se, e somente se, XxNH = Xy + Xp, onde xy é uma solucio

“geral” de Ax = 0 e xp é uma solugdo “particular” de Ax = b.

3.6 Matrizes invertiveis, matrizes elementares e escalonamento

Sejam A, B e C matrizes quadradas e de mesma ordem.
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e Sejam B e C inversas a direita e a esquerda de A, respectivamente, isto é,

AB =1=CA.

Nesse caso,

B=C
DEMONSTRACAO

B=1B

— (CA)B

= C(AB)

=ClI

=C.

67

Portanto, denotaremos B por A~1 e diremos que A é invertivel e A~1 ¢ ainversa de A.

| EXEMPLO |

12 4o [-2 1
A‘[_% 4}‘:"4 _[3/2 —1/2}‘

e Caso A tenha uma linha (respectivamente, coluna) nula, A ndo é invertivel.

DEMONSTRACAO

mente, coluna) nula. Portanto, AB # | (respectivamente, CA # ).

e Sedet A # 0, entdo

é invertivel e

_—¢c _a
detA detA
€ a sua inversa.

DEMONSTRACAO
Basta verificarmos que AA~! = 1.1* Assim,
. ad—bc  —ab+ba
antt= | did T, |
det A det A
10
= (ad —bc = det A #0)
01
=1
| EXEMPLO]

Pelo produto das matrizes do primeiro exemplo dessa secdo, AA~! =1I.

e Caso A seja invertivel, as seguintes propriedades sao validas:

14 A verificagdo de A=A = | é andloga.

Para qualquer matriz B (respectivamente, C), AB (respectivamente, CA) tem uma linha (respectiva-
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- A1 éinvertivel e (A_l)f1 = A;15

- Al é invertivel e (A") -1 (A_l)t.16

EXEMPLO

As propriedades supracitadas sdo validas para as matrizes do primeiro exemplo dessa

secao.

e Caso A e B sejam invertiveis, AB é invertivel e (AB) ! = B~1A-1V

EXERCICIO |

Verifique essa propriedade para

12 [ -3/2 -1
A‘{s 4}‘33_[—1/2 0}'

3.6.1 Matrizes elementares

Podemos interpretar o processo de escalonamento como um produto de matrizes elementa-
res e calcular a inversa de qualquer matriz (invertivel) como um produto dessas matrizes.

Uma matriz E é dita elementar caso seja equivalente a alguma | pela aplicagdo de uma opera-
¢do elementar, ou seja,

| EXERCICIO |

| — E.18 (3.11)

Apresente todas as matrizes elementares 2 x 2.

RESOLUCAO

Sel = (1) (1) e ¢ € R é ndo nulo, entdo E pode ser dada de uma das seguintes formas:
1 [ ¢ 0] 1 01,
o 1o ¢f
[1 0] 1 ¢
2. 1| ou [ 0 1 },
o0 11
3. 10
OBSERVAGAO |

Sejam B e E matrizes obtidas ao aplicarmos a mesma operac¢do elementar em A € R"*" e
| € R™*™, respectivamente. Nesse caso, B = EA, ou seja,

A —s B=EA, (3.12)

15Demonstre!
161dem.
17Tdem.

18Cf. (3.5)e (3.6), pp. 64 e 64.
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onde “—" representa a mesma operagdo elementar dada em (3.11).

| EXEMPLO |

0 1
-1 2
mesma operagao elementar, ou seja,

com B e E obtidas de A = { } el = { (1) (1J }, respectivamente, pela aplicagdo da

B(1,-)=A(1,-)—-A(2,—) e E(1,—)=I1,—-)—-12,-).

e Demonstra-se que toda matriz elementar é invertivel.

| EXERCICIO |
Verifique a invertibilidade de todas as matrizes elementares 2 x 2 apresentadas no pri-
meiro exercicio dessa subsecio.’

e Como o produto de matrizes invertiveis (de mesma ordem) é invertivel, o produto de
matrizes elementares (de mesma ordem) é invertivel.

EXERCICIO |
Multiplique as matrizes elementares 2 x 2 apresentadas no primeiro exercicio dessa
subsecdo, em qualquer ordem, e verifique que o produto delas é invertivel.

Na secio 3.7, veremos como escalonamento e invertibilidade estio
relacionados pela expressio (3.12).

19Esse resultado é valido para matrizes elementares n X n arbitrarias, conforme demonstrado nas referén-
cias sugeridas no primeiro capitulo desse livro.
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3.7 Exercicios

1. Considere
1 -1 0 2 V2
A=|n /2 1 =2 0
0 -1 1/V2 1/2 —-n

e B = A'. Verifique que C = AB e D = BA sdo simétricas, isto é, C' = Ce D' = D.

ComoAé3 x5e

1 7T 0
-1 /2 -1
B=1| 0 1 1/V2
2 -2 1/2
V2 0 —7T

é5x3,segueque Cé3 x3eDé5 x5. Além disso,

c12 = A(1,—) - B(—,2)

=1-w+(=1)-(7/2)+0-14+2-(=2)+v2-0
_ 7‘[_4
T2

T—8

2

e todas as outras entradas (de C e D) sédo calculadas de modo andlogo.

1 -1 1 12 1 220
A‘[—l 2 o]’B_{l 1 _1]ec_{1 01}

em R2*3, Determine:

2. Sejam

(@) aCcLA+2B-C;
(b) aCL aA + BB — C cuja primeira coluna é nula;?°

(c) se A eBsdoL1.%!

3. Demonstre as propriedades (*) da secdo 3.2.

RESOLUCAO

- Para M € R™*P e N € RP*" arbitrdrias, a entrada da linha i e coluna j do produto MN € R™*"
¢ dada por (MN);; = M(i,—) - N(—,j). Portanto, caso A, B e C sejam matrizes onde o produto

20/l SUGESTAO

Obtenha escalares « e B tais que wa; + pb; — ¢1 seja o vetor nulo.

” RESOLUCAO

Caso A e B sejam LD, existe algum escalar A tal que A = AB. Logo, ao examinarmos a tiltima entrada da tltima
linha da matriz de cada membro dessa igualdade, temos 0 = A - (—1), ou seja, A = 0. Assim, A = O, que ndo é
uma igualdade vélida, pois A (dada no enunciado desse exercicio) ndo é nula. Entdo, a suposicao inicial (sobre
a dependéncia linear das matrizes) é falsa.
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(A + B)C esteja bem definido,

[(A+B)C; =

Como i e j representam indices arbitrarios, (A + B)C = AC + BC.

Na terceira igualdade anterior, de cima para baixo, utilizamos a distri-
butividade da adigdo de vetores, em relagdo ao produto interno.

- Para qualquer matriz M, a entrada da linha i e coluna j de M é dada por (M) jj = Mji. Portanto,
caso A e B sejam matrizes com produto AB bem definido,
[(AB)'];; = (AB);i
A(j, =) - B(=1)
= B(—i)- ( -)
(B ) ) (A) (=)

Como i e j representam indices arbitrarios, (AB)t = BAL

Na terceira igualdade anterior, de cima para baixo, utilizamos a
comutatividade do produto interno.

4. Sejam a; = A(—,1), ay = A(—,2) e a3 = A(—,3) os vetores colunas e by = A(1,—)f,
b, = A(2,—)! e b3z = A(3,—)" as transpostas dos vetores linhas de

A=

N e
© U1 N
O &N W

(a) Verifique que a3 = 2a; —a; e b3z = 2by — by;
(b) Escreva a; e ay como combinacdes lineares de by e b,;*
(c) Escreva by e by como combinacdes lineares de a; e ay;*

(d) Utilize os outros itens desse exercicio para verificar que o mesmo plano de R3 é
gerado pelos vetores linhas ou colunas de A.

RESOLUCAO DO ITEM (d)

Denote por S; o subespaco de IR® gerado pelos vetores by, by e bs. Denote por S, o subespago de R3
gerado pelos vetores a;, ap e a3. Note que, tanto by e b, quanto a; e ap sdo nédo colineares, isto é, sdo
LL. Portanto, {b1,by} e {aj, a2} sdo bases de Sy e S, respectivamente, pois, pelo item (a), podemos
desconsiderar os geradores b3 e az. Além disso, pelo item (b), cada vetor de {aj, ap} pertence a S.
Assim, todos os vetores de S, pertencem a Sy, ou seja, Sc C Sy. Analogamente, pelo item (c), S; C S,.
Entédo, Sy = S, tem dimensao dois.

22 SOLUCAO |a] = %bl — %bz eay = %b] — %bz
23 SOLUCAO | by = —%al + %az eb; = —1:,7031 + 13—1a2.
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5. Verifique que os vetores colunas de

A=

oo~
O R
oo

geram um subespaco (de dimensao 2) de IR? diferente daquele gerado por seus vetores
linhas.

RESOLUCAO

Seja S; o subespaco de R® gerado por vi = (1,1,0) e vo = (0,1,1).>* Seja S, o subespago de R3 ge-
rado por e; = (1,0,0) e e = (0,1,0).2% Como bases distintas podem gerar o mesmo subespaco, nao
podemos afirmar que:

{vi,v2} # {e1,e2} = S # 8.2
Para verificarmos que os subespagos supracitados sdo distintos, basta apresentarmos algum vetor de
um deles que ndo seja uma CL dos vetores da base do outro. Por exemplo, como v, € Sy ndo pode ser
escrito como uma CL dos vetores e e ey, vy € S,.

6. Seja M = R2*2, A dimensdo de M é 4. De fato, uma base de M, dita candnica, é
constituida pelas matrizes

10 01 00 00
=loole=[oo] e=[io]er=[o7]

b . .
¢ ] € M é uma CL das matrizes A, B, C e D, ou seja,

pois toda matriz M = [ . d

aA+bB+cCH+dD =M,

e M é a matriz nula apenas quandoa = b = ¢ = d = 0, confirmando que A, B, Ce D
sao LI

(a) Seja Ts o subconjunto de M das matrizes triangulares superiores.?” Verifique que
Ts é um subespaco de dimensao 3 de M, gerado por A, Be D;

(b) Seja D o subconjunto de 75 das matrizes diagonais. Verifique que D é um subes-
paco de dimenséao 2 de 7T, gerado por A e D;

(c) Seja Z o subconjunto de D das matrizes que sdo multiplas da matriz identidade I.
Verifique que Z é um subespago de dimensdo 1 de D, gerado por |;

(d) Descreva um subespaco de M que contém A mas ndo —D.
(e) Caso um subespago S de M contenha Ae —D, | € §?

(f) Como vimos, uma matriz quadrada é dita simétrica quando é igual a sua trans-
posta. Seja S o subconjunto de M das matrizes simétricas. Verifique que S é um
subespaco de dimensao 3 de M, gerado por A, D e B + C.

24Note que, embora o vetor nulo represente a terceira linha de A, ndo podemos inclui-lo na base {v,v,} de
Sy.

ZNote que, embora v; = (1, 1,0) represente a segunda coluna de A, como v| = e; + 5, podemos considerar
a base de S, composta apenas pelos dois primeiros vetores da base candnica de IR3.

26Cf. o exercicio anterior.

27Cf. 0 exercicio 8 dessa segao.
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7. Calcule os seguintes determinantes:

1 1

(a) 1) | RESPOSTA | -2;
(2 0 1

) 10 1 0 (; RESPOSTA || 3;
|10 2
0 3 1 28
0O 0 0 3

@190 2 7l | RESPOSTA | 36;
|23 -9 3
1 0 0 0
52 00

(d) 36301 RESPOSTA || 24.
(097 4

8. Caso A € R"*" seja triangular, ou seja, as entradas acima ou abaixo da diagonal prin-
cipal de A sejam nulas, demonstre que det A = ayy - - - a2

9. Verifique as regras det A" = det A e det(AB) = (det A)(det B) para

(23]« -3 4]

10. A matriz
eXte”* eF—e*
— 2
A= eX—e ™ ef4e*

2 2

é invertivel para todo x € IR. Essa afirmacdo é verdadeira ou falsa? Justifique (correta-
mente) a sua resposta.

RESOLUCAO

Como det A # 0, existe A~L. De fato,

detA = % [ezx +24e (ezx 2+e¢ 2")}
=1.
11. Caso
1 1 0 -1 00 3 3
A=| -1 -1 3 4 e B=|r r 31
2 2 3 1 1165

28| SUGESTAO

Caso as entradas acima da diagonal principal sejam nulas, calcule determinantes, indutivamente, sempre ao
longo das primeiras linhas, até que
det A = ay1ax - - - aun

seja obtido. Caso as entradas abaixo da diagonal principal sejam nulas, considere A’ no lugar de A, obtenha
det Al = ai - ann

pelo caso anterior e utilize uma das regras do préximo exercicio dessa segao.
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12.

13.
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sejam equivalentes (por linha), isto é, elas sejam equivalentes &8 mesma escalonada re-
duzida R, determine r.

RESOLUCAO

Como
1 1 0 -1
A— | 0 0 1 1 =R
00 0 O
e
1 1 6 5
B— | 0 O 1 1
|0 0 3—6r 1-5r
1 1 -1
— | 0 0 1 1 =R,
10 0 0 r—2
r=2.

Via escalonamento, determine o conjunto solucédo (S) de cada um dos sistemas seguin-
tes:

2x + y — 2z = 10
(@ < 3x + 2y + 2z = 1 RESPOSTA | S = {(1,2,-3)};
5 + 4y + 3z = 4
x + 2y — z =0
(b) { 2x — y + 3z 0 RESPOSTA | S = {a(—1,1,1) |« € R};
4x + 3y + z = 0
x + y + z =4
(@ { 2x + 5y — 2z = 3 | RESPOSTA | S = @;
x + 7y — 7z = 5
x — v + 2z - w = -1
(d) 2x + y — 2z — 2w = -2
- x + 2y — 4z + w = 1
3x — 3w = -3

RESPOSTA | S = {«(1,0,0,1) + 4(0,2,1,0) + (—1,0,0,0) |, B € R}.

Caso
X1 + 2x0 + x3 = a
— X1 — X2 — ZX3 = b (313)
— X2 + X3 = ¢

represente um sistema linear com trés equagdes e x1, x7 e x3 sejam suas varidveis, de-
termine todos os valores de 4, b e c para os quais esse sistema tenha solugdo. Nesse
caso, determine todas as solugdes de (3.13).

RESOLUCAO



3.7. EXERCICIOS 75

Ao escalonarmos a matriz aumentada de (3.13), temos

1 2 1 | a 1 2 1 | a
-1 -1 =2 | b|—|0 1 =1 | a+b
0 -1 1 | ¢ | 0 1 1 | c
(1 0 3 | —a—2b
— 101 -1 | a+b
| 00 0 | a+b+c
Assim, (3.13) tem solugdo se, e somente se, a + b + ¢ = 0 e, nesse caso, (3.13) é equivalente ao sistema
X1 4+ 3x3 = —a-—2b
X2 — X3 = a+b.

Portanto, para x3 = t arbitrario, a solugdo de (3.13) é dada por

X1 —3t—a—2b
X2 =
X3

t+a+b

-3 —a—2b
=t 1 + a-+b ,

1 0

t
com 4, b e c constantes e tais quea + b + ¢ = 0.

14. Determine os valores de 4, b e ¢ para os quais o sistema linear com matriz aumentada

2 6 0 4| 2a
0 0 1/2 2 | b/2
-1 -3 1 2| c—2a

tenha solucdo.?” Além disso, obtenha a solugéo do sistema supracitado.>’

15. Demonstra-se que:

R é a escalonada reduzida equivalente a A se, e somente se,
R=E - EF A,

onde as matrizes elementares da lista E1,E,, . . ., Ej sdo ob-
tidas, nessa ordem, nas k etapas do escalonamento de A,
como em (3.12) da pdgina 68.

Nesse caso, para A quadrada e R = |, A é invertivel e
AV =E; - EE;.

EXEMPLO

0 1 1 -1 1 -1 0 1
A‘{—1 2}_>_—1 2]_[0 1“—1 2}_E1A
(1 -1 10 1 -1
o 1}[1 1“—1 2]E2E1A
(10 1171 -1
—>_0 1:|—|:0 1:||:0 1 :|—E3E2E1A—I,

30 Cf. aresolucdo do sistema (3.13) do exercicio anterior.
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]l
iy

Portanto, para A € R" " arbitraria, podemos obter A~! (caso A seja invertivel) ou
afirmar que A~! ndo existe (caso A nao seja invertivel) pelo método seguinte:

EsExEq =

(a) Escalone [A[l] até que [R|A’] seja obtida, digamos, ap6s k operagdes elementares,
ou seja, efetue o escalonamento

[A||] — [ElA‘Eﬂ] — [E2E1A|E2Eﬂ —_— s —> [Ek cee E1A|Ek' . El] = [R|A/] . (314.)

(b) Para a escalonada reduzida R, obtida de A, temos:
R=l«<= A=A
- R # 1 <= A ! nao existe.

Utilize o método supracitado nas seguintes matrizes:

0 1 s 110 110
Lol lzals |or|, for1| e
121

120
01000 0]
200000
003000
000400
000056
(00000 £ |

Entre as matrizes supracitadas, existe alguma ndo invertivel? Alguma delas é inverti-
vel? Caso alguma seja invertivel, apresente a sua inversa.>!

OBSERVACAO

ara as matrizes desse exercicio, o objetivo é obtermos suas inversas (caso existam
P t d bjet bt t

pelo método supracitado. Contudo, é possivel utilizarmos a técnica da “multiplicagao
de matrizes em blocos” na matriz 6 x 6 supracitada, ou seja, caso A seja aquela matriz,

01 30 5 6
s=[ao)e=[ad]eo= [0 ]

podemos considerar que A é “diagonal por blocos” e as matrizes B, C e D estdo repre-
sentadas ao longo dessa diagonal, isto &,

B Zeros
A= C
Zeros D

31Esse teste de invertibilidade pode ser aplicado mesmo que ndo seja necessario apresentarmos A~! (caso
A seja invertivel). De fato, apds obtermos a escalonada reduzida R de A, basta observarmos que:

A é invertivel «<—= R = I.
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16.

Por outro lado, ao utilizarmos a férmula para inversas de matrizes 2 x 232 temos

1 1 1
_1:02 _1230 _125—6
= [Veler= g i]eon=[0 7

4
Portanto,
[ B! zeros
Al = c!
| zeros D!
[0 2 000 0]
10000 O
oo o0 o0
~looo01o0 0|
00001+ —6
(00000 5 |
pois AA~L =1.

Determine todos os valores de a para os quais

A=

QN
QN
QW

seja ndo invertivel? Justifique (corretamente) a sua resposta.

RESOLUCAO

Pelo método supracitado, descrito no exercicio anterior, A é invertivel se, e somente se, a matriz es-

calonada reduzida R, equivalente a A, é dada por R = |. Nesse caso, podemos considerar o seguinte
escalonamento:
1 2/a 3/a
A— | a a 4
| a a a
1 2/a  3/a
— |0 a=-2 1
| 0 a—2 a-3
(1 2/a 3/a
— |0 1 1/(a—2)
| 0 a—2 a—3
[1 0 (3a—8)/[a(a—2)] ]
— | 0 1 1/(a—2)
1 00 a—4 ]
[1 0 (Ba—28)/[a(a—2)] ]
— | 0 1 1/(a—2)
1 00 1 ]
— 1,
onde:

32Cf. asecdo3.6.
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- a # 0 na primeira etapa, pois, caso contrario, terfamos A =

o O -

0

0

0
1
- a # 2 na terceira etapa, pois, caso contrario, terifamos a matriz | 0
0

etapa, ndo equivalente a I;

1
1

o O -
O = O
O N

- a # 4 na quinta etapa, pois, caso contrario, terfamos R = [
diferente de I.

Portanto,
A éndo invertivel <= a € {0,2,4}.

17. Determine todos os valores de a para os quais

2 a a
a a
8 7 a

A=

AN

seja ndo invertivel 33

18. Prove que

A= 1|a a

oy

é invertivel se a # 0 e a # b. Nesse caso, determine A~

RESOLUCAO

Podemos escalonar [A[l], via Gauss-Jordan, até obtermos [I|A™!], com

1 a 0 —-b
Al=—"—" | -4 g4 0 .
a(a—"b) 0 —a a

De fato,
a b b | 100 [a b b | 1 00
aab | 010|—]0a-b 0 | -110
a a a | 001 | 0 a—b a—b | -1 0 1
(1 b/a b/a | 1/a 0
— 0o 1 0 | —-1/(a—b)
0 1 1 | —1/(a—b) 0
(1 0 b/a | 1/(a—b)
— |01 0 | —-1/(a—0b)
00 1 | 0 ~1/(a—b)
(1.0 0 | 1/(a—D) 0
— 10 1 0 | -1/(a—b) 1/(a—0D)
00 1 | 0 ~1/(a—b)

onde, na segunda etapa do escalonamento, consideramos a # 0ea — b # 0.

33| RESPOSTA ||[a = 0;a =2;a = 7.

3/2

2 3
0 4 | ndoequivalentea [;
0 0

] , obtida na segunda

2
2 ] , obtida na quarta etapa,

0
1/(a—b) 0 ]

—b/[a(a — b)] 0 ]
1/(a—b) 0

1/(a—0b)
—b/[a(a—

)]
0 7
1/(a—b)



3.7. EXERCICIOS 79

19.

20.

A inversa de qualquer matriz invertivel A tal que
A2 —2A+51=0

é dada por

onde A? = AA. Essa afirmacéo é verdadeira ou falsa? Justifique (corretamente) a sua
resposta.

RESOLUCAO

Ao multiplicarmos A~! por cada um dos membros da primeira equagdo do enunciado desse exercicio,
temos
(a7'a) a—247"a+5471=Aa7"0,

isto &,
A=21+547" =0.
Ao adicionarmos 2| — A a cada um dos membros da equagdo anterior, temos
5471 =21—A.
Assim, basta multiplicarmos 1/5 por cada um dos membros da equagdo anterior para que a afirmagdo

supracitada seja verdadeira.

Demonstra-se que, ao aplicarmos operacdes elementares sobre as linhasi e j, i # j, de
A € R™", obtemos B € R"*" tal que:

- B(i,—) =A(i,—) +a A(j, —) = detB = det A;

- B(i,—)=aA(i,—),coma # 0= detB =« detA;

- B(i,—) =A(j,—)eB(j,—) = A(i,—) = det B = —det A;

- Como det A = det A!, os trés itens anteriores (desse exercicio) permanecem vali-

dos para operacdes elementares sobre as colunas de A.

Utilize os itens anteriores (desse exercicio) para calcular det A, onde A é dada por:

100 3
270 6
@A=\4g¢63 o |’
| 731 =5
1 -1 2 -3
-1 2 1 =2
byA=1o 5 53 5 |/
0 15 11 -1
1 -1 2 1]
2 1 1 3
@A=1 41 1 1 1|
] 3 2 1
2 86 8 ]
3 -9 5 10
A=) 3 g 1 2|
1 40 6
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[ 7 e V2 V3
1 /2 -1 =1/2 |’
| In2 /7 V3 m?
(2 3000
10001
HA=]111001]|;
00112
| 00210
(1 0 0 0 0 O]
00 0 O0atwd
00 0O0¢cd
®A=10000e |
O p g r st
0 v wxy z

onde as letras mintsculas representam ntimeros reais ndo nulos.

RESOLUCOES

(a) Via B(—,4) = A(—,4) —3A(—,1), podemos obter uma matriz triangular cujo determinante é o
produto das entradas da diagonal principal de B. De fato,

det A = detB
100 0
270 0
=det| o 4 3
7 3 1 -2
—1-7.3-(—26)
— 546,
(b)
det A = detB
1 -1 2 -3
01 3 -5
=det| 5 5 3 5
0 15 11 -1
1 -1 2 -3
01 3 -5
=det! v o 0 o
0 15 11 -1
:0/

onde B foi obtida de A, via B(2, —) = A(2,—) + A(1, —), e o determinante foi calculado ao longo
da linha nula de C, obtida de B, via C(3,—) = B(3,—) + B(2, —).

(c) Utilize operacdes elementares para “zerar” as entradas da primeira coluna de A, abaixo da en-
trada a1 = 1. O determinante da matriz, assim obtida, pode ser calculado ao longo de sua
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primeira coluna. De fato,

1 -1 2 1
0 -1 5 5
det A = det 0 2 _1 —_»
| 0 4 0 0
[ -1 5 5
=det| 2 -1 -2
| 4 0 0
5 5
= 4det { 1 _o }
=4(-10+5)
= 20,

onde o determinante da matriz 3 x 3, na terceira igualdade, de cima para baixo, foi calculado ao
longo de sua tltima linha.

(d)

1 -4 3 4

3 -9 5 10

det A = 2det 3 0 1 -2
| 1 -4 0 6

(1 —4 3 4

— 2 det 0 3 —4 -2

0 —12 10 10
0 0 -3 2

[ 3 —4 -2
=2det| —12 10 10

. 0 -3 2
(3 —4 -2
=2det| 0 —6 2
|0 -3 2

(3 —4 -2
=-2det| 0 -3 2

0 -6 2 |

(3 —4 —2]
=-2det| 0 -3 2

|0 0 -2

—(-2):3:(-3): (-2)
= —36,

onde, na primeira igualdade, de cima para baixo, B foi obtida de A via B(1,—) = %A(l, -),
ou seja, detB = %det A, isto é, det A = 2detB. Nas outras igualdades, de cima para baixo,
“zeramos” as entradas abaixo do pivo da primeira coluna, duas vezes, trocamos o sinal do deter-
minante, onde permutamos linhas, e utilizamos o exercicio 8 dessa segdo.

(e)

det A = detB
T e V2 3
0 0 0 0
=det\ 1 4n 1 _1p2
n2 1/nm V3 2

:0[

onde B foi obtida de A via B(2, —) = A(2, —) + vV2A(3, —).
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(f) Ao considerarmos linhas, podemos permuta-las e adiciona-las a multiplos escalares de outras
linhas, conforme o célculo seguinte:

1 0001
2 3000
detA=—det| 1 1 0 0 1
00112
100 210
(1.0 0 0 1
0300 -2
=—det| 0 1 0 0 O
0011 2
100 21 0
1. 0 0 0 1
01 00 O
=det| 0 3 0 0 -2
0011 2
100 21 0
1. 0 0 0 1
010 0 O
=det{ 0 0 0O 0 -2
001 1 2
| 00 0 -1 —4
100 0 1
010 0 O
=—det|{ 0 01 1 2
000 0 -2
000 -1 —4
100 0 1
010 0 O
=det| 0 0 1 1 2
000 -1 —4
000 0 -2
=2
(g) Expandindo (sempre) ao longo das primeiras linhas, temos
0 0 0 a b
0 0 0 c d
detA=1-det| 0 0 0 e f
p q r s t
vow X Yy z
0 0 0 d 0 0 0 ¢
= —adet 000 f + bdet 0 0 0
p q r t p q v s
v w X z vow o x Yy
0 0 O 0 0 O
=addet| p q v | —bcdet| p q r
vow X v ow X
:0,

pois linha nula acarreta determinante nulo.

21. Pelas operagdes elementares sobre det A, dadas no enunciado do exercicio anterior, e
pelo fato do escalonamento
A— o — |
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acarretar a existéncia de A~!, conforme o exercicio 15 dessa se¢do, demonstra-se que

| A ndo é invertivel < det A = 0.]

Utilize essa equivaléncia para resolver (novamente) os exercicios 16 e 17 dessa secdo.>*

22. Como estabelecido no final da secdo 3.4, se A e B sdo matrizes n x n, entdao
det(AB) = (det A)(detB).

Utilize essa afirmagdo para demonstrar que, se A é invertivel, entdo

det (A_1> = (detA)" L.

detA #0e AA"l =1.

o]

Resolva
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Capitulo 4

Transformacgodes lineares, autovalores e
autovetores

Nesse capitulo, estudaremos transformagoes, isto é, fungdes,
R" 5 x — L(x) € R",
que generalizam a fun¢ao linear
R>x+—— f(x) =ax € R,

onde, para quaisquer reais x, i e &, temos:

fx+y)=a(x+y)

=ax +ay (4.1)
= f(x) + fy);
flax) = a(ax)
= a(ax) 4.2)

= af(x).
Para definirmos linearidade, utilizaremos as propriedades (4.1) e (4.2), no contexto da trans-
formacao L supracitada, e, como no capitulo 2, assumiremos que o vetor

x = (x1,x,...,%,) € R"
pode ser representado pela matriz

X1
x=| 1 | eR™!
Xn

Portanto, a imagem L(x) € R™ pode ser representada por uma matriz m x 1.

4.1 Transformacoes lineares

Seja L4 (x) := Ax o produto das matrizes reais A e x, de tamanhos m x n e n x 1, respectiva-
mente. Assim, temos a func¢do

Ly : R" — R"™
x — Lyu(x),

85
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dita multiplicagio por A.

| EXEMPLO |
1 -1 0 ~
SeA—[O 1 _1},entao
Ly : R3 — R?
*1 X1 — X
_ | xiex2 |
x=| x| — LA(x)—[xz_x?’}

X3

Note que a lei de correspondéncia de L4 também é representada por

X = (xl,xz,xg) — LA(X) = (x1 — X, Xy — X3) .

DEFINICAO
L :R" = R™ é uma fungdo linear quando as condigdes

L(x+y)=L(x)+L(y) e L(ax)=aL(x)

sdo satisfeitas, para quaisquer vetores x,y € R" e qualquer
escalar & € R.

AFIRMACAO 1
L :R" — R™ é uma fungio linear se, e somente se, L = L 4 para alguma matriz A.

| DEMONSTRAGAO |

Por um lado, ¢ fécil provar que L4 € linear, ou seja, La(x+y) = La(x) + La(y) e La(ax) = aLs(x) para
quaisquer x,y € R" e « € R.! Por outro, suponha que L seja linear e considere que:

- j=12,...,m
X1
X

. x: . ’
Xn

- e; € amatriz n X 1 que representa o j-ésimo vetor da base canonica de R", isto &, e; € a j-ésima coluna
da matriz identidade n x n;

- aj é aimagem de e; pela fungdo L, isto é, L (e;) := aj;

- aj também € a j-ésima coluna da matriz

ann 412 0 dn

a1 dxp - A42p
A pr—

Al Am2  * Amn

1De fato, faca com L4 0 mesmo que fizemos com f em (4.1) e (4.2).
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Entao, pela linearidade de L,

L(x) = L (x1e1 + xpep + -+ -+ xpey)
=x1L(e;) +xoL (e2) + - -+ x,L (ey)
= xj1a; +xpap + -+ - + Xuay

a1 a2 A1n

az a A2n
=x + x> . + o Xy

Am1 A2 Amn

a11X1 +apXxy + -+ aXy
Ar1X1 + AxpXy + -+ - + doypXy

A1 X1 + A2 X2 + -+ -+ ApnXy
= Ax
= La(x).

87

(4.3)

Observe que, em (4.3), ao calcularmos L (ej), obtemos a
coluna A(—,j), j = 1,2,...,n, tal que L = Ly. A é
chamada matriz que representa L (nas bases candnicas).

2z

EXERCICIOS
Verifique a linearidade das fun¢des definidas por:

1. L (xl,xz, X3,X4) = (x1 + xp, X3 4+ Xg4,x1 + X2 + X3 + X4)

RESOLUCAO

Como

se considerarmos

A=|[L(e;) L(ep) L(e3) L(esq) |
1100

~loo1 1],
1111

entdo L = L 4.2 Portanto, L é linear, pela afirmagéo 1 supracitada.

2x1 + x2

[ xq ] 4x3 — 3xy [ xq

X7 —6x5 + 5x¢ X7

I A I + 2xp + 3x3 + 4x4 — 5x5 4 6X4 v | ¥
X4 X1 X4

X5 —X2 X5

| X6 | X3 | X6

L X4 i

2Verifique!
3Confira a subsecdo 4.3.1.

Y (Xl, X7, X3, X4) < ]R4/'

E R6.3
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3. ROTACAO (ANTI-HORARIA) DE ANGULO 6 EM TORNO DA ORIGEM
Rg(x1,%2) = (x1c0os0 — xpsen B, x;sen b + xpcos0)  V(xi,x2) € R%  (4.4)
Para x = (x1, x2), podemos considerar uma ilustracdao de Ry como a da figura 4.1.

Figura 4.1: Rotacado de 6 radianos do vetor x em torno de 0

Rg(x)

() X

RESOLUCAO

Como

cos —sen 6
Ro(e1) = { senf ] e Ro(ez) = [ cosf ]’

se considerarmos

A= [ Rg(el) Rg(ez) ]
| cosf —senf
~ | senf cos@ |’

entdo Ry = L4.* Portanto, Ry é linear, pela afirmacdo 1 supracitada.
4. SEMELHANCA (OU CISALHAMENTO) DE RAZAO A € R
Sa(x) = Ax  ¥x € R"}®
Para uma ilustracdo de S, considere a figura 4.2.

Figura 4.2: Cisalhamento do vetor x, A > 1

RESOLUCAO

Como x = Ix, S (x) = (Al)x. Portanto, para A = Al,® Sy = L4 é linear, pela afirmagdo 1 supracitada.

“Verifique!
SPodemos assumir A # 0. De fato, a fungdo nula, embora linear (verifique!), ndo ¢ uma semelhanca.
Note que S; = I é a fungdo identidade em R".
k

64 — .
A= zeros ‘. Zeros
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5. PROJECOES ORTOGONAIS SOBRE:
(a) OS EIXOS x Ey
Py(x1,x2) = (x1,0) e Py(x1,x2) = (0,x2) V(x1,x2) € R?7

(b) O SUBESPACO S DE R"” COM BASE ORTONORMAL {aj, ay,...,a,}

Ps(x) = (x-ar)a; + (x-a)ap + -+ (x-a,)a, Vx€RY; (4.5)
(Note que, se X' := Ps(x) e X" := x — x/, entdo X" € S*. De fato, paraj=1,2,...,r,
X" aj=[x—(x-a;)a; — - — (x-ar)a] - a
=x-a;j— (x-ar)(a;-a;) — - — (x-a,)(ar - a))

=x-a;j—x-a; =0.

Assim, como x = X' +x" € R" com X' € S e x” € S*, 0 nome projegio ortogonal se justifica. Ps(x)
é ainda chamado melhor aproximagdo de x em S ou vetor de S mais préximo de x, conforme veremos
no capitulo 7.)

Verifique que

Ps(x+y) = Ps(x) + Ps(y) e Ps(ax) = aPs(x)

para quaisquer x,y € R" ex € R.

Ainda em relagdo ao item (b) do exercicio 5, se n = 3 e S é a reta que passa pela
origem na direcdo de v = (1,1,1), conforme ilustrada na figura 4.3, determine a
matriz que representa Pg e a que representa Pg .

Figura 4.3: Representacdo qualitativa das proje¢des ortogonais

Ps s ol

RESOLUCAO PARCIAL I

Primeiramente, note que:

- {a} é uma base ortonormal de S se

’Confira a subsecao 4.3.1.
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- (1,1,1) - (x,y,2z) = 0,isto é, x + y +z = 0, se (x,y,z) € S*. Portanto, uma base para o plano
S é obtida de

(xy,2) = (x,y,—x—y)
=x(1,0,—-1) +y(0,1,-1)
= Xxuy + yup.

Assim, uma base ortogonal para esse plano é obtida de

Vi=u
== (110/ _1)/
up - vp
V2 =up —
vi-vi

Entdo, {aj,a;} é uma base ortonormal para S+, com

a = V1
v
_ (1 0 _1>
\/EI 7 \/E 7
V2
a) =

[va|

(o33

Finalmente, basta calcularmos:

i. as leis de correspondéncias

x — Ps(x) = (x-a)a,
x = Pgi(x) = (x-aj)a; + (x-ap)ay;

ii. as matrizes 3 x 3, digamos
A S e A SJ_ 7

tais que

6. REFLEXOES EM TORNO:
(a) DOS EIXOS x E i
Ry (x1,%0) = (x1,—x2) e Ry(x1,x) = (—x1,x%2) V(x1,x) € RZ°
(b) DO SUBESPACO S
Rs(x) = 2Ps(x) —x Vx € R";10

Para uma ilustracdo de Rs e Ps, confira a figura 4.4.

Ainda em relagdo ao item (b) do exercicio 6, se n = 3 e S é a reta que passa pela
origem na dire¢do de v = (1,1,1), determine a matriz que representa Rgs e a que
representa Rg. .1

8Confira a subseco 4.3.1.
‘Idem!
10Cf. (4.5), p. 89.
HConfira a subsecio 4.3.1.
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Figura 4.4: Relagdo entre reflexdo e projegdo

x — Ps(x)
Ps(x) s
Ps(x) —x
Rs(x)

AFIRMACAO 2

Sejam A e B as matrizes que representam as fungdes lineares L1 : R" — R™ e L, : R" — RR?,
respectivamente, isto é, Ly = L4 e Ly = Lp. Portanto,

Lyo Ly = Lpa,
ou seja, BA é a matriz que representa a fungio linear

LryolL; : R* — R?
x +— Lp(Li(x)) "

DEMONSTRACAO
(LaoLy) (x) = L2 (L1(x))
=Ly (La(x))
= Ly (Ax)
= LB (AX)
= B (Ax
= (BA)x
= Lga (x)
| EXERCICIOS |

I. Consideren =p =2, m =23,

X = (xl,xz) — Ll(x) = (xp_,xl,xl +x2)

y= W1 y2y3) — La(y) = (y1 +y2, 2+ y3) -
- Determine A e B.12

- Sem utilizar a afirmacdo 2 supracitada, obtenha a matriz C que representa Ly o L1,
onde x = (x1,x) — Ly (L1(x)), e verifique que, de fato, C = BA.!3

12Cf. a subsecio 4.3.1.
131dem!
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II. Para as rotagOes planares (4.4),14

é facil ver (geometricamente) que
R91+92 = R@z © R91/
conforme a a figura 4.5. Por outro lado, as matrizes que representam Ry, Ry, € Rg, 14,

Figura 4.5: Rg, 19, = Rp, 0 Ry,

Rg, 19,(x) = Rg, (Rg, (%))

sdo dadas, respectivamente, por

| cosB; —sent; g_ | cos 0, —senb,
~ | senf; cosb, | senf, cosb,

e C— [ cos(01 +0,) —sen(61 + 6,) }

sen(0; +6,) cos(6y + 67)

Sem utilizar a afirmacgdo 2 supracitada, obtenha a matriz que representa Ry, o Rg,. Ve-
rifique que essa matriz ¢, de fato, dada por C.1°

4.1.1 Ntcleo e imagem de A (ou L)

Considere a funcdo linear L : R” — R™ e a matriz A, m X n, que a representa (nas bases
canonicas). O niicleo e a imagem de L (ou A) sdo, respectivamente, os seguintes conjuntos:

(i) Nu(L) = {x € R"| L(x) = 0}, que consiste de cada vetor de R" cuja imagem (por L)
seja o vetor nulo de R";

(i) Im(L) = {y € R™|existex € R" comy = L(x)}, que é constituido de cada vetor de
R™ que seja a imagem (por L) de algum vetor de IR".

AFIRMACAO 3
Nu(L) é um subespago de R" e Im(L) é um subespaco de R™.

| DEMONSTRAGAO |
Primeiramente, como

L(0) = A0
= 0[

note que Nu(L) e Im(L) sdo ndo vazios. Agora, em relagdo ao item (i), é facil ver que

Nu(L) = {x € R"| Ax =0}

14Cf.p. 88.

o]

Utilize o cosseno e o seno da soma de dois angulos.
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é o subespaco das solucdes do sistema homogéneo Ax = 0. Por fim, para (ii),

Im(L) = {y € R" | existe x € R" comy = Ax}

é o subespaco gerado pelas colunas de A, pois, como vimos em (4.3),16 se

ain a1 A1n
a1 a2 an
A= e x=
Am1 Am2 Amn
entdo
y = Ax
= X1a1 + Xoa2 + - - + Xpay,
onde aj representa a j-ésima colunade A,j =1,2,...,n.
EXEMPLO
Seja
1 00 -1
A=(101 0 -1
0 01
(i) Note que, x4 = t acarreta
X1
Nu(L) > x = 2
X3
X4
1
1
=t 1
1
comt € R. Ainda,
1
1
-1
1
é uma base de Nu(L) e dimNu(L) = 1.
(ii) Note que,
Im(L) 5y = Ax
1 0
=x1 | 0| +x|1|4+=x3
0 0

16Cf. p. 87.

0

+ X4
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e, Como
-1 1 0 0
-1 | =(-1) 0| +4+(-1) 1 (+1-]10{,
1 0 0 1

uma base de Im(L) = R3 é a candnica, com dim Im(L) = 3.

AFIRMACAO 4

Chamando as dimensoes de Nu(L) e Im(L) de nulidade e posto de L (ou A), respectivamente,
demonstra-se, pelo resultado (R14)," que

nulidade 4 posto = n.
Para o exemplo anterior, temos

nulidade 4+ posto =1+3 =4 =n.

METODO PRATICO PARA DETERMINARMOS Nu(L) E Im(L)

- Para determinarmos uma base de Nu(L), basta obtermos R, a matriz escalonada redu-
zida equivalente a A. De fato, por um lado, x é solu¢do de Ax = 0 se, e somente se, x é
solugdo de Rx = 0, isto é, Nu(A) = Nu(R). Por outro, a nulidade de A é o nimero de
vetores de uma base do espago solucdo do sistema Ax = 0.

- Para determinarmos uma base de Im(L), podemos seguir os passos seguintes:
(P1) Obtemos as colunas de R que contém os seus pivds. Assim, sejam
I‘jl,l‘jz, Ce ,I‘jk
as colunas supracitadas;

(P2) Para obtermos uma base de Im(L), basta coletarmos as colunas pivds
ajl, ajz, ey a]-k (4.6)

de A.18

| EXEMPLO |
Ao escalonarmos

temos
1 -1 0 2 1
A— |0 O 0 0 O
001 -1 -1 2
10 -1 1 3
— |01 -1 -1 2| =R
(00 0 0 ©
17¢Cf. p. 159.

180 posto de A ¢ o ntimero de colunas pivos de A.
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Portanto, para obtermos uma base de Im(L), basta observarmos que, como ry e r; sdo as
colunas pivos de R, as colunas pivds de A, isto é, a; e ap, formam a base supracitada. De
fato, por um lado, as outras colunas de R sdo CL de rj e rp, pois

3= —1 — 12,
Iy =1 —1e (4.7)
15 = 311 + 215

Por outro, (4.7) também é valida caso troquemos r por a, ou seja,

a3 = —aj; — ay,
dq —a; —aze
as = 3a; + 2ap.

Assim, {aj,ay} é a base supracitada, pois seus vetores geram Im(L) e sdo LI
Para determinarmos uma base para Nu(L), basta observarmos que, como Rx = 0 representa

o sistema
X1 — x3 + x4 + 3x5 = 0,
Xo — X3 — X4 -+ 2x 5 = 0,

caso x3 = &, x4 = e X5 = 7y sejam numeros reais quaisquer,

X1
X2
Nu(L) O2X= | X3
X4
X5
1 -1 -3
1 1 -2
=a|1|+B| 0O [+79] O
0 1 0
0 0 1
Portanto, uma base para Nu(L) é dada por
1 -1 -3
1 1 -2
11,1 0 [,] O
0 1 0
0 0 1
Note que,
nulidade + posto =3 +2 =5 = n.
| EXERCICIO |
Seja

122 -11 3
A=12 45 -3 3 7
367 —4 4 10



96 CAPITULO 4. TRANSFORMACOES LINEARES, AUTOVALORES E AUTOVETORES

- Determine a matriz escalonada reduzida R obtida de A. Que colunas de R ndo contém
pivos?!? Escreva cada uma dessas colunas como CL das colunas pivos de R.2

- Determine as colunas pivos de A, ou seja, as colunas de A correspondentes as colunas
pivos de R.2! Como as colunas pivos de A formam uma base para o espaco gerado por
todas as colunas de A, escreva cada uma das outras colunas de A como CL das colunas
dessa base.?

- Qual é a dimensdo do ntcleo de A, ou seja, a nulidade de A?%

Bases de subespacos

Como podemos obter uma base de um subespago do IR" gerado por m vetores? Por exemplo,
dados 4 vetores em R®, como podemos determinar uma base para o subespaco gerado por
esses vetores?

Essa questdo pode ser respondida de dois modos. O primeiro é baseado no “método pratico
para determinarmos Im(L)”, que acabamos de estudar. Os detalhes do segundo ficam a
cargo do leitor.

| PRIMEIRO MODO |
Considere a matriz A 6 x 4, cujas colunas sio os quatro
vetores dados. Determine as colunas pivds de A. Essas co-
lunas formam uma base do subespago procurado.

| SEGUNDO MODO |
Considere a matriz A 4 X 6, cujas linhas sdo os quatro ve-
tores dados. Determine as linhas ndo nulas da escalonada
reduzida R, equivalente a A. Essas linhas formam uma base
do subespago procurado, pois elas contém os pivos de R e,
portanto, nenhuma delas é CL das outras linhas da escalo-
nada reduzida. Além disso, é fdcil ver que as linhas de R e
A geram o mesmo subespago.

EXERCICIO

Utilize os dois modos supracitados para determinar bases do subespago de R® gerado por
(1,-1,1,-1,0,1),(-1,1,0,—-1,1,-1),(1,-1,2,-3,1,1) e (3,-3,1,1,—-2,3).

19/ RESPOSTA | 1;, i = 2,4,5,6.

20‘ RESPOSTA ‘ ) =2r|, ¥4 =1 — 13,5 = —I1 +I3€¥g =1 +I3.

2l RESPOSTA || a; e as.
22| RESPOSTA || Na pentiltima nota de rodapé, troque r por a.
23 RESPOSTA |nulidade = 6 —2 = 4.
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| PRIMEIRO MODO |

1 -1 1 3 1 -1 1 3
-1 1 -1 -3 00 0 0
a_| 1 0o 2 1| Jo1 1 2
-1 -1 -3 1 0 —2 —2 4

0 1 1 =2 01 1 =2
1 -1 1 3| (00 0 0
(1 -1 1 3 ]

01 1 =2

(0000

00 0 0

00 0 0

(0 0 0 0 |

(102 1]

011 =2
o000 0| _g
000 O '

000 0

(000 0 |

Como aj e ap sdo as colunas pivos de A, {a;,ap} é uma base para o subespago gerado por
a1, dp, a3 € a4.

| SEGUNDO MODO|

1 -11 -1 0 1 1 -1 1 -1 0 1
a_|-110-11 -1|_ 00 1 -2 10
1 -12 -3 1 1 00 1 -2 10
3 31 1 -2 3 0 0 2 4 20
(1 -1 0 1 -1 1

o012 1 0 g

00 00 00 '
(0000 0 0

Como R(1, —) e R(2, —), que sdo as linhas ndo nulas de R, foram obtidas do escalonamento
de A pela aplicagdo de operagdes elementares sobre linhas,** {R(1,—),R(2,—)} é uma base para
o0 espago gerado por A(1,—), A(2,—), A(3,—) e A(4, —).

4.1.2 Representacao de L em outras bases

Vimos que, caso L : R” — IR™ seja linear, existe uma matriz A € R™*" tal que, para
cada x € R", L(x) = Ax. Como definimos, essa A é a matriz que representa L nas bases
candnicas, pois

A= [L(e1) L(e2) -~ L(en)],

240u seja, cada linha de A é uma CL das linhas nao nulas de R. O leitor é convidado a explicitar essas
combinagdes lineares.
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onde {eq,ey,...,e,} é abase candnica de IR", e cada coluna A(—, j) é dada por
p

/ / /
= ajjey +agjep + - - A Ay,

onde {e’l, eé, ..., } é abase candnica de R™. De fato, esse procedimento pode ser gene-
ralizado para outras bases, ou seja, podemos representar L por matrizes m X n em bases
quaisquer, digamos B = {x1,x2,...,x,} e B' = {y1,y2,...,Ym}, de R" e R™:

(L = [L0a) L) -+ L],
onde cada coluna [L]g/ (—,j) é dada por

by
by
Lx) =1 .
C
= lijy1 + bojy2 + - - + Lyjym.

| EXEMPLO |

Considere L : R> — R? linear. Sejam B = {x1,%p,x3} e B’ = {y1,y2} bases de R? e R?.2°
Além disso, suponha que, para essas bases,

L(Xl) = 2y1 + 3y,
L(x2) = 4y1 +5yz €
L(X3) = 6y; + 7y2.

Portanto, as colunas da matriz [L]g/ sdo dadas por

wg =12,

g (2= 5] e

s -3=|5],
ou seja,

wE=15 5 7]
NOTACAO

Cason = me B’ = B, amatriz [L]g, é denotada simplesmente por [L|.

BPor exemplo, sejam x; = (1,1,0),x, = (1,0,1),x3 = (0,1,1),y1 = (1,1) ey, = (1, —1).
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EXERCICIO
Sem = n =2, Béabase candnica,?® B’ = {y; = (1,1),y2 = (1, —=1)} e L(x) = (x1 — x2, %1 + x2)

para cada x = (x1, xp), determine as matrizes [L]g,, [L]g/, L]z e[L]g.

RESOLUCAO

Como

{ L(xq) = (1,1) = 1-y1+0-y2,
Lx;) = (-1,1) = 0-y1—1-y,
temos 1 0
[L}g’ = |: 0 —1 :|
Como
Liy1) = (0,2) = 0-x1+2-xp,
Ly2) = (20) = 2:x3+0-x,
temos
/ 0 2
g =15 5]
Como
L(Xl) = (1,1) = 1-x14+1-xp,
L(Xz) = (—1,1) = —-1-x9+1-xp,
temos
A=[L]s
(1 -1
A S O
Como
{ Liyr) = (02) = 1l.y1—1l-y,
Liy2) = (20) = 1-yi+1-y,
temos
A =[Llp
11
-1 1
| PERGUNTA |
L também é uma “multiplicacdo pela matriz” [L]g,?
| RESPOSTA |
Sim, pois, pelo resultado (R15) da pdgina 162, x — L(x) pode ser
representada por
B
Xl = [LO)]g = [L]g [X]B, (4.8)
onde [x| e [L(x)] g sdo matrizes n x 1 e m x 1, respectivamente, que
representam os vetores x e L(x) nas respectivas bases.
| EXERCICIO |

Com as mesmas hip6teses do exercicio anterior, verifique a validade de (4.8) para x = (1,2).

26st0 6, X1 = €1 € Xp = €.
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Como L(x) = (=1,3) = 1-y1 — 2y, [L(X)]g = [ _12 } Por outro lado, [L}g, = [ 0 —1 ] exlg = [ ; ]

Agora, basta verificarmos o que se pede.

Como as matrizes A = [L]z e A’ = [L] estdo relacionadas?

Primeiramente, afirmamos que existe uma tnica funcdo linear T : R” — R" tal que
T .

X1 Y,
T
—

X2 yar (4.9)

A demonstragio da existéncia e da linearidade de T encontra-se em (R10), pdgina 156.
Quanto a unicidade de T, seja S : R" — IR" uma fungdo linear tal que

S
Xj = Yj
para cada indice j € {1,2,...,n}. Portanto,
S (x) =T (x)
paraj=1,2,...,n. Entdo, para todo x € R", pela linearidade de S e T, temos

S(x) = S (x1x1 + XXp + - - - + XpXp)
=x1S (x1) + %25 (x2) + - - - + xS (x)
=x1T(x1) +x2T (x2) + -+ - + x5, T (X))
=T (x1x1 + x2%2 + - - - + XpXy)

=T(x),

onde 0s Xj 's sdo as coordenadas de x na base B.

Demonstraremos, na se¢do 7.6, que T é invertivel, com inversa T dada por

T Yy)=x, i=12,...,n

e, se
P:=[T];, (4.10)
entao:
-1 -1
P = [T }B’
e
A =P 1AP. (4.11)

Nesse caso, dizemos que as matrizes A e A’, que representam a fungéo linear L, sdo serme-
lhantes (entre si).
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EXERCICIO
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Com as mesmas hipéteses dos dois exercicios anteriores, verifique a validade de (4.11).

RESOLUCAO

Como em (4.9), seja T : R? — RR? a funcéo linear

Portanto,

(1,0)
0,1)

T
—

T
—

Note que T é uma multiplicagdo por P, onde

Por outro lado, temos

Pl =

Assim, (4.11) é véalida para esse exercicio, pois

P~1AP

EXERCICIO

Considere m = n = 2, B = {x; = (1,0),x; =

[1/2
| 1/2

[ 1/2
| 1/2
(11
-1 1
= A

X2

-1/2

—-1/2

T .
X1 — Y,

T
= y2.

(1,1) = 1(1,0) +1(0, 1);
(1,-1) = 1(1,0) — 1(0, 1).

[T]s
K

1/2
1/2

I
I

1
-1

|

1/2
-1/2

1/2

1/2

NO ==

|

(LD}, B = {y1=(01),y2=(-11)} e

L(x) = (x2,x1), para cada x = (x1,x;). Determine A = [L]gz, A’ = [L]g, P e P71 tais que

A’ =P 1AP.

RESOLUCAO

Como

temos

Como

temos

—1-x14+1-xp,
0-x14+1-xp,

(1,0) = 1'Y1—1'Y2,

(1,-1) = 0-y1—1-yo,
[L]s

B 1 0

T -1 -1 |-
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Sejam, agora, T : R? — R? e P = [T]5 como dadas em (4.9) e (4.10), isto ¢, considere

T(1,0) = (0,1)
= (—1) x1+1-xp,
T(1,1) = (-1,1)
=(-2)'x1+1-x
Portanto,
-1 -2
=37
e, assim,
-1 1 2 97
P = { -1 -1

4.2 Autovalores e autovetores

Para essa se¢do, considere L : R” — R" linear e A = [L|g, onde B é a base candnica, ou
seja, L =L .28 Um escalar A é chamado autovalor de A (ou L), caso exista um vetor ndo nulo
x tal que

L(x) = Ax

o (4.12)

Nesse caso, x é chamado autovetor de A (ou L) associado a (ou ao autovalor) A. (Cf. a figura 4.6.)

Figura 4.6: Autovetor x de A associadoa A > 1

2 Ax
/;(
0
EXEMPLO
Se A = { _21 :411 }, entdo A1 = 3 é autovalor de A associado a x; = { _1 } . De fato,
—12
AX1 = [ 3 :|
== /\1X1
Analogamente, A, = —2 é autovalor de A associado a x; = [ 1 ] . De fato,
-2
e
= /\2X2.

2 Verifique a validade de (4.11) para esse exercicio.
28Cf. pp. 87e97.
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Sendo | a matriz identidade n X n, note que
a condigdo (4.12) pode ser reescrita como

(A= Al)x=0.
De fato,

AX=Ax <= Ax—Ax=0
<— Ax—Alx=0
<~ (A-Al)x=0.

Calculando autovalores

Por um lado, para que (A — Al)x = 0 admita solugdo x ndo nula, A — Al ndo pode ser

. . . e L . —1
invertivel pois, caso contrario, isto é, caso exista (A — Al)" ", temos

x = Ix
= (A=A)"T (A= ADx
= (A-A)"o
= 0.

Por outro, foi estabelecido (no pentltimo exercicio do capitulo anterior) que

uma matriz quadrada ndo é invertivel se, e somente se, seu determinante é nulo.

Portanto, os autovalores de A sdo as raizes do seu polindmio caracteristico, definido por

p(A) := det (A — Al).

| EXEMPLO |
. 2 -4
Seja A = [ 1 1 ]
- CALCULO DO(S) AUTOVALOR(ES)
2—A —4
p(A) = det 1 121
=2-A)(-1-21) = (-4)(-1)
= A2 —-A—6
= (A=3)(A+2).
Assim, A1 = 3 e Ay, = —2 sd0 os autovalores de A.

Calculando autovetores

Tendo calculado A, os autovetores de A associados (a A) podem ser obtidos das solu¢des ndo

X1
X2

nulas x = . | dosistema (A — Al)x = 0. O conjunto solugdo desse sistema, denotado

Xn
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por S), é o subespago de IR conhecido como autoespago de A (ou L) associado a A.

| EXEMPLO |

. . . x
Considere o exemplo anterior. Seja x = [ xl
2

- CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A =3
. -1 -4 X1 o 0
a-mx=oe— | 3 ][0 ] [0)
& x1+4x, =0.

Assim, xp = t e x1 = —4xp, = —4t determinam os autovetores

x=t{_14}, t e R.

Portanto, { 1

} ¢ uma base para S,.

- CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A Ay = —2

(A+2I)x:0<:>{_41 _14} [2}:[8}

< x1 —xp = 0.

Assim, x; = xp = t determina os autovetores

x:t[i}, teR.

Portanto, { { } } } ¢ uma base para S,,.

Calculando autovalores e autovetores

| EXEMPLO |
5 8 16
SejaA=| 4 1 8
—4 —4 -11

- CALCULO DO(S) AUTOVALOR(ES)

p(A\)=det| 4 1-A 8
4 -4 —11-A

= (A=1)(A43)2

Portanto, Ay = 1 e A, = —3 sdo autovalores de A com multiplicidades 1 e 2, respecti-
vamente.
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Seja, agora, x =

X1
X2
X3

- CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A1 =1

4 8 16 X1 0
(A-D)x=0< | 4 0 8 x2 | =10
—4 —4 -12 X3 0
< x1+2x3=0 e xp+x3=0.
Assim, x3 = t, x1 = —2t e xp = —t determinam os autovetores
-2
x=t| -1, tel
1
-2
Portanto, ¢ x; = | —1 ¢ uma base para S,,.
1
- CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A, = —3
8 8 16 X1 0
(A+3)x=0«< | 4 4 8 x2 | =10
-4 —4 -8 X3 0
< x1+x2+2x3=0.
Assim, x3 = t, x; = s e x; = —s — 2t determinam os autovetores
-1 -2
X=Ss 1 +t 0 , s, telR.
0 1
-1 -2
Portanto, { x, = 1 | ,x3= 0 ¢ uma base para S,,.
0 1

| AViSOS IMPORTANTES ||

(1)

(2)

(3)

4)

Demonstraremos, no final da se¢io 7.4, que dim (S, ) ndo excede a multiplici-
dade de A, como raiz de p(A) = 0.

Cdlculos envolvendo determinantes sdo iiteis para matrizes quadradas de or-
dem n, caso n seja “pequeno”. Por exemplo, paran € {2,3,4}. Contudo, caso
n seja “grande”, devido ao alto custo computacional desses cdlculos, sido utili-
zados outros procedimentos, tais como, os métodos iterativos da dlgebra linear
numérica.

A € R™" (ou L = Ly) pode nio ter autovalores (reais). Para um exemplo,
confira (5.2), pdgina 134.

Além de reais, autovalores e coordenadas de autovetores também podem ser
miimeros complexos. Para um exemplo, confira (5.2), p. 134.

105
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4.21 Diagonalizacao

Caso B seja a base canonica de R”, dizemos que A = [L]p é diagonalizdvel quando existe uma
base B = {x1,Xp,...,x,} de R" composta de autovetores de A. Nesse caso,

L .
X — A, = Ax;, i=1,2,...,n.

Portanto, como

L
x| = Axy,
L
X2 A2xa,
L
Xn AnXn,
temos a seguinte matriz diagonal:
A -
A NOTACAO
2 ——
[L] B — . = D,

An

onde as entradas de D que ndo estdo na diagonal principal sdo nulas e foram suprimidas.
Note que a diagonal principal de D é composta dos autovalores de A.

Por que A é diagondlizdvel?
Como vimos, sendo A = [L]g e D = [L]g, existe
uma matriz invertivel P tal que

P~'AP =D.

Nesse caso, ainda que ndo seja uma matriz diagonal,
A é diagonalizdvel.

AFIRMACAO 5

X; é a j-ésima coluna de P, j =1,2,--- ,n, isto é, P = [x1 X2 -+ xq .
De fato, como P = [T| para e N x,j=1,.. ., 1,% temos
P=[T(er) T(e2) --- T(en) ]

onde T(e]-) =x,j=12,... ,n.30

| EXERCICIOS |

2Cf. (4.9), (4.10) e (4.11), p. 100.
30Confira o inicio da subsegao 4.1.2.
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1. Para o exemplo 2 x 2 anterior,

2 -4
A__—l —1}'
P=[x1 x|

(-4
11

3 0
o=15 5]

Verifique que

o1_ [ —1/5 1/5
o 1/5 4/5

1 e P"LAP =D.

2. Para o exemplo 3 x 3 anterior,

5 8 16
A= 4 1 8 ,
i —4 —4 -11
P= [ X1 X2 X3 ]
-2 -1 =2
= -1 1 0 e
i 1 0 1
1 0 0
D=]10 -3 0
i 0O 0 -3
Verifique que
-1 -1 -2
Pl=|-1 0 -2]| e P!AP=D.
1 1 3
3. Diagonalize a matriz
A— 0,75 0,5
10,25 0,5
para obter A'%031
RESOLUCAO DO EX. 3 I
A0 sem diagonalizacdo, pode ser obtida calculando-se A", n = 2,3,...,100, ou seja,

AZ=AA A3=AA2
[0,6875 0,625} {0,671875 0, 65625

0,3125 0,375 ete

0,328125 0,34375 |” ~
Existe um alto custo computacional nesse procedimento. Contudo, caso A seja diagonalizavel,

A=PDP!, A2 = AA=PD?P!, A3 = AA* =PD’P !, ..., A'0 = pDI00P~1,

31 Aqui, A1 representa a centésima poténcia de A.
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Além disso, caso A1 e A sejam os autovalores de A,

AlOO 0
0 A

Esses autovalores sdo as raizes do polindmio caracteristico de A, isto é, os valores de A para os quais

3_ A 1
det(A—A)y=| 27" |2 ‘
i 24

501

e 5,1

=A 4/\+4

1

—A=1) (A==
(-1 (r-3)

Agora, para obtermos um autovetor x; de A associado a A; = 1, podemos escalonar a matriz do sistema
(A —1)x; =0, ou seja,

-1/4 1/2 1/4 -1/2
[1/4 —1/2}_{ 0 0 }

H[é —02}.

Analogamente, para obtermos um autovetor x, de A associado a A, = }I, podemos escalonar a matriz do

sistema (A — }II) x2 = 0, ou seja,

1/2 1/2 . 1 1
1/4 1/4 1 1
N 1 1
0 0
Portanto, para x; = ?}exz = [ _1 },Como {x1,%2} é uma base de R?, isto é, A é diagonalizavel, temos
12 -1 1 1/3 1/3
P_L 1 }'P _[—1/3 2/3}e
1100 0
100 __ -1
A =p [ 1 [P
N 10 1| 2/3 2/3
“P{o O]P {1/3 1/3}'
ou seja,

Observacao importantissima

Pode ser que A € R"*" ndo seja diagonalizavel, isto é, pode nao ser possivel obter uma base
B’ formada por n autovetores de A. Para exemplos, confira a se¢do 4.3.

4.2.2 Matrizes ortogonais e diagonalizacao

Uma matriz P invertivel, com entradas reais e inversa igual a sua transposta é dita ortogonal.
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| EXEMPLOS|
1/3 —-2/3 2/3
oo g | |23 s 2 e 0 2
2/3 2/3  1/3 V5

sdo ortogonais.?

AFIRMAGAO 6|
A ortogonalidade de P é equivalente a ortonormalidade de suas colunas/linhas, ou seja, as trés afir-
magdes seguintes sio equivalentes entre si:

1. P é ortogonal;
2. {P(—,1),...,P(—,n)} é uma base ortonormal de R";
3. {P(1,—-),...,P(n,—)} é uma base ortonormal de R".

EXEMPLOS
Confira os trés primeiros exemplos dessa subsegao.

| DEMONSTRAGAO DA AFIRMACAO 6 |

Como
PI(L=)P(=1) o P(1L=)-P(=m)
P'p = : : ; 38
Pt(nrf) ~P(*,1) e Pt(nlf) ~P(f,1’l)
lsei=j
PP =1<= P(—,i)-P(—,j) = e (produto interno de vetores em R")
Osei#j
<= as colunas de P formam uma base ortonormal de R".
Analogamente,

PP! = | <= as linhas de P formam uma base ortonormal de R”.

AFIRMACAO 7
Demonstra-se que:

1. A é uma matriz ortogonalmente diagonalizdvel, isto ¢, existe uma matriz ortogonal P tal que
P!AP = D é diagonal <= A é simétrica, isto é, A’ = A.3*

2. A é simétrica = o0s autovalores de A sio reais.

3. A é simétrica == o0s autovetores associados a eventuais autovalores distintos de A sio ortogo-
nais.

32Para o ultimo exemplo, confira o exercicio 10 da segio 2.7.
B A entrada de indice ij dessa matriz é o “produto” da linha i de P! pela coluna j de P, i,j = 1,...,n,
conforme a mnemonica do produto de matrizes. Além disso, note que

Pi(i,—) = P(—,i),i=1,...,n

34 Esse resultado é conhecido como teorema espectral para A € R™".
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DEMONSTRACAO DA AFIRMACAO 7

1. A validade desse resultado (para operadores sobre espacos vetoriais reais) serd demonstrada na sub-
se¢do 7.4.7. Contudo, para a demonstra¢do do item 1 “nédo passar em branco”, note que a implicacdo
“—=" segue de

A = PDP!
= PD'P’
— (PDP!)’
= A"
Para a implicagdo “<=", confira o teorema da subsecdo 5.3.2.
2. De fato, se Ax = Ax, entdo
Axx = X' \x
= x' Ax
=x' Alx

= (Ai)tx

pelas propriedades de transposicdo de matrizes e conjugagdo complexa.3® Portanto, (A —A) X'x = O e,
como x # 0, A — A=0,o0u seja, A = A. Assim, A € R.
3. Sejam Ax; = A1x1 e Axp = Apxp. Portanto,

M (x1-x2) = (Mx1) - x2

onde alternamos entre produto interno, quando usamos “-”, e produto de matrizes, quando ndo usamos
“.” Entdo, (A — Az) (x1 - x2) = 0. Assim, para Ay # Ay, x1 - xp = 0.

EXEMPLOS

1 2
21

] . Por ser simétrica, A é diagonalizavel.® Contudo,
P nao é ortogonal, ou seja, P~! # P!, caso seja calculada como na subsecdo 4.2.1.37

- Considere a matriz A = {

%Confira o capitulo 5.
36Confira o item 1 da afirmacéo 7.
¥ Verifique!
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Assim, para podermos utilizar a afirmagéo 7, P~! néo serd obtida por escalonamento.
Para calcularmos os autovalores de A, observe que

1—-A 2 2
det[ 5 1_)\}—)\—2)\—3
=A+1)(A-3).
Portanto, esses autovalores sdo Ay = —1 e Ay = 3, 0 que acarreta
-1 0
o-[10]

Agora, ao resolvermos o sistema

ariemnisos [22][2] (2],

obtemos, por exemplo, o autovetor x; = [ B } associado a A; = —1. Analogamente,

1
ao resolvermos

(A —31)x = 0, ou seja, {_22 _22} [g } = [8},

1 . . ~
obtemos, por exemplo, o autovetor x; = [ 1 ] associado a A, = 3.38 Contudo, néo es-

creveremos, como na subsecdo supracitada, P = [ x; x; |, para depois obtermos P~
via escalonamento.?® No lugar desse procedimento, normalizando-se x; e xp, temos

X,_l{_l}ex,_l{l]
VAR 2= Al
Assim, podemos verificar que

P=[x{ x4, ] = P'AP=D.

. Por ser simétrica, A é diagonalizavel. Contudo,

N G N
NN =

2
- Considere a matriz A = | 2
1

como no exemplo anterior, P~! nao serd obtida pelo escalonamento de P.
Para obtermos os autovalores de A, observe que

2-A 2 1
det| 2 5—-A 2 |=(A-7)(A-1)>.
1 2 2-A

3E importante observarmos que, como estabelecido no item 3 da afirmagéo 7 e pelo fato de A ser simétrica,
X] € Xp sdo ortogonais.
¥Todavia, a opgao do método a ser utilizado é sual!
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Logo, esses autovalores sdo Ay =7 e Ay = A3 = 1, 0 que acarreta

Agora, pelo sistema

-5 2 1 X1 0
(A—7)x =0, ou seja, 2 -2 2 xo | =101,
1 2 -5 X3 0
1
obtemos, por exemplo, o autovetor x; = | 2 | associado a A; = 7. Analogamente, via
1
1 21 X1 0
(A—I)x=0,0useja, | 2 4 2 X2 | =101,
1 21 X3 0
1 2
obtemos, por exemplo, os autovetores x; = 0 ex3 = | —1 | associados ao au-
-1 0

tovalor Ap = A3 = 1.40 Agora, como no exemplo anterior, ndo escalonaremos a matriz
[P|l],comP = [ x; x2 x3 |, paradeterminarmos P~1. No lugar desse procedimento,
vamos considerar

VN
1= = s
Ve |
obtido ao normalizarmos x, e
1 1
Xlzl = L 0 e Xg = L -1 ,

Vol Al

obtidos ao normalizarmos os vetores calculados via Gram-Schmidt em x, e x3. Assim,
podemos verificar que

P=[x x{ x§ ] = P'AP=D.

40F importante observarmos que, como estabelecido no item 3 da afirmagio 7, a simetria de A garante que
X1 e x; sdo ortogonais, i = 2,3. Contudo, note que x; e x3 ndo sdo ortogonais entre si.
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4.3 Exercicios
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1. Seja L : R? — RR? linear tal que

Determine L(x) para x = [

1A.RESOLUCAO I

2A.RESOLUCAO I

L=1Ljcom

Entao,

para

Determine A.

1A.RESOLUCAO I

Por um lado,

1

L(el):{z} e L(ez):{_f}
il

=1L (—561 + 682)

(—5)L(e1) +6L(e2)  (LINEARIDADE)

o t] [ 7]

L(e;) =L <;u>

= %L(u) (LINEARIDADE)

_[1/5
25|
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Por outro, como

L(V) =1L (681 + 782)
=6L(eq) +7L(e2) (LINEARIDADE)

6/5
_ [ o ] +7L(es),

R HHE A

(3]

8/35
Entao,
A=[L(e;) L(er) ]
1 1/5 9/35
| 2/5 8/35 |°
2A.RESOLUCAO I
Seja
a b
A[c d
Portanto,
a bl[5 1
Au:L(u):[c d} O}:{z}
—a=lec=2
75e =z
Analogamente,
1/5 b 6 3
-t =32 0| [5]-[3]
9 8

Assim, A é dada comona la. resolugio desse exercicio.

3. Para cada vetor x = (x1, X2, x3) € R3, defina
L(x) = x1 + x2 + x3.

(a) Verifique que L : R®> — R é linear obtendo a matriz A tal que L = L 4;

(b) Determine uma base para o ntcleo de L.

RESOLUCAO

(a) Caso A seja essa matriz, sua i-ésima coluna é a imagem por L do i-ésimo vetor da base candnica de
R3,i=1,2,3, ou seja,
A= [ L(el) L(ez) L(e3) ] ,

onde {ey, ey, e3} é a base canonica de IR®. Portanto, como L(e;) = 1,i = 1,2,3, temos

A=[11 1].
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Além disso, note que, para cada x = (x1,x2,x3) € R3,

L(X) = X1+ X2+ X3
X1
:[1 1 1} X2
X3

= Ax.
(b) ComoNu(L) = {x € R® : Ax=0},
x € Nu(L) <= x1 +x, +x3 =0.
Entao, para escalares reais xp = « e x3 = f§ arbitrarios,

Nu(L) S5X = (xl, X2, X3)

=(-a—pBuap)
= a(—1,1,0) + B(—1,0,1).

Assim, {(—1,1,0),(—1,0,1)} é uma base de Nu(L).

4. Caso a matriz
1 1 1 0 1
A= 00 a3 1 1
00 O a34 1

tenha posto 2, determine todos os valores numéricos que a3 e a34 podem assumir e,
sem recorrer ao método de tentativa e erro, justifique os valores obtidos.

RESOLUCAO

O posto de A é a dimens&o do espaco gerado por suas colunas e é determinado pelo ntimero de colunas
pivds de R, sua escalonada reduzida.*! Assim, os valores supracitados devem ser ajustados de modo
que R tenha duas colunas pivos. Logo, para que a primeira etapa do escalonamento de A seja dada por

1 11 0 1
A— 0 0 1 1/1123 1/!123 ,
0 0 O as4 1

a hip6tese a3 # 0 deve ser considerada. Nesse caso, independentemente do valor que a34 possa assu-
mir, R terd trés colunas pivos. De fato, se a34 # 0, entdo as colunas 1, 3 e 4 de R serdo as pivos. Por outro
lado, se a34 = 0, as colunas 1, 3 e 5 de R serdo as pivos. Entdo, apenas a3 = 0 pode resultar nas duas
colunas pivds supracitadas e, nesse caso,

111 0 1 1110 1
A=|000 1 1| —|00 01 1 ,
0 0 0 azg 1 0 00 0 1—az

onde 1 — a4 # 0 resultard em trés colunas pivos: a primeira, a quarta e a quinta. Portanto,

Atemposto2 <= ay3 =0eaz =1.

5. Se duas matrizes de mesmo tamanho, digamos A, B € R™*", tém o mesmo posto, en-
tdo tais matrizes sdo equivalentes por linha. Essa afirmacao é verdadeira ou falsa? Se
for verdadeira, demonstre-a; caso contrario, apresente um contraexemplo.

RESOLUCAO

Falsa, pois, por exemplo, as escalonadas reduzidas A = [1 0] e B = [0 1], ambas 1 x 2, t¢ém posto 1 mas
ndo sdo equivalentes por linha.

41Ct. (4.6), p. 94.
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6. Obter uma base para o subespaco do R* gerado por (2,1,1,0), (3,0,3,6), (1,0,1,2) e
(0,—1,1,4).42

7. Caso L : R? — IR3 seja linear,

2 1
g =1-1 o |,
0 -2

B=1{(0,1),(1,-1)}, B ={(1,2,3),(1,0,—1),(0,0,2)} ex = (—1,2) nabase canonica,
obtenha as coordenadas de L(x) na base B/, isto é, determine [L(x)]z.*?

8. Caso L : R® — RR? seja linear,

B
100
=|1001]/{,
1 10
1 1
B=<x1=|1]|,x=1]0],xs=e,eB = {y;=ey,yr=eyys=e3}, deter-
0 1

mine A’ = [L] .

RESOLUCAO

Seja T : R® — R? a funcéo linear tal que

T .
X1 = Y1,
T .
X2 Y2,
T
X3 = Yy3.

Portanto, A’ = P"1AP com P = [T] ;.4 Para obtermos P, vamos considerar

)
)
)

T

X1 = tixy +iaxp +t3ixs = yi; (
T

Xy = tpX1 + toxp + tox3 =y, (
T

X3 > t13X] + t3xp +t33x3 = y3.  (

SR X

Nesse caso, como

P=1 tr tn t3

f31 tzp  f33

1 f2 f13]

“Faca como no exercicio que precede a subsecdo 4.1.2. Observe que, dos quatro vetores dados, os dois
primeiros determinam a base procurada.
#3Basta utilizarmos a férmula (4.8), da pagina 99, e observarmos que

X|g = [ _11 }

e [L]g, é dada no enunciado desse exercicio.
4Cf. (4.9), (4.10) e (4.11), p. 100.
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temos que determinar todos os ti]-’s. Assim, como M = [ X] X2 X3 ] é a matriz do sistema (%),
k=1,2,3, o escalonamento

110100 1 1. 0] 1 00

Mil=[101]010|—]0-111] 110

0101001 001 0] 0 0 1]

11 0| 1 0 0]

—1]0 1 0] 0 01

0 -1 1 | -1 1 0|

(100 | 1 0 —1]
—]l010] 0 0 1 |=][P

001 | -1 1 1 |

resolve (simultaneamente) os trés sistemas supracitados,*> ou seja, determina P, e (sem qualquer esforgo
adicional) calcula a inversa de P.46 Portanto,

A =P lAP
0 1 0
= 2 0 -1
-1 1 1

9. Para a matriz
A= 4 \/5
— \/§ 5 |

determine seus autovalores e autovetores associados.

RESOLUCAO

Os autovalores A1 = 1e Ay = 5 de A sdo as raizes da equacdo

4—)A 3
V3 2-A

Os autovetores associados a A; = 1 sdo mdltiplos de

=[]

=A2—6A4+5=0.

De fato,

EEAl

S
> S =S

LW W

—

O =

I

Os autovetores associados a A, = 5 sdo multiplos de

=[]

45 As quatro primeiras colunas de cada matriz (do escalonamento supracitado) tém relacdo com a resolu-
¢do do sistema (.#7), cuja solugdo é (t11,t21,t31) = (1,0, —1). As trés primeiras e a quinta colunas de cada
matriz estdo relacionadas com a resolucdo do sistema (.#3), cuja solugdo é (t1p,t2,t32) = (0,0,1). As trés
primeiras e a tltima colunas de cada matriz estdo relacionadas com a resolucao do sistema (.#3), cuja solugdo
é (t13/ £23, t33) = (_l/ 1, l)

sop=1 = M.
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De fato,

4-1 V3 }

V3 2-A [1 \/g}

V3 -3
—h )

1 -3
0 0 )
. } 2 5
10. Determine os autovalores e autovetores da matriz A = .

3 —4

Os autovalores Ao = —1 £ 21/6 de A sdo as raizes da equagdo

’2—)L 5

— 22 _ _
3 4/\’_)\ +20-23=0.

Os autovetores associados a A; = —1 + 21/6 sdo multiplos de

__ 5
X1:[ 312\/6‘|.

De fato,

2-A 5 3-2vV6 5
3 —4—/\1}_[ 3 —(3+2\@)]

1 —
~|s e

5
— 1 3-2 .
0 0

Os autovetores associados a A = —1 — 2+/6 sdo muiltiplos de

S

__5
Xy = l 3+2V6 1 )
1
De fato,

2 Ay 5
3 —4- )

3426 5
e |

1 _5
=] %

1 5
— 3+2v6 .
0 0

11. vy = (%, 1,0>, vy = (—%, —%,1) evy = <—%,O,1> sdo autovetores da matriz

1/2 1/4 1/4
A=|1/2 3/4 1/4
1 -1/2 1/2

Com essa informagao, resolva os seguintes itens:
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- Determine os autovalores correspondentes aos autovetores supracitados.47

- A é diagonalizavel? Justifique (corretamente) a sua resposta.

RESOLUCAO

Pela equagdo (4.12),%8 Avy = Avy, Avy = Ayvp e Avs = A3va. Assim, se a; = (%, %, %),4

? entdo
a; - vi = la. coordenada de Aqvy,
a; - vp = la. coordenada de Ayv) e

a1 - v3 = la. coordenada de A3vs.
1°V3 3V3

Portanto, como

(2) ()<
(2) (-2) (5 = ().

A tem os seguintes autovalores: A; = 1, A = 3 e A3 = 0. Por outro lado, para que A seja diagonalizavel,
basta que o conjunto {v, vy, v3} seja uma base de R3.5 De fato, os trés vetores desse conjunto sio LI,
pela ndo nulidade do determinante da matriz com linhas (ou colunas) dadas por esses vetores.”! Outra
maneira de demonstrarmos a independéncia linear dos vetores supracitados é utilizarmos o resultado
(R20) do capitulo 7.>2 De fato, o conjunto supracitado é composto por autovetores associados aos trés
autovalores distintos de A € R3*3,

A matriz
2 1 -1
A=10 -1 2
0 0 -1

ndo é diagonalizavel. Essa afirmagdo é verdadeira ou falsa? Justifique (corretamente)
a sua resposta.

RESOLUCAO

Como estamos lidando com uma matriz triangular,
det(A —Al) = (2= A)(14+A)?,

onde | é a matriz identidade de ordem trés. Portanto, A; = 2 e A, = A3 = —1 sdo os autovalores de A.
Por outro lado, A é diagonalizével se, e somente se, existe uma base para o R3 formada por autovetores
de A. Para verificarmos se isso é possivel, devemos resolver os sistemas

(A-2l)x=0e (A+1)x=0.

47| SUGESTAO

Naéo

obtenha o polindmio caracteristico de A. Utilize a defini¢do de autovalores.

4BCf. p.102.

49

a; representa a i-ésima linhade A,i = 1,2, 3.

50Cf. a primeira sentenga da subsecdo 4.2.1.

51

Cf. o pentltimo exercicio do capitulo 3.

2Cf. p.182.
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Assim, dos escalonamentos

0o 1 -1
A-21=]|0 -3 2
0 0 -3
010
— |0 01
0 00
e
31 -1
A+l=10 0 2
00 O
1 1/3 0
0 0 1],
0 0 0
temos que os autoespacos de A sdo determinados por
]
S ax= X2
L *3
]

- »
8719X= X2

r 1
7§x2

| 0

-1/3
= X2 1 .
0

Portanto, como ndo é possivel obtermos trés autovetores LI de A, ou seja, uma base do R3 formada por

autovetores de A, a afirmag¢édo do enunciado do exercicio é verdadeira.

13. Caso seja possivel, diagonalize as seguintes matrizes:

011
@ A=1|101[;>

110

-1 6 —12
b)) A=| 0 —-13 30 |;*

| 0 -9 20

~[Dica)

Em relagdo a A, verifique que: (—1,1,0) e (—1,0,1) sdo autovetores associados ao autovalor —1; (1,1,1) é
autovetor associado ao autovalor 2.

“[oic:]

Em relagdo a A, verifique que —1, 2 e 5 sdo seus autovalores.
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5 20
0 A=| -2 6 2|
0o 2 7

14. Em (R20),°® demonstraremos que autovetores associados a autovalores distintos sdo LI.
Com essa informagdo, obtenha algum valor de x tal que

D+2 C+1 C+1 C+1
0 E4+3 x C+H+1
0 0 E+3 C+1
0 0 0 C+1

A=

seja diagonalizavel. Aqui, C, D e E representam ntimeros reais arbitrarios com C # —1
e C+1, D +2 e E + 3 distintos entre si.”’

RESOLUCAO

Como estamos lidando com uma matriz triangular,
det(A—Al) = (A= (D+2))(A = (E+3))2(A - (C+1)),

onde | é a matriz identidade de ordem quatro. Portanto, Ay = D+2, Ay = A3 = E+3eA; =C+1
sdo os autovalores de A. Por outro lado, A é diagonalizével se, e somente se, existe uma base B do R*
formada por autovetores de A. Por (R20), j4 temos (pelo menos) trés autovetores LI em 3: um associado
ao autovalor D + 2, outro associado ao autovalor E + 3 e um associado ao autovalor C 4 1. Entdo, para
que A seja diagonalizdvel, basta que existam dois autovetores LI de A associados ao autovalor A = E 43
(cuja multiplicidade é dois).®® Considere, assim, o sistema

(A— (E4+3))x =0 (4.13)

e escalone a sua matriz para tentar obter os dois autovetores LI procurados. Portanto, como C + 1 # 0,

D—-E-1 C+1 C+1 C+1 [ D—-E—-1 C+1 C+1 C+1
0 0 x C+1 0 0 X C+1
0 0 0 C+1 0 0 0 1
0 0 0 C—-E-2 i 0 0 0 C—-E-2

| D—-E-1 C+1 C+1 0
N 0 0 x 0
0 0 0 1
i 0 0 0 0
[ (D-E-1)/(C+1) 1 1 0
N 0 0 x 0
0 0 0 1
i 0 0 00

e a proxima etapa desse escalonamento resulta em uma das seguintes matrizes:

casoD — E =1,

S oo
[ e N}

o o oo
S O R

o]

Em relagdo a A, verifique que 3, 6 e 9 sdo seus autovalores.

%Cf. p.182.

Confira a nota de rodapé do enunciado do exercicio 2 da subsegdo 7.2.7.

8Esse argumento ndo vale para A € {C + 1, D +2}. De fato, confira o item (1) dos avisos importantes que
precedem a subsecgdo 4.2.1.
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1 (C+1)/(D-E-1) (C+1)/(D-E-1) 0
8 8 g (1) casoD — E # 1.
0 0 0 0

Assim, a matriz do sistema terd posto 2 apenas se x = 0.5

Em suma, para que o espaco solucdo do sistema (4.13) tenha uma base formada por dois autovetores
LI de A, ou seja, para que a nulidade da matriz A — (E + 3)I seja dois, isto é, para que o posto de
A — (E + 3)I seja dois,®* x deve ser igual a zero.

15. Caso A € R™"*" seja idempotente, isto é, Az = A, verifique que 0 ou 1 sdo os (tnicos)
autovalores de A.%1

RESOLUCAO

Seja x um autovetor de A associado ao autovalor A. Como

Ax = Ax, (4.14)
A%x = A%x. (4.15)
De fato,
A%x = AAx
= A(Ax)
= AAx
= AAx
= A%x.
Como A = A?,
Ax = A%x. (4.16)

Por (4.14), (4.15) e (4.16),
Ax = A2x —> (A—A2>x:0

:>A—)\2:O(poisx;£0)
= A1-X)=0
— A=0o0uAiA=1.

OBSERVACAO

Caso o enunciado do exercicio ndo tivesse a frase “os (inicos)”, terifamos a seguinte resolucgdo alterna-
tiva: Como
A=A A-A’=0

e o determinante do produto de matrizes é igual ao produto dos determinantes dessas matrizes,

det(A - A2) = detO = det(A(A—1)) =0
= detA-det(A—-1)=0
= det(A —0l)-det(A—11) =0
— det(A—0l) =0 ou det(A—11)=0
= 0 ou 1 sdo autovalores de A.

*Lembre-se que o posto de uma matriz é o ntimero de suas colunas pivds e representa a dimensio do
espaco gerado pelas colunas dessa matriz.
®0Lembre-se que, para qualquer matriz m x n, posto + nulidade = n.

61l SUGESTAO

Relacione a definicdo de autovalores/autovetores, dada na pagina 102, com a idempoténcia de A.
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16. Caso A € R"*" seja arbitraria e A tenha um autovalor ndo negativo A%, demonstre
que £A sdo autovalores de A.

RESOLUCAO

A2 ¢ autovalor de A2 = det (A2 — A2I> =0

= det[(A+A(A—-A] =0
= det(A + Al)det(A — Al) =0,

pois o determinante do produto é igual ao produto dos determinantes. Assim, a0 menos um dos dois
fatores do dltimo produto, de cima para baixo, deve ser nulo. Portanto, A sdo autovalores de A.

4.3.1 Resolugdes de alguns exercicios que precedem a subsecao 4.1.1

Ex.2
T2 1.0 0 0 0]
0 0 4 -3 0 0
0 0 0 0 -6 5
1 2 3 4 -5 6
A=19 0 0 0 o0 o|—L=la
0 -1 0 0 0 0
0O 0 1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0]

= L é linear pela afirmac&o 1.

10 00
Ax—{ O]eAl—[O 1}:pX—LAxePy—LAy

= Py e Py sdo lineares pela afirmacéo 1.

1 0 -1 0
Ax—{ 1%@—{ 0 1}:RX—LAxeRy—LAy

= Ry e Ry sdo lineares pela afirmacéo 1.

EX.5.(b), partes i. e ii., e EX. 6.(b)

X1 1/\/§ 1/\/§ _1/\/6
x—{le,a—{l/ﬁ],al—{ 0 ]ea2—[2/\@],
X3 1/V/3 -1/v2 ~1/v6

Se
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entao

Ps(x) = (x-a)a

:x1+xz+X3 1;@]
Vil 1va

r Xp+xo+x3
3
X1+X2+x3 ]

3
X1 +xp+x3
3

[1/3 1/3 1/3 X1
=1|1/3 1/3 1/3 X2

| 1/3 1/3 1/3 X3
:Asx
e
Pgi(x) = (x-aj)a; + (x-az)ay
X1 — X3 [ 1/\/§ —Xx1+2x0 — x3 [ 71/% ]
= 0 + () 2//6
V2| L2 V6 ~1/6
r xp—x3 X1 —2x+x3
— 0 + 7x1+gx27x3 ]
X3—X1 X1 —2xp+x3
- 6
[ 4x1—2xp—2x3
_ —x1+§x2—X3 ]
—2x1—2xp+4x3
L 6
[ 2/3 -1/3 —1/3} [xl ]
= -1/3 2/3 -1/3 Xy
| -1/3 -1/3 2/3 X3

= AsLx.

Agora, basta observarmos que
Rs(x) = 2Ps(x) — x

=2Agx — Ix
= (2As —1)x
e

Rgi(x) = 2Pgi(x) —x
=2Ag1x—Ix
= (2Ag. —)x,

onde | representa a matriz identidade 3 x 3, e calcularmos as matrizes 2As —le2Ag. — .

Por um lado,

sdo tais que
R>> x> Li(x) = Ax€R® e R3>yw Ly(y) =By € R%.
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Por outro,

Agora, basta verificarmos que

R? > x — Ly (L1(x)) = Ly (

B X1+ Xp
T 2%+ xp

i;in;]

BA =C.

X2
X1
X1+ x2

125
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Capitulo 5

Os Espacos vetoriais K" e K™ "

5.1 Defini¢do e propriedades do (K", +, )

5.1.1 Pequena revisdo de C, o corpo dos niimeros complexos

Como antecipamos no capitulo 4, existem matrizes sem autovalores (reais). De fato, veremos
que a matriz de (5.2) ndo tem autovalores reais, ! pois ndo é possivel resolvermos (em R) a

equacao caracteristica
A 4+1=0.

Portanto, precisamos de um conjunto que contenha R e a solugdo da equagédo supracitada,
de modo que possamos ter uma estrutura algébrica que relacione todos os ntmeros reais
com essa solugdo, inexistente em IR. Esse conjunto é o conhecido C, que revisaremos sucin-
tamente para aqueles que néo tiveram a oportunidade de estudé-lo de maneira apropriada.

1. Para o conjunto C dos niimeros complexos, as seguintes condicdes sdo validas:
(@) zeC <:>z:x+yicomx,y€IRei2 =172

Figura 5.1: Plano complexo

eixo imaginario

yi z=x-+yi
0 p eixo real
—yi Z=x—Yi

Na figura 5.1, podemos associar z = x + yi € C ao vetor z = (x,y) € R>.

ICf.p. 134.
2Por exemplo, 1+ 2i,3 + 0,0 + 4i, —% + (In3)i € C.

127
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(b) z=wcomz=x+yiew=u+vie<=x=uey =0

2. Sez = x +yi ey = 0, entdo, por abuso de notacdo, denotamos z = x e R C C.*
3. Sez = x +yiew = u + vi, definimos as operagdes de adigdo e multiplicacdo em C por:

(@) z+w= (x+u)+ (y+0)i
(b) zw = (xu —yv) + (xv + yu)i.b

4. As operagdes supracitadas sdo comutativas e associativas; 0 é o elemento neutro adi-

tivo e 1 é o multiplicativo; a adi¢do é distributiva em relagdo a multiplicagdo; caso
xX—yi

m € seu 1mverso

z = x+yi, —z = —x — yi é seu inverso aditivo e, se z # 0, z 1 =

multiplicativo.”

5.z =x—yie|z| = /x4 y? sdo o conjugado e o médulo de z, respectivamente. Note que,
Z é a imagem espelhada de z, em relagio ao eixo real, conforme a figura 5.1, zz = |z|2,
1 2 . : 8
27 = B e, caso z seja o vetor supracitado, |z| = |z|.
z

6. Para a potenciagdo/radiciagdo em C, confira qualquer bom livro sobre o tema.’

51.2 O corpo K

E possivel generalizarmos o conceito de escalar e o escopo das coordenadas dos vetores e
das entradas das matrizes. Assim, além de IR, escalares e coordenadas de vetores podem
assumir valores em outros subconjuntos de C. De fato, um subconjunto K de C é chamado
de corpo (de escalares) quando:

1. 0,1 € K;
2. k1,ky e K= k1 +kp, k1ky € K;
3. ke K= —kcKe sek#0,entio k! € K.

EXEMPLOS DE CORPOS

K = Q,R,C. (Embora existam outros exemplos,'? consideraremos (sem perda de generali-
dade) K = R, C nos capitulos 6 e 7.)

3Por exemplo, 2 + 3i # 3 + 2i.

4Por exemplo, 3 + 0i = 3.

S5Por exemplo, (1 + 2i) + (3 +4i) = 4 + 6i. Note que a adi¢do em C funciona como a soma dos vetores
z=(x,y)ew=(u,0)emR?isto é, z+w = (x +u,y +0).

®Por exemplo, (1 +i)(1+2i) = —1+3i, (1+i)(1+i) = 2ie (1+i)(1 —i) = 2. Note que C pode ser
interpretado como o IR?, munido de uma operagao de multiplicagio entre seus elementos, ndo definida nos
capitulos anteriores.

"Por exemplo, sez = 1 +i,entdo —z = —1 —iez ! = L1,

8Por exemplo,sez=1+i,entdoz=1—ie|z| = V2.

9Para 0s nossos propdsitos, essas operagdes ndo sio necessarias!

19Verifique que

K= {x+yxf2

x,yeQ}

é um corpo, denotado por K = Q [\/i} .
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| CONTRAEXEMPLOS |
IN e Z nao sio corpos. De fato, se k = 2, por exemplo, entdo —k ¢ Nek ! ¢ Z.

51.3 O espaco K"

As definigdes de vetor, multiplicagdo de escalar por vetor e
soma de vetores em IR", bem como as propriedades decorren-
tes delas, podem ser generalizadas se, no lugar de R, con-
siderarmos outro corpo K qualquer e, concomitantemente,
trocarmos R™ por K".

Portanto, ao considerarmos x € K", ou seja, a n-upla ordenada x = (x1, ..., x,) com coordena-
das/componentes em IK,!! chamaremos x de vetor em/do/de K", onde a palavra “ordenada”
foi utilizada no seguinte sentido: se x = (x1,...,x,) ey = (y1,...,Yn), entdo

X =Yy & X; :yi,izl,...,n.lz
Em K", o vetor soma de x = (x1,...,x,) ey = (y1,...,Yn) € definido por

X+yi=(x1+yi, ..., xn+yy)t3
Em K", se A € Kex = (x1,...,x,), entdo o vetor

Ax = (Axq, ..., Axy)

é chamado de produto por escalar.!4
Assim como em R",° as seguintes propriedades sdo sempre vélidas em K":

1. x+y=y+x
- (xt+y)tz=x+(y+z)
.0=1(0,...,0) e K"étal quex+0 = x;

. Ax+y) = Ax+ Ay;
. (A4 B)x = Ax+ Bx;

- (AB)x = A(Bx);
8. Ix = x.

2
3
4. —x:= (—1)xétalquex+ (—x) = 0;
5
6
7

Como veremos nos capitulos 6 e 7, os conceitos e resultados relacionados ao R”, tais como,
produto interno, norma, CL, gerador, subespago, LI, LD, base, dimensao, sistema linear, ope-
rador linear, autovalor, autovetor, diagonalizagdo, etc., podem ser generalizados para o es-
paco K". Contudo, algumas adaptacdes sdo necessarias, como ilustram alguns dos exerci-

cios da se¢do 5.2. Além disso, a generalizacdo supracitada também ocorre de R™*" para
H(TVZXTZ.

Hpgy exemplo, x = (1,i,1+1i,1—1i) € Cc.

12Por exemplo, em €2, (1,i) # (i,1).

13Por exemplo, se x = (1,i,1+i),y = (—1,1,1—i) € C?,entdiox +y = (0,1 +1i,2) € C3.
4Por exemplo, se A = % ex=(i/2,—1/i) € C? entio Ax = (1/2,1) € C2.

15Cf. asubsecdon2.2.2, p-18.
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5.2 Exercicios

1. Sejam:

-+ K um corpo;
cx=(x1,..., %), y=(Y1,...,yn) € K"
Xy i=xXY1+ o+ XY
Como no capitulo 2, para quaisquer x,y,z € K" e ¢ € K, as seguintes propriedades
sdo satisfeitas:
@) x-y=y-x
b) x-(y+z)=xy+x-z
() c(x-y) = (ex) -y = x- (cy);
(d) K C R acarreta:
e x-x>0;

e x-x=0<«<—=x=0.

Agora, caso K contenha algum ntimero complexo com parte imaginaria ndo nula, re-
solva as seguintes questdes:

1.1. Apresente exemplos onde a propriedade (d) supracitada nao seja satisfeita.!®

1.2. Para que ||x| = v/x - x esteja bem definido em K", considere
Xy = X1Y1 + Xoy2 + - - + XY (5.1)

e verifique que (d) é satisfeita para qualquer corpo K.

1.3. Ao considerarmos (5.1), como ficam as propriedades (a) e (c) supracitadas?'8

OBSERVACAO
Como a conjugagdo complexa ndo altera nameros reais, se K = R e x,y € K", entdo

X1Y1 + XoY2 + - -+ XulYu = X1Y1 + X2Y2 + - - + XplYn.

Portanto, o produto interno estudado até o capitulo 4 ¢, exatamente, aquele definido
em (5.1), isto é, independentemente do espaco K" considerado, x - y conjuga as coor-
denadas dey.

RESOLUCAO

16

-x=(2,1) = x-x=-3<0;
- x=(i,1) = x-x=0.

o]

Note que, pelo item 5 da subse¢do 5.1.1, x - x = x|+ =+ x|

18| RESPOSTAS

@x-y=y %) c(xy) = (cx)-y=x-(cy).
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2. Utilize Gram-Schmidt para transformar {(i,i,1),(0,i,i),(0,0,7)} numa base ortonor-
mal de C3.19

3. Obtenha uma base ortonormal do subespaco de C® gerado por (1,7,0) e (1,2,1 —).2°

RESOLUCAO

Sejam a; = (1,7,0) e ay = (1,2,1 — 7). Como nenhum desses vetores é um multiplo escalar do outro,
B = {aj,ay} é uma base de um subespaco S (de dimensdo 2) de C3. Contudo, essa base nio é orto-
normal, pois, ndo temos ortogonalidade entre a; e ay e, além disso, esses vetores ndo sdo unitarios. De
fato,

ajrap=1-1+i-240-(1+1)

=142

#0,
aj-ag=1-1+i-(—i)+0-0

=2

£#1e
a2-a2:1'1+2-2+(1+i)'(1—i)

=7

# 1.

Portanto, para que uma base ortogonal 5’ = {a},a}} de S seja obtida, considere

a1*a1
= (1,7,0) e
!
_az-al,
az—aZ /13’1&1
1—-2i
= (1,2,1—1i) — —=1(1,i,0)
1—-2i 2+1
=(1-—2——-)1—
(1555 )

De fato,
1-—2i 241
aj-a,=1- 2l+i- ;l+0~(1+i)
1—-2i —-1+2i
2 + 2
=0.

+[Dica]

Faca como no exercicio 9 da se¢do 2.7, mas agora utilize a definicédo (5.1).
NIdem.
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Finalmente, para que uma base ortonormal B” = {a’l’ ,ay } de S seja obtida, considere

a4 =
b ]
1
:71/110
\/E( i,0) e
/
a”— )
L
_ V2 (14220
“3\ 2 2!
:%(1—1—21’,2—1’,2—21’).

4. Sejam C, D, E e F ntimeros reais arbitrarios e diferentes de —1.21 Dé um exemplo de
uma base ortonormal de C> que contenha o vetor x/ |x||, onde

x=((C+1)+(D+1)i,E4+1,F+1).%2

5. Em C3*4, seja
1 -1 0 2
A= -2 1 1-710
-14i 0 1 2

Determine a entrada 4;;, a i-ésima linha A(i, —) e a j-ésima coluna A(—,j) de A, para
i=1,23ej=1,23,4.

6. Esse exercicio exemplifica a seguinte propriedade distributiva para matrizes com en-
tradas num corpo K:

(A+B)C = AC+BC VA,Bc K" "eVC e K"P.

Assim,param =p=2,n=3,K=C,

1+ i

1+ 1 —1]’82[1—1 i _1}eC: ioalai |,

A= 2 243 2 3 1 2

calcule:

(@) A+ B;

(b) (A+ B)C;
(c) AC;

(d) BC;

(e) AC+ BC.

21Confira a nota de rodapé do enunciado do exercicio 2 da subsegdo 7.2.7.

22l SUGESTAO

Resolva como na secdo 2.7. Por exemplo, considere a; = ﬁ, a; = ej e a3 = ep. Verifique que esses vetores sao

LI Entdo, obtenha aj, a} e a} via Gram-Schmidt. Por ultimo, obtenha {af,a},aj } ortonormal.
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7. Esse exercicio exemplifica a seguinte propriedade de transposi¢do para matrizes com
entradas num corpo K:

(AB)! = BIA! VA € K"*" e VB € K"*P.

Assim,param =p =2,n=3,K=C,
1+ i

UL (P S P S YR

A= 21 243 2
calcule:
(a) AB;
(b) (AB)’;
(c) BY;
(d) A%
(e) BIAL.

8. Sejam
2 i L a2 1+ 1
A—{_i 1},1stoe,A—{i 1 },eB—{ 1 1_1.}.
Verifique que:

C[2+43i 3+i L [1-2i —3-i]
@) AB_{Z—i 1—21'16(‘43) _[—2+i 2+3i]'

a1 i _ 1 @] g [1-i -1
(b)Alz[i 2}'(““)1:{—1'2}‘931:[—1 1—|—i]"

() (A t=(ANHte(AB)" 1 =B 1AL

9. Caso
1 147 O
A= 0 1 i
—i 1-2i 2

seja invertivel, determine A~1.

RESOLUCAO

Podemos adaptar, para qualquer matriz quadrada com entradas complexas, o método descrito no exer-
cicio 15 da secdo 3.7. De fato, se considerarmos (3.14),% entio

1 14i 0 ] 1 0 0 [1 1+i 0 | 1 0 O
[Alll=1] 0 1 i |01 0|—1|0 1 i | 010
i 1-2i 2 | 0 0 1 0 —i 2| i 01
(1.0 1—i | 1 —(1+i) 0
— |0 1 i | 0 1 0
00 1 | i i 1
(1 0 0 | —i —2(14+i) —(1—1i)
— |0 1 0 | 1 2 —i = [I|A"].
|00 1 | i i 1

BCt.p.76.
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Portanto, A’ = A—1.24
10. Sejam C, D, E e F ntmeros reais ndo negativos arbitrarios, com C e D diferentes de
—1.% Escalone a matriz
(C+1)+(D+1)i E4+1 F+1
A= (D+1)i E F cC®
(D+1)i E F—i
e obtenha a sua escalonada reduzida R. Com base na R obtida, o que podemos concluir
sobre a invertibilidade de A?
Como
(C+1)+(D+1)i E41 F+1 C+1 1 1
A= (D +1)i E F — | (D+1)i E F
(D +1)i E F—i 0 0 —i
cC+1 1 1
— | (D+1)i E F
0 0 1
c+1 1 0
— | (D+1)i E 0
0 0 1
1 1/(C+1) 0
— | (D+1)i E 0
0 0 1
1 1/(C+1) 0
— |0 E-2Hi 0
0 0 1
1 1/(C+1) 0
— | 0 1 0
0 0 1
1 00
—{ 01 0 ] =R,
0 01
A é invertivel.
11. Obtenha os autovalores e autovetores do operador linear
T : K — K
(5.2)
(z,w) — (—w,z)
para:
(@ K=R;
(b) K=C.
(a) Note que, nesse caso, T = R/, a rotagdo de 7r/2 radianos no sentido anti-horario.2® Assim, por um
lado, podemos analisar o problema respondendo as seguintes perguntas:
24De fato, verifique que AA’ = | = A’A.

2Confira a nota de rodapé do enunciado do exercicio 2 da subsegdo 7.2.7.
26Cf. (4.4), p. 88.
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- O que acontece quando aplicamos uma rotagdo de 90 graus num vetor ndo nulo?

- Essa rotacao pode levar esse vetor a um mltiplo escalar dele mesmo??’

Por outro, podemos calcular os autovalores (diretamente) do operador

z 0 -1 z
w(lal)=3 o le]
estudado no capitulo 4. Portanto,

Aéautovalorde T < A2 +1=0.

Entédo, nesse caso, T ndo tem autovalores nem autovetores.?8

(b) Nesse caso, como

T(z,w) = AMz,w) = (—w,z) = (Az, Aw)
— —w=Az,z=Aw
— —w = MNw
— A2 =1,

pois w # 0, A = +i sdo os autovalores com autovetores associados w(=i,1), w € C, respectivamente.

12. Seja A € K™, Amatriz B= A € K"*" é definida da seguinte maneira:

bij:u_i]-,i,jzl,...,n.

| EXEMPLO |

a=| Li]=a=]1 7]

Em geral, denota-se A* := A

EXEMPLO

Para a matriz A do exemplo anterior, temos

A* = A. (5.3)

Uma matriz é dita hermiteana caso satisfaca a equacdo (5.3).

EXEMPLO
Matrizes simétricas sdo hermiteanas.

27Cf. afigura 4.1, p. 88 ... Pense um pouco!
28Note que, com esse exemplo, podemos responder a pergunta

“Existe operador (ou matriz quadrada) que nao tenha autovalores (reais)?”

com um simples “Sim!”.
2De fato,

w=0=2z=0
= (z,w) = (0,0) ndo é autovetor.
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P e K"*" é dita unitdria quando

p~1 = p*. (5.4)
| EXEMPLO]
Matrizes ortogonais sdo unitdrias.
A é dita normal quando
AAT = AT A. (5.5)

12.1. Demonstre que matrizes hermiteanas e unitdrias sdo normais.

12.2. Apresente matrizes normais que ndo sejam hermiteanas nem unitérias.

Considere a seguinte proposigao:*!

A é normal <= A é unitariamente diagonalizdvel, (5.6)
ou seja, a normalidade de A é equivalente a existéncia de uma matriz unitdria P com
P*AP =D

diagonal 3

Demonstraremos (na se¢do 5.3) uma forma mais fraca
do resultado (5.6) (para matrizes hermiteanas) e (na
se¢do 7.4) a forma geral desse resultado (para matri-
zes/operadores normais).

12.3. Para a matriz hermiteana A dada no primeiro exemplo desse exercicio, resolva as
seguintes questoes:

(a) Determine os autovalores de A.
(b) Para cada autovalor de A, determine os autovetores associados.
(c) Diagonalize A por uma matriz unitaria P.

RESOLUCAO

(a) Como
1—A i
det(A—)»I)_‘ i o1-a ‘
=A2-20+1-1
=A(A=2),

5o RESOLUCAO

Considere, por exemplo,
i -1 1 -1
/O A e I T

31Essa proposicéo é uma generalizacdo da afirmagio 7 do capitulo 4.
32Nesse caso, P e D sdo obtidas como no capitulo 4.
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13.

A1 = 0e Ay =2 sd0 os autovalores de A.
(b) Ao resolvermos o sistema (A — A11)x = 0, podemos obter os autovetores de A associados a A; = 0.

De fato, como
1 i 1 i
A—OI_[i 1}_>R_{0 0},

11

para qualquer escalar complexo c. Agora, da resolugdo do sistema (A — Ayl)x = 0, podemos obter os
autovetores de A associados a A, = 2. De fato, como

os autovetores supracitados sdo da forma

-1 i 1 —i
a7 e[ )

os autovetores supracitados sdo da forma

para qualquer escalar complexo c.
(c) Considere os autovetores

1 1 1 1
TR
Além disso, considere a matriz unitdria P = [x; x;] e a matriz diagonal D com diagonal principal for-
mada pelos autovalores A1 e Ay, nessa ordem. Agora, basta verificarmos que P*AP = D.

Diagonalize unitariamente a seguinte matriz unitaria

A=li]

RESOLUCAO

Como
1 _a i
det(A—Al) = | V2, 1\5/\
vz V2o
=A2 - V2A+1,

A2 = (141)+/2 sd0 os autovalores de A. Assim, por um lado, da resolugdo do sistema (A — A1l)x = 0,
podemos obter os autovetores de A associados a A1. De fato, como

o1 [ - I S R T I
pm=g |7 L] =gl 7

os autovetores supracitados sdo da forma
c 1
1 7

para qualquer escalar complexo c. Por outro lado, da resolucdo do sistema (A — Ayl)x = 0, podemos
obter os autovetores de A associados a A,. De fato, como
1 [ i i

]—>R: 35

Alool

33Por ser unitéria, A é normal!
3Note que R, aqui, ndo é a escalonada reduzida!
%Idem!
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ot
1 4
para qualquer escalar complexo c. Finalmente, para
p_ 111 -1 ,
V211 1

1
P*AP = —
7l

Diagonalize unitariamente a seguinte matriz hermiteana

[ o2 3-3i] 4
A‘{3+& 5 }

os autovetores supracitados sdo da forma

temos
1+1 0
0 1—1i

RESOLUCAO

Como
2—A 3-3i
det(‘q_/\')_’3+3i 5—A
= A2 7138,
A1 = 8 e Ay = —1 sdo os autovalores de A. Portanto, por um lado, os autovetores de A associados a

A1 = 8 sdo obtidos ao resolvermos o sistema (A — 8l)x = 0. Assim, do escalonamento

_ —6 3(1—1i) [ -2 1-i
A8=135040) -3 }%_1+i —1}
. [ -2 11—
| 2 —(1-1)
(1 —(1-9)/2] _
— K 0 } =R,
segue que os autovetores supracitados sdo da forma
i [ (1 —11)/2 ] /
para qualquer escalar complexo c. Por outro lado, os autovetores de A associados a A, = —1 sdo obtidos

ao resolvermos o sistema (A + I)x = 0. De fato, do escalonamento

AM:[ 3 %10}_%{1 1%

3(1+1) 6 1+i 2
1 1—i
—>{O 0 }—R,

segue que os autovetores supracitados sdo da forma

00,

para qualquer escalar complexo c. Finalmente, para

1 [aamzy

36Por ser hermiteana, A é normal!
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temos
sio |8 0
PAP_{0 _1}.

15. Diagonalize unitariamente a seguinte matriz hermiteana

0 i1
A=|—-i 0 0 |%
1 00
RESOLUCAO PARCIAL I
Os autovalores de A sdo
0/ \/E e — \/EI
correspondendo aos autovetores
0 V2 -2
i, —i e —i ,
1 1 1

respectivamente. Observe que esses vetores sdo ortogonais em relagdo ao produto interno canénico em
Cs. Agora, ao normalizarmos os autovetores, obtemos a matriz unitaria

0 1/v2 -1/Vv2
P=1|i/vV2 —i/2 —i/2
/v2 1/2 172
Portanto, P* AP = D é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo os autovalores dados

acima, na ordem em que aparecem.

5.3 Informacao adicional: diagonaliza¢ao de A € C"**"

5.3.1 Lema de Schur

A é unitariamente semelhante a alguma matriz triangular superior. I

‘ DEMONSTRACAO ‘
Usaremos indugdo matemadtica sobre n. Portanto, como o caso n = 1 é trivial, suponha que a afirmacéo (em
italico) supracitada seja verdadeira paran = r—1 > 1, A € C"™" e A seja um autovalor de A.3® Seja x
um autovetor unitario de A associado a A;. Entdo, por Gram-Schmidt, podemos obter uma base ortonormal
{x,up,...,u,} de C". Assim, ao considerarmos a matriz unitdria P; = [xuy - - - u;], temos

P 1AP; = P{ AP,
= P] [AxAu, - - Auy]
-7
)
=1 7 | [AxAuy --- Auy]

L
-)\1 *
| 0 B’

37Por ser hermiteana, A é normal.
3BPara a existéncia desse autovalor, confira a subsecio 7.2.3.
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onde, na matriz da dltima igualdade, de cima para baixo, * representa todas as entradas de sua primeira
linha, excetuando-se A;. Entdo, pela hipétese de inducéo, existe uma matriz unitaria P, € CU~1)* (=1 ta] que
P, !BP, é triangular superior. Se denotarmos as entradas da diagonal principal dessa matriz triangular por

Az, ..., Ay, entdo
1 0
P—p, [ : Pz]

também é unitéria e

P~1AP = P*AP
_ }\1 *
~ | 0 P;BP;
)\1 *
0 Ar

onde a matriz da tltima igualdade, de cima para baixo, é triangular superior, com 0 e * representando, respec-
tivamente, todas as entradas abaixo e acima da diagonal principal dessa matriz.

5.3.2 Teorema espectral para A € C"*"

A é hermiteana = A é unitariamente diagonalizdvel. I
DEMONSTRAGAO |

Note que, pelo lema de Schur, existe uma matriz P unitdria tal que P* AP é triangular superior. Além disso,
como A é hermiteana, P* AP também o €, pois

(P*AP)* = P*A*P
— P*AP.

Portanto, como P* AP é triangular superior e hermiteana, também é diagonal.



Capitulo 6

O espaco vetorial V sobre o corpo K

6.1 Definicdo e propriedades de (V, +,-)

A mesma estrutura algébrica que estudamos, para as n-uplas ordenadas
e matrizes m X n, pode ser considerada para outras construgdes mate-
mdticas, ou seja, K" (e.g., R") e K"™*" (e.g., R"*") nio sdo os tinicos
exemplos de espagos vetoriais sobre o corpo de escalares K.

Como nos capitulos 2-5, um conjunto ndo vazio V é chamado de espago vetorial (sobre o corpo
K), caso seja dotado das operagdes (bem definidas em V) de adigdo u 4 v e multiplicagdo

por escalar A -v = Av, com u,v € V e A € K arbitrérios,

! e sejam vélidas, para quaisquer

u,v,w € VeA, B €K, asseguintes propriedades:

l.u+v=9v+u; (COMUTATIVIDADE DA ADICAO)

2. (u+v)+w=u+ (v+w); (ASSOCIATIVIDADE DA ADICAO)

3. 0 € V satisfaz a equagdo u 4 0 = u;? (EXISTENCIA DO NEUTRO ADITIVO)

4. —u := (—1)u satisfaz a equagdo u + (—u) = 0; (EXISTENCIA DO SIMETRICO ADITIVO)

5. AMu+v) = Au+ Av; (DISTRIBUTIVIDADE DA MULTIPLICACAO POR ESCALAR EM RELACAO A
ADICAO DE VETORES)

6. (A+B)u = Au—+ Bu; (DISTRIBUTIVIDADE DA MULTIPLICACAO POR ESCALAR EM RELACAO A
ADICAO DE ESCALARES)

7. (AB)u = A(Bu); (ASSOCIATIVIDADE DA MULTIPLICAGAO POR ESCALAR)

8. 1lu = u. (EXISTENCIA DO NEUTRO MULTIPLICATIVO)

1Caso ndo seja necessério especificarmos o espaco vetorial V, denotaremos seus vetores por letras mints-
culas, em itélico.
2Podemos denotar esse neutro por 0 = 0y.

141
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6.1.1 Exemplos de V “diferentes” de K" e K"*"

- Como vimos no capitulo 5, V = K" é um espago vetorial sobre o corpo K. Por exemplo,
V = C" é um espaco vetorial sobre K = C. Além disso, V = C" também é um espaco
vetorial sobre K = R.2

- Podemos generalizar o espago K" das sequéncias finitas em K. De fato, os vetores de
Y = KN sio as sequéncias infinitas em K, isto é, x € )V se, e somente se, x é uma
fungdo definida por

x: N —- K
no— Xy

e denotada por
x = (x1,%,...).

Em V, a adicdo de vetores e a multiplicagdo de escalares por vetores sdo definidas
como em K", ou seja, componente a componente. Portanto,

X+Y:nr= Xy +Yy e Ax :in— Axy,

para quaisquer x,y € V e qualquer escalar A € K. Além disso, 0 = (0,0, ...) é o vetor
nulode Ve —x = (—x, —x2,...).

- Os vetores de V = P, (K) sdo os polindmios com coeficientes em K e de graus menores
do que n. Caso p e g sejam polindmios pertencentes a V), isto é, paracada t € K,

p(t) =co+cit+et? +--Fcp1t" e qt) =dy+dit+dpt> + - +d, 1",

com coeficientes ¢c; e d;emK,i =0,1,2,...,n —1%exa seja algum escalar pertencente
akK, ' _

(ci+di)t e ac;t! (6.1)
sdo as i-ésimas parcelas da soma (p + q)(t) e do produto (ap)(t), respectivamente,
para cada t € K. Em particular, 0 é o polindmio nulo, ou seja, de grau n — 1 e com
n coeficientes nulos, e a i-ésima parcela de (—p)(t) (simétrico de p(t)), com t € K
arbitrério, é dada por —citi, i=0,12,...,n—1.

EXERCICIO
Para cada exemplo dessa subsecgdo, inclua os argumentos faltantes para que o V considerado
seja um espaco vetorial sobre K.

6.1.2 Subespacos, bases, dimensdes, etc.

Conceitos e resultados analogos aos dos capitulos anteriores permanecem vélidos para ou-
tros espagos vetoriais.

| EXEMPLOS |

3Verifique!

4Alguns desses coeficientes podem ser nulos. (Por exemplo, —2 + > + %t3 + £ € Pe(K).) Além disso,
observamos que, em outros livros, P, (K) representa o espago dos polindmios com coeficientes em K e de
graus menores do que ou iguais a n. Nesse caso, esse espaco serd (1 + 1)-dimensional. Como veremos, na
nossa representacao, esse espaco tem dimenséao 7.
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- Em relagdo ao primeiro exemplo da subsecdo 6.1.1, caso C" seja um espago vetorial
sobre C, dim (C") = n e a base candnica é uma de suas bases. De fato,

C"> (a1 +bii,...,an +byi) = (a1 + byi) e+ - - - + (an + bui) ey

e os vetores da lista e,...,e,_1, e, sdo LI. Contudo, caso C" seja um espacgo vetorial
sobre R, dim (C") = 2n. De fato,

e os vetores da lista e, iey,...,e,_1,i€e,,_1,€;,,ie,; sdo LI

- Uma base para o espago do segundo exemplo da subsecdo 6.1.1, dita base candnica, é
obtida ao considerarmos os vetores da lista

e1 = (1,0,0,0,...),e, = (0,1,0,0,...),e3 = (0,0,1,0,...),. .., (6.2)

ou seja, para cada inteiro positivo 7, a n-ésima componente de e, é igual a 1 e todas
as outras componentes sao nulas.’ Logo, para x € IKN, X = X161 + Xp€p + X33+ - - -.
Diremos que esse espaco tem dimensdo infinita, mas ndo nos aprofundaremos nesse
tipo de infinitude.

- O espago do terceiro exemplo da subsegdo 6.1.1 tem dimensdo n e uma de suas bases
é constituida pelos polindmios da lista 1,¢, t2,..., "1 De fato, esses n polindmios
geram P, (K), pois o polindmio p(t) daquele exemplo é uma CL deles.® Além disso,
os polindmios da lista supracitada sdo LI, pois, igualando-se o p(t) supracitado ao
polindmio nulo, c; =0,i =0,1,2,...,n — 1.7

- Os vetores de V = P(K) sdo os polindmios com coeficientes em IK.28 Em V), a adicdo de
dois polindmios e a multiplicagdo de escalares por polindmios sdo definidas como em
(6.1), acrescentando-se parcelas com coeficientes nulos ao polindmio de menor grau,
no caso da adi¢do.” Podemos visualizar essas operacdes pelos graficos das combina-
¢Oes lineares de polindmios reais. Por exemplo, na figura 6.1, ilustramos os (ou partes

. oA 3 : .
dos) gréficos do polindmio ctibico p(t) = & — 2, com apenas uma raiz real, da paré-
bola g(t) = 3t — 1!, com duas raizes reais, e da CL 3p(t) — 2q(t) = t> — 6t> + 11t — 6,
com trés raizes reais."

Note que S = P, (K) é um subespaco de dimensao n de V e, analogamente a lista (6.2)
de vetores de KN, os vetores da lista

1t 82, ¢ gt

formam a base candnica de V e, por isso, diremos que V tem dimensao infinita.

5Note a semelhanca com a base canénica de K™!

0 mesmo vale para o polindmio g(t)!

7Iguale os coeficientes de p(t) aos do polindmio 0+ (0)(t) + (0)(£?) + - - - + (0) (" 1).

8 Agora, os graus dos polindmios pertencentes a V sdo dados por inteiros nao negativos quaisquer.
9Verifique que V é um espago vetorial sobre K.

93p(t) —2q(t) = (t —1)(t —2)(t - 3).
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Figura 6.1: Graficos de g(t), p(t) (em cinza) e da CL supracitada (em negrito)

- Considere, novamente, o segundo exemplo da subsecio 6.1.1. E fécil ver que o con-
junto

S = {x € KN | x tem um nimero finito de componentes nao nulas}

é um subespaco de KN. De fato, a sequéncia nula pertence a S e, caso A seja um
escalar pertencente a K e x e y sejam vetores pertencentes a S entdo Ax € S, pois
esse produto tem (no méximo) m componentes ndo nulas, e x +y € S, pois essa soma
tem (no maximo) m + n componentes ndo nulas.

OBSERVAGAO |

Se S é um subespago de V, entiio S também é um espago vetorial (sobre K).1?

Note que, dessa observagdo, podemos obter uma quantidade infinita de exemplos de es-
pacos vetoriais.

6.2 Isomorfismo entre espacos vetoriais

Os espacos R*, R?*2 e P4(RR) sdo indistinguiveis, diferindo apenas em como seus vetores
sdo representados. De fato, podemos escrever um “vetor de quatro coordenadas” de uma
das seguintes formas:

' (a/ b/ c, d)/
a b |
c d|’

x tem m componentes ndo nulas e y tem n componentes ndo nulas.
2De fato, 0 € S e, como

AeKeuveS— Au,ut+ves,

podemos considerar, em S, operagdes de adigdo de vetores e multiplicagdo de escalares por vetores, herdadas
das respectivas operacdes em V, e o simétrico aditivo de cada u € S, pois —u = (—1)u € S. Por outro lado, as
outras propriedades (que devem ser satifeitas para que S seja um espago vetorial) sdo (trivialmente) vélidas,
pois, como S C V e essas outras propriedades valem para todos os vetores de V, elas também valem para
todos os vetores de S.
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- a+ bt + ct? +dr.

Além disso, cada vetor do espaco V pode ser escrito, de modo tinico, como uma CL dos
vetores da base constituida por:

- (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1), caso V = R%;

10 01 0 0 00 .
'[o 0}'{0 0}'{1 o}e[o 1]'Cas°V_IR 7

- 1,t,t2et3, caso V = Py(R).

Logo, independentemente da representacdo escolhida para um vetor de quatro coordena-
das, tudo funciona da mesma forma para V = R*, R2%2, Pi(R).

EXEMPLO |
Nos trés casos supracitados, considere a mesma CL, representada nas trés formas seguintes:

- 2(1,1,0,0) — (0,1,1,0) = (2,1, —1,0);

L1 1] Jo1]_[2 1]
00 10| |-10/

C2(1+t) — (t+t2) =2+t — 12

A indistinguibilidade supracitada é conhecida como isomorfismo. Em geral, dizemos que
dois espagos vetoriais sobre K, digamos V; e V», sdo isomorfos quando existe uma fungdo
linear L : V; — V) invertivel, chamada isomorfismo (entre V1 e V;). A linearidade de L, como
no capitulo 4, é equivalente as seguintes propriedades:

- A imagem da soma de vetores (pela L) é igual a soma das imagens desses vetores;

- A imagem do produto de um escalar qualquer por um vetor arbitrério (pela L) é igual
ao produto desse escalar pela imagem desse vetor.

A invertibilidade de L é equivalente a existéncia de sua inversa L~! : V, — V), cuja compo-
sicdo com L resulta numa funcio identidade.!3

EXEMPLOS

- E fécil ver que,
L: R*>™> - R

a b
{c d] — (a,b,c,d)

é um isomorfismo entre R?*? e R*.14

- E facil ver que,
L : P4(R) — R*

a-+bt+ct>+dt3 — (a,b,cd) 6.3)

é um isomorfismo entre P4 (R) e R*.1

Bpor exemplo, se V; = R”, L loL=5¢éa semelhanga de razdo A = 1, vista no inicio do capitulo 4.
Verifique!
15Tdem!
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- A correspondéncia biunivoca entre K"*" e K"" da subsec¢do 3.1.2 (para K = R) é,
claramente, um isomorfismo entre esses espacos.!®

Esses trés isomorfismos transformam bases canonicas em bases candnicas e preservam di-
mensdes. Na verdade, vale o seguinte resutado mais geral:

6.2.1 Teorema dos espacos vetoriais isomorfos de dimensoes finitas

Dois espagos vetoriais de dimensoes finitas, Vy e V,, (sobre IK) sdo iso-
morfos (entre si) se, e somente se, dimV; = dim V,. Em particular,
esse isomorfismo associa bases de V; a bases de V,.

DEMONSTRACAO

Se dim V; = dim V, = n, entdo V; tem uma base {v1,v,...,v,} e V, tem uma base {wy, wy, ..., w, }. Assim,
pelo resultado (R10) da segdo 6.3 vindoura,'” existe um isomorfismo L : V; — V; tal que

01— L(v1) =wy, 03— L(vg) =ws, ..., 05— L(v,) = wh.

Para a reciproca, caso L : V; — V) seja um isomorfismo e dim V; = n, V; tem uma base {v1,v3,...,v,} e (é
facil ver que)
{L(v1),L(v2),...,L(vn)}

é uma base de Im(L) = V.

6.2.2 Se dimV = n, informagdes sobre }V podem ser obtidas via informa-
¢Oes sobre K"

A idéia é simples. Por um lado, temos algum dado inicial associado a V, aqui chamado de
entrada ou input. Por outro, procuramos alguma informagédo associada a V, aqui chamada
de saida ou output. Assim, via algum isomorfismo L : ¥V — K" adequado, transformamos
a entrada associada a V numa entrada associada a K" e, ap6s alguns calculos, obtemos a
saida associada a IK". Finalmente, essa saida é transformada, via L1, naquela associada a
)V, inicialmente procurada. Simples assim!

| EXEMPLOS|

- Considere que queremos determinar duas bases do subespaco de R?*3 gerado por
1 -11 -11 0 1 -1 2 3 31
~1 0 1|/|-11 -1|"|-3 1 1|®|1 23]

Note que o isomorfismo

L : R¥ - IR®
[; le] ]Cc] — (a,b,c,d,e, f)

reduz o problema a determinacio de duas bases do subespaco de R®, gerado por

(1,-1,1,-1,0,1), (-1,1,0,—1,1,—1), (1,—1,2,—3,1,1) e (3,-3,1,1,-2,3),

161dem!
17Cf. p. 156.
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cuja solugdo encontra-se no exercicio que precede a subsecdo 4.1.2. Assim, ao utili-
zarmos as bases obtidas naquele exercicio, podemos obter as bases procuradas nesse
exemplo. Portanto, uma das bases é constituida pelas matrizes

1 -1 1 11 0
1 0 1| =11 =1/’

e a outra é constituida por
1 -10 0 01
1 -11]°] 210/

- Seja L : K"™*" — K™ o isomorfismo do dltimo exemplo que antecede essa subsegao.
Podemos definir uma norma em K"*" do modo seguinte: Para cada A € K"*", dada
como em (3.1),!8 defina ||A| := |L(A)| (onde a segunda norma é a norma em K"
definida no exercicio 1 da secdo 5.2).!° Portanto,

|A] = ¢|a11|2+-~+ a1+ @21 + -+ [a2a" 4+ | [P+ A

calcula o “comprimento” de A.

Final da parte 1 (P;) do livro

e A parte 2 (P;) desse livro terd inicio na proxima secdo. Essencialmente, P, é um curso
mais avancado de AL, sobre o que estudamos desde o capitulo 2, acrescido da forma de
Jordan. Contudo, no lugar da abordagem matricial empregada até agora, adotaremos
o enfoque de operadores.

e Para o material ja estudado nesse capitulo, recomendo que sejam trabalhados apenas
os exercicios 1-8 e 13-14 da segdo 6.4. Os seus outros exercicios, que sdo mais concei-
tuais, sdo recomendados apenas para aqueles que estudarem o restante desse capitulo.

e Alguns dos exercicios que podem ser resolvidos com o que estudamos até essa se-
¢do, utilizam alguns conceitos e resultados que serdo aprofundados a partir da secao
6.3. Especificamente, analogamente ao capitulo 4, caso V e W sejam espacos vetori-
ais arbitrarios sobre o corpo K, definimos o niicleo e a imagem da transformacao linear
L:V — W pelos conjuntos

Nu(L):={veV :L(v) =0y} eIm(L):={weW : w=L(v)comov € V},
respectivamente. Além disso, L é dita:

- sobrejetiva quando Im(L) = W;

- injetiva quando
u,v€ VcomL(u)=L(v) = u=no.

18Cf. p. 51.
YConfira o exercicio 4 da segdo 6.4, para um melhor entendimento de norma.
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Sobrejetividade e injetividade foram estudadas para fung¢des reais do ensino médio e
(na subsecdo 6.3.2) demonstraremos que:

- Nu(L) é um subespago de V;
- Im(L) é um subespaco de W;
- L éinjetiva <= Nu(L) = {0y }.

Agora, “maos a obra”, ou seja, tentem resolver os exercicios que acabamos de recomendar.
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6.3 Alguns resultados e algumas demonstracdes

P, comega aqui.?’ Py serd utilizada para exemplificarmos alguns conceitos e resultados que
estudaremos em P».

6.3.1 Espacos finitamente gerados, vetores LI e LD, bases

O subespaco de V gerado pelos m vetores
vieV,j=1,...,m,
é denotado por

[01,...,0m] ={v €V : véuma CL dos vetores da lista vy,..., vy }

m
=) awj:ay,...,an € K5,
=1

EXERCICIO
Verifique que, de fato,

Oy, Av,u+v e [Ul,---/vm]z

para quaisquer A € Ke u,v € [v1,...,0p).

| EXEMPLOS |
Confira as se¢des 2.5.1 e 2.5.2 do capitulo 2.

DEFINICAO
CasoV = {0} ou

[01,...,0m] =V, (6.4)

dizemos que V é finitamente gerado.

EXEMPLOS
K™ = [ey,...,en] e Pu(K) = [1,t,#2,...,t" ] sdo finitamente gerados.

| OBSERVACAO SOBRE (IN)DEPENDENCIA LINEAR|

E possivel que os m geradores de V em (6.4) sejam LI, ou seja, a tGnica CL nula desses gera-
dores seja a trivial, isto é, a condic¢do

m
Y ajwj=0p, com g €K, j=1,...,m,
j=1

seja valida apenas para
ap =---=ay, =0.

Nesse caso, {v1,...,0,} é uma base de V. Portanto, caso sejam LD, os geradores supracita-
dos ndo formam uma base de V.

2Confira a pagina anterior.
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| EXEMPLO]

3
K = [el/ €, 83]
= [e1,e2,e3,e1 + ey, e1 +e3,ex +e3).

Note que, o segundo conjunto de geradores, de cima para baixo, ndo é uma base de K?.

(R1) Lema da dependéncia linear

Se os vetores da lista vy, ...,vy sdo LD e v1 # 0, entdo, para
algum indice j € {2,...,m}, as condigdes seguintes sio vdlidas:
1. Uj € [01, .. .,U]',ﬂ,'

2. [01,.,0-1,0j41, -, Om] = [01,+ .., Um).

EXERCICIO
Analise o exemplo (com IK3) supracitado, utilizando (R1).

DEMONSTRACAO DO ITEM 1 DE (R1) ‘

Por hipétese, existe uma lista de escalares a4, . . ., 4,;, ndo todos nulos, tal que

m
Z a;0; = 0.2
i=1

Na verdade, como v; # 0, deve existir algum escalar ndo nulo na lista ay, ...,a,. Assim, caso j seja 0 maior
indice em {2,...,m} tal que a; # 0, como

==y Uy (6.5)

a condicgdo 1 é vélida.

‘ DEMONSTRACAO DO ITEM 2 DE (R1) ‘

Parav € [vq,...,Vpy|, existe uma lista de escalares by, . . ., by, tal que
v:blvl+'--+ijj+--~+bmvm. (6.6)
Portanto, para provarmos a validade da condigéo 2, basta substituirmos o lado direito de (6.5) no lugar do v;

da equacéo (6.6).

(R2) Em (6.4),%? 0s m geradores majoram 7 vetores LI

Se V é finitamente gerado por m vetores e tem
n vetores L1, entdo n < m.

2IEstd implicito, no enunciado e na demonstragio de (R1), que os vetores pertencem ao espaco V e os
escalares pertencem ao corpo K.
22Cf. p. 149.
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EXERCICIO
Via (R2), analise o exemplo (com K3) supracitado.

‘ DEMONSTRACAO DE (R2) ‘

Considere os m geradores listados em (6.4) e que os vetores da lista
Ul ..., Uy (6.7)

sdo Llem V.

Passo 1. Os m + 1 vetores da lista ordenada u1,v1, ..., 0, sdo LD.2 Assim, podemos excluir algum vetor,
diferente de 1, da lista supracitada.?* Portanto, podemos obter uma lista ordenada ¢1, comegando por
uq, formada por m geradores de V;

Passo 2. Ao incluirmos u; em {1, podemos obter uma lista ordenada com m + 1 vetores LD,? comecando
por u1,up. Assim, podemos excluir algum vetor, diferente de u; e uy, da lista supracitada.?® Portanto,
podemos obter uma lista ordenada ¢, comecando por u1, uy, formada por m geradores de V;

Agora, para j € {2,...,m}, considere o seguinte:

Passo j. Alista {; 1, com m vetores, obtida no passo j — 1, gera V. Ao incluirmos o vetor u; em ¢;_1, podemos
obter uma lista ordenada com m + 1 vetores LD,% comecando por uq, Uy, ..., uj_1,uj. Assim, podemos

excluir algum vetor, diferente de uy, k = 1,...,j, da lista ordenada supracitada.28 Portanto, podemos
obter uma lista ordenada E]-, comegando por uy, ..., uj, formada por m geradores de V.

Na lista ¢ j, & esquerda dos m — j geradores da lista (6.4) que ndo foram excluidos, foi incluida a lista uy, ..., u;.

Assim, o ntimero méximo de passos é m,%? que majora 1.3’ De fato, caso o passo m + 1 pudesse ocorrer, todos
os geradores listados em (6.4) ja teriam sido excluidos no passo m e os vetores da lista

Ui, ooy Um, U1

seriam LD, contradizendo a hipétese da independéncia linear dos vetores da lista (6.7).

(R3) Subespaco de espaco finitamente gerado é finitamente gerado

Se V é finitamente gerado e YV é subespagco de ),
entio W é finitamente gerado.

OBSERVACAO
Esse resultado cumpre o prometido no final da subsecédo 2.5.1.

‘ DEMONSTRACAO DE (R3) ‘

Passo 1. Caso W = {0y}, W é finitamente gerado. Caso W # {0y}, ao considerarmos
w, €W — {OV} p

wq é LI

2De fato, uy € [v1,...,0n].

24Cf. (R1), p. 150.

2De fato, como up € VeV é gerado pelos vetores de /1, u; é uma CL dos vetores de /7.
26Como u1 e 1y sdo LI, nenhum deles pode ser excluido, por (R1).

?’De fato, como uj € VeV égerado pelos vetores de £; 1, u; € uma CL dos vetores de {; ;.
28Como os vetores da lista 1, . . ., ujsdo L1, nenhum deles pode ser excluido, por (R1).

2m = ntimero de geradores listados em (6.4).

305 = ntmero de vetores da lista (6.7).
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Passo 2. Caso W = [w;], W é finitamente gerado. Caso WV # [w], ao considerarmos
wy €W — [wy],
w1 e wy sdo LI, por (R1).
Passo 3. Caso W = [wy, wy|, W é finitamente gerado. Caso W # [w1, w»], ao considerarmos
w3 € W — [wy,ws],

w1y, wy e w3 sdo LI, por (R1).
Em geral, para algum indice inteiro j > 2, considere o seguinte:

Passo j. Caso W = [w1, e, wj,l] , W é finitamente gerado e os vetores da lista ordenada wy, . .., w;j_1 sdo L,
pelopassoj — 1. Caso W # [wy, ... ,wj,l] , a0 considerarmos

w] ew-— [wl,...,wj_l] ,
os vetores da lista wy, . . ., w;j s&o LI, por (R1).

Caso W néo seja finitamente gerado no passo j — 1, devemos prosseguir para o passo j. Contudo, caso V
seja gerado por m vetores, o maior valor que o indice j pode assumir é m + 1 e, caso assuma esse valor,
W = [wy,...,wn] e, pelo passo m, os vetores da lista wy, ..., wy, sdo LI. De fato, caso o passo m + 2 pudesse
ocorrer, os vetores da lista wy, . .., Wy, 1 seriam LI em V), contradizendo (R2).

(R4) Geradores reduzidos a bases

Como uma base (finita) é um conjunto finito de geradores LI, o seguinte resultado é vélido:

Caso seja necessdrio, para obtermos uma
base de V = [v1,..., 0y, podemos reduzir
a lista de geradores v1, ..., Up.

| EXEMPLOS
Confira a subsecdo 2.5.3.

DEMONSTRACAO DE (R4)

Passo 1. Se v = 0, exclua v da lista supracitada. Caso contrdrio, mantenha-o nessa lista.
Passo 2. Se v, € [v1], exclua v, da lista obtida no passo 1. Caso contrario, mantenha-o nessa lista.
Paraj € {2,...,m}, considere o seguinte:

Passo j. Sev; € [01, ceey v]-,ﬂ , exclua v; da lista obtida no passo j — 1. Caso contrario, mantenha-o nessa lista.

No passo m, obtemos uma lista ordenada, constituida de n < m geradores de V, onde nenhum deles é uma CL
dos vetores que o antecedem (nessa lista). Assim, os 1 geradores de V obtidos no passo m sdo LI, por (R1).

EXERCICIO
Para K? = [(1,2), (3,6), (4,7), (5,9)], verifique que o passos supracitados produzem a base

{(1,2),(4,7)}.
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(R5) V finitamente gerado tem base

Esse resultado é uma consequéncia imediata de (R4).

OBSERVACAO

Até agora, todos os espacos vetoriais apresentados nesse livro tiveram bases. Por (R5), qual-
quer espaco da forma (6.4) tem alguma base (finita).3!

(R6) LI estendidos a bases

Caso seja necessdrio, para obtermos uma
base de V = [vy,...,Um]|, podemos estender
uma lista, digamos, w1, . . ., wy, constituida
de vetores L1 em V.

| EXEMPLO |
Para w; = e}, wy = e; + ez e V = R?, considere w3 = e; x (ey + e3).

‘ DEMONSTRACAO DE (R6) ‘

Passo 1. Caso v seja uma CL dos vetores da lista supracitada, considere
By ={wy,...,wn} 32

Caso contréario, considere
Bl = {wl, e ,wn,vl} .33

Em qualquer caso, se Bj ndo for uma base de V, siga para o passo 2.

Passo 2. Caso v, seja uma CL dos vetores de By, considere B, = B;. Caso contrdrio, considere
B, =B1U {’02} 34
Em qualquer caso, se By ndo for uma base de V, siga para o passo 3.
Para j > 2, considere o seguinte:
Passo j. Caso v seja uma CL dos vetores de B;_1, considere B; = B;_1. Caso contrdrio, considere
B] = Bj—l U {Z)]} 35
Em qualquer caso, se B; ndo for uma base de V, siga para o préximo passo.

Nopassoj > 1, Bj é uma base de um subespaco Sj que contem os vetores da lista v, . . ., v;. Obviamente, esse
algoritmo deve terminar em algum passo j € {1,...,m}. De fato, caso o passo m ocorra, Sy, D [v1,...,Un].

(R7) Dimensao é o cardinal comum a todas as bases

Caso V seja finitamente gerado, quaisquer duas
bases de V tém o mesmo niimero de vetores

31Cf.p. 149.

2p <m, por (R2).

Bp41<m, por (R2).

340 ntmero de vetores de B, ndo pode ser maior do que m, por (R2).
350 ntimero de vetores de B; ndo pode ser maior do que m, por (R2).
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DEMONSTRACAO DE (R7) |
Sejam B e B, duas bases de V com m e n vetores, respectivamente. Assim, como m vetores geram ) e existem

n vetores Liem V, n < m.36 Analogamente, como n vetores geram V e existem m vetores Llem V, m < n37
Portanto, m = n.

NOTACAO
dim V := m = n da demonstracdo de (R7).

| EXEMPLO]
dim K" = n.

(R8) A dimensdo do subespaco VV do finitamente gerado V ndo excede a dimensao de V

‘ DEMONSTRACAO DE (R8) ‘
Por (R3), (R5) e (R7),38 temos:

- W tem dim WV vetores LI em V;
-V tem dim V vetores que geram V.

Portanto, dim W < dim V, por (R2).¥

OBSERVACAO
Caso W e V sejam os espagos dados em (R8),

dimW =dimV < W =p.40

(R9) Verificagdo para que {71, ...,04imy } Seja uma base de V

Para essa verificagdo, é suficiente que os vetores
da lista vy, ..., Uqimy Sejam LI ou gerem V.

EXEMPLO
{(1,2),(3,4)} é base de R? pois seus dois vetores sao LI.

‘ DEMONSTRACAO DE (R9) ‘

Caso os vetores da lista supracitada sejam LT ou m = dim V em (6.4),*! essa lista pode ser reduzida ou esten-
dida a uma base de V, por (R4) ou (R6).#?> Contudo, é desnecessério estendé-la ou reduzi-la, pois dimV é o
ntmero de vetores de qualquer base de V, por (R7).43

36Cf. (R2), p. 150.

37Idem!

3BCf. pp. 151 e 153.

3Cf. p. 150.

40Essa equivaléncia foi antecipada na subsegao 2.5.6 (para V = R").
41Cf.p. 149.

42Cf.pp.152e153.

3Cf.p.153.



6.3. ALGUNS RESULTADOS E ALGUMAS DEMONSTRACOES 155

6.3.2 O espaco vetorial L(V, W)

Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K.

NOTACAO
L:V — W é uma transformacéo linear < L € L(V, W).

Para exemplos onde L € L(K",IKK™), confira os capitulos 4 e 5. Para exemplos
onde L € L(P(K),P(K)), L € L(P(K),K) ou L € L(KN,KN), confira os
exercicios 5-8 da segdo 6.4. Além disso, note que, nos exemplos de isomorfismos da
seci0 6.2, L € L(R**2,RY), L € L(P4(R),R*) e L € L(R™*",R™).

OBSERVACAO
Considere A € Ke T,L € L(V,W). Defina, para qualquer v € V,

(AT)(v) = A(T(0)) e (T +L)(v) = T(v) + L(v).

Demonstra-se que:
- AT, T+Le L(V,W);
- L(V, W) é um espaco vetorial sobre K.

De fato, AT e T 4 L sdo transformacdes lineares, pois, para quaisquer « € IKe u,v € V, como T e L sdo lineares,

(AT)(av) = A(T(av))

|
2
—~
—~
>
H
~—
<
~
~—

(T+L)(u+v)=T(u+0v)+ L(u+0)

T(u) + T(v) + L(u) + L(v)
T(u)+ L(u)+ T(v) + L(v)
=(T+L)(u)+ (T+L)(v).

_l’_
_l’_

Além disso, L(V, W) é um espaco vetorial, pois seu vetor nulo é a fungdonula V 3 v — 0y, 0 simétrico aditivo
deL € L(V,W) éafungdo V > v — —L(v) e as demonstra¢des das outras seis propriedades (elencadas no
comecinho da se¢do 6.1) sdo triviais e seguem, basicamente, do fato de que WW é um espago vetorial. Por
exemplo, a comutatividade da adi¢do segue de

para quaisquer T,L € L(V, W) ev € V.

NOTACAO/DEFINICAO
CasoV = Wem L(V, W), denota-se

L(V):=L(V,V)
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e define-se
L € L(V) <= L é um operador (linear) em V.

EXEMPLO

Para A € K™, x % Ax é um operador em L(K").

(R10) Construgio de fungdes L € L(V, W) via bases de V

Se {vy,...,vn} é uma base de V, w; € W estd fixado e a; € K é
arbitrdario, i = 1,...,n, entdo

a1o1 +---+a,oy +£>a1w1+---+anwn
define uma vinica L € L(V, W) tal que

L(vj)) =wj, j=1,...,n.

| EXEMPLO]
ParaV = RZ, W = R, vi=e;,j=12w = (1,1,0) e wp = (1,0,1), considere a fungao
linear “multiplicacdo por matriz”, dada por

11
(3)=(3e) (2)"
X2 0 1 X2

L estd bem definida, pois, qualquer v € V pode ser escrito, de modo tinico, como uma CL dos vetores da base
supracitada, ou seja, existe uma tnica lista a1, . . ., 4, de escalares (pertencentes ao corpo K e dependentes de
v) tal que

‘ DEMONSTRACAO DE (R10) ‘

n
v=1Y aju; (6.8)
=1
Por outro lado, caso a; = 1 e os outros escalares da lista supracitada sejam nulos,
. L .
v} > Wj.

L é linear, pois, caso A € K, v seja dado pelo somatério (6.8) e
n
u=J,cj
j=1

também seja uma CL dos vetores da base supracitada,

L(Av) =L <i(/\aj) v]->
=
Zi@@%
j=1
A Y ajw;

j=1
L(v)

I
>

#Confira o inicio do capitulo 4.
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Para provarmos a unicidade de L, seja S € L(V,U) tal que v; A wj,j=1,...,n. Assim,
S(vp) = L()),
j=1,...,n. Portanto, caso v seja dado pelo somatério (6.8),

S(v) = S(av1 + - —i—anvn)
:als(vl) -+a,S (Un)
=aL(vy) +-- - +auL(vy)
= L(mv1 +- —i—anvn)

= L(v),

pela linearidade de S e L.

(R11) Nu(L) é um subespago de V e Im(L) é um subespaco de W

Analogamente ao capitulo 4, para L € £L(V, W), temos:

(I) O nuicleo de L, isto é, o conjunto
Nu(L) ={v eV : L(v) =0},
é um subespago de V;
(IT) A imagem de L, isto é, o conjunto

Im(L) = {L(v) : v €V},

é um subespago de W.

OBSERVACAO
Para exemplos, confira o capitulo supracitado e a segdo 6.4.

45

‘ DEMONSTRAGAO DO ITEM (I) DE (R11) ‘

Note que 0y € Nu(L), pois, como

L(Oy) = L(Oy +0Oy)
=L(0y) + L(0y),

4 A demonstracio do item (II) fica como exercicio.
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L(0y) = 0yy. Além disso, se A € Ke u,v € Nu(L), entdo Au, u + v € Nu(L), pois
L(Au) = AL(u)
=A-0pw

L(u+v) = L(u) + L(v)
= Oy + Ow
= Ow.

(R12) Injetividade e niicleo

L € L(V, W) é injetiva <= Nu(L) = {0y }.

| OBSERVACAO
Como antecipado na subegédo 6.2.2, A “injetividade” de L significa o seguinte:

u,v€VcomL(u)=Lv) = u=no.

EXEMPLOS
Confira os exercicios 5-8 da secdo 6.4.

DEMONSTRACAO DE (R12) |

Para a implicagdo “==", considere L injetiva. Logo, como {0y} C Nu(L), resta provarmos que Nu(L) C {0y }.
Assim, ao considerarmos v € Nu(L), ou seja,

L(U) = Ow,
e aigualdade
L(0y) = Ow,
obtida na demonstra¢do do item (I) de (R11), temos
L(v) = L(0y).
Portanto, pela injetividade de L,
0= Ov,
ouseja, v € {0yp}.
Para a implicagdo “<=", considere
Nu(L) = {0y} .

Portanto, como, parau,v € V,

L(u) = L(v) = L(u) — L(v) = Oy
= L(u—0v) =0y
= u—v € Nu(L)
= u—v=_0yp
= u=u,

L é injetiva.®

46Note que, na segunda implicagdo, de cima para baixo, usamos a linearidade de L. Na pentltima, de cima
para baixo, usamos a hipétese da nulidade do ntcleo.



6.3. ALGUNS RESULTADOS E ALGUMAS DEMONSTRACOES 159

Além de injetividade, precisaremos do conceito de “sobrejetividade”, ou seja:

DEFINICAO
Como antecipamos na subse¢do 6.2.2,

L € L(V, W) é sobrejetiva <= Im(L) = W.

| EXEMPLOS |
Confira os exercicios 5-8 da secdo 6.4.

(R13) Isomorfismo e subespacos triviais

L € L(V, W) éisomorfismo <= Nu(L) = {0y} eIm(L) = W.

DEMONSTRACAO |

Considere o resultado (R12), a defini¢do supracitada e que, conforme o AXLER,¥ para L € L(V, W), vale o
seguinte resultado:

‘ L é um isomorfismo <= L € injetiva e sobrejetiva.

EXEMPLOS
Verifique a validade de (R13) para os isomorfismos apresentados na secdo 6.2 e para o iso-
morfismo do exercicio 13 da segdo 6.4.

(R14) Nulidade mais posto

V é finitamente geradoe L € L(V,W) = dimNu(L) + dimIm(L) = dim V.

| EXEMPLOS
Confira a subsecdo 4.1.1.

DEMONSTRACAO DE (R14)
Por (I) de (R11), (R3) e (R5),*® podemos considerar uma base

{v1,...,0m} (6.9)

de Nu(L). Assim, por (R6),49 podemos estender a lista vy, . .., v, caso necessario, para obtermos uma base
{v1,.- ., O, 1, .. U } (6.10)

de V.5 Para concluirmos a demonstragao, basta provarmos que o conjunto

{L(u1),...,L(un)}

47Confira o capitulo 1.

#8BCf. pp. 157, 151 e 153, respectivamente.

Cf.p. 153.

0Caso nao seja necessério estendermos a lista supracitada, é facil ver que Nu(L) = V e Im(L) = {Oy}.
Portanto, (R14) é um resultado vélido, nesse caso.
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é uma base de Im(L). Assim, por um lado, as n imagens por L listadas no conjunto supracitado sao LI. De fato,

i=1

n n
ZaiL(ui) =0y = L(Z aiui> = Oy
i=1

n
— Zaiui S Nu(L)
i=1

n m
- Z aju; = Z C]'ZJ]‘,
i=1 j=1

onde:

- os escalares da lista cy, . . ., c;; dependem dos escalares da lista a4, . . ., 4,4, que sdo arbitrarios;’!

- na primeira implicagdo, de cima para baixo, utilizamos a linearidade de L;

- na ultima implicagdo, de cima para baixo, utilizamos a consideracdo inicial de que (6.9) é uma base de
Nu(L).

Portanto, como

m n
E Cjv; + Z (—ﬂl‘) u; = 0y (6.11)
=1 i=1

e os m + n vetores de (6.10) sdo LI, todos os escalares de (6.11) sdo nulos e, em particular,

Por outro lado,

De fato, para w € Im(L), existe uma CL
m n
V= Z“jvj+2ﬁjui ey,
=1 i=1

com escalares em KK, tal que

onde:
- na terceira igualdade, de cima para baixo, utilizamos a linearidade de L;

- na ultima igualdade, de cima para baixo, utilizamos a consideragdo inicial de que (6.9) é uma base de
Nu(L).

®1Todos esses escalares pertencem ao corpo K.
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6.3.3 dimV =nedimW =m = L(V, W) e K"*" sdo isomorfos

Caso B = {vy,...,v.} e B' = {wy,...,wy} sejam bases ordenadas de V e W, respectiva-
mente,”2 podemos considerar a transformacéo linear

M(=,B,8") : LV,W) — K>
L — M(LBB)’ (6.12)
onde, paracadaj e {1,...,n}, se
L(vj) = ajjwy + - - - + ayjwp,
coma;; € K,i=1...,m, entdo a j-ésima coluna de M(L, B, B') é dada por
ay;
Amj
| EXEMPLOS |
Contfira o capitulo4, onde V =R", W =R" e
M(L,B,B) = [L)5.
OBSERVACOES
- Caso ndo haja davidas sobre as bases consideradas, podemos denotar
M(=):=M(-,B,8B) .3
- M(—) é linear, ou seja,
MAT) =AM(T) e M(TH+L)=M(T)+ M(L),
para quaisquer A € Ke T,L € L(V,W).>*
- Para que M (—) seja um isomorfismo, basta que seja invertivel.>
- Como no capitulo 4, podemos demonstrar que
M(TL,B,B") = M(T,B',B") M(L,B,B'), (6.13)

para quaisquer transformagdes L € L(U,V) e T € L(V,W) e quaisquer bases orden-
das BdelU, B’ de V e B” de W, onde o primeiro produto é a composi¢do de fungdes e
o segundo é a multiplica¢cdo de matrizes.

2 Ao escrevermos qualquer vetor de ) (respectivamente, V) como CL dos vetores de sua base ordenada, a
ordem em que esses vetores sdo apresentados nessa base - ordem crescente de seus indices - ¢ mantida na CL.

5Mas nao podemos esquecer que M (—) depende das bases B e B'.

Verifique!

A invertibilidade de M (—) serd demonstrada em (R16), p.162. A linearidade de M(—)~! é uma con-
sequéncia da propriedade simétrica do exercicio 12 da segdo 6.4.
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(R15) Transformacdes lineares e produtos de matrizes por vetores

Toda transformagio linear é uma “multiplicacdo por matriz”.

DEMONSTRACAO DE (R15) ‘
Sejamv € Ven; € K,i=1,...,n, tais que

U= K101+ "+ &p0y.

A matriz de v na base B é definida por

&1
M(v,B):=| @ |.5° (6.14)
&n
Assim,
M(L(v),B") = M(L,B,B") M(v, B).57 (6.15)
De fato, seja
ann 0 An
M(L) = : o (6.16)
Aml - Amn

Logo, para cada indice j € {1,...,n},

m
(%) = 3 ago
i=1

Entao,
L(v) = alL(vl) + -+ ayL(vy)
m m
=01 ) apwi+ -+ 0y Y a;w;
i=1 i=1
m
=) (apar + -+ ayan) w;.
i=1
Portanto,

a1161 + - -+ a1y
M(L(v)) = : : (6.17)
Ap101 + -+ + Amnly

Assim, para que (6.15) seja vdlida, basta verificarmos que a matriz coluna (6.17) é igual ao produto da matriz
(6.16) pela matriz coluna (6.14).

(R16) M(—) é invertivel

‘ DEMONSTRACAO DE (R16) ‘

Por (R12),°® para que M (—) seja injetiva, basta que

Nu(M(=)) = {0zwm) }-

Assim, considere L € L(V, W) tal que
M(L) == O]Krrzxn.

%6Caso nao haja dtvidas sobre a base considerada, podemos denotar M (v) := M (v, B).
Cf. (4.8), p. 99.
8Cf. p. 158.
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Entdo, para cada indice j € {1,...,n},

Portanto, como B é uma base de V,
L(v) = 0y, paracadav € V,

ou seja,

Agora, para demonstrarmos que M (—) é sobrejetiva, basta verificarmos que
Im (M(—)) = K"™".

De fato, se
aix - dip
A= . : e Kmxn

eL € L(V,W) é definida por

entdo, claramente,

(R17) dim £(V, W) = (dim V) (dim W)

‘ DEMONSTRACAO DE (R17) ‘

Como dimV = n, dimW = m, dimK"*" = mn e L(V, W) ME)

dim £(V, W) = dim K"™*"
= mn

= (dim V) (dim W),

pelo teorema 6.2.1.%°

Cf. p. 146.

K™*" & um isomorfismo,

163
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6.4 Exercicios
1. Caso 0 seja o polindmio nulo e m seja um inteiro positivo, o conjunto
S={0}U{p(t) € P(K) : ograude p(t)ém}

é um subespaco de P(K). Essa afirmacdo é verdadeira ou falsa? Justifique sua res-
posta.

RESOLUCAO

Falsa, pois, por exemplo, param =2, p(t) = > + teq(t) = —t>+1,p(t) +q(t) =t +1 ¢ S.

2. Seja RI*!| o conjunto de todas as funcdes reais definidas no intervalo real [a,b]. Para
f,g€ R e A € R, defina

(f+8)(x) = f(x) +g(x) e (Af)(x):=Af(x), (6.18)

para qualquer x € [a,b]. Demonstre que, munido das operagdes (6.18) de adigdo e
multiplicacdo por escalar, R[*!] é um espaco vetorial sobre R.

RESOLUCAO

Sejam f,g,h € RI%!, A\, € R e x € [a,b] arbitrérios. Para verificarmos as propriedades 1-8 que
precedem a subsecdo 6.1.1, basta observarmos que

[(f +8) +hl(x) = (f +8)(x) + h(x)
= f(x) +g(x) +h(x)
= f(x) + (g+h)(x)
=[f+ (g +1)](x);

o vetor nulo é a fungdo real nula definida em [a, b];

(=)o) = ()

A +8)I(x) = Af +8)(x)
=Af(x) +8(x))
= Af(x) +Ag(x)
= (Af)(x) + (Ag)(x)
= (Af +A8)(x);

(A +B)f](x) = (A +B)f(x)
= Af(x) + Bf(x)
= (Af)(x) + (Bf) (%)
= (Af +Bf)(x);
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3. Seja Cl[a, b] o conjunto das fungdes reais continuas definidas no intervalo real [a, b].
Para f,g € Cla,b] e A € R, defina f + g e Ag como em (6.18). Verifique que, munido
dessa soma e desse produto, C[a, b] é um espago vetorial real.

RESOLUCAO

Basta verificarmos que Cla,b] é um subespaco de RI*l. De fato, pelo “célculo das fungdes reais de
uma varidvel real”, a fung¢do nula é continua, somas de fung¢des continuas sao continuas e produtos de
ndameros reais por fung¢des continuas sdo fung¢des continuas.

4. Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma fungao

(,): VxV —- K
(u,v) — (u,v)

é chamada de produto interno real (respectivamente, complexo) em V quando K = R
(respectivamente, K = C) e, para quaisquer u,v,w € V e qualquer A € KK, as seguintes
condicdes sdo satisfeitas:

- (u,v) = (v,u); (SIMETRIA CONJUGADA)
- (A, v) = Mu,v); (u+0v,w) = (u,w) + (v,w); (LINEARIDADE NO PRIMEIRO FATOR)®

- (u,u) >0; (u,u) =0<=u=0. (NAO NEGATIVIDADE)

| EXEMPLO]
Como vimos nos capitulos 2 e 5,

VxV3(xy) — (xy) =xyekK

é um produto interno real (respectivamente, complexo) para V = R" e K = RR (respec-
tivamente, V = C" e K = Q).

DEFINICAO

Caso V seja munido de um produto interno (, ) real ou complexo, dizemos que a
funcao

VERTLAN o] =1/ (v,v) € R

é uma norma em V.

EXEMPLOS

0Verifique que a linearidade no sequndo fator é dada por

(u, \v) = Au,v); (u,v+w) = (u,v) + (1, w).
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- Como vimos nos capitulos 2 e 5,

V3 x— x| = 1+ + [l € R (6.19)

é uma norma em V = K".

- Pelo isomorfismo L : K"*" — K™", dado no ultimo exemplo da subse¢do 6.2.2,
podemos obter a norma

VoA |A| :=|IL(A)] €R
em )V = K"*" onde |L(A)

é calculada como em (6.19), ou seja,

ii g .

i=1j=1

|Al =

Portanto, | Al = /(A, A), onde o produto interno ( , ) é definido por

VXV (A,B) — <A,B> = Zzaijb_i]‘ € K.
i=1j=1

| OBSERVACOES |

e Pela defini¢do de produto interno, dada no inicio desse exercicio, podemos veri-

ficar que uma norma em V satisfaz as condigdes seguintes:®!

- (NAO NEGATIVIDADE) Para cadav € V, |[v|| > 0 e
o] =0 <=0 =0y;
- ParacadaA € Kecadav eV,
[Av]| = [A]lloll;
- (DESIGUALDADE TRIANGULAR) Para todos u,v € V,
1+ o] < Juf + o]

¢ Analogamente aos espacos R" e C", munidos, respectivamente, dos produtos in-
ternos dos capitulos 2 e 5,°2 caso (, ) seja um produto interno real (respectiva-
mente, complexo) definido num espaco vetorial V sobre R (respectivamente, C),
temos:

- u,v € V sdo ditos ortogonais (entre si) quando (u,v) = 0;

-V D ey, ..., en} éumabase ortonormal de V quando seus vetores sdo unitdrios,
istoé, |ej| =1,i=1,...,n, e quaisquer dois de seus vetores sdo ortogonais;

- (O processo de) Gram-Schmidt também é valido para V, dotado do produto
interno supracitado.®

61Verifique-as!

K" x K" > (x,y) — x-y € K.

63Confira as secdes 2.7 e 5.2. Além disso, para uma demonstragdo do caso geral, indico o AXLER, referenci-
ado no capitulo 1.
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Resolva as seguintes questdes:

4.1. Seja V um espaco vetorial com produto interno ( , ) real ou complexo. Demonstre
a validade da desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores de V, ou seja,

u,v €V = |(u,0)] < [uf|o].**

4.2. Considere o espago da questdo 3 dessa segéo.

(a) Demonstre que Cla, b] é munido do produto interno ( , ) real, definido por:

feeclatl = () = [ iz

(b) Determine uma base ortonormal para o subespaco S de C[0, 1] gerado pelos
polindmios p1(t) =1+ te pa(t) =t
(c) Caso S seja um subespaco de Cla, b] e {f1, f2, ..., f+} seja uma base ortonor-

mal de S, a projecdo ortogonal, ou seja, a melhor aproximagio,®® de um vetor
f € Cla,b] em S é dada por

Ps(f) = (f, fufi+{f, 2l fa+ - +f fr) fr-

Assim, em relacao ao item (b) desse exercicio, determine o vetor de S mais
préximo da fungéo £ : [0,1] — R dada por f(t) =, t € [0,1].

RESOLUCAO DE 4.1 I

Caso v = 0y, ambos os lados da desigualdade de Cauchy-Schwarz sdo nulos. Assim, seja v # 0y e
considere A € K. Note que

0 < (u+Av,u+Av) = (u,u) + Alu,v) + A{v,u) + AA(v,0)
= Jull® + Ao, u) + Ao, u) + AP o]
= [[ull? +2Re(A(v, u)) + [A]*[o]?,
onde Re(z) representa a parte real de z € K. Considere, agora,

_ (u,v)
ol
(o,u)
ol

Entdo, como |z| = |z|, paracada z € K,
[(0,w)? | [w,o)? 2 2Awo)* (o)
0< ||u||2—2Re< + = JJul* - +
ol ol ol ol

— Hu”Z _ |<urv>|2
ol

RESOLUCAO PARCIAL DE 4.2 I

Primeiramente, note que, como estamos considerando um produto interno real, a propriedade de sime-
tria conjugada é (simplesmente) a propriedade comutativa.

64 SUGESTAO

Adapte a demonstragdo dessa desigualdade para o caso V = R”, com produto interno usual, da secdo 2.3,
para demonstrar o caso geral.

65Na subsecdo 7.2.7, estudaremos esses conceitos de modo mais aprofundado!
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(a) Sejam f, g, h € Cla,b] e A € R arbitrarios. Assim:

()= [ fst
= ['stswa
= (& f)

b
(Af.g) = / (AF(E)g (1)t
=2 [ fwygnar

a

= Mf,8);

b
(F+gh) = [ (0 +g)m(eyar

e, como

a

representa a drea de uma regido do plano delimitada pelo grafico de uma fung¢do continua ndo negativa,
0 eixo das abcissas e as retas x = a e x = b, temos

(ff)=z0e (ff)=0+f=0.
(b) Via Gram-Schmidlt,

q1(t) = p1(t)
=1+t

32(t) = palt) — mqlm

fo 1—|—tdt
I 1+t2dt

que, normalizados, sdo dados por

) ()
AO=1mor © 2O = mer

onde
lg:l = \/{qi,q9:),i=1,2.5

%6 Deixaremos o calculo de g2 (), f1(t) e f2(t) para o leitor!
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(c) Basta calcularmos
Ps(f) = (f.fu)fi+ {f fa) for

para fi e f, calculados no item (b) desse exercicio.®”

5. Demonstre que o operador
L: P(R) —
d
p(t) — F
é linear.?® Além disso, determine o ntcleo de L, isto é, o conjunto

Nu(L) = {p(t) € P(R) : L(p(t)) = 0}.
L é injetivo? E sobrejetivo?

Pelo “célculo das fungdes reais de uma variavel real”, temos:

- a derivada da soma de fun¢des diferencidveis é igual a soma das derivadas dessas fungdes;

- a derivada do multiplo escalar de uma funcdo diferencidvel é igual ao produto desse escalar pela
derivada dessa fungéo.

Para o ntcleo, responda a seguinte questéo:
Que fungdes, quando derivadas, se anulam?

Para a injetividade, responda a seguinte questdo:
Nu(L) = {0}?
Para a sobrejetividade, responda a seguinte questao:

Im(L) = P(R)?%

6. Demonstre que a funcéo

é linear. L é sobrejetiva? E injetiva?

Pelo “céalculo das fungdes reais de uma variavel real”, temos:

- aintegral da soma de fung¢des continuas é igual a soma das integrais dessas fungdes;

- aintegral do multiplo escalar de uma funcédo continua é igual ao produto desse escalar pela inte-
gral dessa funcao.

67Deixamos o célculo dessa projegio para o leitor!
%8dp/dt é a derivada do polindmio p(t) em relagdo a variavel t.
Todo polinémio ag + a;t + apt2 + - - - 4 a,t", com coeficientes em R, é a derivada do polinémio

ay 2 423 An_ n+1
b2 2P 4
a0+2 +3 + +n—|—1
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Para a sobrejetividade, responda: Im(L) = R?”0
Para a injetividade, responda: Nu(L) = {0}?71

Demonstre que o operador

é linear. L é injetivo? E sobrejetivo?

RESOLUCAO PARCIAL '

A linearidade de L é trivial.”? Para a injetividade, devemos responder a pergunta: Nu(L) = {0}?
Como

p(t) # 0= L(p(t)) = t?>p(t) tem grau no minimo 2,

L(p(t)) = 0 apenas se p(t) = 0. Entdo, L é injetiva.

Quanto a sobrejetividade, devemos responder a pergunta: Im(L) = P(R)?

A resposta é “ndo!”, pois polindmios de grau 1 ou polindmios ndo nulos de grau 0 ndo podem ser
imagens (por L) de polindmios em P (RR)!

Demonstre que o operador

L: KN — KN
(x1,%2,...) — (x2,x3,...)

é linear. L é sobrejetivo? E injetivo?

RESOLUCAO

L é linear, pois, para quaisquer A € Ke x,yy € KN, temos

L(Ax) = L(Ax1, Axp,...)
= (/\Xz, /\X3, .. )
= )t(xz, X3, .. )
= AL(x1,x2,...)
= AL(x)

L(x+y) = L(x1 +y1,x2+y2,...)

= (x2+y2,x3+y3,...)

= (XQ,Xg,. . ) + (yz,yg,...)
(xl,xz,...)+L(y1,y2,...)

L é sobrejetivo, pois Im(L) = KN, ou seja, para cada y € KW, existe x € KN tal que L(x) = y. De fato,
qualquer sequéncia x = (x1, xp,...) onde x,+1 = Yy, para cada inteiro positivo n, isto é, x = y1, X3 = V2,

70Todo ntimero real r pode ser escrito da forma fol rdt.
7L (2t — 1)dt = 0.
"2Verifique!
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10.

11.

etc., ¢ uma pré-imagem de y (por L), pois

L(x) = L(x1,xp,...)

= (xz, X3,.. )
= (W y2,--)

Além disso, L ndo é injetivo, ou seja, Nu(L) # {0}, pois

Nu(L) ={a(1,0,0,...) : a € K}.

Dé exemplo de alguma L € £(V, V) que nao seja sobrejetiva nem injetiva.

RESOLUCAO

Seja L o vetor nulo de £(V, W), ou seja,
L(v) =0y Yo e V.
Portanto, como Nu(L) = V e Im(L) = {0yy}, L ndo é injetiva (caso V # {0y }) nem sobrejetiva (caso

W # {0w}).

O operador
T - (C?*2 y  (C2%2
A — A
ndo é linear. Essa afirmacdo é verdadeira ou falsa? Justifique corretamente a sua res-
posta.

RESOLUCAO

A afirmacdo é verdadeira. De fato,se A € Ce A € C2*2 entdo

T(AA) = AA

Yl
NSNS
/\,\:b\

a menos que A seja real.

Sejam V1, V, e V3 espagos vetoriais sobre o corpo K. Demonstre quese L1 : Vi — Vs e
Ly : V, — V3 sdo fungdes lineares, entdo a composigdo

Lol (= LrolL; : V; — V3
v — Ly(Ly(v))

é linear.”®

RESOLUCAO

Sejam u,v € V; e A € K arbitrarios. Portanto,

(LaLy)(u+0) = Lz(Ll(u Z)))
= Ly(Ly(u) + L1(v)) (L1 E LINEAR)
= Lo(Ly(u)) + L2(L1(v)) (L2 E LINEAR)
= (LaL1)(u) + (L2L1) (o)

73Cf. a afirmagao 2 que precede a subsecdo 4.1.1 e os dois exercicios que acompanham aquela afirmagao.
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(LoL1)(A0) = Lo(Ly(Av
= Lo(ALy(v

=A (Lle)(ZJ).

12. Demonstre que isomorfismo entre espagos vetoriais é uma relacdo de equivaléncia, ou
seja, é (simultaneamente):

REFLEXIVA. Todo espago vetorial V é isomorfo a si mesmo;
SIMETRICA. Se V; é isomorfo a V,, entdo V, é isomorfo a Vy;7*

TRANSITIVA. Se V; é isomorfo a V, e V, é isomorfo a V3, entdo V; é isomorfo a V5.7°

RESOLUCAO PARCIAL I

REFLEXIVA. Basta provarmos que a funcéo identidade em V é um isomorfismo;

. 1 21: . . —1\ 1
SIMETRICA. Devemos provar que L™! ¢ linear e tem inversa linear. Como (L™!) " = L, resta demonstrarmos
que L~ é linear. Para isso, sejam u,v € V, arbitrérios. Logo, existem tnicos u’,v’ € V] tais que

L(u')=ue L(v) =0
Entéao,
LY u+o) =LY (L) +L())
=L '(L(w' +7))  (LELINEAR)
- (L*l o L) (W +)

=u +v,

pois essa composigdo resulta no operador identidade em V. Assim, como

LY u+0v)=L"1u)+L (o).
Seja, agora, A € K arbitrario. Logo,
L~ (Au) =LY (AL(W))
=L '(L(Au')) (L E LINEAR)
= A/
= ALY (u);

TRANSITIVA. Utilize o exercicio 11 dessa secio,’® a identidade
1 14—
(LoLy) ' = L7'Ly !

e que, como acabamos de demonstrar, isomorfismo é uma relacdo simétrica.

740u seja, se L : Vi — V, é um isomorfismo, entdo L71:V, = V; também o é.
750u seja,se L1 : V1 — Vs e Ly : Vo — V3 sdo isomorfismos, entdo LoL : Vi — V3 também o é.
766 4
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13.

14.

15.

Podemos considerar K" como subespago de KN, isto &, existe um subespago S de KN
isomorfo a K”. Essa afirmacdo é verdadeira ou falsa? Justifique corretamente a sua
resposta.

RESOLUCAO PARCIAL I

Verdadeira!
De fato, seja

S= {xe]K]N|xi:0parai>n}.
O leitor fica encarregado de verificar que

L: K" — S
(x1,...,%0) — (x1,...,%4,0,0,...)

é um isomorfismo.
Determine uma base para o subespaco de P4(IR) gerado pelos polindmios

) =24+t+1 g(t) =3+32 46, r(t) =1+ t2+2t3 e s(t) = —t + 12 + 4f3.
p q

SUGESTAO

Considere os vetores (2,1,1,0), (3,0,3,6), (1,0,1,2) e (0, —1,1,4). Determine uma base para o subes-
paco do R* gerado por esses vetores, como no exercicio 6 da secao 4.3. Converta essa base numa base
de P4(R) via (6.3).”7

Suponha que V e WV sdo espagos vetoriais (sobre K) finitamente gerados. Demonstre
que:

(a) dimV > dim W = BL € L(V, W) injetiva;’8
(b) dimV < dimW = AL € L(V, W) sobrejetiva.””
Seja L € L(V,W). Por (R14),%0

dimNu(L) 4+ dimIm(L) = dim V.

‘ DEMONSTRACAO DE (a) ‘

Como, por (IT) de (R11),8! Im(L) é um subespago de WV, temos

dimIm(L) < dim W,

77Cf. p. 145.

78

K3 > (x1,x2,x3) N (x1,%2) € K2

ndo pode ser injetiva pois, por exemplo, (0,0,1) € Nu(L).
79

K? > (xl,xz) !L> (xl,X2,X1 +X2) € K3

ndo pode ser sobrejetiva pois, por exemplo, (0,0,1) ¢ Im(L).
80Ct. p. 159.
81Cf. p.157.
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por (R8).82 Portanto, como
dimNu(L) = dim V — dim Im(L)
> dimV — dim W
> 0,
Nu(L) # {0}. Logo, por (R12),%3 L nao é injetiva.
‘ DEMONSTRACAO DE (b) ‘
Como, por (I) de (R11), Nu(L) é um subespago de V, temos
dimNu(L) < dimV,
por (R8). Logo,
dimIm(L) = dimV — dimNu(L)
<dimYV
< dim W.
Portanto, como Im(L) ; W, L ndo é sobrejetiva.
16. Considere uma lista formada por m subespagos de V, digamos
U, ...,Un, (6.20)
e o conjunto U; + - - - +U,, formado pelas somas de m vetores tais que a j-ésima parcela
de cada uma dessas somas pertencea lf;, j = 1,...,m, ou seja,
U+ FUn={m+ - Funlujel,j=1,...,m} 5 (6.21)
Diremos que o conjunto (6.21) é a soma dos subespacos da lista (6.20).
EXEMPLO
SeV = K, Uy = {xe;|x €K}, Up = {yer|y € K} e Us = {ze3|z € K}, entdo
U +Uy +Us = {(x,y,2,0) | x,y,z € K}.
(a) Demonstre que Z;-”Il U; é o menor subespago de V que contém U, j = 1,...,m.
(b) 271:1 U; é uma soma direta dos subespagos da lista (6.20) quando
U+ U = U Uy, = Uy = U, Uy = U,
Nesse caso, denotaremos (6.21) por
Uy @ - S Up.
| EXEMPLO |
SeV =K3 U, = {xe; +yey|x,y € K} el = {ze3|z € K}, entdo
V =U S U,.
Para esse exemplo, se Us = {A (e; +e3) | A € K}, verifique que K> ndo é soma
direta de U7, U e Us.
82Cf. p.154.
8Cf. p. 158.

84NJesse exercicio, ao considerarmos qualquer vetor uy + - - - + uy, estard implicitoque u; € U;, i =1,...,m.



6.4. EXERCICIOS 175

(c) Demonstre que a soma 27:1 U; é direta se, e somente se, a CL Oy = ug + -+ + Uy
é vélida apenas para ) = - - - = uy, = Oy.

(d) Sejam U e VW subespagos de V. Entdo, U + VV é uma soma direta se, e somente se,
Unw ={0y}.

(e) Sejam U/ e YV subespagosde V taisque V = U & W. Sejam {uy,...,uyn}te{w, ..., wy}
bases de U e W, respectivamente. Demonstre que

{ug, ..., um,wy, ..., wy}

é uma base de V.

(f) Para D, E, F € K com E e F ndo nulos, considere o seguinte subespaco de K2%2:

Ex Dx
u:{(Dy Fy ) 'x’yEK}'

i. Determine uma base de /.
ii. Determine um subespaco W de K2*2 tal que U @ W = K**2.

RESOLUCAO

(a) E facil verificar que Z?:l U; € um subespago de V. De fato:

. OV c Z]m:] uj;85
- AeKeu,ve Z;”:lblj = AM,u+ve z;?;luj.%
Agora, claramente, U{; C Z]m:l Uj, paracadai € {1,..., m}.87 Por outro lado, seja U um subespago de V
que contenha U/, j =1, ...,m. Portanto,
uj GUj,]'Zl,...,m:uj Gu,j: 1,...,m
= U1 + -+ um € U (pois U é subespago)
m

= UjCU.

j=1
(b) Claramente, K3 = Uy + Uy + Us, pois cada vetor (x,y,z) € K3 pode ser escrito da forma
(x,y,2z) = (x,v,0) + (0,0,z) + (0,0,0).

Contudo, a soma ndo é direta, pois a forma supracitada ndo é tinica para, por exemplo, o vetor nulo de
K3. De fato,

(0,0,0) = (0,0,0) + (0,0,0) + (0,0,0)
=(0,1,0) + (0,0,1) + (0, -1, —1).

(c) Suponha, primeiramente, que a soma seja direta. Portanto, pela defini¢do de somas diretas dada no
item (b) supracitado, caso

Uy + -+t =0y
=0p+---+0y,

85Verifique!
86]dem!
87De fato, basta considerarmos somas 1 + - - - + u,, onde todos os u’s sejam nulos, exceto um deles.
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onde estamos considerando m parcelas nulas na tltima igualdade (de cima para baixo),
u]- = Oy,j: 1,...,m.
Para a reciproca, considere a seguinte hip6tese:
Op =up+ -+ uy :>u]~:0y,j=1,...,m.
Verificaremos que a soma é direta pela defini¢do dada no item (b) supracitado. Assim, caso
up - =uy A+,
!

Op =uy —uj + -+t — Uy,

!/

Portanto, pela hip6tese supracitada, uj— u; =0y,j=1,...,m ouseja, u; = u’l, e Uy = Uy,

(d) Suponha, primeiramente, que U/ + W é uma soma direta. Como 0y, € U NW, {0y} C UNW.
Agora, para demonstrarmos que Y N W C {0y}, sejav € U NW. Entéo,

OV =0+ (—U),

com v € U e —v € W. Portanto, como essa representacao de 0y, é tnica,®® v = 0. Logo, v € {0y }.
Para a reciproca, suponha que / N W = {0y }. Assim, para que a soma U + WV seja direta, pelo item (c)
supracitado, devemos demonstrar que o tinico modo de escrevermos

Ooy=ut+wcomuecllewe W (6.22)

é aquele em que u = w = 0y. De fato, caso (6.22) ocorra, u = —w € W e, entdo, u € U N W. Logo,
u = Oy e, portanto, w = Oy.

(e) Primeiramente, vamos demonstrar que os m + n vetores dados geram V. Seja, entdo, v € V. Como
V=U+W,existemu € U ew € W tais que

v=u-+w. (6.23)

Por outro lado, considerando as bases de U/ e W dadas, existe uma lista de escalares ay, ..., &y, B1, ..., Bn
pertencentes ao corpo K tal que

=0+ -+ aply € w=PHwi+ -+ B (6.24)

Ao substituirmos (6.24) em (6.23), vemos que v é uma CL dos m + n vetores dados. Vamos demonstrar,
agora, que estes m + n vetores sdo LI. Assim, seja

aquy + - Aty + frwy + - - - + Buwn = Oy, (6.25)

onde os m + n escalares, como antes, estio em K. Denote u e w como em (6.24). Portanto, 0y = u + w e,
como a soma é direta,

u=w =0y, (6.26)

pelo item (c) supracitado. Entdo, ao substituirmos (6.26) em (6.24) e utilizarmos a hipétese da inde-
pendéncia linear dos m vetores da base de U/ dada e dos 1 vetores da base de W dada, todos os m 4 n
escalares da CL nula (6.25) devem ser nulos.

(f)

i. Note que toda matriz pertencente ao subespago ¢/ é uma CL da forma

E D 0 0
(o 0) (o 7))

8Cf. oitem (c) supracitado!
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com x,y € K. Assim, como as duas matrizes dessa CL sdo L% uma base Bde U é composta por elas.
ii. Considere que W seja, por exemplo, gerado por

01 o 0 0

00 10 )°
Essas matrizes sao L1.”Y Considere, entdo, o conjunto B’ formado por elas e pelas duas matrizes da base
B supracitada. Entdo, por uma lado, como a identidade

Ex Dx\ (0 a
Dy Fy )] \b 0

Z/{ N W= {OH(ZXZ}

acarretax =y =a=>b =0,

e, portanto, pelo item (d) desse exercicio, a soma U + W é direta. Por outro, B’ é uma base de i/ @ W,
pois seus quatro vetores sdo LI. De fato, considere o determinante da matriz (de ordem 4) cujas colunas
sejam dadas pelos vetores colunas formados pelas coordenadas das matrizes de B’ na base canonica de

]K2><2:

E 0 00 E 0 00
D 010 0O F 00
det| v p o1 |[="9 o p o1
0O F 00 D 010
E 0 00
0 F 00
=det| H o 1 ¢
0 DO 1

_EF

£0.

Portanto, U @ W = K?*2, pois dim(U @ W) = 4 = dim K>*2.

6.5 Informacdo adicional: dimensao da soma direta

Vamos generalizar o item (e) do dltimo exercicio da se¢do 6.4. Assim, caso cada um
dos subespacos da lista (6.20) seja finitamente gerado e a soma (6.21) seja direta,

Uy @ - - - D Uy é finitamente gerado e

m
dim &}" | U; = Z dim ;.
i=1

Esse resultado é uma consequéncia direta da seguinte afirmacao:

8De fato, nenhuma delas é um mdiltiplo escalar da outra.
Dldem.
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Bi = {uil,. . "uini}

éumabasedeU;, i =1,...,m,entdo

Se

¢ uma base de U = D" U,

De fato, seja u € U. Entao, u = };" ; u;, comu; € U;, i =1,...,m. Logo, como u; é uma CL dos vetores
de B;,i =1,...,m,é facil ver que os vetores de I3 geram /. Assim, resta verificarmos que os vetores de
B sdo LI Para isso, considere a seguinte CL nula:

Cllull + e + Clnl ulﬂl + T + Cm] uml + e + Cmﬂmum*lm = 0’ (627)

com Cj Ujy + -+ + ¢, Uiy, € U; ec; € K,i=1,...,mej=1,...,n; Portanto, ¢; u; +--- +Cin,-“ini =0,
i=1,...,m,peloitem (c) do exercicio supracitado. Assim, como B; é umabasedel;,i =1,...,m, cada
escalar ci; de (6.27) é nulo .



Capitulo 7
L(V)

Nesse capitulo, excetuando-se a se¢do 7.3, apenas operadores lineares sobre V serdo consi-
derados e, caso L seja qualquer um desses operadores, somente matrizes M (L, B) € K"*"
serdo consideradas.

Dando prosseguimento aos resultados da secdo 6.3, temos:

(R18) Isomorfismo sobre finitamente gerados

Se V é finitamente gerado e L € L(V), as sequintes condi¢des sio equivalentes:

1. L é isomorfismo;
2. L éinjetiva;

3. L é sobrejetiva.

| DEMONSTRAGAO |

1 =2 ||Segue de (R13).1

2 = 3| Caso L seja injetiva, Nu(L) = {0}, por (R12).2 Assim, dimIm(L) = dim V, por (R14).3 Entdo, pela
observacao que segue (R8),* Im(L) = V, ou seja, L é sobrejetiva.

E Caso L seja sobrejetiva, isto &, Im(L) = V, temos dimNu(L) = 0, por (R14). Assim, L é injetiva, por
(R12). Portanto, por ser injetiva e sobrejetiva, L é isomorfismo, por (R13).

OBSERVACAO
Que fique claro: para operadores, qualquer uma das condicdes de (R18) acarreta as outras duas.

7.1 Subespacos invariantes

Caso L € L(V) e U seja um subespaco de V), definimos a restrigio de L em U como a transfor-
magdo linear L|;; dada por

U>S>u+— Liy(u) :=Lu) €V,

ICf. p. 159.
2Cf.p. 158.
3Cf.p. 159.
4Cf.p.154.

179



180 CAPITULO 7. L(V)

ou seja, essa restricdo funciona como a L, mas com o dominio restrito ao subespaco /.

| EXEMPLO |
A restricao da fungdo identidade

Vovr I(v) =v (7.1)

em U é a inclusio
U>sSu—I|y(u) =u.

OBSERVACAO/DEFINICAO
Caso a imagem da restri¢do L|;, esteja contida em U, isto €,

ueld = Lu) elU,
essa restricdo é um operador linear em I/, ou seja,
L‘u S L(U)

Nesse caso, dizemos que U é invariante por L.

| EXEMPLOS |

- Conlfira a inclusdo supracitada.
- ParaS,T € L(V) tais que ST = TS, Nu(S) e Im(S) sdo invariantes por T.

De fato, basta observarmos que:

veIm(S) = Jw € Vtal que v = S(w)

= T(v) = T(S(w))

= T(v) = TS(w)

= T(v) = ST(w)

= T(v) = 5(T(w))

= T(v) = S(u) comu = T(w)
= Ju € Vtalque T(v) = S(u)
= T(v) € Im(S).

- Se T € L(V) eU; é um subespago de V invariante por T,i = 1,...,m, entdo Y ;" ; U; é
invariante por T.

5Confira o tltimo exercicio da segao 6.4.
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De fato,

(NS

m m
U= v=) uj,ondeu; eUj,i=1,...,m
i=1 i=1

:>T(v)—T<m ui>
=

i=
m
—> T(v) = Y _T(u;), onde T(u;) € U;, i =1,...,m, pois cada U; ¢ invariante por T
i=1

s

I
—

- T(U) S U.

| CONTRA EXEMPLO]

SeV = R?, L = R,/ é a rotacdo de 71/2 radianos em torno da origem e U/ é uma reta que
passa pela origem, entdo U ndo é invariante por L.° Por exemplo, caso U seja o eixo das
abscissas, L(U) é o eixo das ordenadas, conforme a figura 7.1.

Figura 7.1: Exemplo de U nédo invariante por L

7.2 Autovalores e autovetores

Como no capitulo 4, dizemos que A € K é um autovalor de L € L£(V) quando existe algum
vetor ndo nulo v € V, dito autovetor de L associado a A, tal que

L(v) = Av.

| EXEMPLOS |

- Confira os exemplos da segdo 4.2.
- Caso v € V seja ndo nulo e i = [v] seja invariante por L, qualquer vetor ndo nulo de
U é um autovetor de L.

De fato, por um lado, caso u € U seja ndo nulo, existe « € K ndo nulo tal que
u = av.
Por outro, caso U seja invariante por L, L(u) € U. Portanto, existe B € K tal que
L(u) = po.

Assim, se A = ,th’l, entdo
L(u) = Au.

®Confira o exercicio 3 da segio 4.1.
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7.21 Caso Nu(L — AI) ndo seja o subespago nulo de V, seus vetores (ndo
nulos) sdo os autovetores de L associados ao autovalor A

De fato, para I dado em (7.1),

v é autovetor de L associadoa A <= Lv = Av
<~ Lv = Alv
< Lv—Alv =0y
< (L—Al)v = 0y.

| EXEMPLOS |
Confira os exemplos da secio 4.2.”

(R19) Autovalores via nio isomorfismos

Se V ¢é finitamente gerado, as condigdes seguintes sio equivalentes:

1. A éautovalor de L;
Nu(L — AI) # {0y};
L — Al ndo é injetiva;

L — Al ndo é sobrejetiva;

A N

L — AI ndo é isomorfismo.

DEMONSTRACAO

A equivaléncia 1 <= 2 segue do enunciado da subsecao 7.2.1. A equivaléncia 2 <= 3 segue de (R12).8 As
equivaléncias 3 <= 4 <=> 5 seguem de (R18).°

(R20) Autovetores de L associados a autovalores distintos entre si

Casov;eAj, i =1,...,n, sejam, respectivamente, os autovetores e
autovalores supracitados, esses autovetores sio LL

| EXEMPLO |
Contfira o exercicio 14 da secao 4.3.

DEMONSTRACAO DE (R20)

Suponha que os n autovetores supracitados sejam LD. Portanto, por (R1),'° podemos considerar o menor
indice j tal que
vj € [01, R ,U]',ﬂ . (7.2)

Assim, existe uma lista de escalares ay, ..., a;_1 tal que

Uj =®&101 + -+ &j_10jq. (7.3)

“Note que, na segdo supracitada, denotamos S) = Nu(A — AI). Em geral, Nu(L — AI) é dito autoespago de
L associado a A.
8Cf.p.158.
9Cf. p.179.
10Cf. p. 150.
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Entdo, ao aplicarmos L a ambos os membros da equagéo (7.3), obtemos

Avj = Aoy + -+ aj 1A 1051 (7.4)
Por outro lado, ao multiplicarmos ambos os membros de (7.3) por A;, obtemos

Ajvj = Aoy + - -+ A0 . (7.5)
Agora, ao subtrairmos (membro a membro) as equacgdes (7.4) e (7.5), temos
ap (Aj— M) o1+ +aj_g (A — Ajo1) v = Oy,
Logo, como os autovalores supracitados sdo distintos e j é o menor indice para o qual (7.2) é vélida,
ap=---=waj_1=0.

Portanto, por (7.3), v; = 0y e chegamos a uma contradigdo, pois v; € um autovetor, por hipotese.

(R21) Nimero maximo de autovalores distintos

Caso V seja finitamente gerado, L € L(V) tem, no mdximo, dim V autovalores distintos.

DEMONSTRACAO

O resultado (R21) é uma consequéncia (quase imediata) de (R20) e (R2).11

OBSERVAGCAO |
Em geral, noutros livros de AL, a demonstracdo de (R21) é baseada em determinantes, com
a seguinte conclusdo: os autovalores de L sio (exatamente) as raizes do polinomio caracteristico de
L.12 Na demonstragdo que adotamos, utilizamos uma abordagem “livre” de determinantes!

7.2.2 Polindmios com operadores como varidveis
Sejam i e j inteiros ndo negativos e T € L(V). Considere as seguintes definigdes:

- Caso j = 0 e I seja 0 operador identidade em V,

T = I;
- Casoj#0,
T/ .—T...T:13
—
j fatores
Assim, TO = I, T' =T, T> = TT, T® = TTT, etc.
- Caso .
p(t) = Zajtj € P(K),
j=0
m .
p(T):=)Y ajT.
j=0
1Cf. p. 150.

12Confira a segdo 4.2.
13Confira o exercicio 11 da secio 6.4.
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| EXEMPLO|
Se p(t) = 3 — 2t + 2, entdo p(T) = 31 — 2T + T>.

EXERCICIOS

1. Demonstre que
TT =T e (T') =101
2. Fixado T, demonstre a linearidade da funcao

P(K) 3 p(t) — p(T) € L(V). (7.6)
3. Demonstre que (7.6) preserva produto de polindmios, ou seja, para p(t),q(t) € P(K)

arbitrarios, se
(pa)(t) :== p(t)q(t),
entao

(pa)(T) = p(T)q(T).

OBSERVACAO

Quaisquer dois polindmios em T comutam.!®

| EXEMPLOS |

- Se T2 = Te —1ndo é autovalor de T, entdo T = I;1°

4Caso T seja invertivel, essas duas igualdades também sao vélidas para poténcias negativas. De fato, para
cada inteiro k, podemos definir
k
T= (7).

15De fato,

Portanto, como
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- 9 é autovalor de T? < 3 é autovalor de T ou —3 é autovalor de T.!”

7.23 Caso V # {0y} seja um espago vetorial complexo finitamente ge-
rado, T € L(V) tem autovalor

Embora esse resultado nao seja valido para espacos vetoriais reais,'® podemos demonstra-lo
(para espagos vetoriais complexos) utilizando o seguinte fato algébrico:

(*) Se p(t) € P(C) é nido constante, en-
tdo esse polindmio pode ser fatorado de
modo 1inico, a menos da ordem de seus fa-
tores, na forma

p(t) =c(t=A1) - (t=Am),

comc,A,..., Ay € C.

A demonstragdo de (*), que é um corolario do teorema fundamental da dlgebra, pode ser encon-
trada, por exemplo, no AXLER, mencionado no capitulo 1.

DEMONSTRACAO DE 7.2.3

Sejamv € V — {0y} en = dim V. Logo, os n + 1 vetores da lista
v,T(v),...,T"(v)

sdo LD, por (R2).1? Assim, existe uma lista ag, a1, .. ., a, de escalares complexos, ndo todos nulos, tal que

f ;T (v) = 0y. (7.7)

j=0

Caso m seja 0 maximo do conjunto
{jef{01,...,n}: a #0},
m # 0. De fato, m = O reduz (7.7) a

ﬂQUZOV,Comﬂo #OQU#OV,

que ndo é uma igualdade valida. Portanto, por (*),

p(t) =Y a;t
=0

17De fato, como

T? — 91 = (T +3I)(T — 3I)
= (T —3I)(T +3I),

9 é autovalor de T? <= T? — 9] néo é injetiva
<= (T — 3I) ndo é injetiva ou (T + 3I) ndo é injetiva
<= 3 é autovalor de T ou — 3 é autovalorde T,
por (R19).

18Cf. (5.2), p. 134.
19¢f. p. 150.
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pode ser fatorado como

Assim,

por (7.6) e (7.7). Entdo, como

Portanto, algum operador T — A;I é ndo injetivo, pois, caso contrario, (7.8) ndo pode ser nulo, por (R19

c#0,
I, (T — M) (v) = 0y

Assim, também por (R19), algum A; é um autovalor de T.

7.2.4

Matrizes triangulares e operadores

(R22) Matrizes triangulares e invaridncia de bases

CAPITULO 7. L(V)

(7.8)

).20

SeT e L(V)eB ={vy,...,vn} éumabasedeV, entio as condigdes seguintes sio equivalentes:

1. M(T, B) é triangular superior;

2. T(vj) € [v1,-..,0),j=1,...,m;

3. [v1,...,0; éinvariantepor T, j=1,...,n.

| EXEMPLO]
Considere V = K? e

Como

1 2
M(T,B):[O 3].
T(v1) = v e
T(va) = 201 + 30y,

a condigdo 2 supracitada € satisfeita. Logo, como

T (w101 + apvp) = a1 T(v1) + axT(v3)
= (0(1 + 20(2) U1 + 3005,

onde a1, 0y € K, a condi¢do 3 supracitada também é satisfeita.

‘ DEMONSTRACAO DE (R22) ‘

‘1<:>2‘Seguede

T (v1) = anoy;
T (v2) = a1pv1 + axvy;
T (v3) = a13v1 + ax302 + a3303;

T (Un) = a1,01 + 24,02 + a3,03 + - - - + AppVy.

20Ct.p182.
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3 = 2 | Obvia.

2=>3|Fixej € {1,...,n}. Assim, pela condigdo 2,

T(U1> S [Uﬂ - [01,...,?]]'};
T (v3) € [01,02] C [v1,...,9}];

T (vj) € [v1,...,9] .

Entdo, sev € [vy,.. .,Uj],
T(v) € [v1,...,7;].

(R23) Existéncia de matrizes triangulares

Caso V seja um espago vetorial finitamente gerado sobre C e T € L(V),
M(T, B) é triangular superior para alguma base B de V.

| EXEMPLO]
Confira o primeiro exemplo da subsegdo 7.2.4.

‘ DEMONSTRACAO DE (R23) ‘

Usaremos indugdo sobre dim V. Assim, o primeiro passo da indugdo consiste em provarmos a validade de
(R23) para dim V = 1. De fato, como M(T, B) é de ordem 1, independentemente da base B considerada, o
resultado (R23) é (trivialmente) vélido. Agora, para o segundo passo da inducdo, vamos supor que (R23) seja
valido para qualquer espago vetorial I/ (sobre C) tal que diml/ < dimV # 1. Logo, caso A seja um autovalor
de T,?! considere

U :=Im(T — Al).
Note que:
- T — Al ndo é sobrejetiva, por (R19).22 Assim, dim¥ < dim V;

- U é invariante por T. De fato, se u € U, entdo
T(u) = (T — AI)(u) + Au,

com (T — AI)(u) € U (pela definicdo de U) e Au € U. Logo, T|y,; € L(U).
Assim, M (T|y, B') é triangular superior para alguma base B’ = {uy,...,u,} de . Note que

T(u;) € [uy,...,u;],i=1,...,n, (7.9)
por (R22). Além disso, ao estendermos B’ a uma base B = B’ U {vy,...,v,} de V.23 temos
T(vj) = (T — AI)(vj) + Avj,
com (T — Al)(vj) eU = [ug,...,uy],**j=1,...,m. Logo,
T(vj) € [u1,... Un,01,...,0),j=1,...,m. (7.10)

Portanto, (R23) é valido para V, por (7.9), (7.10) e (R22).

OBSERVACOES

21Cf.7.2.3, p. 185.
22Cf. p.182.

2Cf. (R6), p. 153.
24Pela definicio de U.
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- Que fique claro:

Operadores sobre espagos vetoriais complexos podem ser
representados por matrizes triangulares superiores.

- (R23) é a versdo do lema de Schur para operadores.”> De fato, sem entrarmos em

detalhes técnicos, podemos assumir a ortonormalidade da base B supracitada.

(R24) Matrizes triangulares invertiveis

SeT e L(V),B={vy,...,vn} éumabasedeV, T = M(T, B) é triangular superior e T;; = A;,

i=1,...,n, entdo:

T é invertivel <= \; #0,i =1,...,n.

| EXEMPLO |
O operador do primeiro exemplo da subsecdo 7.2.4 é invertivel.

DEMONSTRACAO DE (R24) ‘
Primeiramente, note que,

onde:
- * representa todas as entradas acima da diagonal principal;

- 0 representa todas as entradas abaixo da diagonal principal.?®

Suponhaque A; #0,j=1,...,n. Assim:
- Como T(v1) = Aoy, por (7.11),e Ay # 0,

Portanto, v; € Im(T).

- Como, para algum escalar a, T(v2) = avy + A0y, por (7.11), e Ay # 0,

T iv = 2o 40
2,2 Tt
Entdo, como (7.12) e — >0 pertencem a Im(T), v, € Im(T).

- Como A3z # 0 e, para escalares j e v adequados,

1 B r 27
Tl — = — —
(/\303> Agvl + /\302 + v3,

U3 € Im(T).

2 Confira a subsecdo 5.3.1.
260bviamente, essas entradas sdo nulas.
27Por (7.11).

(7.11)

(7.12)
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Ao repetirmos esse raciocinio mais n — 3 vezes, concluimos que vj € Im(T),j=1,...,n,e como B éuma base
de V,Im(T) =V, isto é, T é sobrejetivo, ou seja, T é invertivel, por (R18).28

Suponha que T seja invertivel. Assim, como T é triangular superior e T1; = A1, Ay # 0. De fato,
seja Ay = 0. Logo, T(v1) = 0, ou seja, Nu(T) # {0}, isto é, T ndo é injetivo,” ou seja, T nao é invertivel >

contradizendo a suposigdo supracitada. Agora, considere que, para algum indice j > 1, A; = 0. Logo,

Im(T| [01,‘.-,01']) C [01, ... ,‘()]‘,1] ,

por (7.11). Assim, como
dim [01,...,Uj] =j e dim [01,...,0]«,1] =j—1,

a restricdo T|[ ] ndo é injetiva,’! ou seja, existe um vetor nao nulo v € [Ul,. ey vj} tal que T(v) = 0 = T(0),

Ul,...,'U]'
istoé, T : ¥V — V ndo é injetivo, ou seja, T ndo é invertivel 32 contradizendo a suposi¢do supracitada. Portanto,
)\i 750,1':1,...,71.

(R25) Autovalores de uma matriz triangular

SeT e L(V),B={vy,...,v,} éumabasedeV e T = M(T, B) é triangular superior, entdo:

A éautovalorde T <= A € {T11,..., Tun}

| EXEMPLOS|

- 1e3sdo os autovalores de T € £(K?) do primeiro exemplo da subsegio 7.2.4.

-+ Se T € L(K?) é dada por (x,y,z) —> T(x,y,z) = (x+2y+3z,4y+52,6z) e Béa
base candnica de K3, entdo

1 2 3
T=]1045
0 0 6
Portanto, 1, 4 e 6 sdo os autovalores de T.
DEMONSTRACAO DE (R25) ‘
Como, ao considerarmos (7.11),3
A=A *
M(T = AI) = ,
0 Ap—A

A é autovalor de T <= T — AI ndo é invertivel
<= Aj = A, paraalgumi € {1,...,n},

por (R19) e (R24).34

OBSERVAGAO |
Noutros livros, (R25) é (geralmente) demonstrado via determinantes.

BCf. p.179.

2Cf. (R12), p. 158.

30Cf. (R18), p. 179.

31Confira o pentiltimo exercicio da segao 6.4.
32Cf. (R18).

3Cf. p. 188.

34Cf. pp. 182 188.
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7.2.5 Diagonalizacdao e operadores

Considere o seguinte corolario de (R25):

(R26) Autovalores de matrizes diagonais

Caso T € L(V) seja diagonalizdvel, ou seja, caso exista alguma base B = {v1,...,v,} de V tal que
M(T,B) = D,35 edi,- = )\1', i= 1,. .., n,

A éautovalorde T <= A € {Aq,..., An}

e BB é constituida de autovetores de T.3°

| EXEMPLO |
Para T € £(K") diagonalizavel, confira as subsecdes 4.2.1-2 e os exercicios 12—-15 da segdo
5.2.

(R27) Autovalores distintos e diagonalizacao

A1, ..., Ap é uma lista de autovalores distintos de T € L(V) e dimV = n = T é diagonalizivel.

| DEMONSTRAGAO |

Seja v; um autovetor de T associado a /\j, j=1,...,n. Assim, vy,...,v, é uma lista de vetores LI, por (R20).37
Portanto, B = {v1,...,v,} é uma base de V, por (R9).38 Logo, M(T,B) =D.

| EXEMPLO]
Para T € L(K") diagonalizdvel com n autovalores distintos, confira as subsecdes 4.2.1-2 e
os exercicios 12-15 da segdo 5.2.

7.2.6 Decomposicao em somas diretas de autoespacos

OBSERVACAO
Doravante, o tltimo exercicio da segdo 6.4 é imprescindivel.

$Cf.(3.2), p. 58.
36De fato, T(v;) = Ajv;, i =1,...,n, pois

A
Ao Zeros

Zeros An_1

3Cf.p.182.
3BCf. p.154.
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(R28) Somas diretas e autovalores

Caso V seja finitamente gerado, T € L(V) e Ay, ..., Ay seja uma lista
de autovalores distintos de T, a soma dos autoespagos

m
Y Nu(T — Al)
i=1

é direta e

m
Y dimNu(T — A;I) < dim V.
i=1

EXEMPLO
Confira o exercicio 2 da se¢do 7.5.

DEMONSTRACAO DE (R28) ‘

Para demonstrarmos que a soma supracitada é direta, consideremos
m
Y ui =0y, (7.13)
i=1

onde
u, e Nu(T-NI),i=1,...,m. (7.14)

Note que, caso alguns dos vetores listados em (7.14) fossem ndo nulos, eles seriam LI, por (R20).39 Como, nesse
caso, terfamos uma contradicao de (7.13),

ul‘:Oy,i=1,...,m.

Portanto, a soma dos autoespacos listados em (7.14) é direta, pelo item (c) do tltimo exercicio da sec¢do 6.4.
Para concluirmos a demonstragdo de (R28), basta observaramos que, pela segdo 6.5,

n
Y dimNu(T — A;I) = dim (872, Nu(T — A;))

i=1
< dimYV,

pois a soma direta é um subespago de V, pelo item (a) do tltimo exercicio da secéo 6.4.

(R29) Diagonaliza¢ido e decomposicao em somas diretas

Caso V seja finitamente gerado, T € L(V) e a lista Ay, ..., Ay seja composta pelos autovalores
distintos de T, as sequintes condigdes sdo equivalentes:

1. T é diagonalizdvel;
3. dimV =Y, dim Nu(T — A;I).

¥Cf. p.182.
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| EXEMPLO|
Conforme os trés primeiros exemplos da segao 4.2, onde

2 —4
=15 5]

R? 5 x — L(x) = Ax € R?

temos

diagonalizavel e
R?> = S_» P Ss.

DEMONSTRACAO DE (R29) ‘
Seja

B= U;ﬂ:lBi, (7.15)

onde B; é uma base de Nu(T — A;D),i=1,..., m.40

1 = 3 ||Caso T seja diagonalizavel, podemos considerar que a base B de (R26) é da forma (7.15). Portanto, a
condicdo 3 supracitada é valida.

3 = 2| Como a soma direta dos nticleos (mencionada na tltima nota de rodapé) é um subespaco de V,*! a
condigédo 2 supracitada é vélida, pela condicao 3 supracitada e pela secdo 6.5.

2 = 1 || De fato, basta considerarmos (7.15).

7.2.7 Complementos e projecdes ortogonais. Minimos quadrados

OBSERVACAO
Confira os exercicios 4 e 16 da segdo 6.4, antes de prosseguir.

CONVENCAO

Até o final da subsecdo 7.2.7, considere que V é um espago vetorial munido do produto
interno (, ) e B={uy,...,u,} é uma base ortonormal de um subespaco de p .42

(R30) Coordenadas na base ortonormal

O escalar cjda CL u = Yi_ cju; édado por c; = (u,uj), j=1...,r.

| EXEMPLOS|
Confira (2.22) (da pagina 41) e os exercicios 7 e 8 da segdo 2.7.

‘ DEMONSTRACAO DE (R30) ‘

40A soma desses nticleos é direta, por (R28).
41Confira o item (a) do tltimo exercicio da secio 6.4.
42 A existéncia dessa base é uma consequéncia do processo de Gram-Schmidt!
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Para cada indice j € {1,...,r}, a0 multiplicarmos a CL supracitada por u; e utilizarmos a ortonormalidade de
BB, obtemos

.
(u,uj) = <Zciui,,u]~>
i=1
.
=) ciuju))
i=1

= C]'.

(R31) Complemento ortogonal
Se@ #U C V, entdo o complemento ortogonal de U, isto é, o conjunto
Ut :={vecV: (vu) =0paracadau € U}, (7.16)

satisfaz as seguintes condigoes:

1. U+ é um subespaco de V;
2.0#WClU = U+ c W

3. U=B=Ut=|u,...,u]";

4. v EUNU' = v = 0y.

| EXEMPLOS |
Confira o exercicio 14 da segdo 2.7.

‘ DEMONSTRACAO DO ITEM 1 DE (R31) ‘

0y € UL, isto é, para u € U arbitrério, (0y, u) = 0, pois

Oy, u) = (0y + Oy, u)
= (Oy, u) + (O, u).

Além disso, para quaisquer v, w € U+ e A € K, temos

(v4+w,u) = (v,u) + (w,u)
=040
=0

isto é, v +w, A\v € U+.

DEMONSTRACAO DO ITEM 2 DE (R31) ‘

v €Ut = (v,u) = Oparatodou € U
= (v,u) = 0 paratodou € W, pois W C U
= vec W
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DEMONSTRAGAO DO ITEM 3 DE (R31) ‘

Por um lado, pelo item 2 supracitado, como U C [uy,...,u;],

[ul,...,u,]l cu+.

CAPITULO 7. L(V)

Por outro, se v € U+ e u é uma CL dos r vetores de U, ou seja, existe uma lista de escalares, digamos, ¢y, ..., ¢,

tal que
U=ciuy+ ...+ cridy,

entdo, como
(v,u)y =ci{v,u1) + -+ ¢ (v, uy)

=04+ +5-0
:0,

v € [uy,.. .,ur]L. Portanto,
Ut clug,...u)" 28

‘ DEMONSTRAGAO DO ITEM 4 DE (R31) ‘

veUNUr = (v,0) =0
:>U:0V.

(R32) Decomposi¢ao numa soma de subespacos ortogonais

o subespaco gerado pelos vetores de 1B,

V=UsU".

Na convengdo dada no inicio da subsecio 7.2.7, caso U seja

| EXEMPLOS |
Confira o exercicio 14 da segédo 2.7.

DEMONSTRACAO DE (R32)

Na primeira parte da demonstrac¢do, provaremos que
V=u+u.

Assim, parav € V,

r
u=Y (vujyu; €U
i=1
e, para que (7.17) seja vélida, basta que

w=v—ucyt#

Portanto, basta demonstrarmos que
w e B,

(7.17)

(7.18)

43Essa demonstracao também ¢é valida para qualquer subconjunto finito U/ # B de V.

#De fato, nesse caso,
v=u-+w,

comucldew el

(7.19)
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pelo item 3 de (R31). De fato, paracadaj € {1,...,r},

onde, na segunda igualdade, de cima para baixo, utilizamos (7.18).
Na segunda parte da demonstragdo, provaremos que

Uunut ={0y}.

De fato, por um lado,
unut c {oy},

pelo item 4 de (R31). Por outro, como U e U + sdo subespacos de V, 0y, e U NU L istoé,

{0y} cunut.

(R33) Corolario de (R32)

V ¢ finitamente gerado e U ¢é subespaco de V = dim V = dimU + dimU*.

De fato, (R33) é uma consequéncia de (R3),% do item 1 de (R31), de (R32) e da secio 6.5.

| EXEMPLO |

Ao considerarmos V = R?, podemos obter, via Gram-Schmidt, bases ortornomais para os
subespacos U = [(1,2,3, —4),(—5,4,3,2)] e U~ . De fato, caso

X1 = (]-/ 2/ 3/ _4)/
X2 = (_5/4/ 3/ 2)/

Xllel
/
X7 - X
x/2:x2 1 !

TR
X =X /% e

x5 =%/ (%],
{x{,x}} é uma base ortonormal de ¢. Por outro lado, como
Z/[L = {XIIXZ}J— s
pelo item 3 de (R31), e dim U+ = 2, por (R33), caso y; e y» sejam LI e satisfagam as equagdes

yi-xj=0,i,j {12},

5Ct.p.151.
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{y1,y2} é uma base de U~. Portanto, caso y = (a,b,c,d) € R* satisfaca as equacdes

y-xi=0,j=1,2,

ou seja,
a+2b+3c—4d =0,
{—5a+4b+3c—|—2d:O,

isto é,
a = 15¢ — 144,
{b = — 9 + 9,

y = (15¢ — 14d, —9c +9d, ¢, d)
= ¢(15,-9,1,0) + d(—14,9,0,1),

para quaisquer nimeros reais c e d. Assim, caso
Y1 - (15/ _9/ 1/ O)/
Y2 - (_141 9/ 0/ 1)/
Y1 =y

/

/ Y2y,
Yo =Y2— Y1,
2 TABE

yi =vyi/lyil e
ya =v2/|yal,

{y!,y5} é uma base ortonormal de U/*.

| DEFINIGAO |
Seja U o subespaco dado em (R32). Para v € V, seja u o vetor definido em (7.18).% Dizemos
que

Py(v) :==u

é a projecdo ortogonal de v sobre U e
Py:V—YV

é a projecio ortogonal de V sobre U.

Para uma representagdo geométrica de Py, (v), confira a figura 7.2.

| EXEMPLO |
Contfira o item (b) do exercicio 5 que antecede a subsecao 4.1.1.

(R34) Propriedades das projecdes ortogonais

Considere a definicdo supracitada. Assim:

46Ct.p. 194.
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1. Py(v) =Y 1(v, uj)u;;
v — Py(v) € U*;
Pz,{ € E(V),

L

Py (v) é o vetor de U mais proximo
de v, ou seja, para todo x € U,

[v =Py ()] < Jlo—x].

Para uma representacdo geométrica dos itens 2 e 4 de (R34), confira a figura 7.2.

Figura 7.2: Projecdo ortogonal de v € V sobre U

| EXEMPLO |
Contfira o item (c) do exercicio 4.2 da secdo 6.4.

DEMONSTRACAO DO ITEM 1 DE (R34)

Pela defini¢do supracitada, u é dado por (7.18).

DEMONSTRAGCAO DO ITEM 2 DE (R34) ‘

v—Py(v)=v—u
:wEUL,

por (7.19).4

DEMONSTRACAO DO ITEM 3 DE (R34)

v, € V= v1 — Py(v1), v2 — Py(vp) € U+, pelo item 2 de (R34)
—> (v1 +02) — [Py(v1) + Py (02)] € U™
= v1 + 02 = [Py(v1) + Py (v2)] + Woy+0,,
onde a parcela entre colchetes pertence a I/
(pela definicdo supracitada) e wy, 4, € U L
= Py(v1 +0v2) = Py(v1) + Py(v2);

47Ct.p. 194

197
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vEVelec K= A(v—Py(v)) €U, pelo item 2 de (R34)
= Av = [APy(v)] + why,
onde a parcela entre colchetes pertence a U

(pela definicdo supracitada) e w), € U L
= Py ()LU) = /\Pu(?]).

DEMONSTRAGCAO DO ITEM 4 DE (R34) ‘

| TEOREMA DE PITAGORAS ||
Se

v1,v2 € V, com (v1,v3) =0,
entdo

o1 + o2 = o1 | + Joa %

De fato, basta observarmos que

o1 + vg|| (v1+ 02,01 + 1)

= (v1,v1 +02) + (V2,01 + V)

= (v1 +v2,01) + (01 4+ 02, 0)

= (v1,v1) + (v2,v1) + (v1,02) + (v2,v2)
= o1 + (o1, 02) + (o1, 02) + oz

Assim, como demonstramos o teorema de Pitdgoras, podemos usa-lo na segunda igualdade dada a seguir,
pois v — Py (v) € U™, pelo item 2 de (R34), e Py(v) — x € U, por ser a diferenca entre dois vetores do mesmo
subespaco. Portanto,

lo—x|? = [[(v = Py(v)) + (Py(0) — x)|?
= llo = Pu(0)[* + | Py (o) — x|
> [[o - Py(o)]?
e, assim,
lo— x| = o — Py ()] <= [Pu(v) — x| =0
< x = Py(v).

OBSERVACAO

Em muitos problemas de otimizacado, os itens 1 e 4 de (R34) podem ser utilizados, simul-
taneamente, para obtermos minimizadores globais. Em particular, em V = K", dotado do
produto candnico, caso

={ay,...,a}

seja uma base ortonormal do subespaco U de V,
r
1:1

é o vetor de U/ mais préximo de x € K”". A expressdo minimos quadrados vem da minimali-
dade de |x — Py (x)|>.

EXEMPLO |
Reveja o item (c) do exercicio 4.2 da segdo 6.4.

| EXERCICIOS |
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1. ParaV = R*el = [(1,1,0,0),(1,1,1,2)], obtenhau € U com |u — (1,2,3,4)| minimo.
Se

X1 = (1/ 1/ 0/ 0)/
x =(1,1,1,2),

X1 = X1,
/
X2 - X
X/ZIX Ly

2 — X1
Iy )12
X1 =x1/[x e
X3 =%/ %,
entdo {x{,x}} é uma base ortonormal de ¥, por Gram-Schmidt. Portanto,

u="Py(1,2,3,4)
= ((1,2,3,4) %)) X + ((1,2,3,4) - x§) x.

2. ParaC,D,E, F € R, considere o subespago

no 1 1/2
U= [1 0}’{C—D E—F}

de R?*2, munido do produto interno

[011 ﬂlz} [bn b1z

by b = a11b11 + apbio + az1by1 4 axby.
azy ax 21 022

e Obtenha uma base de /.
e Considere C=3,D =4, E=5eF =648

. Obtenha uma base ortonormal de /.
1 2
- Para N =

3 4

Sejam X; e X, as matrizes geradoras de U, dadas no enunciado desse exercicio, na ordem em que
aparecem. Assim, caso Y; e Y, sejam duas matrizes LI de U <, {Y1,Y>} é uma base de Le (X;, Y]> =0,
i,j € {1,2}. Portanto, se

), determine a matriz M € U+ com |[M — N| minimo.

_|a b 1
Y_[C d]eu,

48 A escolha desses valores numéricos é arbitrdria. Inclusive, numa eventual resolucéo alternativa, o leitor
pode utilizar outros valores reais para C, D, Ee F.
Durante a pandemia de COVID-19, o departamento de matemaética, onde leciono, aplicou algumas provas on-
line. Para otimizarem o trabalho e, simultaneamente, coibirem tentativas de burlar o sistema de avaliagdes,
alguns dos professores preparavam questdes individuais, que dependiam de ntimeros relacionados as ma-
triculas dos alunos. Assim, embora as questdes fossem alfanuméricas e iguais para todos os estudantes, no
lugar de letras, como C, D, E e F, eles tinham de utilizar algarismos, de 0 a 9, correspondentes a determinadas
posicoes, como em 1234CDEF, de suas respectivas matriculas.
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entdo, para cadai € {1,2},

(Y, Xi) =0,
isto é,
a+b+c=0e a—i-g—k(C—D)c—i-(E—F)d:O,
ou seja,
a=2(D—-C)+1)c+2(F-E)d e b=2(C—D—-1)c+2(E—F)d,
isto &,

Y=c

2(D—C)+1 Z(C—D—l)]erF(F_E) 2(E~F) (7.20)

1 0 0 1

Assim, a escolha mais simples para Y7 e Y, é a seguinte:

cc=led=0=Y=Yy;
c=0ed=1=—=Y=Y,.%

Agora, ao considerarmos C =3,D =4, E =5e F = 6, temos

Yll =Y
|13 -4
11 0 ’
<Y2/Y1,> /
Yzl =Y, — Y-
iz !

[2 2] 7[3 —4
1o 1 3|1 0
[ 5/13 2/13

| -7/13 1 |’

" __ Y{

v

o

//:Lé

2yl

13 [ 5/13 2/13
_\/@[7/13 1 }

com {Y;',Y}'} ortonormal, por Gram-Schmidt. Portanto, como M é dado pela projegdo de N sobre U/

via
M= (N,Y{)Y] + (N, Y§)Y3,

com (N,Y/) = -2 e (N,Yy) = 2

1[? —4] 40[ 5/13 2/13} 721)

0 19| -7/13 1

| OBSERVACAO|
Alternativamente, podemos obter a matriz (7.21) pelo cdlculo de vdrias varidveis. De
fato, para Y dada em (7.20), podemos calcular o(s) ponto(s) critico(s) (co, dg) da fungdo
flc,d) = ||Y — N|?, via % =0e % = 0. Em seguida, para garantirmos que o
ponto (cg,dp) calculado seja um minimizador local de f,°! podemos utilizar, nesse

49Como Y; e Y, ndo sdo multiplas uma da outra, elas sdo LI.
0Para o exercicio 2 supracitado, existe (apenas) um ponto critico.
>1Esse ponto ¢, de fato, 0 minimo global!
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ponto, o teste da derivada (parcial) de sequnda ordem. Finalmente, para obtermos M, basta
substituirmos ¢ = cg e d = dy em (7.20).5

3. Em P3(R), munido do produto interno

(o) = [ pr(opal)d,

determine o polindmio p(x) = ¢ + bx + ax? tal que p(0) = 0 e a integral

/01|(C+D+1)+(E+F+1)x—p(x)]2dx

seja minima, atribuindo valores numéricos aos escalares C, D, E, F € R tais que C + D
e E + F sejam diferentes de —1.%

RESOLUCAO

Como p(0) = 0, c = 0. Assim, claramente, p € U = [q,7], onde q(x) = x e r(x) = x2.5* Portanto, se
u(x) = (C+D+1) + (E+F+1)xe p(x) = py(u(x)),
entdo
lu(x) ~ p()I? = [ () ~ px) Px
é minima e
p = (u,92)q2 + (u,12)12, (7.22)

onde {g2,72} é uma base ortonormal de U/, que pode ser obtida por Gram-Schmidt. Assim, ao conside-
rarmos, por exemplo, C =3,D =4,E =5e F = 6, ou seja, u(x) = 8 + 12x, temos

q1(x) = q(x)

_ B fol r(x)g1(x) dx
O . ™

o fol %3 dx N

B fol x2 dx

_ 2 1/4

— — mx

=x> - zx.

2 A propésito, para um estudo de otimizagdo ndo linear, no ambito de graduacdo, confira o meu livro de cél-
culo de vérias varidveis, ISBN 978-65-980575-5-8, disponibilizado gratuitamente em formato digital, na pagina
de acesso aberto do site da editora da UFPR.

Confira a primeira nota de rodapé do exercicio 2 supracitado.

Verifique que q e r sdo LI
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Portanto, ao normalizarmos g, e r1, temos

1

() = ————q(¥)
\/ Jo q1(x)%dx
= 3z,
() = ——————n()
Jo r1(x)?dx

1 (=-3)
= X 719(
\/fol x4 — %x3+%x2dx

w4 7)
= V/5(4x% — 3x).

Assim, por (7.22),

p(x) = (./:(8 +12x)(v/3x) dx) V3x + (/01(8+ 12x) (V/5(4x% — 3x)) dx) (v/5(4x% — 3x))

1 1
—3(8/ xdx+12/ xzdx>x
0 0
1 1 1 1
+5(32/ xzdx—24/ xdx+48/ x3dx—36/ xzdx> (422 — 3x)
0 0 0 0

=3(4+4)x +5((32/3) — 12 4+ 12 — 12)(4x* — 3x)
= 24x — (20/3)(4x? — 3x)
= 44x — (80/3)x2.

4. ParaC,D,E € R, considere V = C[1,C + 2] 2> munido do produto interno

C+2
VXV3(gh) (g h = /1 g(x)h(x)dx € R,

[1,C+1] 3> x— f(x) = (D +1)xE1 € RS®

Determine o polindmio p € U = P,(R) mais préximo de f.7->8

RESOLUCAO

Como p é a projegdo ortogonal de f sobre U,

p={f.pi)p1+(f p2)p2 (7.23)

onde {pj,p2} é uma base ortonormal de ¢/, que pode ser obtida pela aplicacio de Gram-Schmidt na

BfeV e f:[1,C+2] — R écontinua.

*Note que f € V.

U é o espaco dos polindmios constantes ou lineares.
8Confira a primeira nota de rodapé do exercicio 2 supracitado.
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base canonica de U, ou seja, {1, x}. Assim, como p; = gq;/|qi|,i = 1,2, com

q1(x) =1 e

2(x) = x — 2316,1; 1

C+2

__h xdx
fcherx
(C+2)2—1
T+
_,_CE+3
= >
1
X) =
p1(x) @1
VvVC+1
(x) = 1 (x— C+3)
P2 \/<x C+3Ix_ C+3> 2

1 ( C+3) ( C+3)
= | X — — ondeu—x—i
& 2 2

! (x 4+ 3)
~ J(cr)p 2 )
v

Portanto, ao substituirmos f, p; e p2 na expressao (7.23), obtemos

p(x) = (D+1) <<x1/(E+l),1/\/C—i-1)\/Cli+1

bV ED), 1/\/m (x — (C+3)/2)) &5 (
+

12

isto é,

_ L[ e
p(x)=(D+1) (C—i—l/1 x dx

c+2
N “}EAAﬂA x1ME+1Nx_—(C—+3)/2)dx<x

(C+1)3

Assim, para C = 3, D =4 e E = 5, por exemplo, temos

(1/ x'/0dx +[112 (/15x1/6(x—3)dx) (x—3)>

6 5 3 1376 3,7/67°
- 7/6 6[13/6 7/6]1("_3)

: 356 Bn))en)

C+3

2

C+3

2

203
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5. Considere D,E,F € R — {—1},xo = (D+1,E+1,F+1),U = [xg] e V = R?, munido
do produto interno canonico.

(a) Determine uma base ortonormal para U/;
(b) Determine uma base ortonormal para U/~;
(c) ParaD =4, E =5e F = 6,° determine:

i. Py;

ii. Pyi;

iii. as matrizes de Py e P,. em alguma base de R®.

RESOLUCAO

(a) Se

’ X0

Ixoll
- ! (D+1,E+1,F+1)
V(D +1)24+ (E+1)2+ (F+1)? o '

entdo {x'} é uma base ortonormal de /.5

(b) Seja {y1,y2} uma base de U, isto é, considere y; e y, LI e (x0,yj) = 0,j = 1,2. Portanto, caso
y = (a,b,c) € U+, ou seja, (xg,y) = 0, isto é,

(D+1)a+ (E+1)b+ (F+1)c=0,

ou seja,

D+1  D+1”

E+1 F+1
y= b <_D—|—1/1/0) +c <_D—|—1,0,1>,

ondey =y, parab=1lec=0,ey =y parab=0ec = 15162

E+1b F+1

temos

% Confira a primeira nota de rodapé do exercicio 2 supracitado.
®ParaD =4,E=5eF =6,

X = ;(5, 6,7). (7.24)
V52462472

61Como y; e y» ndo sdo multiplos um do outro, eles sdo LI.

2paraD =4, E=5e F =6,
6 7
=(-,1,0 =(-%2,01).
n=(-310) en= (501
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Agora, se
Y/1=Y1
E+1
=(-prr0).
o (y2y1)
Yy>=Y¥2 ”y/ ”2 Y1
E+1 F+l
_( F+1 ) D+1 ( E+110>
N D+1 (E+1 D+1’
_( F+l ) ( (E+1)2(F+1) _ (E+D)(F+1) )
~\ D+1’ (E4+1)24+(D+1)2)(D+1)" (E+1)2+(D+1)¥
_(_ (D+1(F+1) (E+1)(F—i—1) 1)
N (E+1)2+( +1)2" (E+1)2+(D+1)%
A
ST
1 ( E+1 )
= 1,0 ) e
2 D+1
()" +
v_ Y
Y27 yal
_ 1 <_ (D+1)(F+1)  (E4+1)(F+1)
N (E+1)2+(D+1)2 (E+1)2+(D+1)?

(D+1)(F+1) \? (E+1)(F+1) |2
\/((E+1)2+(D+1)2) + <(E+1)2+(D+1)2) +1
{y!{, ¥4} é ortonormal, por Gram-Schmidt.®®

(c) SejamD =4,E=5F=6ex=(x,¥,2).
i. Por (7.24),
Py(x) = (x,x")¥
1
7 7
110(5x+6y+ 2)(5,6,7)
1
110 110
ii. Em vez de calcularmos
Py (x) = (xy1)y1 + (x¥2)y2

25x + 30y + 352, 30x + 36y + 42z, 35x + 42y + 49z).

via (7.25), utilizaremos a férmula Py + P, = I, onde I : R3 — RR3 ¢ a funcao identidade.t*

Assim,

Pyi(x) =x— Py(x)

1
= (xy, 25x + 30y + 35z,30x + 36y + 42z,35x + 42y + 49z
¥~ 10 y y y

30x + 36y +422), 2

1 1
= <x— m(25x+30y+352),y 110(

110"~ 110 " 1107 110" T 110Y T 1107 T 110" 110

B3PparaD=4,E=5eF =6,

1 35

1
110 110"
( 85 30 35 30 74 42 35 42

35x + 42y + 49z)>
2 el
YT 110
42
—=1). 7.2
G1) 0

" _ 1 <_610>e "o
W= Je/sELi\ 5 Y2 = /3576172

%4Confira o item (e) do exercicio 4 da secio 7.5.

+(42/61)2 +1 ( 61’

Il>/
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iii. Para obtermos as matrizes pedidas, na base candnica, basta lembrarmos que a i-ésima coluna
de cada uma delas é a imagem do i-ésimo vetor da base canonica pela projecdo correspon-
dente. Por exemplo, a segunda coluna da matriz de P;; na base canénica é dada por

30/110
36/110 |,
42/110
pois
30 36 42
Pu(0,1,0) = <110’110’110)'

Analogamente, a primeira coluna da matriz de P, na base canonica é dada por
85/110
-30/110 |,
—35/110
pois

85 30 35
P, (1 =, =, -2 ).
u-(1,0,0) <110’ 1107 110)

O calculo das outras colunas fica a cargo do(a) leitor(a).

6. Em R*, munido do produto interno candnico, se xo = (1/2,1/2,1/2,1/2), U = [x] e

u=(C+1,D+1,E+1,F+1),onde C, D, E e F sdo numeros reais diferentes de —1,
determine P, (u).

RESOLUCAO

Como, para cada y € U+, (y,xp) = 0, podemos obter uma base ortonormal {y1,y>,y3} de U=, por
Gram-Schmidt, para calcularmos

By (u) = (w,y1)y1 + (W y2)y2 + (w,y3)ys.
Contudo, em vez disso, aplicaremos a férmula P, + Py = I, onde I : RY — R*¢éa fungdo identi-
dade.®® Portanto, basta obtermos Py, (u) e calcularmos Py, (u) = u — Py(u). Assim, como X é unitario,
Py(u) = (u,x0)x
:<C+1+D+1 E+1+F+1

2 2 T2 2
_C+D+E+F+4
- 2

) (1/2,1/2,1/2,1/2)

(1/2,1/2,1/2,1/2)

e, portanto,

C+D+E+F+4
2

Pyi(u)=(C+1,D+1,E4+1,F+1)— (1/2,1/2,1/2,1/2).

Por exemplo, paraC =3,D =4,E=5eF =6,

Py (u) = (4,5,6,7) —11(1/2,1/2,1/2,1/2)
= (=3/2,-1/2,1/2,3/2).

7.3 Funcionais lineares

Seja ¥V um espago vetorial sobre o corpo K.

%5 Confira o item (e) do exercicio 4 da secio 7.5.
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DEFINICAO
L € L(V,K) <= L é um funcional linear em V.

EXEMPLOS

- Caso {, ) seja um produto interno em V, real ou complexo,®

V90<_|—'u>>(v,u>€1K

é um funcional linear em V, pela linearidade de ( , ) no primeiro fator.®”

- Casoy € R" esteja fixado,
R"sx—x-y€eR

é um funcional linear em V = R", por (7.26).%

OBSERVACAO

207

eu €V esteja fixado,

(7.26)

Caso V seja finitamente gerado, (7.26) é o exemplo geral de funcionais lineares, conforme o

seguinte resultado:

7.3.1 Teorema da representacao de Riesz

Caso V seja finitamente gerado e ¢ € L(V,K), existe um
tinicou € V tal que

¢ = (= u.
DEMONSTRACAO
Caso v € V seja arbitrario e B = {vy,..., v, } seja uma base ortonormal arbitraria de V,
r
U= Z(v, )i,

por (R30).%% Assim, como ¢ é linear,

onde

Confira o exercicio 4 de 6.4.

7Idem.

%8 Aqui, “-” representa o produto interno candnico em R".
89Ct. p.192.

(7.27)
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A unicidade de u é decorrente do lema (R35), que veremos a seguir.

OBSERVACOES

- Pela unicidade supracitada, ¢ ndo depende da base ortonormal B considerada;

- Pela demonstragdo supracitada, para representarmos um funcional linear ¢ arbitrario
por (7.26), basta determinarmos (7.27).

(R35) Lema para 7.3.1

Seu,w e Ve, paratodov € V, (v,u) = (v,w), entdo u = w.

DEMONSTRACAO

Como, paracadav €V,

(v,u) = (v,w)
Z = z PARA TODO z € C)
(, ) ELINEAR NO PRIMEIRO FATOR),

em particular, caso v = u — w,
(u—w,u—w) =0,

istoé, u—w =0.

7.4 Adjuntos, autoadjuntos e normais.
Teorema espectral. Forma de Jordan

CONVENCAO
Nessa sec¢do, considere:

-V finitamente gerado e dotado do produto interno ( , );”

- TeL(V).

7.4.1 Construcao do operador adjunto

Como vimos no primeiro exemplo da se¢do 7.3, para w € V fixo, (—, w) € L(V,K). Assim,
¢ =(—w)oTe L(V,K). (7.28)

Por outro lado, por 7.3.1, existe um tinico u € V tal que
Q= {(—,u. (7.29)

Portanto, se
= T*(w),

70Como no exercicio 4 da secio 6.4.



74. ADJUNTOS, AUTOADJUNTOS E NORMAIS. TEOREMA ESPECTRAL. FORMA DE JORDAN209

temos uma func¢do T* : V — V tal que, para quaisquer v,w € V,

(T(0),w) = (o, T*(w)),
por (7.28) e (7.29).

DEFINICAO | T* é dito adjunto de T.

EXEMPLO |
Determinaremos T* para

R? > (x1, x7) SN (x1 — x2, %1+ x2) € R?,

caso (, ) seja o produto interno usual em R2. Assim, para (y1,1») € R? fixo e (x1, xp) € R?
arbitrario,

((x1,22), T*(y1,92)) = (T(x1,x2), (V1,42))
= ((x1 —x2, 21+ x2), (¥1,42))
= X1Y1 — X2Y1 + X1Y2 + X2Y2
=x1(y1 +y2) + x2(y2 — 1)
= ((x1,%2), (y1 + Y2, 92 — ¥1))-

Portanto,

*

23 (y1,12) s (y1 +y2,y2 —y1) € R27

742 TeL(V)=T € L(V)

| DEMONSTRAGAO |
Para wq,w, € V fixos e v € V arbitrario, como

<U, T*(wl + wz)) = <T(Z)) w1 +W2>
= (T(0),w1) + (T(v), w2)
= (0, T*(w1)) + (0, T" (w2))
= (0, T*(w1) + T"(w2)),
T*(wl +wy) = T* (w1) + T*(WQ) 72
ParaA €e Kew € V fixos e v € V arbitrario, como

(0, T* (Aw)) = (T(0), Aw

71Cf. (R35), p. 208.
72Idem.
73Idem.
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7.4.3 Propriedades do adjunto
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SeT,L € L(V), entio:
1. (T+L)" =T +L%

(AT)* = AT%;
(T*)* =T;

(TL)* = L*T*;

S ok W

deV,

exercicio 12 da se¢do 5.2;

I é 0 operador identidade em V — I* = I;

Caso B = {v1,...,vn} seja uma base ortonormal

A= M(T,B) = M(T*,B)

onde A* é a conjugada transposta de A, como no

7. Se T é invertivel, entdo T é invertivel e
*
(T")' = <T*1> ;

8. A é autovalor de T <= A é autovalor de T*.

Demonstraremos as propriedades 3 e 6.74

DEMONSTRACAO DE 7.4.2.3
Considere v € V fixo e w € V arbitrério. Logo,

Entao, (T*)"(v) = T(v), por (R35).”

DEMONSTRACAO DE 7.4.2.6

Como vimos na subsecdo 6.3.3, paraj € {1,...,n} fixo, a j-ésima coluna de A é obtida ao escrevermos

n
(o) = Y aor
i=1

Nesse caso, essa coluna é dada por

74 As demonstragdes das outras propriedades estdo propostas como exercicios da secao 7.5.

75Cf. p.208.
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isto é, ajj€a entrada da linhaiecolunajde A,i =1,...,n. Por outro lado,

por (R30).”® Portanto, ao considerarmos T* no lugar de T, a entrada da linha j e coluna i de B = M(T*,B) é
dada por

7.4.4 Operador hermiteano, isto é, autoadjunto

DEFINICAO
Para que T seja o operador supracitado, a seguinte condicdo deve ser satisfeita:

™" =T,

ou seja,
v,weV = (T(v),w) = (v, T(w)).

| EXEMPLOS|

- Para A € R"*" simétrica (como na subsec¢io 4.2.2),
R" 5 x — Ax € R"
é autoadjunto;
- Para A € C"*" hermiteana (como nos exercicios 12.3, 14 e 15 da secdo 5.2),
C">x+1s Ax e C"
é autoadjunto.
De fato, para K = R, C, caso (, ) seja o produto interno usual em K", temos, para quaisquer x,y € K",

(T(x),y) = (x,T*(y) ) (pela definicdo de T")

x, A%y) (via7.4.3.6)
x,Ay)  (pois A* = A)

OBSERVACAO

Os autovalores dos operadores dos dois exemplos supracitados sdo reais. Na verdade, vale
o seguinte resultado mais geral:

76Cf. p.192.



212 CAPITULO 7. L(V)

(R36) Autovalor real

A é um autovalor do operador hermiteano T =—= A € R.

DEMONSTRACAO |

Seja v um autovetor de T associado ao autovalor A.”7 Assim, como

A = Ae, portanto, A € R.

OBSERVACAO

A guisa de comparagdo, confira a demonstracdo do segundo item da afirmagdo 7 da subse-
¢do 4.2.2, referente aos autovalores das matrizes simétricas.

(R37) Autoadjuntos nulos

T é autoadjunto e, para todov € V, (T(v),v) = 0= T = 0.

DEMONSTRACAO ‘

Sejam u, w € V arbitrdrios. Portanto, como (T(v),v) = 0 (para cadav € V),
(T(u+w),u+w) — (T(u),u) — (T(w),w) =0.
Assim, como
(T(u),w) +(T(w),u) =0, (7.30)
0={(T(u),w)+ (w, T(u)) (T é hermiteano)
= (T(u),w) + (T(u),w)
= duas vezes a parte real de (T(u), w).

Portanto,
a parte real de (T(u), w) é nula. (7.31)

Agora, ao substituirmos w por iw em (7.30), temos
0= (T(u),iw) + (iT(w),u)
=i{(T(u),w) +i(T(w),u),
que, ao multiplicarmos cada um de seus membros por i, pode ser reescrita como
0= (T(u),w) —(T(w),u)
= (T(u), w) — {(w, T(u)) (T é hermiteano)

= (T(u),w) —(T(u),w)
= duas vezes a parte imagindria de (T (u), w).

77Lembre-se que autovetores sio ndo nulos!
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Assim,
a parte imagindria de (T(u), w) é nula. (7.32)

Portanto, como
<T(”)/ w> =0,
por (7.31) e (7.32),ew é arbitrario,”8

isto é,

Consequentemente, como u € arbitrario,

7.4.5 Operador normal comuta com o seu adjunto

DEFINICAO
Para que T seja um operador normal, a seguinte condigdo deve ser satisfeita:

T =T*T.

| EXEMPLO]
Todo operador autoadjunto é, claramente, normal. Contudo, a reciproca ndo é verdadeira.

79

(R38) Propriedades do operador normal T

1. T é normal se, e somente se,

IT@) =T ()] Yo eV,

T é normal <= T* é normal;
T é normal = Nu(T) = Nu(T*);
T é normal —> T — Al é normal VA € K;

T é normal =—> T e T™* tém os mesmos autovetores;

S ks W

Se A1 e Ay sio autovalores distintos do operador normal
T, com autovetores associados v e Vs, respectivamente,
entdo esses autovetores sio ortogonais.

DEMONSTRACAO DE (R38.1) ‘

IT@)? = IT* ()] VU€V<=><T ) =(T" (0)) Vo eV
— ((T >:<TT* v),v)Vv eV
— (( T*T TT*( ,0) =00 eV
= T'T-TT" =0,

78 Assim, podemos considerar w = T(u).
7PConsidere o exercicio 12 da segdo 5.2.
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pois, como T*T — TT* é autoadjunto,®” podemos usar (R37) na implicagdo “==" da tltima equivaléncia, de
cima para baixo.

‘ DEMONSTRACAO DE (R38.2) ‘

E uma consequéncia direta de (R38.1).8!

‘ DEMONSTRACAO DE (R38.3) ‘

E uma consequéncia direta de (R38.1).

DEMONSTRACAO DE (R38.4) ‘
Via 7.4.3,

(T—AD(T —AD* = (T —AI) (T* — Al)
=TT" — T (AI) — (AI)T* + (AI) (AI)
=TT — T*(AI) — (AI) T+ (AI) (AI)
= (T* = AI) (T — Al)
= (T — AI)*(T = AI).

DEMONSTRACAO DE (R38.5)

Caso A seja um autovalor de T, isto é, A seja um autovalor de T* 82
Nu(T — Al) = Nu(T* —XI) , (7.33)

por (R38.4), (R38.3) e 7.4.3.83

‘ DEMONSTRACAO DE (R38.6) ‘
Como

(A1 — A2) (v1,02) = A1 {01, 02) — Ap(v1,02)

= (Mo1,v2) — (v1,A202)
T (01),02) = (01, T" (v2) )
T (v1),02) — (T (v1),02)

(
(
0

7

onde usamos (7.33) na terceira igualdade, e A; — Ay # 0, temos

(v1,v2) = 0.

OBSERVACAO

A guisa de comparagdo com a demonstracdo supracitada, confira a demonstragdo do ter-
ceiro item da afirmacédo 7 da subsecao 4.2.2, referente aos autovalores distintos das matrizes
simétricas.

7.4.6 Teorema espectral complexo

Ao considerarmos a convencdo inicial de 7.4, o teorema supracitado estabelece o seguinte:

80Verifique!

81Confira a propriedade 3 de 7.4.3.
82Confira a propriedade 8 de 7.4.3.
8¢Ct.7.2.1, p. 182.
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Para K = C,
existe alguma base ortonormal B de V com M (T, B) diagonal

—

T é normal.

| EXEMPLO |

Caso A seja a matriz do exercicio 12.3 da segdo 5.2, T € L£(C?) seja a multiplicagdo por A,
isto é,

T
X — Ax,

onde A é a matriz de T na base candnica, e x; e Xy sejam os autovetores ortonormalizados
calculados no exercicio supracitado, temos

M(T,B):[gg],

onde B = {x1,x2}. Além disso, note que, como T é autoadjunto,84 T é normal.

| DEMONSTRAGAO DE 7.4.6 |

Para a implicagdo “==", seja D = M(T, B), isto é, D* = M(T*, B),% que, obviamente, também é diagonal.
Entdo, como D e D* comutam, T e T* também comutam.36
Para a implicacdo “<=", note que, pelo lema de Schur,?” existe uma base ortonormal B = {v1,...,0,} de V
tal que

an *

M(T,B) = (7.34)
0 Ann
é triangular superior, onde * representa as entradas 4;; acima da diagonal principal e 0 representa a nulidade
das entradas abaixo da diagonal principal. Além disso, pela propriedade 6 de 7.4.3,
an 0
M(T*, B) = (7.35)
* ann
é triangular inferior, onde * representa as entradas a;; abaixo da diagonal principal e 0 representa a nulidade

das entradas acima da diagonal principal. Portanto,

T(v1) = a1101

84Confira o segundo item dos exemplos da subsecao 7.4.4.

8Considere a propriedade 6 de 7.4.3.

86De fato, considere V = W e B = B’ = B” na subsecio 6.3.3. Assim, o isomorfismo (6.12) satisfaz a
condigdo (6.13) e, portanto,

M(TT*,B) = M(T,B)M(T*,B)
= DD*
=D"D
= M(T*,B) M(T, B)
= M(T*T,B),
ouseja, TT* = T*T.
87Considere a observagio que precede (R24), p. 188.
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T*(01) = @101 + @202 + + - + Ay 0n,
por (7.34) e (7.35), respectivamente. Assim,

2 2
IT(01)[" = lax]

IT*(00) |2 = [an1 [* + |ara* + -+ + |aral*-
Logo, como T é normal,
a2+ -+ Jara* = 0,
pela propriedade 1 de (R38). Portanto, como ajp = --- =ay, =0,

T(Uz) = 2207

T*(v2) = G202 + 82303 + -+ - + 2,0,
por (7.34) e (7.35), respectivamente. Assim,

2 2
IT(02) [ = laz]

IT*(02)% = |ana|* + |azs* + -+ + |a2a|*.
Entdo, como T é normal,
lags|* + -+ + |aga|* = 0,

pela propriedade 1 de (R38). Portanto, a3 = - - - = ap, = 0 e, a0 prosseguirmos com esse raciocinio, * = 0, ou
seja, (7.34) é diagonal.

7.4.7 Teorema espectral real

Ao considerarmos a convencdo inicial de 7.4, o teorema supracitado estabelece o seguinte:

Para K = IR,

existe alguma base ortonormal B de V com M (T, B) diagonal

—

T é autoadjunto.

| EXEMPLOS |
Confira os dois exemplos do final da subsegdo 4.2.2.

OBSERVACAO

Antes da demonstragdo do teorema supracitado, alguns resultados preliminares sdo neces-
sarios. O primeiro deles é um fato algébrico decorrente de (*) da subsecdo 7.2.3:

(**) Caso p(t) € P(R) nio seja um polindmio constante, podemos fatord-lo de
modo iinico, a menos da ordem de seus fatores, da sequinte maneira:

pt) =ct—A1)- (=) (Prbat+cr) o (Pt but+eu),
onde ¢, A, ..., Am, b1, ..., bac1, ... o € R, ¢ # 0,07 < 4cy, ..., b3, < 4oy,

m + M > 0 e podem existir apenas fatores lineares (caso M = 0) ou quadrdticos
(caso m = 0).
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Para uma demonstracdo de (**), confira o AXLER, referenciado no capitulo 1, que também foi
a “fonte inspiradora” das demonstrag¢des de alguns dos préximos resultados.

(R39) Invertibilidade via autoadjuntos

Se T é autoadjunto e b, c € R sdo tais que b*> < 4c, entdo
T2+ bT +cl

é invertivel.

DEMONSTRACAO DE (R39) ‘

Se v € V é ndo nulo, entdo

< (Tz +bT + cI) (v),v> = <T2(v),v> + b(T(v),v) +c(v,0)
= (T(v), T(v)) + b(T(v),0) + c|v|

)? = [B[{T(2),0)] +cllo]?

)2 =[BT @) [[o] +clo]?,

\%
=
S

S}

> ||T(

onde utilizamos, de cima para baixo, os fatos seguintes:
- (, ) élinear na primeira coordenada;
- T é autoadjunto;
- —|b| é o minimo entre —b e b;
- Desigualdade de Cauchy-Schwarz.58

Portanto, como v # 0y,

T 2 _plIT 2_ (T _|b|||v|| 2 _ﬁ 2508
IT@)I = 1BIT @0l +clo|” = (1T === ) +{c—7 ) II">0
ou seja,

< (T2+bT+cI)(v),v> >0,

isto é,
(T2 +bT + cI) (v) # Oy

Portanto, Nu(T2 +bT + cI) = {0y}, ou seja, T2 + bT + ¢l é invertivel.?0

(R40) Existéncia de autovalores para autoadjuntos

‘ Se T é autoadjunto e V # {0y}, entdo T tem autovalor (em K).

DEMONSTRACAO DE (R40) ‘

Por 7.2.3, resta demonstrarmos o resultado para K = R. Assim, para v € V ndo nulo, como a lista

0, T(v), T*(v),. .., T9™Y (v)

88Confira o exercicio 4.1, secdo 6.4.
8Completando quadrados, obtemos o segundo membro da igualdade, que é positivo, pois b* < 4c.
DCt. (R12) e (R18), pp. 158 e 179, respectivamente.
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é formada por dim V + 1 vetores LD em V), existe alguma lista de escalares reais, ndo todos nulos, digamos

ap,a1,42, .-, 2dim v/

tal que
dim V .
Y a;T/(v) = Oy. (7.36)
j=0
Por outro lado, se
dimy |
p(t) =Y ait/ € P(R), (7.37)
j=0
entdo, pelo fato algébrico (**) supracitado,
p(t) =c (tz byt c1> . (t2 byt + cM) (F= A1) (E=A), (7.38)

ondec, A1, ..., Am, b1, ., bpm 1, CM EIR,C;wéO,bZ.2 <4cj,i=1,...,M,eM+m>0,comM>0oum > 0.
Note que

(c (T2 + 0T+ cll) - (T2 T + cMz) (T —MI)-- (T — /\ml)) (0) = Oy, (7.39)
por 7.2.2,(7.36), (7.37) e (7.38). Portanto:
- Caso M = 0, temos m > 0 e (7.39) reduzida a equacgéo
(T—=MI)---(T=AnD)) (v) =0y; (7.40)
. Caso M > 0, como T2 + b;,T + ¢;l éinvertivel, i =1,..., M1 temos
m >0,
pois, como ¢ # 0, se m = 0, o operador invertivel
c (T2—|—b1T—|—011) . (T2+bMT+cM1) (7.41)
leva v # 0y em Oy, por (7.39), que é um absurdo.”? Portanto, para que (7.39) seja valida, (7.40) deve ser
verdadeira.

Para concluirmos a demonstragédo, observe que, caso T — Ayl seja invertivel, k =1,...,m,

m

[T(T—AD)

k=1

¢ invertivel. Logo, (7.40) é vélida apenas para v = 0y,”* ou seja, chegamos a uma contradicao da hipétese
inicial sobre a ndo nulidade de v. Assim, como algum T — A é ndo invertivel, algum A; é autovalor de T.%

DEMONSTRACAO DE 7.4.7 |

Para a implicagdo “=", seja D = M(T, B), isto é, D* = M(T*, B),% que, obviamente, também ¢é diagonal.
Logo, como
D*=D (D" éa transposta conjugada de D)
= D! (D tem apenas entradas reais)

= D (atransposta de uma matriz diagonal é a prépria matriz),

1Cf. (R39).

92Cf. (R18) e (R12), pp. 179 e 158, respectivamente.

%De fato, a tinica pré-imagem de 0y, pelo operador invertivel (7.41) é o proprio Oy.
%4Ct. (R18) e (R12), pp. 179 e 158, respectivamente.

%Cf. (R19), p. 182.

%Confira a propriedade 6 de 7.4.3.
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T* =T, pois, se dim V = n, entdo

M(=,B) : L(V) — K"
L — M(LDB)

¢ um isomorfismo.%”

Demonstraremos a implicacdo “<=" por indugdo sobre n = dim V. Na verdade, basta demonstrarmos que
T é autoadjunto = V possui alguma base ortonormal B consistindo de autovetores de T.” (7.42)

Obviamente, (7.42) é verdadeira para n = 1. Suponha, entdo, n > 1 e (7.42) verdadeira para qualquer espago
com produto interno real cuja dimensdo pertenca ao conjunto {1,2...,1n — 1}.99 Agora, por (R40), T admite
algum autovetor u que, sem perda de generalidade, pode ser considerado unitario.!?° Portanto, U = [u] é
invariante por T e
T| uL E E (Z/{ l)

é autoadjunto, pelo exercicio 8 da segdo 7.5. Logo, podemos aplicar (7.42) ao operador T|;;., pela hipotese de
inducdo supracitada. Portanto, para concluirmos a demonstragéo, basta considerarmos o resultado (R32),101 5
secao 6.5 e B = {u,uy,...,u,_1}, onde {uy,...,u, 1} representa uma base ortonormal de ¢/, composta de

autovetores de T|,..

OBSERVACAO
Os operadores das subsecdes 7.4.6 e 7.4.7 sdo diagonalizaveis. O préximo resultado esta-
belece que operadores ndo diagonalizdveis sobre espagos vetoriais complexos sdo sempre
diagonalizdveis por blocos de Jordan.

7.4.8 Teorema (forma normal de Jordan)

SeT € L(V) eV é finitamente gerado sobre C,
existe alguma base B de V tal que

J1
M(T’ B) = ] = '.' ,
Jk
onde, para cada j € {1,...,k},
A1
A1
Jj = -
A1
A

e A]- é um autovalor de T.

OBSERVACOES

%Confira a subseco 6.3.3.

9BCt. (R26), p. 190.

9 Essa é a nossa hipdtese de inducdo.
100Cas0 u ndo seja unitario, considere o versor de u.
101Cf. p. 194.
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- As entradas de | diferentes de 1 e A, j=1,...,k sdonulas.
- ] é dita diagonal por blocos de Jordan.
102

- Alguns dos autovalores supracitados podem ser iguais.

- A demonstracdo do teorema supracitado serd precedida por dois lemas, juntamente
com suas respectivas demonstragdes.

Lemal

Seja T como no teorema supracitado e considere a lista Ay, ..., A, dos
autovalores distintos de T. Entio,

V= é}Nu((T — Ajl)dimv> .
j=1

DEMONSTRACAO DO LEMA 1

Pela subsecédo 7.2.3, podemos considerar algum autovalor A de T na lista supraci’cada.lo3
Dividiremos a demonstra¢do em 5 partes:
PARTE 1
Para cada inteiro positivo i, considere
Ui(A) = Nu((T - M)i)
e, caso o autovalor considerado esteja implicito no contexto,
Ui(A) = U1
Portanto,
Z/ﬁCUQC...CUiC...wS (7.43)

Logo, como V é finitamente gerado, a sequéncia (7.43) ndo é estritamente crescente, ou seja, a condicédo
dimU; < dimU; 4
ndo é valida para todo inteiro positivo i. Assim, existe o menor inteiro ¢ satisfazendo a condi¢do
Uy = Uy, .10 (7.44)

Portanto,
Upg1 =Upyp =Upz = ... 17 (7.45)

102Confira a secio 7.6.
103y = 1 6 uma possibilidade!
194Note que,

v €U <= (T — Al)' (v) = 0.

195Confira o antependltimo exercicio da secao 7.5.
1%QObserve que ¢ depende do autovalor A considerado.
107Confira o antepentiltimo exercicio da segao 7.5.
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Informacao adicional

Chamamos 0 # v € Ugimy(A) de autovetor generalizado de T e Uqimy de autoespaco generalizado de T,
ambos associados a A.
Note que:

I. £ <dimV;

II. v éautovetor de T = v é autovetor generalizado de T.
De fato, para I, suponha ¢ > dim V. Logo, por (7.43) e (7.44), a sequéncia

Uy ClUy C ... CUgimy C Ugimy+1

é estritamente crescente, que é uma afirmacdo absurda, pois giy, y+1 Nd0 pode ter dimensdo maior que
dim V. Agora, para II, basta observarmos que

Uy CUp = Ugimv,

por (7.43), (7.44), (7.45) e L.

PARTE 2
Para provarmos que

Nu((T = AD3Y) ATm (T — ADEY) = {0y},

consideremos v € V pertencente a essa intersecao. Entdo, (T — Al )MV (p) = 0y e existe u € V tal que
(T — AD4™Y(4) = v. Logo,

(T — ALV (3) = (T — AL)4™Y (1) = 0y,

Assim, u € Nu((T — Al )Z(dimv)) Portanto, como Ugimy = Up(dimy) (pela parte 1 supracitada), u € Ugimy,
isto é, .
v = (T —ADY™Y () = 0y.
PARTE 3
Pela parte 2 supracitada e por (R14),'08

VY= Nu((T - AI)dimV> a5 Im((T - AI)dimV> .

PARTE 4
Vamos demonstrar que Nu((T — Al )dimv> e Im(( T—-AI )dimv) sdo subespacos invariantes por T.!% Para

isso, note que
T(T—AI) =TT — A(TI)
=TT — A(IT)
= (T—-AIT.

Assim, por um lado,
ve Nu((T - M)dim")

—

(T — ADI™YT(0) = T(T — AV (1)

T
T(0)
0.

—

108¢Cf. p. 159.
199 0go, a restrigdo de T a cada um desses subespagos ¢ um operador.
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T(0) € Nu((T = ADI™Y).

Por outro,
Ve Im((T - /\I)dim")
i
existe u € V tal que (T — AIM™Y(y) = v
i
(T — ADI™VT (1) = T(T — AD4™Y (u)
= T(v)
l
T(v) € Im((T - M)dim") .

PARTE 5

O lema 1 pode ser demonstrado por indugdo sobre r, o nimero de autovalores distintos de T. De fato, seja
A1 = A. Assim, como o caso r = 1 é trivial, suponha r > 1 e que o lema seja valido para operadores que

possuam r — 1 autovalores distintos. Portanto, como os autovalores da restri¢io de T a Im((T — Al )dimv),

que é um operador sobre esse subespaco (pela parte 4 supracitada), sdo Ay, ..., A0

Im (T = AD#™Y) = é}zNu((T - nDTmY), (7.46)

pela hipétese de indugédo. Logo, para concluirmos a demonstracéo, basta substituirmos (7.46) na equagdo da
parte 3 supracitada.

OBSERVACAO
O lema 1 supracitado estabelece que

V pode ser escrito como soma direta dos autoespagos ge-
neralizados associados aos autovalores distintos de T.

| EXERCICIO |
Defina T € £(C3) por

T
(21122/ 23) 7 (22/ 0/ 23) .
1. Determine:

(a) os autovalores de T;
(b) os autoespacos de T;
(c) os autoespacgos generalizados de T.

2. Mostre que C? ¢ soma direta dos autoespagos generalizados de T associados aos auto-
valores distintos de T.

H0De fato, pela parte 2 supracitada, nenhum dos autovetores generalizados de T|I pode estar

m<(T—AI)dimV)

associado a A, pois os autovetores generalizados de T associados a A pertencem a Nu ((T — Al )dimv) .
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RESOLUCAO

(@)

T(21/ZZ/Z3) =A (21122123) - (22/0/Z3) = ()\Z],AZZ, AZ?})
= A € {0,1} é autovalor de T.

(b)

A=0eT(z1,22,23) = A(z1,22,23) = (22,0,23) = (0,0,0)
—2zp=23=0
= Nu (T —0I) = {(21,0,0) :

A=1eT (z1,22,23) = A(21,22,23) = (22,0,23) = (21,22,23)
== z1=2,=0
— Nu (T —1I) = {(0,0,23)

Note que C3 niio possui base de autovetores de T!

(c) Primeiramente, para A = 0, como

(T — AD)3 (21,22,23) = T2 (21,22, 23)
= T?(22,0,23)
= T(0,0,23)
== (0,0,23),

Nu((T— 01)3) = {(z1,22,0) : 21,20 € C}.

Agora, para A = 1, como

(T — ML) (21,22,23) = (T —1)* (T — 1) (21,22, 23))
(T 1 2 (T(Z1,22,Z3) (21,22,23))
= (T —1)*((22,0,23) — (21,22,23))

H
N

)
)
)
=(T-1)
=(T-1)
)
)
D)

(z2 — z1,—22,0)

(T =1) (z2 — 21, —22,0))
=(T—1)(T (22 — 21, —22,0) — (z2 — 21, —22,0))
(T I (( 2,0 0) (Zz — 21, —Z2,0))

(-

= (T - 223 +21,22,0)
T( 222+Z1,Zz,0) ( 222+21,Zz,0)
(Z ) ( 275 + Z1,Zz,0)
(322 — 21, —Zy, 0) 7
Nu((T— 11)3) = {(0,0,23) : z3 € C}.

2. Pela resolugédo do item (c) do exercicio 1 supracitado,

C* = Nu((T—0n%) &Nu((T-11)?).
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Lema 2

Considere L € L(V), V finitamente gerado sobre C e L nilpotente, isto
é, existe algum inteiro positivo p tal que LP = 0. Entdo, existe uma
lista de vetores v1,...,vs de V e existe uma lista de inteiros positivos

pi, ..., Ps tais que

ka(Uk) :Oy,k: 1,...,S,

{Lpl_l(vl),...,L(vl) 01, LP 1 (0y) ..., L(vs) ,vs}

é uma base de V.

| EXEMPLO DE NILPOTENCIA |
Caso A, U; ei > £ sejam como na demonstracdo do lema 1, a restricdo

(T —ADy, € L(U;)
é nilpotente. De fato, essa restricdo é um operador em U;, pois, como

U = U, (7.47)
= Udimy

é invariante por T,!'! U; é invariante por T — AI,}? e sua nilpoténcia é trivial, pois, para
cadav € U,

(T = AD)]y)" (v) = (T = AD(0)

= 0y.
DEMONSTRACAO DO LEMA 2 ‘
Note que
o lema 2 é vélido para L = 0. (7.48)
De fato, basta considerarmos uma base {vy,...,vs} arbitrariade Ve p; = --- = p; = 1.113 Por outro lado,

para L # 0, podemos aplicar indugdo sobre dim V. Assim, se dimV = 1, entdo
[P =0«=L=014 (7.49)
ou seja, o lema 2 é valido para V unidimensional, por (7.48). Agora, se dim V > 1, suponha que
o lema 2 é vélido para qualquer espago que tenha dimenséo inferior a dim V (7.50)

e considere
U =Im(L). (7.51)

- Caso U sejanulo, L = 0 e, para tal operador, o lema 2 é valido.!®

H1Cf. (7.44), (7.45), a informagao adicional e a parte 4 da demonstracao do lema 1.
112Qualquer subespaco U de V' é invariante por Al

113Nesse caso, s = dim V.

4Confira a resolugdo do pentltimo exercicio da segéo 7.5.

H5Cf, (7.48).
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- CasoU =V, L é injetivo.!'® Logo, L? é injetivo, que é uma contradicao da nilpoténcia de L.

- Caso U seja um subespaco ndo trivial de V, isto é,
0 <dim¥ < dimV,

a hipétese de inducgao (7.50) é aplicavel a . Entdo, existe uma lista de vetores u ..., u, de i e uma lista
de inteiros positivos g, . . ., 4, tais que

L9 (1) = Oy, j=1,...,7, (7.52)

{qu_l(ul) vo o L(ur) un, ., L (), ..,L(ur),ur} (7.53)
¢ uma base de U. Portanto, como existe v; € V,j =1,...,r, tal que L(v]-) = uj, por (7.51), e
Li(o;) = L™ (uj), (7.54)

para todo inteiro positivo 7, os vetores da lista L7 (v1), ..., L7 (v,) sdo LI em Nu(L), por (7.52) e (7.53).
Logo, podemos estender a lista supracitada, caso seja necessdrio, a uma base

{LT(vy),..., L (vr) ,w1,..., w4} (7.55)
de Nu(L)."7 Assim,
{L™(v1),...,L(v1),01,..., L7 (v)), ..., L(vr) 0, w01, ..., Wy } (7.56)
é uma base de V.118
DEMONSTRACAO DO TEOREMA 7.4.8
Considere A; como no lema 1,
Uy, = Nu((T = A1) (7.57)

B=|JB,
i=1

onde B; ¢ uma base arbitrariade U, ,i =1,...,r. Entdo, como

T|Z/{A. € £(Z/{,\1) ,i=1,.. .,7’,119

temos

M(T|UA1,81) Z€eros
M(T,B) = -,
Zeros M (T|UWB?)

Portanto, parai =1,...,r, como
Li:= (T = M) [y,

120

é nilpotente, “" caso B; seja uma base como a do lema 2,

M (T, Bi) = M(Aillu, . Br) + M(L;, By)

Ji1 Zeros

Zeros Jisi

H6Cf. (R12) e (R14), pp. 158 e 159.

H7Cf. (R6), p. 153.

H8Confira a resolucio do ultimo exercicio da secio 7.5.

9Confira a parte 4 da demonstragéo do lema 1.

120Confira o exemplo de nilpoténcia que precede a demonstragio do lema 2.
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onde, paraj =1,...,s;, as colunas do bloco

A 1
A 1 Zeros
Jij =
Zeros A 1
Ai
sdo obtidas ao aplicarmos
Tly, = Li+ Ailluy,
a cada vetor da base
_ P71
Bi,]' = {Li] (Z)]) ey Ll' (U]) ,Uj} , (7.58)
com
Si
B = Bi,. (7.59)
j=1
OBSERVACAO

O primeiro vetor da base (7.58) é um autovetor de T associado ao autovalor A 12t

| DEFINIGAO |
A lista de vetores de (7.58) é um ciclo da base B;,i =1, ..., r, de comprimento pj-

| EXEMPLO.1 |12

Para C3 = U, e
A= M(T,B)
A1 0
=0 A 1],
0 0 A

B consiste de um tnico ciclo. De fato, como e; é um autovetor associado ao (tinico) autovalor
AdeTe(A—Ale; =ep, (A—Al)2es =eje (A—Al)de3 =0,

B= {(A — Al)Zes, (A — Al)es, e3}

= {ell €, e3} .

| DEFINICAO |

m; := dim(Uy,) é a multiplicidade algébrica de A;,i=1,...,r.1%

| OBSERVACOES |

121Confira a primeira coluna de J; ;.
122Para mais exemplos, confira as subsecdes 7.6.2 e 7.6.3.
123Que fique claro:

a multiplicidade algébrica de A; é a dimensdo do autoespaco generalizado de T associado a Aj, i =1,...,r.
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- Parai=1,...,r,
Si
m; = Z P]/
j=1
ou seja, m; é a soma dos comprimentos dos ciclos de B;, por (7.59).

- Pelolema 1,

dimV =) _m;. (7.60)

i=1

DEFINICAO

p; := dim(Nu (T — A1) é a multiplicidade geométrica de A;,i =1,...,r.1%4

OBSERVACAO
Pela parte 1 da demonstra¢do do lema 1,

;’li Smi/izlw--/rr

isto é, a multiplicidade algébrica de um autovalor majora a sua multiplicidade geométrica.

| EXEMPLO.2 |
Na exemplo.1, as multiplicidades algébrica e geométrica de A sdo dadas, respectivamente,
porm =3eu=11%

DEFINICAO

Para um espaco vetorial V sobre C, caso m; seja a multiplicidade algébrica do autovalor A;
deT e L(V),i=1,...,r, definimos o polindmio caracteristico de T por

r

p(t) =TT E—A)". (7.61)
i=1
OBSERVACAO
Por (7.61) e (7.60),
graude p(t) = ) m;
i=1
= dim V.

EXEMPLO.3

Em relagéo ao exemplo.1, p(t) = (t — A)3.12

124Que fique claro:

a multiplicidade geométrica de A; é a dimensdo do autoespago de T associadoa A;,i=1,...,r.

12Verifique!
126Para mais exemplos de polindmios caracteristicos, confira os capitulos 4 e 5 e a subsecéo 7.6.2.
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Teorema de Cayley-Hamilton

p(t) é o polindmio caracteristico de T =—> p(T) = 0.

DEMONSTRACAO

Caso A; seja um dos r autovalores distintos de T e m; seja a sua multiplicidade algébrica, ou seja, a dimensao
do autoespago generalizado Uy, '%

(T = M) Jy,,
é nilpotente, pelo exemplo de nilpoténcia que antecede a demonstragdo ao lema 2, e, portanto,

(T =A™ Jy, =0, (7.62)

pelo item (a) do exercicio 12 da segdo 7.5. Por outro lado,
r .
p(T) =T [(T—AD)™,

i=1

por (7.61). Assim, como
p(Dluy, = 01

p(T) =0,
pois p(T) élineare V = @]r-:l U;\j.129

OBSERVACAO

Seja Vi um espago vetorial sobre o corpo IK. No AXLER, referenciado no capitulo 1, alguns
resultados sobre operadores definidos em VR sdo obtidos via resultados sobre operadores defi-
nidos em V¢, similares aos estudados aqui no capitulo 7. De fato, para T € L(VR), basta
considerarmos a “complexificagio” V¢ e Tc de VR e T, respectivamente, dada por:

1. Ve := VR X VR,

2. Ve 3 (u,0) :==u+iv;
3. u1,up,v1,02 € VR == (U1 +iv1) + (uz +iv2) 1= (u1 + ua) +i(v1 +02);
4. a,b € C,u,v € Vg = (a+ib)(u+1iv) := (au — bo) +i(av + bu);

5. u,v € Vg = Te(u+iv) :==T(u) +iT(v).
Com essa complexificagdo, em particular, o polindmio caracteristico de T pode ser definido (sem
determinantes), o teorema de Cayley-Hamilton (para T) pode ser demonstrado e podemos provar
que a defini¢do usual de polindmio caracteristico (via determinantes), estabelecida na maioria
dos livros de dlgebra linear, é equivalente a defini¢io dada em (7.61).

127Cf. (7.57), p. 225.
128Cf. (7.62).
129Confira a observagao que segue a demonstragdo do lema 1.
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7.5 Exercicios

1. SeL € L(V), B={v1,v3,v3} éumabasede Ve
A= M(L,B)

I
oo
oN o
N OO

obtenha os autoespacos de L associados aos seus autovalores.
Como A é diagonal, A = 1e Ay = 2 sdo os autovalores de L, por (R26).130 Além disso,
L(v1) = vy, L(v2) = 20y e L(v3) = 203,
por A. Portanto, pela subsecdo 7.2.1,
Nu(L —I) = [v1] e Nu(L —2I) = [v,v3]

sdo os autoespacos de L associados aos autovalores A; e Ay, respectivamente.

2. Para L € L£(K°) e dimNu(L — 8I) = 4, demonstre a invertibilidade de L — 2I ou
L—6lL

RESOLUCAO

Demonstraremos por contradi¢do. Assim, caso os operadores L — 21 e L — 61 ndo sejam invertiveis, 2 e
6 sdo autovalores de L, por (R19).13! Como Nu(L — 81) # {0}, 8 também é autovalor de L, por (R19).
Logo,

dim Nu(L — 2I) + dimNu(L — 6I) + dimNu(L — 8I) < 5,

por (R28).132 Portanto, como
Nu(L —2I) = {0} ou Nu(L — 6I) = {0},
um dos operadores supracitados é invertivel, por (R19). Contudo, esses operadores foram considerados

ndo invertiveis no inicio da demonstragao.

3. Seja U um subespaco finitamente gerado do espago vetorial V, munido do produto
interno ( , ). Demonstre que

1
(UL) —U.
Para a inclusdo N
Uc (Z/{L> )

note que,133 paracadav € U L

—uc (Z/IL)L,

130¢Cf. p. 190.
181Cf.p.182.
132Cf.p. 191.
133Cf. (7.16), p. 193.
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pois
<Z/IL)L = {w €V : (w,v) =0paracadav € Z/IL}.
Para a inclusdo
(LH)l cu,
1,134

. S . .
considere w € (U+)”. Assim, como U admite alguma base ortonorma
vetores (1,0) € U x U+ tal que

existe um (dnico) par de

w=u-+u,

por (R32).135 Portanto, como

v =_0ype assim,w=u € U.

4. Seja U um subespaco finitamente gerado do espago V, dotado do produto interno ( , ).
Demonstre que:
(@ ueld = Py(u) =u
(b) w € U+ = Py(w) = 0;
(¢) Im(Py) = U;
(d) Nu(Py) = U+;
(e) U+ é finitamente gerado => P,,1 = I — P;;'%¢
(f) Py é idempotente, ou seja, (Py)?* = Pyt¥
(8) veU = |Pyu(v)] < [o].

RESOLUCAO DE 4.(a) I

ued=Vo3u=u+0p,comuclfelyclU"
= Dy (u) = u, pela definigdo de Py.

RESOLUCAO DE 4.(b) I

weldt =Vs35w=0,+w,com0p eUfeweldt
= Py (w) = 0y, pela defini¢do de Py,.

134De fato, pelo exercicio 4 da secdo 6.4, podemos aplicar Gram-Schmidt a uma base qualquer de .
135Cf. p. 194.

136Cf. as matrizes das projecdes Ps e Pg. da subsecao 4.3.1.

137pelo item (e) desse exercicio, temos

PyPy. = Py (I—Py)
=0.
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RESOLUCAO DE 4.(c) I

Por um lado,

Im(Pu) cu,

pela defini¢ao de Py,. Por outro,
uc Im(Pu) ,

pelo item (a) desse exercicio.

RESOLUCAO DE 4.(d) I

Por um lado,

Ut c Nu(py),

pelo item (b) desse exercicio. Por outro, se v € V e Py(v) = 0y, como v = 0y +v e 0y € U, entdo
veut, pela defini¢do de P;. Portanto,

RESOLUCAO DE 4.(e) I

Basta observarmos que, para v € V arbitrdrio,

Nu(Py) c U*.

v=(v—Py(v)) + Py(v) — v — Py(v)
define a projegdo ortogonal de V sobre U+, onde v — Py (v) € U™, pelo item 2 de (R34),! e Py (v) €

U= (Ut - pelo exercicio 3 dessa secao.!?’

RESOLUCAO DE 4.(f) I

Caso u e v sejam como na demonstragdo de (R32

) 140
7

Py (Py(v)) = Py(u) (pois Py (v) = u, pela definigdo de Py)
=u (pelo item (a) desse exercicio)
= Py (v) (pois Py (v) = u, pela definigao de Py).

RESOLUCAO DE 4.(g) I

Sejam u, v e w como na demonstragao de (R32). Logo, pelo teorema de Pitdgoras,'4!
ol = ull® + Jw|?
2
> [ul? = [Pu (o),
pois Py (v) = u, pela defini¢do de Py.

5. Demonstre os seis itens (ndo demonstrados) da subsecao 7.4.3.

1. Considere w € V fixo e v € V arbitrario. Logo,
{0 (T+L)"(w)) = (T +L)(v), w

(
(T(v),w) + (L
< %

Entédo, (T + L)*(w) = (T* + L*)(w), por (R35).14?

138Cf. p. 196.
139Ge¢a0 7.5.
140Cf. p. 194.
141Cf, a demonstracio do item 4 de (R34).
142¢Cf. p. 208.
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2. Sejam A € Kew € V fixos. Logo, para v € V arbitrério,

(0,(AT)"(w)) = ((AT)(v), w)
= MT(v), w)
= Ao, T* (w))
= (o, (AT*) (w)).
Entdo, (AT)*(w) = (AT*)(w), por (R35).
4. Considere w € V fixo e v € V arbitrédrio. Logo,
(v, I"(w)) = (I(v),w)
= <Z),ZU>
= (v, I(w))
Entdo, I*(w) = I(w), por (R35).
5. Considere w € V fixo e v € V arbitrério. Logo,
(0, (TL)*(w)) = ((TL)(v), w)
= (T(L(v)),w)
= (L(v), T"(w))
= (o, L*(T"(w)))
= (o, (L"T7) (w))
Entdo, (TL)*(w) = (L*T*)(w), por (R35).
7. Pelositens 4 e 5 de 7.4.3,1%3 se
TT ' =
=TT,
entdo
(T71) T =1

8. Por (R19) e pelos itens 1,2,3 e 7 de 7.4.3,144

A éautovalor de T <= T — AI ndo é invertivel
<= (T — AI)* = T* — Al ndo é invertivel
<= A é autovalor de T*.

6. Para L € L(V), onde V é finitamente gerado e dotado do produto interno ( , ),

Nu(L), Im(L), Nu(L*) e Im(L")

sdo conhecidos como os quatro subespacos fundamentais associados a L.14°

Demonstre que:

(a) Nu(L*) = (Im(L))*;

143¢f. p. 210.
144Cf. pp. 182 € 210.
145Conforme o STRANG, referenciado no capitulo 1.
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(b) Nu(L) = (Im(L*))*;
(¢) Im(L*) = (Nu(L))";
(d) Im(L) = (Nu(L*))".

RESOLUCAO

Para o item (a), note que

w € Nu(L") <= L*(w) = 0y,
<~ (v, L*(w)) =0 Yo eV
<~ (L(v),w) =0 Vo eV
— (w,L(v)) =0 Vo eV
< (w,u) =0 Yu € Im(L)
«— w e (Im(L))*.
Para o item (b), temos
Nu(L) = Nu((L*)"
= (Im(L"))",

pelo item 3 de 7.4.3, p. 210, e pelo item (a) desse exercicio.
O item (c) segue do exercicio 3 dessa subsecédo (7.5) e do item (b) desse exercicio.
Para o item (d), temos

pelo item 3 de 7.4.3 e pelo item (c) desse exercicio.

7. Considere que a matriz de T € £(C?) na base candnica é dada por

1 «
1+i 2 |°
Determine todos os valores de a para os quais T é autoadjunto.

RESOLUCAO

Caso A e A* sejam como no item 6 de 7.4.3,
T é autoadjunto <= T = T~
= A =A%
pelo isomorfismo (6.12) de 6.3.3, com ¥V = W e B = B'. Portanto, a = 1 — i.
8. Caso T € L(V) seja hermiteano e U seja um subespaco de V invariante por T, isto é,

T|y € L(U), demonstre que:

(a) U+ é invariante por T, ouseja, T|,,. € E(UL);

(b) T|y e T|;. sdo hermiteanos.

RESOLUCAO

(a) Para v € U e u € U arbitrarios,
(T(v),u) = (v, T(u)) (T é autoadjunto)
=0 (weUteT(u) el
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acarreta T(v) € U™,
(b) Para u, w € U arbitrérios,
((Tle) (), w) = (T(u), w)

= (u, T(w)) (T é autoadjunto)

= (1, (Tl (w))
acarreta T|;; autoadjunto. Portanto, ao considerarmos U L no lugar de U e o item (a) desse exercicio,
T|,;. também é autoadjunto.

9. O teorema espectral complexo (subsecdo 7.4.6) caracteriza todo operador T € L(V)
normal, caso V seja finitamente gerado e munido de algum produto interno complexo.
Utilize o teorema supracitado para demonstrar que, caso T seja normal e A seja um dos
seus autovalores,

T é autoadjunto <= A € R.
OBSERVACAO
Na demonstragio da implicagdo “==", ndo utilize o resultado (R36).!4
Para a implicagdo “=", suponha
T"=T
e que A seja um autovalor de T. Logo,
Nu(T — AI) = Nu(T* — AI)
— (7.63)
— Nu(T - AI),
pelos itens 3 e 4 de (R38),'%7 e, assim, A também é autovalor de T. Além disso, como T é normal, 148 T
é diagonalizével, por 7.4.6.1% Portanto, os autovalores A e A ndo podem ser distintos, por (7.63) e pelo
item 2 de (R29).1" Assim, como A = A,
AeR.
Para a implicacdo “<=", suponha que
A éautovalorde T — A € R. (7.64)
Logo, por 7.4.6,151 existe alguma base ortonormal 5 de V tal que
D = M(T,B)
é diagonal, onde todos os seus autovalores sdo reais, por (7.64), e sdo representados pelas entradas da
diagonal principal de D. Portanto,
M(T*,B) =D*
=D,
pelo item 6 de 7.4.3.1%2 Assim,
T =T,
pelo isomorfismo (6.12).13
146Cf. p. 212.
147Cf. p.213.
148Por hipétese ou por ser autoadjunto!
19¢Cf. p.214.
130¢Cf. p. 191.
I51T ¢ normal, por hipétese.
192¢Cf. p. 210.

193¢t p. 161.
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10. SeT € L(V),v € V, T" (v) # 0e T"(v) = 0, demonstre a independéncia linear dos

11.

vetores da lista

RESOLUCAO

Note que:

v, T(v), T*(v),...,T" 1(v).

- v # 0, pois, caso contrério, para todo inteiro ndo negativo j, Ti (v) =0e¢, portanto, chegariamos a
uma contradigdo da hipétese

" 1(v) #0; (7.65)
- T™(v) = 0 acarreta .
" (v) =0,j=0,1,2,... (7.66)
Assim, para
m—1 )
Y 4j1T(v) =0, (7.67)
j=0

ondeaHl €kK,j=0,1,...,m—1, temos

m—1 ) m—1 )
Tt ( Y aj+1T]v> =T"10) = Y aj 1 T"Y 1 (v) =0
j=0 j=0
— T" Yv) =0
= a1 =0,

por (7.66) e (7.65). Portanto, (7.67) pode ser escrita como
m—1 .
) aj1T (v) = 0.
i=1
Assim,
m—1 ) m—1 .
T" 2 Y a4 To | =T"2(0) = Y aj T %(0) =0
j=1 j=1
— a,T" Y (v) =0
—a, =0,
por (7.66) e (7.65). Obviamente, ao repetirmos o mesmo raciocinio m — 2 vezes, temos

43 = = ay = 0.

Para um espaco vetorial complexo finitamente gerado V, o autoespaco generalizado de
T € L(V) associado a um de seus autovalores contém todos os autovetores associados
ao autovalor supracitado,'®* pela informagao adicional da parte 1 da demonstragéo do
lema 1.1%

(a) Caso T tenha autovalores distintos, demonstre que nenhum autovetor de T as-
sociado a um deles pertence ao autoespaco generalizado de T associado a outro
desses autovalores.

(b) Demonstre que a intersecdo de autoespagos generalizados de T associados a au-
tovalores distintos contém apenas o vetor nulo.

154 A existéncia desse autovalor segue de (R23) e (R25), pp. 187 e 189.
1550 lema 1 encontra-se na pagina 220.
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12.

RESOLUCAO

Sejam « e § autovalores distintos de T.
(a) Para demonstrarmos que

Nu(T — «I) N1 Nu ((T - ﬁl)dim") = {0},
consideremos v pertencente a interse¢do do primeiro membro de (7.68). Logo,
0= (T - 1)V (0)
= (T = D™V 1(T — BI)(v)
= (a— B)(T = pL)™ V"1 (0).
Ao repetirmos esse procedimento mais dim V — 1 vezes, temos
0= (a—p)imVy,

Assim, v = 0, pois a # B. Portanto, (7.68) é valida.
(b) Caso

W =Nu ((T - al)dimV) N Nu ((T - /Sl)dimv>

CAPITULO 7. L(V)

(7.68)

seja nao nulo, como Ty possui algum autovalor,'>® Nu ((T —al )dij) e Nu ((T —BI )dimv> contem

autovetores de T associados ao autovalor supracitado, que é diferente de « ou f, pois « # B. Portanto,

como temos uma contradigdo do item (a) desse exercicio, W = {0}.
Seja L € L(V) nilpotente.’” Demonstre que:

(a) LdimV =0;
(b) 0 é o tnico autovalor de L;

(c) K = C = existe alguma base B de V tal que

0 *
M(L,B) =
Zeros 0
é triangular superior. 1%
(a) Existe algum inteiro positivo p tal que
(L—0I)P = LP
=0.

Entdo, como, para A =0,
Nu((L—-ADP)=V

é um dos subespacos da sequéncia (7.43) da demonstragio do lema 1,'%

Nu (19mY) = v,

156Cf. (R23) e (R25).
157Cf. lema 2, p.224.

158 Egge resultado também é vélido para K = R, conforme demonstrado no AXLER, citado no capitulo 1.
159¢Cf. p. 220.
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por (7.44), (7.45) e I (da informac&o adicional daquela demonstragéo).
(b) Seja A € K, 0 # v € V e LP = 0 para algum inteiro positivo p. Portanto,

L(v) = Av = LP(v) = APo
:>)LPZ):0V
= A=0.

(c) Esse resultado é uma consequéncia direta de (R23), (R25) e do item (b) desse exercicio.

13. Prove (7.43) e (7.45) da demonstracio do lema 1.1%0

RESOLUCAO

Para cada inteiro positivo i,
Ui C Uiy,

pois
v € U — v € Nu((T - AI))
= (T = AD)(v) =0y
— (T=AD((T = AD/(0)) = (T = AT)(0y)
— (T - A" (0) = 0y
:>veNu(T Ml“)

— v Ec Z/[1+1'

Portanto, como a sequéncia de inclusdes (7.43) é, de fato, crescente, em relagdo a (7.45), basta demons-
trarmos a validade da seguinte sequéncia de inclusdes reversas:

Upp1 DUpa DUp3 D .

Na verdade, basta demonstrarmos a primeira inclusdo dessa sequéncia, pois as outras sdo andlogas.

Assim,
VEU =D E Nu((:r Al “2)

— (T —AD*2(0) = 0y

— (T =AD" (T = AT)(0)) = 0y
— (T = M)(0) € Nu((T - AD*?)
s (T— AD)(0) €Uy
= (T — AI)(v) € Uy (via (7.44))
— (T—MD)(0) € Nu((T - AD)")
— (T—AD'((T = AI)(0)) = Oy
— (T—AD(0) = 0y
:>veNu( (T — AI) “1)
= v €U

14. Prove a equivaléncia (7.49) da demonstra¢do do lema 2.

RESOLUCAO

160¢t. p. 220.
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Como a € K é uma “matriz” 1 x 1 e toda transformagcdo linear é do tipo “multiplicagdo por matriz”, !

se v € V é arbitrério, entdo L(v) = av e, caso p seja um inteiro positivo, como L?(v) = aPv,
LP(v) =0y Yo e V<= alv=0, Yo eV
= al =0
—a=0
—av=0)VYoeV
<= L(v) =0y Yo € V.

Prove que (7.56), da demonstrac¢do do lema 2, é base de V.

RESOLUCAO

Por (R9),'? basta demonstrarmos os seguintes fatos:

I. Os vetores de (7.56) sdo LI;

II. dimV éigual ao nimero de vetores de (7.56).

DEMONSTRACAO DO FATO I
Ao aplicarmos L a ambos os membros da CL nula

r

gi , 9
)3 ( ai;L/ (%’)) + ) bwg = 0y,' (7.69)
i=1 \j=0 =1

podemos reduzi-la a
r (i1 )
)y (Z ai L/ (Uz')> =0y,
i=1 \ j=0

isto 6,165

rofai=1 .
) a; ;L (u;) | =0y,
i=1 \ j=0

que é uma CL nula dos vetores da base (7.53) de Im(T),'%®

ou seja,
111’0 = {11,1 =...= al,ql_l =...= er,() = ar,l == ar’qr_l =0. (770)
Portanto, ao substituirmos (7.70) em (7.69), obtemos a CL nula
r q
Y i LT(v;) + Y brwg = 0y. (7.71)
i=1 k=1

Logo, como (7.55) é base de Nu(L),'” os escalares de (7.71) séo nulos e, portanto, todos os escalares de
(7.69) também sao nulos.

| DEMONSTRACAO DO FATO I |

dimV = dim(Im(L)) + dim(Nu(L)) (por (R14) do final da subse¢do 6.3.2)
=(qp+-+q)++q) (por (7.53) e (7.55) da demonstragdo do lema 2)
=@ +1)+ -+ +1)+q

que é exatamente o niimero de vetores de (7.56).

161Cf, (R15), p. 162.

162Cf. p. 154.

163Para todos os indices i, j, k admissiveis, ajj, b, € C.

164De fato, os vetores de (7.55) pertencem a Nu(L), conforme a p. 225.
165Cf. (7.54), p. 225.

166Cf. p. 225.

1671dem.
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7.6 Informagoes adicionais

7.6.1 Matrizes quadradas x operadores

Caso B = {vy,..., v} e B' = {wy,..., w,} sejam bases ordenadas de V e I seja o operador
identidade em V,168

M(L B, B) M(I,B,B') = M(I,B)

1 Zeros

Zeros 1

por (6.13).19 Assim, P := M(I,B',B) e P' := M(I, B, B') sdo invertiveis, com P’ = P71, e
ditas matrizes de mudanga de bases, pois, para cada L € L(V),

M(L,B') =P M(L,B)P, (7.72)

por (6.13).170

| EXEMPLO|
Podemos conciliar o conceito de diagonalizacdo de matrizes com o de diagonalizagdo de
operadores. De fato, qualquer matriz A € R"*" pode ser vista como a representa¢do do
operador “multiplicacdo por A” em R", ou seja, se B é a base candnica de R" e, para cada
x € R", L(x) = Ax, entdo A = M(L,B). Caso o operador L seja diagonalizavel, existe
uma base B’ de R", formada por autovetores de L, tal que A" = M(L, B') é diagonal, pela
subsecdo 7.2.5. Portanto, A é diagonalizavel (num sentido semelhante ao da subsecdo 4.2.1),
pela equagao (7.72).171

OBSERVACAO

O operador (4.9) (da pagina 100) ndo é o operador identidade. Caso fosse, [T]g e [T!] B
seriam a matriz identidade em R"*" e, portanto, o uso de (4.11) (da pédgina 100) estaria com-
prometido.!”? Contudo, T e o operador identidade I, no que se refere a matriz P desses
operadores, desempenham um papel semelhante nas férmulas (4.11) e (7.72), pois:

Caso B e B’ sejam as bases ordenadas supracitadas
e o operador T € L(V) satisfaga a condigio

T(vx) =wr, k=1,...,n,

M(T,B) = M(I,B,B).

168Para cadav € V, I(v) = v.

169Cf. p. 161.

170Matrizes que representam L (em bases distintas) sdo ditas semelhantes (entre si).

171Essa abordagem também ¢é vélida para a forma de Jordan de uma matriz quadrada A, a ser estudada na
subsecdo 7.6.2.

172 Além disso, exemplos (nas subsegdes 4.1.2 e 4.2.1) comprovam que essas matrizes ndo podem ser a iden-
tidade.
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De fato,

M(T, B) = M(IT, B, B)
= M(I,B',B) M(T,B,B’) (por (6.13))
— M(1,B,B),

pela condigdo supracitada, onde | denota a matriz identidade de tamanho compativel.

7.6.2 Para A € C"*" ndo diagonalizavel, como podemos obter P € C"*"
invertivel com
P1AP =]

na forma de Jordan?

Para os trés exemplos seguintes, considere o estudo feito na subse¢do 7.4.8 e as seguintes
etapas:

I. Célculo dos autovalores de A;

II. Calculo dos autoespacos de A;

III. Calculo de J;

IV. Célculo da base B de U/, consistindo de ciclos;

V. Célculo de P.

| EXEMPLO 1]
Seja
2 2 3
A= 1 3 3
-1 -2 =2
I. Como
2—A 2 3
det(A — Al) = 1 3—A 3
-1 -2 =2—-A
= —(A-1)
A =1 é o tinico autovalor de A.
II. Como
1 2 3
Nu(A —1) = Nu 1 2 3
-1 -2 -3
-2 -3\ ]
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a multiplicidade geométrica de A = 1 é dada por

= dim(Nu(A —1))
=2
< 3.

Portanto, C3 ndo tem base formada por autovetores de A, isto é, A ndo é diagonaliza-
vel.

III. Pelas etapas I e II, temos (apenas) duas possibilidades para J:

L=

, composta de um tinico bloco de Jordan;

2. | = , a menos da ordem dos dois blocos.

O O = OO =
(S e J S G S

o = O O = =

Na verdade, o item 1 ndo é uma possibilidade vidvel, pelo exemplo que precede o
teorema de Cayley-Hamilton.!” De fato, como

2
1 2 3
(A-1?>=| 1 2 3
-1 -2 -3
000
=1000],
000

ndo tem como C? ter uma base que consista de um tnico ciclo de comprimento 3.
Assim, devemos obter a forma dada no item 2 supracitado.

IV. Pela etapa III,
B={v1} U{(A—1)vy,v2},

onde v; pode ser qualquer vetor de Nu(A — I). Por exemplo, seja v1 = (—2,1,0). Por
outro lado, para obtermos um ciclo de comprimento 2, o autovetor generalizado v,
deve satisfazer a condigao

v € Nu ((A - I)2> mas v  Nu(A —1).

Logo, como (A —1)2 = O, podemos escolher qualquer v; € Nu(A — ). Por exemplo,
considere v, = eq. Logo,

1 1
{(A—|)Z)2,’02} = 1 , O
-1 0

173Esse teorema encontra-se na pagina 228.
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V. Considere as colunas de P como sendo v1, (A — 1)v; e v, nessa ordem. Verifique, entéo,

que
1 00
PlAP=101 1
001
EXEMPLO 2
Seja
-1 -1 0
A= 0o -1 -2
0O 0 -1
I. Por (R25),174 A = —1 é 0 tinico autovalor da matriz triangular superior A.
II. Como
0 -1 0
Nu(A+1)=Nu| 0 0 -2
0 0
1
— 0 ,
0
a multiplicidade geométrica de A = —1 é dada por

p=dim(Nu(A+1))
—1
< 3.

Portanto, C3 ndo tem base formada por autovetores de A, isto é, A nao é diagonaliza-
vel.

III. Pelas etapas I e Il, temos (apenas) duas possibilidades para J:

-1 1 0
1. | = 0 -1 1 |[,compostadeum tinico bloco de Jordan;
0O 0 -1
-1 0 0
2. ] = 0 —1 1 |,amenosdaordem dos dois blocos.
0O 0 -1

Note que o item 2 ¢ uma possibilidade viavel, caso C? tenha alguma base B consistindo
de dois ciclos, um de comprimento 1 e o outro de comprimento 2, digamos

B={v} U{(A+ vy, v},

onde v1 e (A + |)v; sdo autovetores LI associados a A = —1. Contudo, isso ndo pode
acontecer, pois y = 1. Portanto, devemos obter a forma dada no item 1 supracitado.

174Cf. p. 189.
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IV. B é composta de apenas um ciclo de comprimento 3, pela etapa III, dado por
B = {(A + I)zv, (A+ I)v,v} ,
onde o autovetor generalizado v deve satisfazer a condigdo
v € Nu ((A + |)3> mas v ¢ Nu(A +1) UNu ((A + |)2) .

Pelo que obtivemos na etapa Il e como

Nu ((A + I)2> = Nu (
1
0
0

podemos considerar, por exemplo, v = e3. Logo,

G ()6

V. Considere as colunas de P como sendo os vetores da base ordenada B, na ordem em que
esses vetores aparecem nessa base. Entdo, verifique que

-1 1 0
PlAP=| 0 -1 1 |.
0o 0 -1

| EXEMPLO 3]
Seja
2 -1 0 1
0 3 -10
A= 01 1 0
0 -1 0 3
I. Como
2—-2 -1 0 1
0 3-A -1 0
det(A — Al) = 0 1 1-1 o0
0 -1 0 3-A
3—A -1 0
=2-A)] 1 1-A 0
-1 0 3-A
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(onde calculamos os dois primeiros determinantes ao longo da primeira e da dltima co-
lunas, respectivamente), A1 = 2 e A, = 3 sdo os autovalores de A com multiplicidades
algébricas dadas respectivamente por m; =3 e my = 1.

II. Como

0 -1 0 1
0O 1 —-10
Nu(A —2I) = Nu 0 1 -1 0
0 -1 0 1

1 0

_ 0 1
- 011’11 ’

0 1

com multiplicidade geométrica de A; = 2 dada por

p1 = dim(Nu(A —21))
=2
< my,

0
-1
A

SO O

0 0

-1 -1
0 0
Nu(A —3l) = Nu 0 1
—1
1
0
0
1

com multiplicidade geométrica de A, = 3 dada por

fp = dim(Nu(A — 2I))
=1
= my,

temos que C* ndo tem base formada por autovetores de A, isto é, A nao é diagonaliza-
vel.

III. Pelas etapas I eI, temos (apenas) duas possibilidades para J:

2100
0210 .

1. | = 00 2 o |-@amenos da ordem dos dois blocos, com um dos blocos asso-
000 3

ciado a um ciclo de comprimento 3 e o outro associado a um ciclo de comprimento
L
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2000
2. | = 8 é ; 8 , a menos da ordem dos trés blocos, com dois blocos de com-
0 00 3
primento 1 e o terceiro de comprimento 2.

Como 1 = 2, a base de U, composta de ciclos, deve conter dois autovetores L. Como
ndo conseguimos isso na possibilidade 1, devemos obter a | dada em 2.

IV. Pelas etapas Il e III, para

03 =

N = N e B
~

{v3} é uma base de U3 e uma base de U/, é da forma

{Ul} U {(A — 2|)02,Z)2},

onde v1 e (A — 2l)v; sdo autovetores de A e v é um autovetor generalizado de A tal
que (A —2l)vy # 0, todos associados ao autovalor A; = 2. Portanto, para obtermos
esses ciclos, considere

01 =

S O o
~

por exemplo, e que v satisfaca a condigado
vy € Nu <(A - 2I)2) mas vy ¢ Nu(A —2I).

Pelo que obtivemos na etapa Il e como

0 -2 11
0 0 00
—3)2) =
Nu((A=32) =Nu| o 4 o ¢
0 211
1 0 0
_ 0 1 1
- 0 7 2 7 O 7
0 0 2
podemos considerar, por exemplo,
0
o — 1
2| 2
0
Nesse caso,
—1
-1
(A—2I1)v, = 1
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V. Caso as colunas de P sejam v1, (A — 2I)v, v, e v3, nessa ordem, verifique que
P1AP =]

é dada como no item 2 da etapa III.

Comentdrio sobre a ciéncia e a arte da dlgebra linear

So as is frequently true in life, the
nature of the answer depends on
how the question is posed.

Shlomo Sternberg

Na matematica, é possivel que a importancia do método utilizado na resolucdo de um dado
problema tenha um peso equivalente ao do modo como esse método tenha sido empregado.
Por exemplo, no escalonamento de uma dada matriz, embora sejam utilizadas operacdes
elementares sobre as suas linhas, na obten¢do de sua escalonada reduzida, o ntimero de pas-
sos desse escalonamento, em geral, depende da pessoa que esteja escalonando. Do mesmo
modo, no método para a obtengdo da forma de Jordan de uma dada matriz, que acabamos
de estudar, as escolhas dos autovetores, inclusive dos generalizados, para a composigao dos
ciclos, sdo totalmente individuais.

Na préxima subsecdo,!”” analisaremos um outro método para obtermos a forma de Jordan,
baseado num diagrama de pontos, que é mais eficiente, ou seja, mais direto e menos traba-
lhoso, mas que ainda depende da “arte” do método, isto é, do modo como ele é utilizado.

175 A subsecdo 7.6.3 é de autoria do Professor Marcelo Alves do DMAT da UFPR, conforme antecipado no
capitulo 1.



7.6. INFORMACOES ADICIONAIS 247

7.6.3 Determinacdo da forma de Jordan via diagrama de pontos de um
operador

Caso V seja um espago vetorial complexo finitamente gerado e B seja uma base de
Jordan para T € L(V), isto é, dada como na demonstragio do teorema 7.4.8, po-
demos associd-la a um diagrama de pontos dotado de toda a informagdo necessdria
para obtermos a forma de Jordan | de T. O mais interessante, nesse caso, é que
podemos obter esse diagrama de outro modo e, assim, determinarmos | sem a neces-
sidade de calcularmos B. Além disso, o diagrama de pontos também pode ser 1itil
no cdlculo dessa base, caso seja necessdrio.

Nessa tltima subsecdo do livro, V representa o espaco supracitado e todos os operadores
pertencem ao espago L(U), onde U é um subespago de V. Além disso, o diagrama supraci-
tado sera construido, primeiramente, para operadores nilpotentes e, em seguida, imediata-
mente estendido para operadores em geral.

DEFINICOES/ OBSERVACAO

e Seja L € L£(V) nilpotente.
- O grau de nilpoténcia de L é o menor expoente 1(L) tal que L"") = 0;
- n(L) < dim(V);!76
- Considere os vetores v; e os nimeros inteiros p; como no lema 2 e as bases B;

como na equacgdo (7.58). Suponha que os inteiros supracitados estejam em uma
sequéncia ordenada, digamos

p1=p2 =2 ... 2> Ps.

Nesse caso, o diagrama de pontos de L tem s colunas e a coluna j € {1,...,s} tem
p; pontos, ou seja, cada vetor do j-ésimo ciclo

—1
LFi (U]'),...,L(U]'),U]'
pode ser representado por um ponto na coluna j.

e Caso T € L(V) ealista Ay,..., A, represente seus autovalores distintos, o diagrama de
pontos de T associado ao autovalor A; é o diagrama de pontos do operador nilpotente
(T = Aj) |y U; — U;.

| EXEMPLOS|

- Caso um operador nilpotente L : C° — C> possua uma base de Jordan composta por
dois ciclos, digamos

Bi1 = {L*(v1), L(v1),01} € Bip = {L(02),v2},
podemos representar esses ciclos em colunas por:
L*(01) L(v2)

L(vq) Vo
0

176Confira o exercicio 12 da segdo 7.5.
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Essa representacdo pode ser simplificada no seguinte diagrama de pontos:

- Caso T : €7 — C7 tenha dois autovalores, digamos A; = 2 e A, = i, e o0 diagrama de

pontos
A =2 Ay =1

sabemos que, para A1, temos os ciclos

Bi1 = {(T —2l)(v1),v1} e Bip = {02}

e, para Ay, os ciclos

Byy = {(T —il)(wy), w1}, Bap = {w2} e Boz = {ws}.

Portanto, T possui a seguinte matriz de Jordan

—
Il
(o] el Nl o] Ne) Nan ) O]
OO O OO =
OO O OINO O
OO O ~ OO O
OO~ R O|O O
O = O OO O O
~ | OO OO O O

Veremos, agora, que o diagrama de pontos de um operador pode ser obtido e, portanto, a
forma de Jordan desse operador, sem que seja necessario calcularmos uma base de Jordan.

Teorema do diagrama de pontos

Seja L um operador nilpotente, de grau de nilpoténcia n(L), e considere
vj, pj e B'i,j cormo fleﬁnidos.na pdgina 247. Se r; é o miimero de pontos que
estdo na i-ésima linha do diagrama de pontos de L, entdo:

1. O diagrama possui n(L) linhas.

2. Para cada r, os vetores associados aos pontos nas primeiras r linhas
formam uma base de Nu(L").

3. r1 = dim(Nu(L)).
4. r; = dim(Nu(L)") — dim(Nu(L)!~1) para todo i > 1 admisstvel.

DEMONSTRACAO
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1. Esse item segue do fato que a coluna mais longa possui p; pontos e n(L) = p;.

2. Os pontos de cada coluna j correspondem ao ciclo

1 )
LPi (Uj),LpJ (Uj),...,L(Z)j),Z)]‘,

nessa ordem, do inicio ao final da coluna. Desse modo, um vetor que corresponde a um ponto na linha

i do diagrama de pontos de L é da forma Lpf_i(vj) para algum j. Como L*(v;) = 0 se, e somente se,
k> pj, temos

L' (LPi~ (v))) = LPIT U= (0;) = 0

se, e somente se, r —i > 0, ou seja, v > i. Assim, L"’f—i(vj) € Nu(L") se, e somente se, r > i. Logo, existe
um conjunto formado por vetores LI dados por

LPiTi (o), 1<i<r,1<j<s,

contido no nucleo de L". Esse conjunto é uma base de Nu(L"). De fato, como
B:{U’f”(v]-) : 1§i§pj,1§j§s}

é uma base de V,!”7 ao considerarmos v € Nu(L"), temos a CL
v= 3 ¥ all(v)
1<j<s 1<i<p;
e, portanto,

0=L'(v)= ), ) ﬂi,ijf+(r7i)(Uj)

1<j<s 1<i<p;

=Y L a0+ Y Y a0 ()

1<j<s 1<i<r 1<j<s r<i§pj

= Z Z ai,ijf+("i) (Z)]‘),

1<j<sr<i<p;
que acarreta 4;; = 0 se i > r, pois os vetores de B sdo L1. Consequentemente, os vetores
LPii(v)),1<i<r,1<j<s,
formam uma base de Nu(L"), por serem geradores LI desse nticleo.

3. Esse item é imediato, pelo item (2).

4. Parai > 1, pelo item (1), o nimero de pontos nas i primeiras linhas do diagrama ¢é a dimenséao de
Nu(L'), o mesmo valendo para dim(Nu(L'~!)) e o ntimero de pontos nas i — 1 primeiras linhas. Con-
sequentemente, o nimero de pontos da i-ésima linha é dim(Nu(L'~1)) — dim(Nu(L?)).

Utilizando-se o teorema do nticleo e da imagem,!”8 temos um segundo modo de calcular os
numeros r; supracitados.

Corolério

Caso L seja um operador nilpotente e r; seja o niimero de pontos que estdo na
i-ésima linha do diagrama de pontos de L,
1. rn =dimV — dim(Im(L));

2. r; = dim(Im(L~1)) — dim(Im(L')) para todo i > 1 admissivel.

177Confira o lema 2, pagina 224.
178Cf. (R14), p. 159.
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OBSERVACAO

Note que, pelo teorema supracitado,'”® é possivel construirmos o diagrama de pontos de

um operador nilpotente L a partir do cdlculo dos nimeros r;. Esse cdlculo termina quando
obtemos, pela primeira vez, a igualdade LI =0, ou seja, I = n(L), pois, para j > i, temos
rj = 0. Por outro lado, a construgéo do diagrama de pontos passa a ser realmente interes-
sante quando, por algum motivo, nio temos conhecimento de qualquer base de Jordan para
L. De fato, a determinacdo do nimero de pontos em cada linha fornece o diagrama, que
fornece as colunas, e, a partir delas, sabemos quantos ciclos existem e qual o comprimento
de cada um deles. Assim, podemos obter, imediatamente, a forma de Jordan do operador.
Além disso, note que, ao compararmos o modo como a forma supracitada foi obtida (nessa
subse¢do) com o0s passos I-V estudados na subsecdo 7.6.2, o calculo dos ntcleos das potén-
cias de (T — A;l) foi acrescentado ao passo II, enquanto que o passo III passa a ser realizado
pelo diagrama de pontos. Por outro lado, o passo IV, onde uma base composta por ciclos é
obtida, é executado exatamente como em 7.6.2. Essa andlise e o fato de podermos utilizar as
informagdes sobre o comprimento dos ciclos para construir uma base de Jordan sao ilustra-
dos nos préximos exemplos.

| EXEMPLOS |

- Caso a matriz de um operador nilpotente L : C> — C>, na base can6nica, seja dada por

2 -10 0 0
4 -20 0 0
M=|-3 2 0 0 0],
0 0 0 —2 4
0 0 0 -1 2
temos
0 0 000
0 0 000
M>*=|[2 -1 000
0 0 000
0 0 000

e M3 = 0. Isso confirma a nilpoténcia de L e calcula o seu indice: n(L) = n(M) = 3.
Logo, calculando-se os niicleos dessas matrizes (ndo nulas), temos

Nu(M) = [(0,0,1,0,0),(0,0,0,2,1)] e
Nu(M?) = [(1,2,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)].
Portanto, como as suas dimensodes sdo
dimNu(M) =2e
dim Nu(M?) = 4,
o nimero de pontos em cada linha serd
r1 = dimNu(M) =2,
ry = dimNu(M?) — dimNu(M) =2e
r3 = dim Nu(M?) — dim Nu(M?) = 1.

179¢Cf. p. 248.
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Assim, o diagrama de pontos correspondente é dado por

Consequentemente, a forma de Jordan de L possui um bloco de ordem 3 e um bloco
de ordem 2, dados por

—
I

O OO O O

O OO O

o oo RO

O OO OO

_o o o

0

Agora, construiremos uma base de Jordan via ciclos. Note que é imprescindivel que
os vetores obtidos a cada ciclo sejam LI com os vetores obtidos nos ciclos anteriores.
Para que isso ocorra, basta verificarmos que os vetores pertencentes ao ntcleo de M,
em cada ciclo, sdo L1.180

| PRIMEIRO CICLO |

Esse ciclo terd comprimento 3 e, para gera-lo, precisaremos de um vetor
v € C° — Nu(M?).

Pela descricio dos vetores do niicleo de M?, podemos considerar v1 = (1,0,0,0,0).
Portanto, temos o seguinte ciclo (gerado a partir de v;):

01 = (1,0,0,0,0),
Mv; = (2,4,-3,0,0),
M?v, (0,0,2,0,0).

|SEGUNDO CICLO |

Esse ciclo terd comprimento 2 e, para gera-lo, precisaremos de um vetor v; € C° tal
que

vy € Nu(M?) — Nu(M), com M?v; e Mo, LL

180Verifique essa independéncia linear.

SUGESTAO

Suponha que obtivemos uma lista de vetores, digamos vy,vy, ..., v, tal que LPi (U]') =0,j=12,...,k eos
vetores da lista LP1 =1 (1), ..., LPk ! (y) sdo LI. Use essa suposigdo para provar que os vetores dados por

Lef(vj),comlgjgkeogﬂ]-gpj—l,

sao LI.
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Como podemos representar v € Nu(M?) por («,2a,7,d,¢), onde &, v, § e & sdo escala-
res que dependem do vetor v, temos

Mo = (0,0,a, —26 + 4¢, —J + 2¢).

Assim, para obtermos um vetor v, tal que Muv, e M?v; sejam LI, podemos escolher
xn=9=0=0ee=1 Logo, v, =(0,0,0,0,1) e Mv, = (0,0,0,4,2), que sdo LI com
M?v; = (0,0,2,0,0).

Portanto, combinando os dois ciclos supracitados, uma base de Jordan completa é
dada por

B = {szl,le,vl,Mvz, U2}

- Caso a matriz de um operador ndo nilpotente T : C* — C*, na base candnica, seja dada

por
—6
-8
o |
-1

OO O W
SO WK
S W o

p(t) = (t—3)3(t+ 1) é o seu polindmio caracteristico e, assim, 3 e —1 sdo os seus
autovalores. Além disso, o expoente de cada fator (t — A;) é a dimensdo do autoespago
generalizado de T associado ao autovalor A;.!8!

DIAGRAMA DE PONTOS DE T ASSOCIADO AO AUTOVALOR Ay =3

Note que
011 -6
000 -8
M=3l= 000 O
000 —4

ndo é nilpotente.'¥2 Mesmo assim, podemos calcular os ntimeros 7; a partir das potén-

cias de M — 3l. De fato, o posto de M — 3| é igual a dim(Im(M — 31)) = 2, pois temos
apenas duas colunas LI, e

000 16
a2 |00 0 32
(M=3)"=10 00 0|
000 16

acarretando dim(Im(M — 31)?) = 1. Consequentemente,

rn=4—-2=2rn=2—-1=1leri+rn =3,

18lConfira a definigdo que segue o exemplo.1 da pagina 226.
1820 operador T — 3I é nilpotente apenas quando restrito ao autoespago generalizado associado a Ay = 3.
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onde, portanto, atingimos a dimensdo do autoespago generalizado de T associado a
A1 = 3 e, assim, concluimos o cdlculo do diagrama de pontos de T associado a esse

autovalor:
e o

Note que, se continuarmos o calculo das poténcias de M — 3|, a préxima serd (nova-
mente) uma matriz com uma tinica coluna ndo nula e, entdo, teremosr3 =1 —1 = 0.

DIAGRAMA DE PONTOS DE T ASSOCIADO AO AUTOVALOR Ay = —1

Como a dimensao do autoespaco generalizado de T associado a A, é 1, o diagrama de
pontos supracitado tem apenas um ponto.

DIAGRAMA DE PONTOS DE T

Como

a matriz de Jordan de T pode ser representada por

oo O

OO O W

0
0
3
0

OO W -

-1

Nesse caso, também podemos obter uma base de Jordan pelo diagrama de pontos:
ha um ciclo de comprimento 2 e um ciclo de comprimento 1, associados ao autovalor
A1, e um ciclo de comprimento 1, associado ao autovalor A;. De fato, note que, ao
escalonarmos M — 3l e (M — 31)?, obtemos

Nu(M —3I) = [(1,0,0,0),(0,1,—1,0)] e
Nu((M —31)?) =[(1,0,0,0),(0,1,0,0)(0,0,1,0)].

Logo, como o vetor v = (0,0,1,0) estd em Nu((M — 31)?) — Nu(M — 3), temos o ciclo
81,1 = {(M — 3|)01,01} = {(1,0,0,0), (0,0, 1,0)}.

Por outro lado, como o segundo ciclo de T associado ao autovalor A; = 3 tem apenas
um elemento, que é um autovetor, podemos considerar v, = (0,1, —1,0),!8 que é LI
com o autovetor (M — 3l)v; = (1,0,0,0) (obtido no primeiro ciclo). Assim, temos o
ciclo

Bi,={(0,1,-1,0)}.

1833, € Nu(M — 3l).
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Finalmente, precisamos obter um autovetor de T associado ao autovalor A, = —1.
Como a forma escalonada de
4 11 -6
0 4 0 -8
M+T=10014 o
000 O
é a matriz
1 00 -1
010 -2
N = 001 0|’
000 O
temos

Nu(M +1) =Nu(N) = [(1,2,0,1)].
Portanto, como v3 = (1,2,0,1) é um autovetor de T associado a A, temos o ciclo
By1=4(1,2,0,1)}.

Assim, ao juntarmos todos os ciclos dos autovalores supracitados, temos a seguinte
base de Jordan para T:

B ={(1,0,0,0),(0,0,1,0),(0,1,—1,0),(1,2,0,1)}.

Consequentemente, caso P seja a matriz de T com colunas dadas pelos vetores de B,
temos, de fato, P~1MP = J.

- A guisa de comparagdo de métodos, consideraremos o operador cuja matriz, na base

candnica, é dada no exemplo 3 da subsegdo 7.6.2, ou seja,

2 -1 0 1

0 3 -1 0
A= o1 1 0]}’

0 -1 0 3

com polindmio caracteristico dado por p(t) = (t —2)3(t — 3). Como o autovalor A = 3
de A tem multiplicidade algébrica igual a 1, sua multiplicidade geométrica também é
1. Assim, o seu autoespaco generalizado coincide com o seu autoespago e o diagrama
de pontos do operador considerado possui apenas um ponto. Por outro lado, como
vimos no exemplo supracitado, para A = 2, temos

0 -1 0 1 0 211
o1 =10 o |0 0 0 0]
A=2=1g 1 10| UA=2"=10 0 0 0]

0 -1 0 1 0 211
1\ /0 1\ [0\ /0
o| (1 o| (1] [1
Nu(a-20 = [ [ 1] Naca-209={ o] 2] |4
o) \1 o) \o) \2

184Note que (A —21)2 = (A —21)3.
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e Nu((A —21)%) = Nu((A — 21)?).18 Portanto, o diagrama de pontos de A — 2| possui
apenas duas linhas e é da forma

e o diagama de pontos de A é

M=2 Ay=3
[ ]
[ ]

Logo, para A, temos a forma de Jordan

SO ON
SO N -
N OO
W o oo

e a base de Jordan como obtida no passo IV do exemplo 3 supracitado.

185Confira a nota de rodapé anterior.



