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Capitulo 1

(Génese, metas e pré-requisitos

No problem can be solved from
the same level of consciousness
that created it.

Albert Einstein

Creativity is a leap in
consciousness that brings new
meaning or new context to any
situation or problem.

Deepak Chopra

1.1 Origem, objetivos, diretrizes e notacoes das notas de
aulas!

Entre duas pessoas, existem trés pontos de vista (ou versdes) sobre um mesmo assunto, tema,
fato ou acontecimento: o (ou a) de uma delas, o (ou a) da outra e o (ou a) correto(a). O que
segue ¢ uma visao pessoal de como deveria ser um primeiro curso, nao s6 sobre calculo de vérias
variaveis, mas sobre qualquer assunto.

Bom, o primeiro “aviso aos navegantes” é que tenho, aqui, a intencao de atingir um publico
leitor mais voltado a aplicagoes e nao a inclinagbes mais tedricas. O publico-alvo consiste de
estudantes, profissionais e interessados das areas de tecnologia (engenharias ambiental, civil, de
bioprocessos e biotecnologia, de produgao, elétrica, mecanica, mecatronica e quimica), das cién-
cias da terra (geografia, geofisica, geologia e geomatica) e afins (engenharias florestal e industrial
madereira, por exemplo). Também sdo muitissimo bem-vindos colegas, alunos e ex-alunos de
estatistica, fisica, informéatica, quimica e, especialmente, matemética industrial. Quanto aos
que tém mais envolvimento com a matemaéatica pura, que se sentem mais inclinados para a abs-
tracao, preciso ressaltar que existe um grande nimero de exercicios e aplicagoes neste, digamos,
manual de consulta rapida de cdlculo de vdrias varidveis.? Claro que o pessoal da licenciatura

!'Doravante, NA sera utilizado como um acrénimo para notas de aulas.
?Essas NA tém menos de 200 paginas!
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e do bacharelado em matemética também é bem-vindo. Mas, definitivamente, existem o6ti-
mos livros nos quais podem ser obtidas construgoes axiomaéticas elaboradas e demonstragoes
engenhosas de teoremas fundamentais. Penso que o aprendizado de qualquer assunto, nao sé
da matematica, é via “aproximacao”’. Estas NA tentam oferecer uma perspectiva de primeira
abordagem, mais informativa do que formativa. Afinal, nos primeiros cursos de célculo, nao é
para se aprender a calcular?

Entretanto, ainda que possa parecer contraditério, sugiro que o leitor interessado em seguir estas
NA, independentemente do primeiro curso de célculo (de fungoes reais) de uma variavel (real)
que o mesmo tenha tido, inicie a leitura deste livro j& tendo estudado, em algum momento, limi-
tes, derivadas e integrais num contexto de rigor matematico (pelo menos) moderado.® Assim,
por completeza, para revisao/aprofundamento e para contentar, primordialmente, os alunos
oriundos da matemética, a dltima parte deste capitulo reproduz uma lista de exercicios, quase
sem resolugoes mas com varias sugestoes, que trabalhei com alunos de um curso de fundamentos
de calculo de uma variavel, por mim ministrado hé alguns anos. Tal lista visa a fundamentacao
do que ja tenha sido estudado e, por isso mesmo, requer uma busca rapida de demonstracoes
de alguns poucos resultados fundamentais. Saliento que o nivel de rigor desta lista é diferente
daquele adotado nos capitulos seguintes, como esclareco logo a seguir.? Para os leitores que
nao tenham fundamentado o contetido do calculo de uma variavel real, mas necessitam apenas
“dar uma olhada” mais informal no assunto, preparamos um material mais light que antecede
a lista de exercicios super formal mencionada.

O contetdo dessas NA, que abrange um curso de calculo (de fungoes reais) de varias variaveis
(reais), cujas primeiras versdes remontam hé mais de quinze anos, tem sido uma “obra em
construcao”. E provavel, portanto, que a ordem e/ou a redacdo dos exercicios, bem como a
sua quantidade, tenham variado em muitas das visitas dos meus alunos (e demais interessados)
ao enderego eletronico www.ufpr.br/~jrrb, que é minha pagina académica, mantida pela Uni-
versidade Federal do Parani. Observagao analoga vale para as defini¢goes, os resultados e os
formularios destas NA. Entretanto, s6 recentemente conclui que este material esta numa forma
adequada para publicacdo.?

Muitos professores de célculo de varias variaveis reclamam que o assunto (ali tratado) é muito
extenso. Portanto, o risco de nao cumprir todo o programa de tal disciplina é real. Para tentar
solucionar tal dificuldade, o objetivo aqui é mais operacional do que teérico. Isto significa que
a teoria foi submetida a uma ‘lipoaspiracao’ e que a énfase estd quase toda na resolugao de
exercicios e na interpretagao geométrica e/ou fisica dos resultados. Assim, o que se perde em
precisao e rigor se ganha em concisao e tempo. Aqui, entao, a teoria é minima e a prética é
maxima.

Apenas para dar alguns exemplos de estilo:

e Para uma melhor aceitacao e um bom entendimento dos resultados, alguns exercicios sao
resolvidos de mais de uma maneira. Assim, nao apenas o calculo de varias variaveis é
utilizado, como também, por exemplo, o calculo de uma variavel ou a geometria analitica
figuram como resolugoes extras. Tal procedimento dota os alunos de boas justificativas
para os resultados apresentados no lugar da apresentacao de suas demonstragoes.

3Nao existe, na verdade, qualquer contradicao, ja que o provével leitor ja deve ter concluido o seu primeiro
curso de calculo, estando assim disponivel para aprofunda-lo.

4Embora seja uma excelente oportunidade para formalizar o calculo de uma varisvel estudado anteriormente,
sugiro que leitores com outras aptidoes (ou outros gostos) desconsiderem tal lista de exercicios, sem perda de
continuidade para o contetdo principal do livro.

5 Acrescento ainda que uma eventual errata serd mantida no endereco eletrénico citado, & medida que forem
encontradas eventuais incorregoes e incorporadas sugestoes ou melhorias.
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e Varios resultados sao estabelecidos, pelo menos quando exibidos pela primeira vez, via
analogias e comparacoes com aqueles do célculo de uma variavel.®

e Alguns resultados sao apresentados sem todas as suas hipdteses. Além disso, demonstra-
¢oes de resultados, quando apresentadas, sao informais ou apenas justificativas razoaveis.

e Algumas definicdes nao sao apresentadas com a énfase que mereceriam,” embora sejam
utilizadas & exaustao, por entender que definigoes analogas, do calculo de uma variével, sao
facilmente generalizadas ou que alguns conceitos sao fisicamente e/ou geometricamente
intuitivos. Por outro lado, a internet (via Google, por exemplo) estd ai para suprir
eventuails caréncias pontuais num topico ou noutro.

e Em alguns resultados e algumas defini¢oes e resolucoes de exercicios figuram simbolos da
logica matematica e outros. Por exemplo:

— E, usado em conclusoes no lugar da palavra portanto;

— [=], usado quando uma afirmacao que o antecede ¢mplica uma afirmacgao que o
sucede;

— [&], usado quando uma afirmagao que o antecede € equivalente a uma afirmacgao que
o sucede.

e Em alguns resultados e algumas defini¢oes e resolugoes de exercicios o texto é escrito na
forma de uma lista de itens.

e Faco alertas onde é necessario mais formalizacao.®
e A fim de que se perceba a obviedade de algo, costuma-se dizer, até com certa ironia, “Quer
ue eu n ra voceé)?”. mo ‘“‘um ura vale mai ue mi VT
e eu desenhe (para vocé)?”. Logo, como “uma figura vale mais do que mil palavras”,
nao economizei no uso de figuras e nas explicacoes das mesmas.”

6Por exemplo, a equagdio do plano tangente ao grdfico de f(x,y) num ponto aparece, pela primeira vez, como
uma extensdo da equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) num ponto. Outro exemplo: A regra da cadeia
para fungoes de vdrias varidveis é apresentada como uma generalizagdo da mesma para fungoes de uma variavel.
Um ultimo exemplo: A mudanc¢a de varidveis para integrais duplas é dada como uma generalizagao natural da
integra¢do por substituicao do cdlculo de uma varidvel.

"Por exemplo, mdzrimos e minimos no estudo de otimizacio e orientacio de curvas no estudo de integrais
de linha e do teorema de Green.

8Por exemplo, passamos ao largo dos limites e ao introduzirmos informalmente as derivadas parciais, o
alerta de limites é “ativado”. Depois, amarramos as derivadas direcionais, portanto as parciais em particular, a
um limite via a regra da cadeia.

9Todas as figuras sao de minha autoria e foram geradas ao longo do tempo e de maneiras distintas, de acordo
com a temporalidade de cada uma. Algumas foram plotadas utilizando-se o octave e o gnuplot, programas
desenvolvidos pelo projeto GNU/Linuzx de software livre. Outras foram geradas no zfig, um editor grafico
open source, e depois modificadas nos arquivos de extensao .pstex_t para incluirem letras no formato do texto
corrente, escrito em Latex, outro programa de editoracao e plotagem cientifica bastante utilizado nos meios
cientifico e académico. Mais recentemente, inclusive, venho gerando/plotando as figuras diretamente nas linhas
de comando dos arquivos .tex. Em particular, tenho utilizado o pacote tikz, por meio do qual, além de produzir
novas figuras, mais claras e limpas, tenho trocado as figuras antigas geradas pelos meios ora citados. Gerei
uma Gnica figura (para ser a figura 3.5 da péagina 115) usando o GeoGebra, um pacote grafico desenvolvido pelo
International GeoGebra Institute, e uma unica figura usando o grapher (para ser a figura 5.1 da pagina 190),
um pacote grafico da Apple que acompanha o sistema operacional do Macbook. Para concluir esse “registro
histérico” das figuras aqui produzidas, espero que, no todo, o resultado final tenha sido, além de satisfatorio,
também agradavel aos olhos.
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e Em geral, figura sem label e caption ilustra algum resultado da frase na qual esta inse-
rida/intercalada, podendo também aparecer imediatamente apos o final dessa frase. Essa
figura nao é referenciada em outras partes do livro.!? O mesmo vale para cada equacao
(respectivamente, tabela) sem label que represente apenas alguma etapa intermediaria de
determinado calculo. Por outro lado, figura com label e caption e, como é usual na maior
parte dos livros de matematica, equacao com label, em geral, sao referenciadas em vérias
partes do texto.

e Em geral, logo apo6s a apresentacao de algum resultado, exercicios sao propostos e ime-
diatamente resolvidos. Onde consta apenas o enunciado de algum exercicio, o leitor
é remetido a secao de exercicios resolvidos do capitulo correspondente. Contudo, sugiro
que o leitor tente resolver cada exercicio proposto, antes de recorrer a secao supracitada.!!

Convém agora ressaltar que, no terceiro capitulo, o estudo dos multiplicadores de Lagrange é
escrito de forma pormenorizada: Uma hipotese fundamental para o calculo de maximizado-
res (respectivamente, minimizadores) globais (de determinadas fungoes sujeitas a determinadas
restrigoes) é o requisito da existéncia destes extremos, isto é, o calculo destes mazimizadores
(respectivamente, minimizadores) via multiplicadores representa uma etapa posterior a demons-
tragao de que estes extremos existem. Esta demonstracao, muitas vezes, é dificil de ser obtida
e geralmente esta fora do escopo de livros de calculo para graduacao. Assim, quando a discus-
sao a respeito da existéncia de extremos tiver lugar, sugiro que o leitor que estiver realizando
o estudo de tal assunto pela primeira vez desconsidere esses pormenores e foque apenas nos
aspectos operacionais do assunto.

Ainda, no formulario do terceiro capitulo, varios itens sao escritos num contexto mais geral,
estendendo resultados de duas e trés variaveis ou coordenadas para o caso de um ntmero qual-
quer de varidveis ou coordenadas, e sem algumas hipoteses. Ali, é necessario que o aluno tenha
conhecimento, por exemplo, da notagao de somatorio.

O dltimo capitulo, que trata do célculo vetorial, propositalmente nao traz um ntmero grande
de exercicios, nao apresenta o teorema de Gauss e nao se aprofunda no teorema de Stokes.'?
Isto porque adotamos uma abordagem mais intuitiva deste assunto. Portanto, recomendo uma
complementacao do estudo deste capitulo em outros bons livros de célculo.

Observamos ainda que os pré-requisitos para a leitura destas NA sdo: um curso de pré-calculo
(matemaética do ensino médio), um curso de calculo de uma variavel, obviamente, e um curso
de geometria analitica.!® Falando em pré-requisitos, gostaria de expressar que vejo a ma-
temética como uma linguagem tipo portugués, inglés, francés, etc. Assim, temos também
“matematiqués”, “fisiqués”, “quimiqués”, “informatiqués’, etc. Aprender uma lingua é antes,
praticamente, ser alfabetizado nela. J& nessa etapa preliminar é preciso estudé-la e pratica-la
(para ndo cometer equivocos com o uso da lingua). Por um lado, note que nao ¢é facil querer
fazer um estudo avancado da lingua sem ter sido alfabetizado nela. Como diz o ditado: “O
avancado é fazer o basico bem feito!”. Por outro lado, para se ter fluéncia na lingua é preciso,
além do estudo e da pratica, conhecer todo um jargao da area. Estudar somente as vésperas
de cada prova é perda de tempo para quase todos aqueles que assim procedem.

OFigura sem legenda e nio numerada sera referenciada como ilustracio ou grafico!

"Ppor didatismo, enunciados de exercicios propostos, mas nao resolvidos, sdo reapresentados nas secdes de
exercicios resolvidos.

12Estes teoremas, juntamente com o teorema de Green, sdo o cerne do calculo vetorial.

13E fundamental, por exemplo, ter conhecimento de como se calcula distancia de ponto a reta (ou a plano)
e que as formulas cos’x = —senx e sen’x = cosx sdo validas apenas para x expresso em radianos. Para x
expresso em graus, cada uma destas formulas recebe o fator 155 do lado direito da igualdade.
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Demonstragoes dos resultados (assim como exercicios e exemplos similares e mais avangados aos)
destas NA também podem ser encontrados, por exemplo, nos livros [Boulos e Abud (2006)],
[Avila (2006)], [Marsden e Tromba (2004)] e [Belding e Mitchell (2008)].

Eventuais sugestoes para o aprimoramento e/ou a clareza e/ou a corregao das NA serdo muito
bem-vindas. Nesse contexto, desde ja, agradego de modo especial ao colega Ademir Alves Ri-
beiro, pelas discussoes e contribuigoes (relativas a parte de otimiza¢io) que levaram, inclusive,
a publicacdo do artigo [Ribeiro e Barbosa (2021)] sobre o assunto. Agradeco ainda ao colega
José Carlos Cifuentes Vasquez, por ter sugerido o titulo do livro, e aos ex-alunos Diego We-
dermann Sanchez, Trenton Roncato Juraszek, Nicolas Eugénio Martins Martinhao e Eusébio
Labadie Neto, pelos didlogos construtivos (durante as aulas) que influenciaram a forma como
algumas partes das NA foram reescritas.
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1.2 Calculo de funcoes reais de uma variavel real

Para a parte de calculo de uma fungao real de uma variavel real (isto é, limites, derivadas e
integrais destas fungoes), uma referéncia, digamos, mais light, ¢ o livro [Gonick (2014)].
Para comecar, adotamos a seguinte abordagem intuitiva para tais limites:

e Como sabemos, nao é possivel calcular f(x) caso x nao esteja no dominio de f. Por

exemplo, considere

2 1
f(x):X e
x—1

Assim, por um lado, temos a indeterminagao

121 1-1
T—1 11

x=1.

Por outro lado,
x*—1=x+1)(x—1).

Portanto, por abuso de notagao, podemos escrever

_ x+1 sex#1;
f(x) _{ indefinido se x = 1.

Parte dessa funcao, para pontos préoximos de x = 1, pode ser representada pelo seguinte
grafico:

Note que f(x) pode ser calculado “arbitrariamente proximo” de 2 para x “arbitrariamente
proximo” de 1, isto ¢, como o médulo da diferenga entre dois nimeros mede a distancia

entre eles, temos que
If(x) — 2|

pode ser calculado “tao pequeno quanto se queira”’ para
x—1]

“suficientemente pequeno”.
Por exemplo, considere que x representa os seguintes valores aproximados, tanto a es-
querda quanto a direita, de 1:

’ X \ f(x) \ \ X \ f(x) \ \ Ix — 1| \If(x)——Z!‘
0, 200000 | 1,9200000 1,100000 | 2, 100000 0, 100000 | 0, 100000
0, 990000 | 1,990000 1,010000 | 2,010000 0,010000 | 0,010000
0, 999000 | 1,999000 1,001000 | 2,001000 0,001000 | 0,001000
0, 999900 | 1,999900 1,000100 | 2,000100 0,000100 | 0,000100
0,999990 | 1,999990 1,000010 | 2,000010 0,000010 | 0,000010
0,999999 | 1,999999 1,000001 | 2,000001 0,000001 | 0,000001
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A partir dos dados da tabela anterior, infere-se que a distancia de f(x) até 2 (|f(x) — 2|)
vai se tornando desprezivel a medida que a distancia de x até 1 (Jx — 1|) se aproxima de
Zero.

PERGUNTA: Dado um nimero ¢ > 0 “arbitrariamente pequeno”, digamos

0<¢e<0,00...01

com um numero arbitrario de casas decimais, é possivel considerar [x — 1| “suficientemente
pequeno”’, mas nao nulo, tal que seja possivel calcular f(x) a uma distancia de 2 menor
que &, isto &, tal que [f(x) — 2| < €7

RESPOSTA: Sim! Basta considerar x # 1 a uma distancia de 1 menor que um nimero &
que nao exceda ¢, do modo que analisaremos a seguir:

Consideremos, por exemplo, ¢ = 0,0000000010. Queremos obter x proximo de 1 tal
que |[f(x) — 2| < e. Para isso, podemos considerar, por exemplo, & = 0,0000000005 e
Ix — 1| < 6. Portanto,

If(x) =2 =Ix+1-2]
=[x —1
< 0,0000000005
< 0,0000000010,

isto &, [f(x) — 2| < e.
Agora, para € arbitréario, considere 0 < |x — 1] < & tal que 6 < €. Portanto,

If(x) =2 =x+1-—2]
=x—1]
<
< E.

Isso significa que, nao importa quao pequeno seja €, sempre podemos obter alguma en-
trada x (com 0 < |x — 1| < & suficientemente pequeno) tal que seja possivel calcular a
saida f(x) com distancia |f(x) — 2| inferior a qualquer nimero ¢ inicialmente considerado.
Para isso, basta majorar |[x — 1| com um 6 adequado. Neste caso, dizemos que o limite de
f(x) € 2 quando x se aproxima de 1 e denotamos

lim f(x) = 2.1

x—1

e Agora vamos abstrair a discussao do item anterior.!®> Para uma funcao f(x) arbitraria que
esteja definida num intervalo aberto que contenha o nimero a, mas nao necessariamente

14 Analogamente, em [Gonick (2014)], verifica-se que a velocidade

t2 -3
D(t) =
) t—3
no instante t = 3 unidades de tempo é calculada por
lim D(t) = 6,

t—3

isto &, o limite de D(t) é 6 quando t se aproxima de 3.
15Para, um melhor entendimento da definicao de limites, as trés figuras que ilustram esse item estdo interca-
ladas no texto e representam intervalos abertos ou a a¢do de uma funcao nesses intervalos.
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no proprio a, a expressao
limf(x) =L

x—a

significa que, independente de quao pequeno seja o intervalo

(L—eL+e¢),
L+e
L
L—e¢
podemos obter outro intervalo
(a—0,a+9)
L+e
L
a+d L—e
a
a—>9

suficientemente pequeno tal que

a#xe€(a—06,a+0) = f(x) € (L—¢,L+¢),

L+e

L
a+d| - f(x)
XQT/L_E
a—>o

isto é,
O<|x—al<d=[f(x) =L < el

Portanto, podemos obter um circulo, tao pequeno quanto se queira, de centro no ponto

(a,L),

16Dizer que o médulo da diferenca entre dois ntimeros é menor do que um dado T significa que um desses
nimeros pertence ao intervalo aberto de centro no outro e raio r. No antecedente da implicagao anterior, por
exemplo, os ntimeros sdo x e a, enquanto 1 = §. No consequente, os nimeros sao f(x) e L, enquanto r = ¢.
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onde o gréafico da funcao se aproxima desse ponto com, no maximo, uma tnica interrup¢ao:
o proprio (a, L)!7

e Chamamos de fungoes elementares as fungoes constantes, a funcao modulo, as fungoes
poténcias, as fungoes exponenciais, as fungoes trigonométricas e as inversas dessas fungoes.
Pode ser demonstrado que, se f(x) é uma funcao elementar e a ¢ um ponto de seu dominio,

entao
lim f(x) = f(a). (1.1)
Xx—a
Exemplos
1 1
limv5=+v5, limx*=(-2)?% lim - =-— e limcosx = cos7.!8
x—a x——2 x—3-1T X 3_] X—7T

Pode ser demonstrado que o limite da soma e o limite do produto de funcoes sao a soma
e o produto dos limites dessas fungoes, respectivamente, desde que tais limites existam, e
que o limite do quociente de duas fungoes é o quociente dos limites dessas fungoes, caso
existam tais limites e o limite do denominador nao seja nulo.?

Exemplo
lim |3x* + > + 1 + e*cos(x) | _ 304 & 1 N e®cosa
x—a 2 (X_‘])Z x - 2 (a—1)2 a

para cada real a diferente de O e 1.

e Além das citadas, existem muitas outras propriedades de limites. Por exemplo, a conhe-
cida como teorema do sanduiche, isto é, se as fungoes f(x), g(x) e h(x) estdo definidas
num intervalo aberto de centro a,

g(x) < f(x) < h(x)
para cada x pertencente a esse intervalo e
lim g(x) = L = lim h(x),

Xx—a Xx—a

entao

lim f(x) = L.

x—a

Exercicios resolvidos

1. Considerando

f(x) = x* cos (%)

lim f(x) = lim x* cos (lz) :
X

x—a x—0

e a =0, calcule

17Confira [Gonick (2014)] para uma ilustragao.
18(0s trés tltimos limites sao iguais a 4, 3 e —1, respectivamente.
Y Confira [Gonick (2014)]!
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RESOLUGAO
Aqui, obviamente, nao ¢ possivel simplesmente usar a equagao (1.1).2° Assim, por
um lado, note que as inequacoes

o) < (12)

X2
sao validas para cada x # O (e em particular para x suficientemente pequeno).!

Agora, multiplicando as inequagoes (1.2) pelo ntimero positivo x?, obtemos
2 2 1 2
—x~ < X“ cos = <x
X

2

para cada x # 0. Por outro lado, para g(x) = —x? e h(x) = x?, a equacao (1.1)

mostra que
lim g(x) = 0 = lim h(x).

x—0 x—0

Portanto, pelo teorema do sanduiche,

1
lim x% cos (—> =0.
x—0 X

Esse procedimento pode ser interpretado geometricamente, “plotando” o grafico de
f(x), para x proximo de 0, entre as parabolas da seguinte ilustracao:

h(x)
—1 1
g(x)
. Calcule
. osenx
lim
x—0 X
RESOLUCAO

Embora o teorema do sanduiche possa ser utilizado nesse célculo,?? daremos uma
“explicacao” geométrica para verificar que o limite supracitado é igual a 1. De fato,
para x suficientemente pequeno, os comprimentos de senx e do arco x, no circulo
trigonométrico unitario, sao praticamente indistinguiveis.

e Limites infinitos e no infinito
Fora das éreas cientificas, o infinito ¢ muitas vezes usado de modo impreciso/inadequado

20Note que f(0) ndo esta definido, isto é, a expressdo

nao tem qualquer nexo!

2INeste caso, 1/x sera arbitrariamente grande.
2(Confira [Gonick (2014)].
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em expressoes do tipo amor infinito, infinitamente superior, etc. Por outro lado, embora
o infinito oo esteja bem definido na matematica, tal definicao esta fora do escopo destas
NA.23 Para os nossos propositos, co representa uma grandeza que pode assumir valores
“tao grandes quanto se queira”’. Nesse caso, denotamos

grandeza — o0.
Exemplos

- O que acontece com a fungao f(x)

1

X

grandes ou tao pequenos quanto se queira?
Por um lado, a tabela

quando x assume valores (em modulo) tao

Lox | [ x| f¥) |
~10 0.1 10 0.1
700 | —0,01 100 | 0,01
1000 | —0,001 1000 | 0,001
—170.000 | —0,0001 | | 10.000 | 0, 0001

¢ um indicativo de que f(x) vai se tornando tao pequeno quanto se queira (em
modulo) a medida que x vai crescendo (em mo6dulo). Desse modo, denotamos

lim f(x)=0" e lir+n f(x) = 0".
Por outro lado, a tabela
’ X \ f(x) \ \ X \ f(x) ‘
—0.1 —10 0.1 10
—0,01 —100 0.01 100
—0, 001 —1000 0,001 1000
—0,0001 | —10.000 0,0001 | 10.000

indica que f(x) vai se tornando tao grande quanto se queira (em modulo) a medida

que x vai decrescendo (em modulo). Desse modo, denotamos

Assim, temos o gréafico de uma hipérbole, conforme a seguinte ilustracao:

lim f(x) = —oc0

x—0~

23

oo néo é, por exemplo, um 8 que tropecou e caiu de lado!

e

lim f(x) = +o0.

x—0+
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Y

Para valores positivos, é tradicional denotarmos esses limites por:

lim f(x) =0 e limf(x) = oo.
X—00 x—0

- Para a func@o exponencial f(x) = e*,

lim f(x) =0 e lim f(x) = oo,

X——00 X—00

conforme a seguinte ilustracao:

—

X

Embora esses exemplos de func¢oes elementares sejam ilustrativos do comportamento de
grandezas no infinito, a dificuldade de lidar com elas ocorre noutros casos, digamos,
mais sutis. Por exemplo, quando temos de analisar funcoes racionais, que sao divisoes de
polinémios.?* Outro exemplo dessa dificuldade pode ocorrer quando usamos o teorema do
sanduiche supracitado. O enunciado desse teorema também é valido caso a seja trocado
por oo.

Exemplo
Como
1 senx 1
—— < < -
X X X
para X positivo e
]
lim — =0,
x—o00 X
segue que
. senx
lim =0
X—00 X

24 Confira [Gonick (2014)].
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Agora, vamos prosseguir para as deriwadas das fungoes reais de uma varidvel real.

o Derivada: um tipo de limite que mede inclinagao de reta tangente
Suponha ser possivel obter a (reta) tangente ao grafico de uma fun¢ao f(x) no ponto
(x0, T (x0)) de tal grafico. Seja y = ax + b a equagao linear de tal reta, conforme a
ilustragao seguinte.

X0 X0+ h

Portanto, como (xg, f(Xxg)) € um ponto da tangente, temos
b = f(xo) — axo.

Agora, como obter a inclinagdo a dessa (reta) tangente?
Primeiramente, denotemos
a:=f"(xq).

Seja entao
(xo + h, f (xo + h))

um outro ponto do grafico de f(x) com |h| suficientemente pequeno mas nao nulo.?” Logo,
a inclinagao da (reta) secante que passa por esse ponto e pelo ponto (xg, f(xo)) é dada
por
f(xo+h) —1f(x0) o
o .
25 Aqui, embora nao ilustrado na figura anterior, procedemos o nosso estudo nas “proximidades” de xo, tanto

para pontos & esquerda de xg, isto é, para h < 0, quanto para pontos a direita de x¢, isto é, para h > 0.
26Este quociente é denominado de quociente de Newton.
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Note que, se |h| se aproxima arbitrariamente de 0, esses dois pontos do grafico de f(x)
ficam arbitrariamente proximos um do outro e a secante considerada fica arbitrariamente
proxima da tangente considerada.?” Define-se, entao,

. T(xo+h)—"1(x0)
/ o
F(ra) 1= fig =

caso exista tal limite. Agora, independentemente da existéncia desse limite estar associada
a uma interpretacao geométrica para a inclinagao a, diremos ainda que f(x) é diferencidvel
em x = Xo ou que f' (xo) € a derivada de f(x) em x = xo.

A fim de fixar esses conceitos, considere f(x) = x? e xo = 1 na discuss@io anterior e a
ilustragao seguinte.

y=~f'(1)x+Db

f(1+h) —1(1)

A inclinagao da tangente ao grafico dessa parabola em (1,f(1)) é obtida via a derivada
de f(x) =x% em x = 1 e calculada por

f(1+h) —f(1)

, L
F) = lim h
_ (1T4+h)?2—12
b h
. 14+2h+h?—1
= lim
h—0 h
= lim(2 + h)
h—0

27 Assim, o quociente de Newton fica arbitrariamente préximo de f’ (xg).
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Segue dai que o coeficiente linear dessa tangente é calculado por

b= f(1)— (1)1
—1-2-1
— 1

e, entdo, a sua equacao ¢ dada por y = 2x — 1.8 Para f(x) arbitraria, temos a fung¢do

derivada . -
£1(x) = Jim T =)
h—0

definida onde tal limite existir.
Por exemplo, para cada x € R,

f(x) = x* = f'(x) = 2x,
cuja demonstragao é analoga a de /(1) do exemplo anterior, e

f(x) = x> = f'(x) = 3x*

pois
. f(x+h)—f(x)
/ —
Fiix) = im h
1 (x +h)?—x3
= R0 h
. x> +3x’h +3xh? 4+ h3 —x°
= lim
h—0 h
= lim (3x* + 3xh + h?)
h—0
= 3x°.

Na verdade, para cada inteiro positivo n fixo, demonstra-se que
flx) =x" = f'(x) = nx™!

para cada x € R.?
Agora, a derivada de uma funcao constante é zero. De fato, seja f(x) = ¢ com ¢ constante.
Segue dai que

28Nesse exemplo, se x = xo é arbitrario, note que ' (xg) = 2xo.
P Confira [Gonick (2014)].
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Ainda, como a derivada da soma de fungoes é a soma das derivadas destas funcoes e a
derivada do produto de uma constante por uma funcao é o produto de tal constante pela
derivada de tal funcao,® é facil calcular a derivada de um polinémio. Por exemplo, se
f(x) = 3x* —x% +4x* + x + 2, entdo

f'(x) =3(4x3) + (=1)(3x%*) +4(2x) + 140
=12x —3x* + 8x + 1

para cada x € R.

(A derivada de y = f(x) pode ser denotada das formas:

dy

/(x) = =
(x) I
_df
Cdx

d

T dx

(f(x)).
Por exemplo, se ¢ é uma constante, % (xz + c) = 2x.)

Além das regras apresentadas, existem outras igualmente importantes. Por exemplo, as
regras das derivadas do produto e do quociente de funcoes e a regra da cadeia que calcula a
derivada de funcoes compostas.®! Ainda, onde as respectivas funcoes estiverem definidas,
demonstra-se que:>?

i(s.enx) = cosXx i(cos.x) = —senx 4 (e¥) =¢€*
dx N Todx I o
1
a(tanx) = sec? x, a(lnx) =
—(arcsenx) = ; — (arctanx) = e
dx V1 =2 dx 1 4x2
dix (x") =rx"" com r € R fixo.

e Deriwada mede taxa de variacao instantinea

A derivada % pode ser interpretada como a taxa de variacao instantanea de uma grandeza,
Yy, em relagao a outra, x. Em outras palavras, quao rapidamente y varia em funcao de x.
Para exemplificar, vamos denotar a funcio f(x) = x? por

30 Idem.
31 1dem.
32Idem.
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que aqui representa a posi¢do de uma particula no instante de tempo t u.t. (unidades de
tempo).?* Considere que queremos obter a velocidade de tal particula no instante t u.t.,
isto é, queremos saber quao rapidamente a posicao varia em relacao ao tempo. Nesse
caso, a velocidade é calculada pela derivada

_ ds
~ o dt
no instante t w.t.. Assim, s’(t) = 2t u.v. (unidades de velocidade) é a medida de tal
velocidade instantanea. Por exemplo, caso a posi¢ao seja medida em metros e o tempo

em segundos, passados t = 10 segundos, a particula fica sujeita a uma velocidade (neste
instante) de s’(t) = 20m/s.3

s'(t)

Otimizag¢ao (maximizag¢ao-minimiza¢ao)
Um ponto « de mdzximo (respectivamente, de minimo) local de uma fungao f satisfaz a

condigao | f(a) > f(x) | (respectivamente, | f() < f(x)|) para cada x pertencente a algum
intervalo aberto centrado em . Um extremo local de f ¢ um maximo local ou um minimo
local de .

Na figura 1.1, considere que P; = (xi,f(x;{)) pertence ao grafico de uma funcao f,
1=0,...,6. As abscissas de tais pontos sao extremos locais de f.

Qualquer funcao que tenha extremos locais similares a x;, 1 = 1,2,3,4,5, muda de cres-
cente para decrescente ou de decrescente para crescente.

Um ponto interior ao dominio de uma fungao pertence a algum intervalo aberto inteira-
mente contido no dominio de tal funcao.

Na figura 1.1, apenas Xy € Xg nao sao interiores ao dominio de f(x).

Demonstra-se que:3

Se f(x) tem extremo local num ponto o« interior ao seu
dominio e tem derivada f'(x) messe ponto, entao tal
ponto € critico, isto €, f'() = 0.

Na figura 1.1, embora as abcissas de indices pares sejam pontos de maximo locais e as
de indices fTmpares sejam pontos de minimo locais, apenas X;, X, € X5 sao interiores ao
dominio de f(x) e existe f'(x) em cada um desses pontos. Note que f’(x;) = 0 para
i=1,2,5, corroborando o resultado anterior.

Contudo, a reciproca desse resultado nao ¢ verdadeira: Para f(x) = x3, por exemplo,
x = 0 ¢ um ponto interior com f’(0) = 3-0? = 0, mas nao é extremo local (conforme pode
ser visto na proxima figura). Um ponto como esse é chamado de ponto de sela.

f(x) =x°

33Por exemplo, desconsiderando as dimensdes, uma bola de boliche lisa descendo, sem atrito, um plano

inclinado com inclinagdo adequada, varia a sua posigdo (no tempo) aproximadamente via tal s(t).
34Confira [Gonick (2014)] para mais exemplos.

35Um ponto do grafico de uma funcio cuja abscissa é um ponto de maximo local representa o ‘cume de uma

montanha’, enquanto aquele cuja abscissa é um ponto de minimo local representa o ‘fundo de um vale’.
36Confira [Gonick (2014)].
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Figura 1.1: O que ocorre em Xg, X3, X4 € Xg?

Isso significa que os candidatos a extremos locais interiores ao dominio de uma funcao
sao aqueles nos quais a derivada da funcao é nula. Mas derivada nula num ponto interior
nao garante que o ponto seja um extremo local!

A préxima proposicao é conhecida como

TESTE DA DERIVADA DE SEGUNDA ORDEM

Porém, antes de enuncia-la, cabe responder a seguinte pergunta: o que é uma derivada
de segunda ordem?
Suponha que é possivel derivar a derivada de y = f(x), isto é, obter a derivada de

dy
f'(x) =
0=,
ou seja, existe a derivada
d [dy
) x)=—(=2].
(1)'(x) = ( dx)

Nesse caso, essa derivada é chamada de derivada de seqgunda ordem de y = f(x) e é
denotada por
dxy
(x) = —5.
Por exemplo, seja s(t) = t? u.p.a posicio de uma particula no instante t u.t.. Ja vimos
que % = 2t u.v. é a sua velocidade no mesmo instante. Aqui,

d’s
ae?
¢é a aceleragao da particula em tal instante.
Supondo existir a derivada de segunda ordem, demonstra-se que:

= 2 u.a. (unidades de aceleragao)

Seja o« um ponto interior de algum intervalo onde f(x)
esteja definida e seja diferencidvel. Se f'(«) = 0, entao
a tabela sequinte € valida:

[ (e | & |
>0 | minimo local de f(x);
<0 | mdzximo local de f(x).
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Por exemplo, 0 é ponto critico de f(x) = x2, que é diferencidvel em cada x € R, e interior
ao dominio dessa funcao.?” Por outro lado, f”(0) > 0.3® Portanto, 0 ¢ ponto de minimo
(global) de f(x), conforme ilustrado no seguinte grafico:

f(x) = x?
MO X

Um raciocinio analogo mostra que 0 é ponto de maximo de f(x) = —x?, conforme ilustrado
no seguinte grafico:

f(x) = —x?

E quanto a concavidade do grafico de uma funcao f(x) a medida que x varia?

Considere a inclinacgao f’(x) da tangente ao grafico no ponto (x, f (x)) O que acontece a
medida que x cresce?®® Por um lado, se x cresce e f'(x) cresce com x, note que o grafico
de f(x) tem concavidade para cima. Isso ocorre precisamente onde a taxa de variacao da
derivada (em relacdo a x), isto &, (f')'(x) = f”(x), é positiva. Por outro lado, se f'(x)
decresce a medida que x cresce, tal grafico tem concavidade para baixo. Isso ocorre onde
f”(x) < 0.

A abscissa de um ponto do grifico de uma funcao onde a sua concavidade para cima
(respectivamente, baixo) muda para baixo (respectivamente, cima) é dito um ponto de
inflexao.*® Nesse ponto, a derivada de segunda ordem é zero.*!

E quanto ao esbogo do grafico de uma funcao f(x) arbitraria?

Para esbocar uma reta, basta obter suas intersecoes com os eixos coordenados. Caso
o grafico nao seja uma reta, intersecoes com os eixos coordenados, se existirem, sao
insuficientes para esboca-lo. Nesse caso, o roteiro é o seguinte:

I. Caso existam, obtenha as intersecoes do gréafico com os eixos coordenados, isto é,
determine:

f(x) para x = 0; x para f(x) =0.
Marque esses pontos nos eixos coordenados.

I1. Caso existam, obtenha os pontos criticos da funcao, isto é, determine:

3"De fato, f/(x) = 2x acarreta f'(0) =0 e R é o dominio comum de f(x) e f’(x).
38De fato, f”/(x) = 2 para cada x € R.

39Veja, por exemplo, as funcdes ctibica e quadraticas dos altimos trés exemplos.
490 ¢ ponto de inflexao para a funcao ctbica anterior.

41Confira [Gonick (2014)]!
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x para f'(x) = 0.42
Para cada ponto critico « obtido, marque o ponto (oc, f(oc)) pertencente ao grafico
de f(x).
III. Para cada ponto critico obtido, use o TESTE DA DERIVADA DE SEGUNDA ORDEM.*
IV. Caso existam, obtenha os pontos de inflexao, isto é, determine:
x para f”(x) = 0.
Para cada ponto de inflexao  obtido, marque o ponto (B,f(ﬁ)) pertencente ao
grafico de f(x).
V. Estude a concavidade: onde é para cima ou para baixo.

VI. Estude o comportamento do grafico no infinito via

lim f(x).

x—too

Agora, reunindo todas as informacoes anteriores, esboce o grafico de f(x).

Por exemplo, seja f(x) = x> — 6x? + 11x — 6.4

I. Para a intersecao com o eixo das ordenadas, seja x = 0. Entao, f(x) = —6 ¢ (0,—6)
pertence ao grafico de f(x). Para a intersecao com o eixo das abscissas, seja f(x) = 0.
Portanto, como as raizes de x> — 6x? + 11x — 6 = 0 sdo x = 1,2, 3, temos que (1,0),
(2,0) e (3,0) pertencem ao grafico de f(x). Esses quatro pontos devem ser marcados
nos eixos coordenados, conforme a seguinte ilustracgao:

f(x)

123

—6

II. Se f'(x) =0, como 3x*> — 12x 4+ 11 = 0, temos que

C6FV3 [ 1,42=wy;
T3 2,58 = .

Entao, calculando as imagens, temos
flo) = 0,39 e f(x)~—0,39.

Conforme a ilustragao seguinte, &; e «; sao pontos de méximo e minimo locais,
respectivamente.*

42T embre-se que tais pontos sao “candidatos”’ a extremos locais!
43 Assim saberemos que tipo de extremo temos!

“Portanto, f/(x) =3x> —12x + 11 e f”(x) = 6x — 12.

45No item III, esse fato é confirmado analiticamente.
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f(x)
(OC] ) f ((X] ) )

(OCZ) f ((XZ) )

ITI. Como " (o) =601 —12<0e " () =60, — 12 > 0, temos que, de fato, & e &
sao pontos de méximo e minimo locais, respectivamente.

IV. f”(x) = 0 é equivalente a 6x — 12 = 0, isto é, x = 2, que é o ponto de inflexdo e cuja
imagem por f(x) é dada por f(2) = 0.46

V. Concavidade para baixo em (—o0,2) (pois f”(x) < 0 em tal intervalo) e para cima
em (2,00) (pois f”(x) > 0 em tal intervalo).

VI. Como f(x) é um polinémio de grau impar cujo coeficiente do termo que determina
o grau ¢ 1, pode ser verificado que

lim f(x) =—oc0 e lim f(x) = oo.

Coletando agora todas as informagoes anteriores, temos o seguinte grafico para f(x):

f(x)

Essas ideias podem ser utilizadas para resolver problemas de otimizacao mais aplicados.
Por exemplo, considere que queremos construir um cercado retangular utilizando a parede
de um celeiro como um dos lados, conforme a seguinte ilustragao:

460 ponto (2,f(2)) = (2,0) ja havia sido marcado nas figuras anteriores.
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parede do celeiro

A(x) =x(80 — 2x)

80 — 2x

Suponha que temos 80 metros de taboas de madeira em pedacos cortados iguais, um a
um. Pergunta-se:

Qual a maior area que pode ser delimitada pelo cercado?

O objetivo é obter o maximo da area
A(x) = —2x* + 80x

parax > 0e 80—2x > 0, isto ¢, 0 < x < 40. Logo, por um lado, como A’(x) = —4x + 80,
A’(x) = 0 fornece x = 20 metros como ponto critico. Por outro, para garantir que esse
ponto critico é ponto de méximo, basta utilizar o teste da derivada de segunda ordem.
De fato, temos A”(x) = —4 < 0 para 0 < x < 40 e, em particular, A”(20) < 0. Portanto,
a area méaxima é dada por A(20) = 800 metros quadrados.*”

Por fim, vejamos as integrais das fungoes reais de uma variavel real:

e [ntegragao

Da mesma forma que a subtracao e a divisao, quando possiveis, sao operagoes inversas da
adicao e da multiplicacao, respectivamente, a integracao, quando possivel, é a operagao
inversa da derivacao. Isso posto, sejam F(x) e f(x) funcdes obtidas, uma da outra, como
resultados destas duas ultimas operacoes. A equivaléncia

4 (F(x)) = f(x) &= [f(x) dx = F(x)

significa que f(x) é a derivada de F(x) se, e somente se, F(x) é uma integral (ou anti-
derivada ou primitiva) de f(x). Para ficar claro:

J f(x) dx iguala a func¢do F(x) cuja derivada resulta em f(x).

4TPara verificar o resultado de outra maneira, faca o grafico da funcio quadratica

A(x) =x(80 — 2x)
= —2x? + 80x,

que é, obviamente, uma parabola com concavidade para baixo, com raizes x = 0 e x = 40, abscissa do vértice
xyv = 20 e ordenada do vértice f (xy) = 800.
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Por que F(x) é uma integral de f(x) e nao a integral de f(x)?
Seja C uma constante arbitraria e considere vélida a equivaléncia anterior. Portanto, a
equivaléncia

£ (F) + C) = f(x) <= [ f(x) dx = F(x) + C

também é valida. Assim,

F=f& [f(x)dx =F(x)+C

para qualquer constante C.

Exemplos
- Sejar € R, r # —1, fixo. Portanto,

Jxrdx: X

T+1

De fato,

- A integral do exemplo anterior, para r = 1, é dada por:

1
Jx‘ dx:J—dx
x

= In x| + C.

De fato, por um lado, seja x > 0. Portanto,

d d
a(lnIxI—kC) = a(lnx—kC)
_J
=

Por outro lado, seja agora x < 0. Portanto,

d d

onde utilizamos a regra da cadeia na segunda igualdade para a funcao internay = —x
e a fungao externa z = Invy.
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- Para trigonométricas e suas inversas, ¢ imediato que

Jcosx dx =senx + C, Jsenx dx = —cosx + C, Jseczxdx = tanx + C,

dx = arctanx + C.

J 1 dx = arcsenx +C e J
e T

De fato, temos que

1+ x2

dix(senx+ C) = CcoS X, %(_COSX+C) =senx, %(tanx—i— C) = sec’ X,

d 1 d 1
a(arcsenx—i—C):— e —(arctanx+C):]+X2.

V1—x2 dx

- E imediato que

Je"dx:e"+C.

O caso geral, para a # 0 constante, é o seguinte:
eClX
Je‘”‘ dx =—+C.
a

De fato, pela regra da cadeia,

d (e 1d .,
a(:*‘?)—aa(e )
1

= —-ae™

a
=e™.

- Se F/(x) = f(x) e a é uma constante nao-nula, entao

Jaf(x) dx = aF(x) + C

De fato,

Por exemplo,

JZez" dx = ZJeZX dx

=e” + C.
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- Para calcular a integral J'er"z dx, note que, o integrando f(x) = 2xe*’ parece ser o
resutado da aplicacao da regra da cadeia em alguma funcao F(x) adequada.
De fato, se u(x) = x* e v(u) = e, entdo a derivada de

F(x) = v(u(x))
_ ould
_ eZX’
em relacao a x, é dada por
d d
Pl = o (u() - - (v(w)
=2x-e"
2
= 2xe*.

Assim, temos que

Jer"z dx = e~ + C.

- Vamos, agora, calcular a integral

1
J T
Como ]
J—z dx = arctanx + C
14+ x
e
1 1
LI J S ¥
J4 +x2 4 (1 + %)
1 1
e
I+ (3)
sera que
1
Jm dx = arctan(x/Z) + C? (13)

Note que, pela regra da cadeia,

1 1

2 1+ (x/2)2 (1.4)

d
™ ( arctan(x/2)) =

¢ a metade do integrando em (1.3). Portanto, multiplicando ambos os membros de
(1.4) por 2, temos

1 1 X
J4+x2 dX=Z-2-arctan(§>—|—C

_arctan (%) L

2
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- Pode ser facilmente demonstrado que a integral da soma de func¢oes é a soma das
integrais destas fungoes. Por exemplo,

4 1
A3 _ _ 3 0 Y
J( 4x° + 1 4+x2) dx = ( 4)Jx dx+Jx dx + ( 4)J4+dex

= —x* 4+ x —2arctan (;) + C.

Existem técnicas que podem ser tuteis no calculo de integrais, como a integracao por
substituicdo e a integracdo por partes.*s

Integral definida: drea ‘com sinal’

Seja f(x) uma fungdo nado-negativa (respectivamente, ndo-positiva) num intervalo [a, b].
Considere f(x) continua nesse intervalo, isto é, o grafico dessa fungao nao é interrompido
em (x,f(x)), para todo x em [a, b], conforme a seguinte ilustracao:

Uma importante consequéncia do teorema fundamental do cdlculo (confira |[Gonick (2014)])
estabelece que, se F(x) ¢ uma primitiva de f(x), isto é, (F(x) + C)’ = f(x), num intervalo
aberto que contenha [a, b], entdo a integral definida de f (em [a,b]) é obtida via

F(b) — F(a) := F(X)|z

Além disso, essa integral calcula a drea com sinal da regiao compreendida entre o grafico
de f, isto é, G(f), e o intervalo [a, b], de acordo com os dois casos seguintes:

b . . "
caso f > O: fa f representa a area com sinal positivo,

b , : .
caso f < 0: fa f representa a area com sinal negativo,

conforme a seguinte ilustracao:

48Veja [Gonick (2014)].
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Exemplos

35

Considere os graficos de uma reta, x € [0,1], e uma parabola, x € [1,2], conforme a

ilustracao seguinte:

49
1y : y=x 1
X L+ x
0 1 0 1 2
A area relativa ao grafico da reta é calculada por
1 21
J xdx = x
0 2 |y
12 02
—2 2

1
=5 ua (unidades de éarea).

De fato, essa area também é calculada por

base x altura B 1-1
2 2
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Observe também que

cujo modulo representa o valor da area do tridngulo obtido pela reflexao do triangulo do
grafico supracitado em relacao ao eixo das abscissas, conforme a seguinte ilustragao:

0 1
N X
y Y

Agora, a area referente ao grafico da parabola supracitada é dada por

2 312
pe
J x*dx = =
1 31
2 13
3 3
8 1
3 3
7
== ua
3
Observacao
Caso existam exatamente n pontos entre a e b, digamos ¢y, ¢, ...,Cn_1,Cn, onde f muda

de sinal, considere

b cq c2 Cn b
o= o] oren | r ] n
a a C1 Cn—1 Cn

onde a contribuicao de cada uma das n+ 1 parcelas do segundo membro alterna entre os
dois casos anteriores a medida que f muda de sinal.

Exemplo

27t T 27
J sendeZJ senxdx—kj sen x dx
0 0 ld

7T s
:J senxdx—J sen x dx
0 0

=0.

Nesse caso, temos um ponto entre a e b, conforme representado na seguinte ilustragao:

a:O' C:ﬂ\/bZZﬂT
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1.3 Fundamentos de cilculo de uma variavel

Como sugerido na quarta footnote da secao 1.1, apenas leitores com viés para o rigor matemdtico
devem tentar resolver os exercicios que sequem. Aqui, algumas footnotes sao sugestoes/dicas
para resolver exercicios, enquanto que outras sao resolucoes quase completas.

PARTE |

1. R > a é dito um ponto de acumula¢ao de S C R quando a seguinte condicao é satisfeita:

Dado & > 0 arbitrario, existe algum x € S tal que 0 < |x — a| < €.

Mostre que:

(a) 0 é um ponto de acumulacao de S ={1/n|n € N}

(b) Z nao tem pontos de acumulagao.

2. Sejam: f uma fungao; a um ponto de acumulagao de Dom(f); L € R.
limf(x) =L
Xx—a

significa que, dado € > 0 arbitrario, é possivel apresentar algum 6 = §(e) > 0 satisfazendo
a seguinte condicao:

x € Dom(f),0<|x—al|<d=[f(x)— LI <e.

Use essa definicao de limites para demonstrar cada um dos cinco itens seguintes:

(a) Se lim f(x) existe, entdo esse limite é inico.*?
Xx—a
(b) Se lim f(x) =L e lim g(x) = M, entao:
X—a Xx—a
i lim(f+g)(x) =L+ M;
Xx—a
ii. im(f-g)(x)=L-M,

iii. )l(i_r}r(ll(f/g)(x) =L/M se M #0;

iv. f(x) > 0 (respectivamente, f(x) < 0) para cada x € Dom(f) suficientemente
proximo de a = L > 0 (respectivamente, L < 0).%°

3. Seja p(x) um polindmio. Mostre que p é continua em a demonstrando os itens a seguir:
(a) Pela defini¢do de limites, lim ¢ = ¢ para toda constante c.
x—a
(b) Pela definigao de limites, lim x = a.
x—a
(c) Pelo item (b), pelo item ii da dltima questao e por indugao finita, lim x™ = a™ para
XxX—a

cada inteiro positivo mn.

49 Assuma que L # M sdo ambos limites de f em a. Considere ¢ = |L — M|/2 na definicio de limites. Use a

bem conhecida desigualdade triangular para obter a contradicao 2¢ < 2¢.

50Considere L< 0 e & = —% (respectivamente, L > 0 e e = %) Obtenha dai uma contradigao.
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(d) Pelos itens (a) e (c) anteriores e pelo item ii da ultima questdo, lim cx™ = ca™ para
x—a
cada constante c.
(e) Peloitem (d) anterior, pelo item i da questao anterior e por indugao finita, li_r)n p(x) =
X a

p(a).”!

4. Demonstre que lim f(x) e lim f(x) existem e sao iguais se, e somente se, lim f(x) existe.
x—at x—a~ x—a
52

Nesse caso, tal limite iguala os limites laterais.

5. Considere ¢ > 0 arbitrario. Use a definigao de limites do exercicio 2 para verificar cada

um dos itens seguintes:

(a) lim3x —1 =554

x—2

(b) lim 2 —4x = 6.

x——1
(c) Sejax € (—%,5), x #0. Dat:

i. 0 <cosx < ¥BX < ;%

51Uma funcdo f é dita continua em a € Dom(f) quando, na definicio de limite dada na questao 2, L = f(a).

52Para definir lim f(x) = L, basta considerar Dom(f) = (a, b) na definicdo de lim f(x) = L dada anterior-
x—at x—a

mente. Nesse caso, escreva 0 < |[x—a| < & como 0 < x—a < 6. Analogamente, para definir lim f(x) = L, basta
X—a
considerar Dom(f) = (¢, a) na defini¢do de lim f(x) = L dada anteriormente. Nesse caso, escreva 0 < [x—a| < &
X—a

como —0 <x—a<0.
53Além das definicoes de limites ja apresentadas, considere agora as definicoes seguintes, para f definida no
intervalo I e € > 0 arbitrariamente dado:

(a) liril f(x) = L quando existe algum K = K(e) > 0 tal que:
X—+00
x €l=(a,+00),x >K=|f(x) —L| < ¢

(b) lim f(x) =L quando existe algum K = K(¢g) > 0 tal que

X——00

x €l =(—o0,b),x < —K=I|f(x) — 1| <.

5Tome & < ¢/3, justificando essa escolha (para 8).
55Tome & < ¢/4, justificando essa escolha.

S6RESOLUCAO
tanx --------- 7
| ,
Senx k-----5 X
L
| 7’
I d
[
|,
ﬁ 777777 Pp——
(N
| AY
l \\
! N
1 AN
| A
—senx ------ —X
I AN
—tanx'---------

Utilizando o grafico anterior, temos:

sen x
0 < senx| < x| < |tanx| = 0 < |cos x| < ‘
X

‘<1

senx

— 0 < cosx < <1.
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33 sen x XZ .
i, [ 1 <5
iii. lim senx — 158
x—0 X
: 1) — 59
(d) )l(li%xsen (1) =o.
(e) Se g(x) é limitada, isto é, existe B € R tal que |g(x)| < B para todo x € Dom(g),
entao
lim xg(x) = 0.%°
x—0

(f) Se a > 0, entao lim /x = /a.%!

g) lim x>+ 1=5.62
(8)

x——2

(h) lim 51— =163

X2 2x+1 5

(i) lim /x=0.%

x—0+
(j) Se f(x) = |:—‘, entao nao existe lirré f(x) pois hI(I)L flx)=—1e lir(r)l+ f(x) =1.
® Ipx=0

6. Se f é uma fungao definida no intervalo I e y = 1/x, demonstre os dois itens seguintes:

(a) Para I = (a,+o0),
lim f(x) =L& lim f(1/y)=L1L%
X—+00 y—0+
(b) Para I = (—o0,b),
lim f(x)=L& lim f(1/y) =L

X——00 y_)()*

STRESOLUCAO
Utilizando o subitem (i) do item (c) dessa questéo, temos que

—1‘ <1 —cosx:Zsenzg

‘SQHX

XZ

<7.

S8 RESOLUGAO
Seja 0 < & < v/2e. Assim, segue do subitem (ii) do item (c) dessa questao que, se |[x| < §, entao

’senx ]’<52
X 2
< €.

59Tome & < ¢, justificando essa escolha.

50Note que, embora o item (d) dessa questdo tenha de ser resolvido pela defini¢ao de limites, uma resolugio
mais simples pode ser obtida utilizando o resultado desse item (e).

1Tome & < min {a, ey/a}, justificando essa escolha.

62Tome & < min{1, e/5} ou & < min{2, ¢/6}, justificando essas escolhas para 5.

63Tome & < min{2,5¢/2}, justificando essa escolha.

64Tome & < &2, justificando essa escolha.

65Para =, se € > 0, escolha K = K(g) > 0 em relacdo ao limite de f quando x — +oo. Use entdo & < 1/K.
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7. Utilizando a questao 6 e o item (c¢) da questdo 5, mostre que

. senx
lim =0.
X—-+00 X

8. Assuma que f e g sdo continuas em a. Demonstre entao que:5°

(a) f+ g ¢é continua em a;
(b) f-g é continua em a;

(c) f/g é continua em a se g(a) # 0.
9. Utilizando a questao 8, mostre que

8x + vx + 1
h(x) = L
22 +x+9
¢é continua para todo x > 0.
10. Se g é continua em a e f é continua em g(a), demonstre que f o g é continua em a.

11. Utilizando a questao 10, mostre que a funcao

o) = (Ve —TEr2+1)

é continua para todo x € R.
12. f é dita continua em [a,b], a < b, quando as duas condi¢oes que seguem sao satisfeitas:

e f é continua em (a,b);

e lim f(x) =f(a) ¢ lim f(x) = f(b).

(a) Mostre que f(x) = y/x & continua em [0, b].%"
1

(b) Mostre que f(x) = xsen () nao é continua em [0, b].%

(c) Seja s a fungao definida em [0, b] por
1 .
s(x) { xsen (1) sex # 0;

10 se x = 0.

i. Mostre que lirgl+ s(x) = s(0).9°

ii. Mostre que s é continua em [0, b].™

66Use o item (b) da questao 2.
67Utilize: o item (f) da questdo 5 para verificar que f é continua em (0,b); o item (i) da questdo 5 para
verificar que liI‘I)l+ f(x) = f(0); o item (f) da questdo 5 e questao 4 para verificar que “ﬂr} f(x) = f(b).
X— x—b—

68Verifique que, embora lirgl+ f(x) =0 (pelo item (d) da questao 5 e pela questao 4), f(0) nao esta definida.
X—

69Use o item (d) da questdo 5 e a defini¢do de s.
70Utilize: o item i anterior; o item (b) da questéo 8, questao 10 e que sen x é continua para mostrar que s(x)
é continua para x # 0; a questao 4 para mostrar que lirtr)l s(x) = s(b).
x—
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13. Demonstre o teorema da conservagao de sinal (TCS), isto é, se f é continua em c e
f(c) # 0, demonstre que existe algum & > 0 tal que f(x) - f(c) > 0, isto &, f(x) e f(c) tém
mesmo sinal, para cada x € Dom(f) para o qual |[x —c| < 8.™

14.

15.

16.

Seja S um conjunto nao-vazio de numeros reais. S é dito limitado superiormente (res-
pectivamente, inferiormente) quando existe algum nimero real B satisfazendo a seguinte
condigao:

x < B (respectivamente, B < x) para cada x € S.

Nesse caso, a existéncia do menor (respectivamente, maior) entre todos tais niameros B,
denotado por sup S (respectivamente, inf S) é garantida. Por causa disso, dizemos que R
é completo.

(a)
(b)

Considere o conjunto S do item (a) da questdo 1. Mostre que supS =1 e inf S = 0.

Preencha os detalhes da demonstracao do teorema do wvalor intermedidrio (TVI),
cujo enunciado é o seguinte:

Se f:[la,b] = R € continua e f(a) # f(b), entao f assume no intervalo (a,b) todos
os valores entre f(a) e f(b).

DEMONSTRACAO:

Caso f(a) < d < f(b), considere S = {x € [a,b]|f(x) < d}. Entdao, como R é
completo, obtenha f(¢c) = d com ¢ = supS. De fato, supondo que f(c) —d < 0 e
utilizando o TCS (da questao 13) na fungao @(x) = f(x) —d, obtemos a contradi¢ao:
sex =c+ %, entao x € S. Portanto f(c) > d. Agora, repetindo o argumento com
a suposicao f(c) —d > 0, obtemos f(c) < d. Para concluir, caso f(b) < d < f(a),
basta aplicar o caso anterior para g(x) = —f(x) e obter ¢ € (a,b) tal que g(c) = —d,
isto ¢, f(c) = d.

Use o TVI para verificar que cada uma das equagoes seguintes tem uma raiz entre
os nimeros indicados:

i. cosx =xentre 0 e 1.

ii. 2x3 —=5%x* —10x +5=0entre: —2e —1;0e 1; 3 ¢ 4.
iii. Inx =e ™ entre 1 e 2.

Demonstre que f é continua em a se, e somente se, }llirr(l)(f(a +h)—f(a)) =0.
—

Seja f uma fungao cujo dominio contém um intervalo aberto de centro a, isto é, seja a
um ponto interior ao Dom(f).
f é dita diferencidvel em a quando existe o limite do quociente de Newton dado a seguir:

Nesse caso, f'(a) é dito a derivada de f em a e

[f(c)l

"I Considere &€ = 5~ para lim f(x) = f(c). A partir dessa hipétese inicial, conclua a demonstragao com:

X—cC

f(x) > 1) ge f(c) >0,
f(x) < == se f(c) <O0.
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y = f'(a)x + (f(a) — f'(a)a)

¢ dita a equacdo da reta tangente ao grdfico de f em (a,f(a)).”™

Utilize a questao 15 para provar que f é continua em a se f é diferencidvel em a.
17. Use a definicao de derivada dada na questao 16 para mostrar que:

(a) f(x) =x%, x € R, ¢ diferenciavel e que f'(x) = 2x;
(b) f(x) =x3, x € R, & diferenciavel e que f'(x) = 3x?;

(c) f(x) = x=x"% x>0, é diferenciavel e que f'(x) = z\]f Ix12,
Ainda, para cada um desses trés itens, obtenha a equacao da reta tangente ao grafico de
fem (1,1).

18. Vale a reciproca da questao 16?7 Considere, por exemplo, f(x) = |x| e a = 0. f é continua

em a? f é diferenciavel em a?™

19. Sejam f e g diferenciaveis em a. Demonstre que:
(a) f+ g ¢é diferenciavel em a e (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a);
(b) fg é diferenciavel em a e (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a);
lalgle)-f@g'(al g g(q) £ 0.

lg(a)}?
20. Demonstre a regra da cadeia, isto é, se f € diferencidvel em a e g € diferencidvel em f(a),
entdao g o f € diferencidvel em a e, nesse caso,

(c) f/g é diferenciavel em a e (f/g)'(a) =

(gof)'(a) =1"(a) - g'(f(a)).

21. Utilize as questoes 17, 19 e 20 para derivar a funcao ¢ da questao 11.

22. Seja f diferencidvel em a como na questao 16.* Se a é um ponto de mdzimo (respectiva-
mente, minimo) local de f,” mostre que a é um ponto critico de f, isto ¢, f'(a) = 0.7

23. Vale a reciproca da questdo 22? Por exemplo, considere f(x) =x> e a = 0.
PARTE 11

1. Uma sequéncia N 3 n+— x,, € R é denotada por (x,) e o inteiro positivo n é o indice do
termo x,. Dizer que essa sequéncia é convergente para L € R significa dizer que, dado
¢ > 0 arbitrario, existe um indice N = N(¢) tal que

n>N=|x,—L<el|™

"2Para uma melhor analise dessa reta e sua relacdo com o conceito de derivada, confira a secdo 1.2.

"Use a defini¢ao de continuidade dada na nota de rodapé do item (e) da questdo 3 e a definigdo de derivada
dada na questao 16 para justificar suas respostas. Confira também o item (j) da questdo 5.

" Portanto, em particular, a é um ponto interior ao dominio de f.

">Confira a secdo 1.2.

"6Sem perda de generalidade, seja a um ponto (interior ao Dom(f)) de maximo local. Considere o quociente
de Newton em a tanto para h < 0 quanto para h > 0. Por fim, utilizando os limites laterais desse quociente, a
questao 4 e o subitem (iv) da questao 2, deduza que f’(a) é simultaneamente < 0 e > 0.

""Todos os termos da sequéncia de indices maiores que N pertencem a (L — ¢, L + ¢).
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Neste caso, dizemos que L é o limite de (x,,) e denotamos lim x,, = L.
n—oo

(a) Mostre que uma sequéncia constante converge para tal constante.
(b) Verifique que lim I =0.7®
n—oo
(c) Demonstre a unicidade do limite de uma sequéncia convergente.
(d) Enuncie e demonstre as tradicionais propriedades da soma, produto e quociente de

limites para sequéncias convergentes.

(e) Sendo ¢ € R e k € N duas constantes, utilize os itens (a), (b) e (d) desta questao
para mostrar que lim —% =0.
n—oo

(f) Demonstre o teorema do sanduiche para sequéncias (T'SS), isto é, se N é um inteiro

positivo, x, < Yy, < z, para cada indice n > N e lim x,, = lim z, = L, entao
1‘ L n—oo n—oo

im =L.

Tl‘)OOyn

(g) Use o item (f) desta questdo para mostrar que
lim |[x,] =0= lim x, =0.
n—oo n—oo

(h) Dada a sequéncia (x,), se a func¢ao f(x) é tal que f(n) = x,, para todo indice n e
lim f(x) = L, demonstre que lim x, = L.
X—00 n—oo

(i) Considerando o item (h) desta questao e supondo ja ter demonstrado que lim * =0
X—00

para 0 <1 < 1, calcule lim ™.
n—oo

(j) Dizer que (x,) é limitada significa dizer que existe B € R tal que

Ixn] < B para todo indice n|.

i. Mostre que toda sequéncia convergente é limitada.
ii. Sendo
x1=3,1, xx=3,14, ..., x,=23,1415926...d,
e d,, o digito da n-ésima casa decimal de 7, verifique que tal sequéncia ¢ limitada
e convergente.
iii. Se x, = (—1)™ para cada indice n, verifique, pela defini¢dao, que a sequéncia (x,)
¢ limitada mas nao é convergente.

2. Divida o intervalo [0, 1] em n partes de mesmo comprimento. Cada uma destas partes é
um subintervalo de comprimento 1/n. Tais subintervalos tém extremos

2
0, St TER

3] —

Para a (parte da) parébola f(x) = x* com x € [0, 1], considere os retangulos cujas bases
sejam os n subintervalos e cujas alturas sejam as imagens por f dos extremos destes
subintervalos. Para uma representacao geométrica destes retangulos para n = 8, confira
a seguinte ilustracao:

"8Use o item (a) da questdo 1 da parte L.
"Para a convergéncia, mostre que 7 — x,, < 10”™ para cada indice n. Depois use o TSS combinado com o
item (i) desta questdo.
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Y f(x) =x*

[e]]8;}
Bl
[e =T\

—_—

Co|w
=

| —
EN.

Seja s, (respectivamente, S,) a soma das areas dos retangulos de alturas dadas pelos
1

extremos inferiores (respectivamente, superiores) dos subintervalos. Por fim, defina ff
0

como o valor da area da regiao limitada pelo gréafico de f, pelo eixo das abcissas e pelas
1

retas x = 0 e x = 1. Obviamente, s, < [f < S,,.
0

(a) Calcule s, e S,, paran =24,8,16,32.
(b) Mostre que lim s, = lim S, = 1.%
n—oo n—oo
1

(c) Como o item (b) desta questdo esta relacionado com o valor de [ f.5!
0

3. Como na questdo 2,52 seja f uma funcao real nao negativa e continua sobre [a, b]. Divida
esse intervalo em n subintervalos, nao necessariamente de mesmo comprimento,

iy xipl, 1=1,2,...,m,
tais que x; = a, Xny1 = b e, sendo A, o maior entre os comprimentos de todos os
subintervalos,
lim A, =0.
n—oo

Além disso, suponha ja ter demonstrado o teorema dos valores mdazimo e minimo (TMM),
isto é, se uma fungao é continua num intervalo fechado e limitado, suponha jé ter provado
que essa fungdo assume valores maximo e minimo (globais) nesse intervalo. Entao, sendo

80Mostre, por inducdo finita, que

12+22+32+--~+n2:n(n+1)6(2n+1)> nen

Depois, utilize tal identidade, juntamente com o item (e) da questdo 1 da parte II, no célculo de lim Sy. Por
n—oo
fim, utilize um raciocinio analogo para calcular lim s,.
n—oo

81Use o TSS.
82Parte II.
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m; e My, respectivamente, os valores minimo e maximo de f em [xi, xi:1], 1=1,2,...,Mn,
considere a soma inferior (respectivamente, superior)

n n
Sy 1= Z m; (xis1 —x¢) (respectivamente, S, := Z M (Xip1 —%i) )
i=1

i=1

de Riemann de f em relagao a particao {x1,X2y...,Xn,Xn + 1} de [a,b]. Assim, como f

¢ continua, pode ser demonstrado que os limites lim s, e lim S, existem e sao iguais.
n—oo n—oo

Nesse caso, defina a drea da regiao limitada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas retas

X = aex =D como o limite comum supracitado. Por fim, denote a area supracitada por
b

J f e defina a funcdo I do seguinte modo:

X

[a,b] 2 x — I(x) :J f.

a

Demonstre os itens seguintes:

(a) T é diferenciavel e I’ = f, isto é, I ¢ uma primitiva de ;53
(b) Teorema fundamental do cdlculo (TFC) para fungées nio negativas
F ¢ uma primitiva de f = fzf =F(b) —F(a) := F(X)Kiz.g‘l
4. Considere as mesmas hipoteses da questao 3,%° com uma excecao: f pode assumir valores
negativos em [a, b]. Escolha x; € [xi,xi1] parai=1,2,...,n. Entao, como

my (X — X)) < (%) (i — x1) < My (X1 — X4)

83Considere a continuidade de f no intervalo [x,x +h] C [a,b] para h suficientemente pequeno mas positivo.
Assim, pelo TMM, existem X, Xm € [x,x+h] onde f (x;,) € 0 menor e f (xpm) € o maior entre todos os valores
de f no intervalo [x,x + h]. Na ilustracdo seguinte, xp = x € X;n = x + h.

y=f(x)

L 1 X
a S x+h b

Agora, compare as areas dos retdngulos aprozimantes e da regido sob a curva y = f(x) de base [x,x + h] via

x+h
fomh< | Fflaon
X
Considerando que a &area entre as desigualdades é dada por I(x + h) — I(x), calcule o limite do quociente de
Newton
I(x +h)—I(x)
h
para h — 0.
84Use que F — I é uma funcio constante.
85Parte II.
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parai=1,2,...,n, segue que

Sn < Z f (%) (i1 — %) < Sy (1.5)

i=1

Agora, considere que essas desigualdades sejam validas para n tao grande quanto se queira.

Analogamente & questao 3, como f é continua e lim A, = 0, podem ser demonstradas a
n—oo

existéncia e a igualdade dos limites das sequéncias que figuram em (1.5), bem como que
n
lim Z f(xi) (X1 —xi1)
i=1

é independente da escolha de x;, 1 = 1,2,...,mn. Esse limite é dito integral definida

b
de f em [a,b] e denotado por [ f(x)dx, enquanto f é dita integrdvel®® Por fim, defina

}f(x)dx = —ff(x)dx se a < b.

a b

Resolva os seguintes itens:

(a) Considerando a fungao

)
f(x):{ x- sex <0,

x2  sex >0,
verifique que:

i. lim Sy, =0 com Sy, = S, +S; tal que S, e S} sdo somas superiores de Riemann
n—oo

de f restrita aos intervalos [—1,0] e [0, 1], respectivamente;®”
1

ii. [ f(x)dx = 0.8
e

(b) Utilizando a defini¢ao de integral supracitada e propriedades de somatorios adequa-
das, demonstre que:

i. j‘f(X)dX = jf(x)dx + j)‘f(x)dx se ¢ € [a,b];®

b b
86Observe que, se f ¢ nao negativa, [ f(x)dx = [f.
a

a
87Use o item (b) da questdo 2, parte I1.
88Use o subitem (i) deste item (a).
89Tnicie considerando 2n subintervalos de [a, b], digamos

[xi,xiv1,i=1,2,...,2n,

comXxj =@, Xni] =CeXany1 = b, e escolhendo x; pertencente ao i-ésimo subintervalo anterior, i =1,2,...,2n.
Por fim, analise a expressao

n

2n 2n
Zf(;‘i) (Xi41 —%i) = Zf(;(i) (i1 —%i) + Z f(xi) (xig1 —%4)
im1 i

i=1 i=n+1

para n suficientemente grande, observando que, se j = 1 — n, entdo o ultimo somatorio é dado por
n

> Fx5) (%501 —x%5).

j=1
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ii. }(constante - f(x))dx = constante - }f(x)dx;
(f1(x) + f2(x)) dx = }ﬂ (x)dx + }fz(x)dx;

a

iii. f; e f; sdo continuas em [a,b] =

0o

b
iv. [f(x)dx > 0 se f &€ ndo negativa em [a, b].

(c) Suponha ja ter demonstrado o TFC para fun¢oes nao necessariamente nao negativas,
isto ¢, se f: [a,b] — R ¢é continua, assuma ter provado que

t=a

b
J f(t)dt = F(t)]"_" = F(b) — F(a).
Utilize esse fato para demonstrar as técnicas de integracao enunciadas nos dois sub-
itens seguintes.

i. INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO
Se [c,d] 3 x ¥ u(x) € [a,b] é uma bijecao com derivada continua, ndo nula e
tal que u(c) = a e u(d) = b, entao

d b
du
J fu(x))——dx :J flu)du.%
C dx a
ii. INTEGRAQAO POR PARTES
Utilizando a regra da derivada do produto,” demonstre que, se 1 e v sao conti-
nuas em [a, b], entao

Jb v(x)j—udx = u(x)v(x) ‘X:b — r u(x)ﬂdx.

x=a
a X a dx

- . b b b
Essa equagao ¢ costumeiramente denotada por [ vdu = uv{ — [ udv.
a a a

(d) Em bons livros de calculo de uma variavel, encontre e resolva integrais que utilizem,
em suas resolugoes, as duas técnicas de integragdo enunciadas no item (c) dessa
questao.

9OTnicie considerando uma primitiva F de f e a integracéo

d d
J f(u(x))%dx = J F’(u(x))%dx

d
= || g (Pt ax,

onde foi utilizada a regra da cadeia (exercicio 20 da parte I) na ultima igualdade. Agora, use o TFC na tltima
integral e continue desse ponto.
9Ttem (b) do exercicio 19, parte 1.
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Capitulo 2

Definicoes basicas

Suppose that you want to teach
the ‘cat’ concept to a very young
child. Do you explain that a cat
1s a relatively small, primarily
carnivorous mammal with
retractible claws, a distinctive
sonic output, etc.? I’ll bet not.
You probably show the kid a lot
of different cats, saying ‘kitty’
each time, until it gets the idea.
To put it more generally,
generalizations are best made by
abstraction from experience.

Ralph Philip Boas, Jr.

Como todos devem recordar, se A e B s@o dois conjuntos nao vazios, uma fungao f (definida em
A a valores em B) associa a cada elemento a € A um tnico elemento f(a) € B; A é o dominio
de f; f(a) é a imagem de a (por f) e o subconjunto de B de todas tais imagens é a imagem de

f.

Uma analogia tutil é considerar f como uma maquina ou um processador, como ilustrado a
seguir, a como uma entrada ou um input de f, A como o conjunto das entradas admissiveis de
f, isto é, que podem ser processadas por f, f(a) como uma saida ou um output de f e, por fim,

a imagem de f como o conjunto de todas as saidas.

ASal
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Aqui, estudaremos fungoes f cujos dominios sao subconjuntos do R™ e cujas imagens sao sub-
conjuntos do R™, isto é,

A =Dom(f) CR" e Im(f) C R™=B.
No ja estudado cdlculo de fungoes y = f(x) reais de uma varidvel real, temos n =m = 1:
Para todo x € Dom(f) C R, existe y € R tal que y = f(x).
Estudaremos, principalmente, os seguintes casos:
[. n=2em=1: Para todo (x,y) € Dom(f) C R?, existe z € R tal que z = f(x,y);

II. n=3em=1: Para todo (x,y,z) € Dom(f) C R?, existe w € R tal que w = f(x,y, z);

III. n=1e m = 2: Para todo t € Dom(f) C R, existe (x,y) € R? tal que (x,y) = f(t);

IV. n=1em=3: Para todo t € Dom(f) C R, existe (x,y,z) € R?® tal que (x,y,z) = f(t).

No caso I, temos func¢oes reais de duas varidveis reais.

Exemplos

1. Considere a fungao f que a cada vetor (x,y) associa o seu comprimento f(x,y) = \/x? + y2.
Portanto, por exemplo,

£(3,4) = /32 +42 =5 uc. e f (ﬁ, 1/2) — V2 +(1/2)2=3/2 ue

2. Considere a funcao f(x,y) = xy que calcula a area de um retangulo cuja base mede
X u.c. e cuja altura mede y u.c. Assim, por exemplo, f(2,2) = 4 u.a. é a area de um
quadrado cujo lado mede duas u.c.

No caso II, temos funcoes reais de trés varidveis reais.

Exemplo

Considere a funcao f que a cada ponto do espago associa a sua distancia ao plano OXY. Assim,
por exemplo,

f(7,4,—2) =2 u.c. e f(1,2,3) =3 u.c.

Nos casos III e IV, temos as funcdes (a valores) vetoriais (de uma varidvel real) ou curvas
parametrizadas e, em geral, seus dominios sao intervalos da reta real. Além disso, é conveniente
ressaltar que, as “coordenadas” de f(t) também dependem da variavel independente t, ou seja,
x =x(t), y =y(t) e z=z(t).
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Exemplo

Considere a funcao vetorial f que, a cada instante de tempo t € [0,27), associa a posi¢ao
f(t) = (cost,sent) de uma particula numa circunferéncia de centro na origem e raio unitério.
Claramente, x(t) = cost e y(t) = sent.

Em geral, denotaremos as fungoes vetoriais por letras gregas. Por exemplo, no lugar de f,
usaremos y. Além disso, por abuso de notacdo, funcoes vetoriais com imagens em R? e com
uma das componentes nula podem ser consideradas como fungoes vetoriais com imagens em
R?. Por exemplo, no lugar de y(t) = (x(t),y(t),0), podemos usar apenas y(t) = (x(t),y(t)).

Como todos devem lembrar dos estudos iniciais das fungoes reais de uma variavel real, y = f(x),
o dominio e a imagem de f quase sempre sdo intervalos ou reuniao de intervalos da reta real.!
Cada um desses intervalos pode ser de um dos seguintes tipos: aberto, fechado, aberto a direita
e fechado a esquerda, fechado & direita e aberto a esquerda, limitado ou ilimitado.
Generalizaremos o conceito de intervalo da reta real para subconjuntos do R™ que represen-
tam, com certa frequéncia, dominios e imagens de fungoes de varias variaveis. Além disso,
analisaremos “graficos” de func¢oes de duas varidveis e “tragos” de fungoes vetoriais. Contudo,
primeiramente, determinaremos os dominios e as imagens de algumas fungoes z = f(x,y) e
w = f(x, Y, z).

1. z = x*+y? pode ser obtido para todo (x,y) € R Logo, Dom(f) = R?. Por outro lado,
a soma de dois quadrados no minimo é 0 e pode se tornar tao grande quanto se queira
(a0 variarmos os pontos do dominio). Portanto, Im(f) = [0, +o00).

2. Para z = —4Y__ note que:

(a) O dominio ¢ dado por

Dom(f) = {(x,y) € R*|1—x* —y* > 0}
={(xy) eR*|x*+y* < 1},

isto é, o dominio ¢ o conjunto dos pontos do plano que pertencem ao circulo de centro
(0,0) e raio unitério, exceto os pontos pertencentes a sua circunferéncia x*> +y? = 1.

(b) Considerando pontos do dominio arbitrariamente proximos da circunferéncia unitaria
x* +1y? = 1, temos o numerador x +y limitado, podendo ser negativo ou positivo, e
o denominador /1 — (x? + y?) proximo de 0 pela direita, ou seja,

1

z=(x4+vy)- — +00.
(x+y) =T

2

Portanto,
Im(f) = (—o0, +00).

1O dominio e a imagem de y = 1/x ¢ o intervalo [0, +00). O dominio de y = e* ¢ o intervalo (—oo, +00) e a
imagem € o intervalo (0,-+00), enquanto o contrario ocorre para a fun¢do y =Inx. O dominio de y =tanx ¢é a
uniao de intervalos

<~ U (-5m/2,—3m/2) U (—3n/2,—mt/2) U (—m/2,7t/2) U (1t/2,37/2) U (31t/2,5m/2) U - - -,

enquanto que a sua imagem ¢é o intervalo (—oo,+00)!
?Isso significa que, em moédulo, z pode assumir valores tdo grandes quanto se queira, como na pagina 19.
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3. Paraz =1In (9 —x? — 9y2), note que:
(a) O dominio ¢ dado por

Dom(f)

{(x,y) e R*|9 —x*—9y* > 0}
{(x,y) e R*|x* +9y* < 9}

2

{(X>U) X3er2<1}

XZ yz
?+]—2<1},

€ R?

_ {(x,y) e R?

isto ¢, o dominio ¢ o conjunto dos pontos do plano que pertencem a elipse de centro
(0,0), eixo maior sobre o eixo dos x (com vértices em (£3,0)) e eixo menor sobre o
eixo dos y (com vértices em (0,£1)), exceto os pontos pertencentes a sua fronteira
;‘—i—k% =1, ou seja, 9 — (x* + 9y?) =0.

(b) Considerando pontos do dominio arbitrariamente proximos da fronteira da elipse
9— (xz + 9y2) =0, temos 9— (xz + 9y2) proximo de 0 pela direita, isto é, z — —oo.
Por outro lado, 9 — (XZ + 9y2) atinge o seu maior valor quando x* + 9y? assume o
seu menor valor, isto ¢, quando x =y = 0. Assim,

Im(f) = (—o0,In 9].

4. Para w = cos <\/1 —x?—y?— zz>, note que:
(a) O dominio é dado por

Dom(f) = {(x,y,z) € R*| 1 — (x* +y* +2*) > 0}
={(x,y,z) ER’ ]x2+y2+zz <1},
ou seja, o dominio é o conjunto dos pontos do espaco que pertencem a esfera de

centro (0,0,0) e raio unitario: cada um desses pontos estd a uma distancia até a
origem nao maior do que 1 u.c.

(b) Note que, para cada ponto (x,y,z) € Dom(f), como
0<xX+y’+22 <1 &= -1<— (X +y*+72%)
S0<T- (K +yP+2Y)
&= cos 1 < cos <\/1 —(Xz—l—yz—l—zz)> < cos0
& cosl <w<1,

<0
<1

temos que
Im(f) = [cos 1, 1].
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2.1 Bola aberta de centro Py € R™ e raio r > 0

e Paran =1, é o intervalo aberto Py — 1, Py + 7[, conforme a seguinte ilustracao:

PO —7T Po Po +7r

e ° o

e Paran = 2, é o conjunto dos pontos de um circulo de centro Py e raio r, exceto aqueles

pertencentes a sua circunferéncia, isto €, aqueles cuja distancia até Py seja exatamente
igual a r u.c., conforme a seguinte ilustracao:

e Paran = 3, é o conjunto de todos os pontos de uma esfera de centro Py e raio r, exceto
aqueles cuja distancia até Py seja exatamente igual a T u.c.

Em geral, a bola aberta de centro em Py e raio r é o conjunto
{PER||IP—Poll <1},

onde [|[P — Pyl| representa a distancia euclidiana entre P e Py.

Exemplos
- Paran=1, Py =%y e P=x, abola aberta é dada por

{x eR|x—xo| <T};
- Paran =2, Py = (x0,Yo) € P = (x,y), a bola aberta é dada por

{XERZ‘\/(X—Xo)2+(y—yo)2<1’}-

Observacao

{P e R® | [P —Poll < r} ¢ a bola fechada de centro Py e raio .

2.2 Conjunto aberto - Ponto interior

Cada ponto Py de um subconjunto aberto A de R™ é interior (ao conjunto A), isto é, existe
alguma bola aberta de centro Py inteiramente contida em A.
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Exemplos

- Param = 1, Py = 1 é interior ao intervalo aberto A = H,%[ pois, por exemplo,
]1 — %,1 + %[ C A. Contudo, 1/2 e 3/2 nao sao interiores a A. Na verdade, como
qualquer ponto Py € A ¢é centro de algum intervalo aberto contido em A, A é aberto.

- Paran = 2, considere A’ = Dom(f) com f(x,y) = \/L@ Portanto, A’ é o conjunto de todos
os pontos dos quadrantes impares, exceto aqueles pertencentes aos eixos coordenados,
conforme a seguinte ilustracao, a esquerda:

A’ é aberto pois qualquer um de seus pontos é interior (a A’). Nenhum ponto dos eixos
coordenados ¢é interior a A’. De fato, se A” = Dom(g) com g(x,y) = /Xy, isto ¢, A" ¢ a
uniao de A’ com o conjunto dos pontos pertencentes aos eixos coordenados, entdo A” nao
é aberto pois, por exemplo, nenhuma bola centrada na origem esta inteiramente contida
em A", conforme a ilustracao anterior, a direita.

- Para n = 3, todos os pontos de um cubo sao interiores a ele, exceto aqueles pertencentes
as suas faces. Um cubo sem faces é aberto.

2.3 Ponto de fronteira

Py € R™ esta na fronteira de um subconjunto A de R™ quando toda bola aberta de centro em
Py intercepta A e R™ — A, isto é, o complementar de A em R™.

Exemplos
- Paran=1, {%, %} é a fronteira de A :]%,%[

- Paran = 2, os conjuntos A’ e A” supracitados tém a mesma fronteira,® que ¢ composta
pelos pontos dos eixos coordenados.

- Para n = 3, as faces de um cubo formam a sua fronteira.

2.4 Conjunto compacto

Um subconjunto C de R™ é compacto quando contém a sua fronteira e esta contido em alguma
bola fechada. Se apenas contém a fronteira, C é dito fechado. Se apenas esta contido em alguma
bola fechada, C é dito limitado.

3De fato, A” & a unifo de A’ com a fronteira de A’.
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Exemplos

Nos exemplos anteriores, os conjuntos A, A’ e A” nao sao compactos. Contudo, note que,

13 13
{z»z} —Au{z’z}

é compacto pois, além de conter a sua fronteira, esta contido em, por exemplo, [1 — %,1 + %]
Agora, embora A” seja fechado, ndo é um conjunto compacto pois nenhuma bola fechada pode
conter A”. Por fim, note que, um cubo, incluindo as suas faces, é compacto.

2.5 Graficos de funcoes f reais de n variaveis reais
e Paran =1, é o conjunto

G(f) = {(x,f(x)) € R*|x € Dom(f)} ;

e Paran =2, é o conjunto

G(f) = {(x,y, f(x,4)) € R*| (x,y) € Dom(f)} ;

e Para n = 3, é o conjunto

G(f) = {(x,y,2,f(x,y,2)) € R*| (x,y,2) € Dom(f)} .

f, no primeiro caso, tem dominio contido em R e grafico contido em R?; no segundo, dominio
contido em R? e gréfico contido em R?; no tltimo, dominio contido em R3 e grafico contido em
R*.

Na ilustragao seguinte, exemplos de graficos (ou partes dos mesmos) dos dois primeiros casos
sao representados(as). Note que, nado ha possibilidade de se ilustrar tridimensionalmente o
altimo caso!

Lo (%, (1)

Exemplos

Podemos usar algumas figuras geométricas conhecidas, em alguns poucos exemplos,? para a
visualizacao dos graficos das fungoes.

4Tais como: planos (veja figura 2.1), esferas (veja figuras 2.2 e 4.18, paginas 56 e 166, respectivamente), pa-
raboloides (veja figuras 2.3 e 4.14, paginas 59 e 162, respectivamente), cones (veja figuras 4.13 e 4.18, paginas 161
e 166, respectivamente), etc.
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1. Para z = f(x,y) = —x—y+1, existe z para todo (x,y) € R?, isto ¢, Dom(f) = R?. Agora,
dez=—x—y+1, temos x+y+z—1 =0, que é a equagao do plano ax+by+cz+d =0
paraa=b=c=1ed=—1, conforme a figura 2.1. Por fim, temos

G(f) = {(xy,—x—y+1) e R’| (x,y) € R*}.

Figura 2.1: Gréfico da fungao z = f(x,y) = —x —y + 1 para x e y variando entre —1 e 1

2. Para z = f(x,y) = /1 —x%—y?, existe z (ndo negativo) para (x,y) € R? tal que
T —x*—y? >0, isto ¢, x> +y?> < 1. Logo, Dom(f) é a bola fechada em R? com
centro na origem e raio 1. Agora, da equacao da esfera unitaria x* +y? + z* = 1, temos
z = v/ 1 — x? — z%. Portanto, desconsiderando o sinal negativo, temos que

G(f) = {(x,y,\/l —x2—y2) e R |xX* +y* < 1}

¢ a semiesfera unitaria superior, conforme a figura 2.2, onde parte desse grafico esta
ilustrada.

Figura 2.2: Grafico da funcao z = f(x,y) = /1 —x% —y? para x e y variando entre —0,7 e 0,7
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Agora, secgoes transversais de um grafico G(f) dado acarretam curvas espaciais que, quando
projetadas no plano OXY, sao ditas curvas de nivel da fungdo z = f(x,y). Essas curvas,
juntamente com intersecgbes de G(f) com planos verticais (paralelos ao eixo OZ), resultam
num modo qualitativo de se obter G(f), como veremos a seguir.

2.5.1 Conjunto de nivel
Curva de nivel ¢, c € R fixo, no plano OXY

E a projecdo no plano z = 0 (plano OXY) da intersecdo do grafico de z = f(x,y) com o plano
horizontal z = ¢ (plano paralelo ao plano OXY de altura c), isto é, é o conjunto

{(xy) eR*[f(x,y) =c}.

Superficie de nivel c, ¢ € R fixo, em R3

E o conjunto

{(x,y,z) € R3|f(x,y,z) = C}-

Para f(x,y,z) = x* +y? + 2%, por exemplo, as superficies de nivel sdo esferas com centro na
origem cujos raios pertencem ao conjunto [0,00). De fato, uma tal esfera é a representagao
geométrica do conjunto

{(x,y,z) € R3|X2+yz+zz = (\/E)z}

com ¢ € [0,00) fixo. Note que, a superficie de nivel 0 é representada pela origem do sistema
OXYZ.

Exemplo do uso de curvas de nivel e de intersegoes de graficos com planos verticais
para visualizagao do grafico de uma fungao

Seja z = f(x,y) = x> + y?. Da geometria analitica ou da algebra linear (identificagio de
quddricas), sabemos que x* +y? —z = 0 é um paraboloide de revolucio com vértice na origem
e eixo das cotas como eixo de revolugao, conforme a figura 2.3 da pagina 59.

Outro modo de visualizar o grafico é observando, em primeiro lugar, que as curvas de nivel sao
circunferéncias em R? com centro na origem e raio ,/c, ou seja, cada uma dessas curvas pode
ser representada pelo conjunto

{(x,y) € ]Rz‘xz—l—yz =c= (\/E)z}

com ¢ € [0, 00) fixo, conforme a seguinte ilustracao:
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Note que:

Para constante ¢ negativa, nao existe curva de nivel x* + yz = ¢, isto é, nenhuma parte
do grafico esta abaixo do plano z = 0;

Para ¢ = 0, a curva de nivel x? +y? = 0 representa o ponto (x,y) = (0,0);

A medida que c cresce, cresce a altura do plano horizontal z = ¢, bem como o diametro da
circunferéncia x*+y? = ¢ que representa a projecio da intersecao do gréfico de z = x* +y?
com o plano z = c;

As curvas de nivel indicam que o grafico pode ser o paraboloide ou o cone de vértice na
origem e eixo OZ como eixo de revolucao.

Assim, para descartar a possibilidade do gréfico ser o cone, vamos interceptar z = x* +y* com
o plano x = 0 (ou com o y = 0), isto &, o plano OYZ (ou 0 OXZ). Se x = 0, entdo z = y*
é uma parabola em OYZ com vértice na origem e concavidade para cima (e, analogamente,
sendo y = 0, z = x? é uma pardbola em OXZ com vértice na origem e concavidade para cima),
conforme ilustrada a seguir.

7z z=1y? (ouz=x?)

5 Y (ou X)

Em geral, a intersecao do grafico e qualquer outro plano que contenha o eixo OZ é uma paré-
bola em tal plano com vértice na origem e concavidade para cima. Assim, o grafico s6 pode ser
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Figura 2.3: Gréfico da fungio z = f(x,y) = x* + y% com x e y variando entre —2 e 2

o paraboloide da figura 2.3.

Para outros exemplos e alguns exercicios sobre o uso de curvas de nivel e de intersegoes de planos
verticais com graficos de fungdes, para uma visualizacdo desses gréficos, confira [Avila (2006)]
e [Marsden e Tromba (2004)]. Além disso, ¢ fortemente recomendavel o uso de softwares livres
para a plotagem de graficos de fungoes tais como: Winplot, Kmplot, GeoGebra, Gnuplot, etc.
Como diz o ditado, “uma figura vale mais do que mil palavras!”. De qualquer modo, em geral,
tal visualizagao s6 sera possivel por meio de algum programa grafico.
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2.6 Traco (ou trajetoria) da curva parametrizada y(t)
E a imagem da funcéo v, isto é, é o conjunto

Im(y) = {y(t) |t € Dom(y)}.

Vale ressaltar que, de maneira andloga ao que foi dito para gréaficos de funcgoes, apenas al-
guns tragos de figuras geométricas simples como retas (veja figura 2.4), circunferéncias (veja
figura 2.5), hélices (veja figura 2.6), etc, podem ser esbogados sem a necessidade de usar algum
pacote grafico.

Exemplos
O trago é uma reta que passa pelo ponto Py = (1,0,4) na diregao do vetor v = (2,3,5)

O conjunto

Im(y) = {Po + tV|t € R}
={(142t,3t,4+5t) |t € R}

pode ser representado geometricamente por tal reta (veja figura 2.4).

Figura 2.4: Traco de y(t) = (1 + 2t, 3t,4 + 5t)

reta por (1,0,4) com vetor diretor (2,35) ——

O trago é uma circunferéncia de centro na origem e raio unitario no plano OXY

O conjunto
Im(y) = {(cost,sent,0) | t € [0,27)}

pode ser representado geometricamente por tal circunferéncia (veja figura 2.5). De fato, pela
relagdo fundamental da trigonometria, temos x(t)? + y(t)> = cos’t + sen’t = 1 para todo
t € [0,271). Por outro lado, para todo (x,y) € R? tal que x* +y? = 1, existe t € [0, 271) tal que
X =costey =sent.
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Figura 2.5: Traco de y(t) = (cost,sent,0)

circunf. em OXY ——

A trajetoria € uma helix (ou hélice)

O trago Im(y) = {(cos t,sent,t) ‘ t € [0, oo)} é um subconjunto do cilindro representado pelo
conjunto {(x,y,z) € R?*|x* +y* =1} (veja figura 2.6).5

Figura 2.6: Trago de y(t) = (cost,sent,t)

helix

2.6.1 Dinamica de uma particula percorrendo o traco

Y(to) € o vetor posi¢cao de uma particula que percorre o trago da curva 7y no instante de tempo
t =t u.t. No exemplo da reta que passa por Py na direcao de v,% y(0) = Py é o vetor posicao
da particula no instante t = 0 u.t.

No proximo capitulo, estudaremos os vetores velocidade e aceleracao em t = ty u.t.

5Verifique!
6Confira figura 2.4 da pagina 60.
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Capitulo 3

Resultados do calculo diferencial

I will not define time, space,
place and motion, as being well
known to all.

Isaac Newton

3.1 Curvas parametrizadas

3.1.1 Limite da fungao vetorial y(t) = (x(t),y(t),z(t)) em t = t,

E dado por

lim y(t) = (lim x(t), lim y(t), lim y(t)> ,

t—to t—to t—to t—to

caso existam tais limites.

Exemplo

Para y(t) = (t, tz,t3),

limy(t) = Qigzlt, lim £, liny t3> — (2,4,8).

t—2 t—2 t—

3.1.2 Continuidade de y(t) em t = t;

Ocorre quando

lim y(t) =v(to) |,

t—to

isto é, quando lim x(t) = x(to), thl? y(t) =y(to) e lim z(t) = z(to), ou seja, quando x(t), y(t)
—to

t—to t—to
e z(t) sdo continuas em t = t,.

63
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Exemplos

- A funcao y(t) do exemplo anterior é continua em t = 2.}

- Funcoes vetoriais como as dos exemplos da secao 2.6, isto é, funcoes cujos tragos sejam
retas, circunferéncias ou hélices, sao continuas.

3.1.3 Derivada da fungao vetorial y(t) = (x(t),y(t),z(t)) em t =t

Em existindo, é dada por

Y'(to) = lim *

(to+h)—y(to)
h—0 h '

Pela subsecgao 3.1.1, esse limite ¢ igual a

z(to +h) — z(to)
h—0 h h—0 h h—0 ’

(1im x(to + h) —x(to) lim y(to +h) —y(to) lim
isto &, v'(to) = (x" (to),y’ (to), 2’ (to))-
v’ (to) também é chamada de vetor velocidade da curva y no instante t = ty u.t.

Vetor velocidade e reta tangente ao trago (a trajetoria) de y(t) = (t, tz) emt=1

Para obter o traco, considere x = t e y = t*> = x2. Portanto, o traco ¢ o gréafico da parabola
y = x%. Agora, qual é a dinamica de uma particula sobre tal trajetoria?
A medida que t cresce de —oco até 0, x = t também cresce nesse intervalo, enquanto que y = t
decresce de +oo até 0. Quando t cresce de 0 até +oo, x = t e y = t* também crescem em
[0, +00). Portanto, a particula “desce” pela parte da parabola do segundo quadrante, até atingir
o seu vértice, e depois “sobe” pela parte da pardbola do primeiro quadrante. Essa analise deve
ser confirmada pelo vetor velocidade. De fato, como y'(t) = (1,2t) para todo t € R, seu
modulo v/ 1+ 4t? diminui de arbitrariamente grande para 1 (quando t varia de —oo até 0) e
aumenta de 1 até ficar tdo grande quanto se queira (quando t varia de 0 até +00).2
Cabe, agora, exemplificar o que ocorre no instante t = 1 u.t. Py =vy(1) = (1,1) é a posicao de
uma particula em t =1 u.t. v=v'(1) = (1,2) é o vetor velocidade em t = 1 u.t. Assim, para
obter a reta tangente a trajetoria em t = 1, considere a reta que passa por Py na direcao de v,
isto é,

rt)=Po+tv=(1+1t,14+2t) VteR (3.1)

Para confirmar que, de fato, (3.1) é a reta tangente a trajetoria em t = 1, vamos obter a reta
y = ax + b tangente ao grafico de f(x) = x* no ponto de coordenadas x =t=1ey =t* =1,
isto €, em Py, utilizando o calculo de uma variavel. Por um lado, sabemos que a = f'(1) = 2-1.
Assim, y = 2x + b é a reta tangente ao grafico de f em Py = (1,1). Por outro lado, como Py
pertence a essa reta tangente, isto €, suas coordenadas satisfazem a equagao y = 2x + b, temos
que b=1—2-1=—1, isto é,

y=2x—1 vxeR

2

é a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = x~ em Py, conforme a seguinte ilustragao:

!Na verdade, essa funcdo é continua em todos os pontos do seu dominio.
2Note que o vetor velocidade tem direcdo e sentido compativeis com a dindmica descrita anteriormente.
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t=0

Para mostrar que as equagoes y = 2x — 1 e (3.1) representam a mesma reta, basta eliminar a
variavel t da segunda equagao, obtendo, assim, a primeira. De fato, sendo x = 1+tey = 1+2t,
temos x — 1 =t = %], isto &,y =2x — 1.

3.1.4 Vetor aceleragao de y(t) em t =ty u.t.

Em existindo, é dado por

Y (to) = (x" (to) ,y" (to) , 2" (to)) |

Exemplo

Para y(t) = (t, tz), v”(t) = (0,2) é constante para todo t € R.

Exercicios

1. Para a curva y(t) = (cost,sent), dada na segao 2.6, verifique que, em cada instante de
tempo t, o vetor velocidade é tangente ao movimento da particula, isto é, perpendicular
ao vetor posigao, e o vetor aceleragao é simétrico ao vetor posigao. Considerando a massa
da particula unitaria, como podemos descrever a forca centripeta atuando na particula?

2. Considerando que uma particula de massa unitaria percorre a trajetoria descrita pela
curva y(t) = (cost,sent,t) (helix), dada na segdo 2.6, como podemos descrever a forga
centripeta atuando na particula?

3. Para fungdes vetoriais y1(t) = (x1(t),y1(t),z1(t)) e va(t) = (x2(t), ya(t), 22(t)), e para a
funcao real f(t), todas derivaveis em t = ty, temos que, em t = to:
(a) (vi+7v2) =vi+v5
(b) (fy)’ = f"y 4+ fy’, onde fy representa a multiplicagdo de um escalar por um vetor.
(Em particular, vale que (constante - y)’ = constante - y');
(¢) (vi-v2) =v! -v2+7v1-v} onde - representa o produto escalar de dois vetores;
(

(d) (y1 xv2)" =7} xv2+7v1 XV}, onde x representa o produto vetorial de dois vetores.
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. Determine os pontos em que a curva y(t) = (t> — 1,1 + 1,3t), t € R, intercepta o plano

3x—2y—z+7=023

. A curva

-1
R>t—y(t) = (t,tz, = )6R3

representa o movimento de um corpo. Em t = 1 u.t., o corpo se desprende da curva
e continua seu movimento, sem que haja forcas adicionais atuando sobre ele,* conforme
ilustrado na figura 3.4, pagina 92. Determine o ponto e o instante em que o corpo atinge
o plano x +y +z=10.°

. Suponha que uma particula siga pela trajetoria y(t) = (e', e, cost) até sair pela tangente

no instante t = 1 u.t. Onde estara a particula no instante t = 3 u.t.?°

. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis tal que |[y(t)|]| = ¢

constante para todo t pertencente a algum intervalo aberto I. Prove (usando a regra da
derivada do produto escalar) que y(t) L y’(t) para todo t € 1.7

. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferenciéveis, definida num inter-

valo aberto, cujo traco esta sobre uma esfera de centro na origem e raio r. Prove que
v(t) L y'(t) para todo t pertencente a tal intervalo.®

Conforme antecipado na secao 1.1, sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre
curvas parametrizadas em outros livros de célculo. Recomendo, por exemplo, [Avila (2006)] e
[Marsden e Tromba (2004)].

Observacao

Analogamente ao caso de duas/trés variaveis, se y tem n variaveis dependentes, digamos

y(t) = (xi(t), ..., xa(t)),

sua derivada em relacao a t é dada por

Y/(t) - (X{(t),...,xa(t)),

cuja derivada em relacao a t é obviamente dada por

Y (1) = (% (t)y ..., x[ (1))

3Resolucdo na secio 3.5.

4 Movimento retilineo uniforme.
5Resolucio na secio 3.5.

6 Idem.

7Idem.

8 Idem.



3.2. CONTINUIDADE E DIFERENCIABILIDADE 67

3.2 Continuidade e diferenciabilidade

3.2.1 Interpretagao geométrica da continuidade para funcges reais de
uma (duas) variavel (variaveis) real (reais)’

y = f(x) é continua quando seu grafico nao apresenta interrupgoes (“saltos” e/ou “buracos”)
enquanto x varia numa parte sem interrupg¢oes de seu dominio. Analogamente, z = f(x,y)
é continua quando seu grafico ndo apresenta interrupgoes (“saltos” e/ou “buracos”) enquanto
(x,y) varia numa parte sem interrupgoes de Dom(f).

Exemplo

Como o gréfico da funcao f(x,y) = —x —y + 1, dada na secdo 2.5, ¢ um plano,'® z = f(x,y) é

continua.

Em geral, ¢ continua qualquer fungio cujo grafico seja o plano ax + by + cz = d.! Em
particular, sao continuas:
Fungao constante

z = cte(x,y) = constante (c =1, a =b =0 e d = constante);

Projecao na primeira coordenada

z=pix,y)=x(a=1,b=0,c=—1ed=0);

Projecao na seguna coordenada

z=p2lx,y) =y (a=0,b=1,c=—-1ed=0).

3.2.2 Propriedades das funcoes continuas
Somas, diferencas, produtos e, quando possiveis, quocientes e composicoes de funcoes reais con-
tinuas de uma variavel real também sao continuas. O mesmo vale para fungoes reais continuas
de duas variaveis reais.
Exemplos
Utilizando as funcoes cte, p; e p, supracitadas, sao continuas as fungoes:

- z="f(x,y) = Zl.f:] constante;x™y™ onde m; e n; sao inteiros nao-negativos;

+ z=3xy? + (log 2)x*y> + x? +y + cos &;12

.z = e\/gxyz-i-(log2)x3y3+x2+y+cos 27”'13

9Formalmente, o estudo de continuidade precisa do conceito de limites.

0Veja figura 2.1, pagina 56.

UPara a fungio z=—x—y+ 1, temosa=b=c=d=1.

12 Aqui, constante; = v/3, constante, = log2, constantez = constantes = 1, constantes = cos 27”, m; =1,
mz::’), m3 :2, TTL4:TTL5:0, n :2, T12:3, ny=ms=0eng =1.

13Confira subsecdo 3.5.2.
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Resultados anédlogos sao validos para fungoes reais de trés variaveis reais que sejam continuas.

Exemplo
3142 5,7 6
~ _ _ , )
A fungdo w = f(x,y,z) = 4/ U E Z;f 22 & continua.

3.2.3 Derivagao parcial para fungoes de duas/trés varidveis reais'*

Para calcular a derivada parcial de uma funcao em relacao a uma de suas variaveis indepen-
dentes, digamos y, considera-se todas as suas outras variaveis independentes, digamos x e z,
como constantes e, em sendo possivel, deriva-se a fungao apenas em relagao a y. Por exemplo,
se w = f(x,Y,z), a derivada parcial de f em relagdo ay ¢ denotada por fy e pode ser obtida
derivando-se f (como no calculo de fungoes reais de uma variavel real) apenas em relagao a
variavel y, sendo x e z constantes em tal derivagao.

Além de fy, podemos utilizar também, por exemplo, as notagoes a; ou %;”

Agora, seja f simétrica, isto é, a permutacao de duas ou trés de suas variaveis independentes
nao modifica a fun¢ao. Suponha, por exemplo, que tal simetria tenha lugar nas variaveis x e
Y, como nos exercicios 1(a), 1(b) e 1(d), 2(a) e 2(b) e 3(c), dados a seguir. Assim, f, é obtida
simplesmente permutando-se as vériaveis x e y da f,. Em outras palavras, o calculo s6 precisa
ser feito para fy; fy segue via permutagao simples.

Exercicios

1. Obtenha fy e fy para:

(a) f(x,y) =xy;

(b) f(x,y) = e

(c) f(x,y) = xcosxcosy;

(@) f(x,y) = (x> +y?) In(x* +y?).

2. Calcule as derivadas parciais 0z/9x e 0z/0y das fun¢oes dadas nos pontos indicados.

(a) z=/a?—=x*—y?% (0,0), (a/2, a/2);

(b) z=1In+/T+xy, (1,2), (0,0);
(¢) z=e"cos(bx +y), (2rt/b,0).

3. Em cada um dos casos seguintes, obtenha as derivadas parciais ow/0x e ow/dy.

— Xex +y

x2 x4y~ 2
X271427

(a) w
(b) w=2575
(c) w
(d) w=x/y;

(e) w = cos(ye™¥)senx.

— e In(x2 1 y);

HE necessario o conceito de limites para uma definicdo formal dessas derivadas.
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Observacao
Analogamente ao caso de duas/trés variaveis, se f tem n variaveis independentes, digamos
f(Xh'--»Xn) ’

a derivada parcial de f em relagao a i-ésima variavel, isto é,

of
aXi’

¢é obtida considerando-se x; como variavel e todas as outras varidveis independentes como cons-
tantes.

3.2.4 (Vetor) gradiente de f no ponto Py, isto é, Vf(Py)

Em existindo as derivadas seguintes, é dado por:

VT (xo) = ' (x0) para Py =xg e y = f(x);

VT (x0,Yo) = (fx (X0, Yo) , fy (X0, Yo)) para Py = (x0,Yo) € z = f(x,y);

VT (%0, Yo, 20) = (fx (X0, Yo, 20) » Ty (X0, Yo, 20) , T2 (X0, Yo, 20)) se Po = (X0, Yo, 20) e W = f(x,y,2);
etc. (Isto é, o padrao se mantém para fungoes reais de mais de trés variaveis reais.)

Exemplos

- Sejam f(x,y,z) = sen(In(xy)) + cos (%), em radianos, e Py = (1,1,2). Dai, como

_cos(In(xy)) zm XZTT _cos(In(xy)) R XZTt
fx—f—TSQD<T>, fy—T (] fZ——TSGH<T>7
temos que
_cos(In1) = T _cos(InT) _om T
fx (Po) = —  —3%n <E) ;. Ty (Po) = — ¢ & (Po) = g sen (E) :
T s
- Sendo

I'(X,U, Z) = (x,y,z)

o vetor que vai da origem ao ponto (x,y,z) e

T(x,y,z) = VX2 +y2 + 22
o seu modulo, o gradiente de r é dado por

Vr = (Tmry)rz)

B X Y z
<\/x2+y2+z2’ VX + 22 /%2 +y2+z2)
1

(x,y,2)
Varyirz Y

r
.
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Exercicios

Verifique (para pontos que nao sejam a origem) que:
L V(7)) =—%5;
2. Vinr = 5

3. Vf(r) = ]U(Tr)r para f diferenciével em relacao a r.1°

3.2.5 Derivadas parciais de ordens superiores para f(x,y) = < —yx®

X
de f(x,y). Em sendo possivel derivé-las, obtemos suas derivadas parciais de sequnda ordem.

Portanto:

fp =2 = U 3yx?ef, =& = U 3 5o as derivadas parciais de primeira ordem
ox X dy

2
° fxx — 0f _ 0 (ﬁ) — 2cosy 6yX;

_of _ 2 (o) _ _cos
i fyy—ayz—ay (ay>_ x

Analogamente, utilizando essas derivadas de segunda ordem, podemos obter as derivadas par-
ciais de terceira ordem e assim sucessivamente.

Observacao

Nao apenas para a fungdo do exemplo dado, mas para qualquer f(x,y) definida em alguma
bola aberta de centro em (xo,Yo) onde fy, fy, fy, e fy, existam e sejam continuas, vale que

fxy(XOaUO) = fyx(xmy()) :

Exercicios

1. f(x,y) =In(\/x? + y?) satisfaz a equagao fy, + fyy = 0710

2. Verifique que a funcao z = e/ At/ /t satisfaz a z, = kzy, dita equacdo de difusio ou
equacao do calor, onde k é uma constante.'”

15Generalizacao do segundo item dos exemplos e dos exercicios 1 e 2 de 3.2.4.
16Resolucdo na secao 3.5.
17 Idem.
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3.2.6 Diferenciabilidade!®
Reta tangente para y = f(x)

y = f(x) é diferenciavel em x, se, e somente se, existe reta tangente ao grafico de f em Py =
(x0, f(x0)) dada por
1 (%0) - (x —%0) + (1) - (y(x) — f (x0)) =0,

conforme a seguinte ilustragao:

Temos, aqui, uma representagao geométrica de parte da reta y(x) = ax+b, tangente ao grafico
de f num ponto Py desse grafico, onde a = f'(xo).

Para y = f(x) ser diferenciavel em x, basta que exista f'(xo)!

Aproximacgao linear

Podemos aproximar (localmente) o grafico de f em Py por sua reta tangente em Py, isto é,
(x, f(x)) proximo de Py pode ser aproximado pelo ponto (x,y) da reta tangente, ou seja, sendo
Ix — x| = |Ax| < 1 arbitrariamente pequeno, temos que

f(x) =~ f(xo) + f'(x0) - Ax.

Exemplo

Na subsecao 3.1.3, num exemplo sobre curvas parametrizadas, vimos que para f(x) = x* e
xo = 1,y = 2x—1 é a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto Py = (xo, f (x0)) = (1,1). Vamos
estimar o erro absoluto cometido quando aproximamos f(x) linearmente no ponto x = 1,001.%°
Assim, como

f(xo) + F/(x0) - Ax = £(1) + £'(1) - (0,001)
—142-(0,001)
— 1,002

f(xo) = x§
= (1,001)?
=1,002001,

temos que a aproximacao linear calcula f(1) com erro da ordem de 107°.

18 Aqui, o conceito de limites é necessario.
YNote que Ax = x —xo = 0,001.
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Plano tangente para z = f(x,y)

z = f(x,y) é diferenciavel em (xg,yo) se, e somente se, existe plano tangente ao grafico de f em
Po = (x0, Yo,  (x0,Yo)) dado por

fx (X0, Yo) - (x —x0) + fy (X0, Yo) - (U — o) + (—1) - (z(x,y) — f (x0,Yo)) = 0,% (3.2)

conforme a seguinte ilustragao:

Temos, aqui, uma representacao geométrica de parte do plano ax + by + cz(x,y) +d = 0,
tangente ao grafico de f num ponto Py desse grafico, onde a = f, (xo,Yo), b = fy (x0,Yo) €
c=-—1.

Para que z = f(x,y) seja diferenciavel em (xo,yo) basta
que fy e fy existam e sejam continuas em alguma bola
aberta de centro (x¢,Yo)!

Aproximacao linear

Podemos aproximar (localmente) o grafico de f em Py por seu plano tangente em Py, isto é,
(x,y, f(x,y)) proximo de Py pode ser aproximado pelo ponto (x,y,z) do plano tangente, ou
seja, sendo [x —xo| = |Ax| < 1 e [y —yo| = |Ay| < 1 arbitrariamente pequenos, temos que

f(x,y) = f (x0,Yo) + fx (X0, Yo) - Ax + fy (%0, Yo) - Ay.

20A equagao do plano tangente para z = f(x,y) ¢ dada aqui por analogia a equacdo da reta tangente para
y = f(x). Contudo, sera obtida pela consequéncia (C3) da regra da cadeia.
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Exercicio resolvido

Qual é a equacao do plano tangente a esfera de centro na origem e raio unitario no ponto

Po = (1/V3,1/V3,1/V3)?

RESOLUGAO

Por um lado, como o plano tangente tem vetor normal dado por i = (1,1,1),2! esse plano
pode ser representado por x +y +z+ d = 0. Assim, como Py satisfaz essa equacao, temos que
\/% + d = 0. Portanto,

X+y+z—V3=0

é a equacao do plano procurado.
Por outro lado, a calota superior de tal esfera é o gréfico de z = f(x,y) = /1 —x* —y? com
x* +y?% < 1, conforme figura 2.2, pagina 56. Logo, como

X o Y

ooy T ey

existem e sao continuas em alguma bola aberta de centro em (1 /V3,1/ \/g), temos que f é

fy=—

diferenciavel nesse ponto. Portanto, via (3.2), a equagao

fx<1/\f3,1/\f3)~<x—\1f3> (/\fv\f) ( —\@)+(—1)-(Z—f(1/\f3,1/\/§)):o (3.3)

representa o plano tangente procurado. Assim, devido a f (1/\/§, 1/\/§> =+1—(2/3) = \/lg

13 )
efx<1/\/§,1/\/§>:fy (1/\/_1/\/_> \/1/—2/3)——1,(3.3)edadapor
(=1 (x= (1/v3)) + =1 (y— (1/V3)) + (=1 (2= (1/v3) ) =
isto é, x — \f‘i‘y_T"‘Z_\[—O ou seja,
X+y+z— V3 =0.
Exercicios
1. Obtenha a equagao do plano tangente ao grafico de z = f(x,y) no ponto P, para:
(a) z = 2x* +y? (paraboloide) e Py = (1,1,3); RESPOSTA: 4x +2y—2z—3=0
(b) z=+x—yePy=(51,2); RESPOSTA: x —y —4z+4=0
(¢c) z=In(2x+y) e Py = (—1,3,0). RESPOSTA: 2x +y—2z—1=0

2. Aproxime linearmente uma fungao adequada f(x,y) e a partir dela estime:

(a) (0,99e%002)8,22
(b) (0,99)° + (2,01)* — 6(0,99)(2,01).2%

21Basta considerar a reta que passa pela origem e pelo ponto Pg.
22Resolucao na secdo 3.5.
23 Idem.
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3.2.7 Regra da cadeia

e Para x(t) diferenciavel em t =ty e f(x) diferenciavel em x = x(ty),

d
S Tx(t)

_as
- dx

t=to

dx

x=x(to) dt t=to

= V{(x(to)) - x'(to);

e Para x(t) e y(t) diferenciéveis em t = ty e f(x,y) diferenciavel em (x,y) = (x(to),y(to)),

d

ST,y ()

dx
(xy)=(x(to)y(to)) ~ dt

= fy

dy
(uy)=(x(to)y(to)) ~ dt -
=to

fy

t=to t=to

= Vf(x(to),y(to)) - (x'(to), y'(to));

e Em geral, para y(t) com coordenadas diferenciaveis em t = ty e f diferenciavel em y(to),

d

—fly(t)

m = Vf(y(to)) - v'(to),

t=to

onde - representa o produto escalar de vetores.

Exemplo

x(t) = e' e y(t) = Int sdo diferenciaveis para todo t € (0,00) e f(x,y) = €Y Inx ¢ diferenciavel
para todo (x,y) € (0,00) x R.2 Assim, por um lado, de f(x(t),y(t)) = e™tlne' =t -t = t2,
temos que

d

3 x(t),y(t) =2t

Por outro lado, como x/(t) = e*, y'(t) = 1/t, f (x(t),y(t)) &l e g fy(x(t),y(t)) =
eYtInx(t) = e™tlnet = t?, temos também que

VH(x(8), (1) (0, ¥/ (0) = e+
=2t.

3.2.8 Algumas consequéncias da regra da cadeia

(Cy) Derivada de f no ponto Py e na diregao do versor u

E definida por

of (P .
(_,0) =VTFf (Po) - u.
ou
Outra notacgao muito utilizada é a seguinte:
of (P
%O) = fa (Po) .
u

24De fato, fy e fy existem e sdao continuas em qualquer bola aberta contida em (0, 00) x R.
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Exemplo

SePoeR3eciie {;,;,12}, entdo fg (Po) € {fx (Po), fy (Po),f. (Po)}. De fato, a derivada de f na

direcao de i ¢ dada por

fr (Po) = (fx (Po), fy (Po), f2 (Po)) - (1,0,0)
fy (Py) +040
fy

(Po)

e, analogamente, f;(Po) = fy (Po) e i (Po) = f. (Po).

Em geral, se U = ai + bf+ ck com a? + b?+ 2 = 1, entao

of (Po)  of (Py)  , 0f(Po)  Of (Po)
i %ax P Tay T STaz

Exercicio

Obter a derivada da func¢ao f, no ponto e na direcao dados.
Sugestao: Normalize a direcao.

1. f(x,y,z) = e*cos(yz), Po = (0,0,0), V= (2,1,-2); RESPOSTA: 2/3
2. f(x,y,z) =xy+yz+2zx, Po=(1,1,2), v=(10,—1,2). RESPOSTA: 31/4/105.

Discutiremos, agora, o porqué de fg representar uma derivada do “calculo 172

—

Figura 3.1: Como projyw = T sz é a projecao ortogonal de W sobre V # O o modulo da derivada de f
no ponto Py = v (tg) e na direcdo de i = M é igual ao modulo da projegao ortogonal de VT (y (to))

IVE (v (to)) [ cos 6]

sobre V =y’ (ty), isto &, é igual a |Vf (y (to)) - m

V(Po) e

,
S £ v (ty)
NIRETIL
1

25Portanto, em particular, fy, fy e f, também podem ser interpretadas como derivadas do “célculo I”.
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“Justificativa” da férmula para a derivada direcional®®

fz(Po) pode ser obtida da regra da cadeia, considerando uma curva parametrlzada v(t) tal que

Y (to) =Poevy' (to) =V # O conforme a figura 3.1. De fato, se U = W entao
d ~
SAY)| = Vi)
t=to
— 1 (Vr(Ra) - )
= [Vl - fz(Po).

Portanto, afgg") ¢ simplesmente um multiplo escalar da derivada %f (v(t)) ‘ ety

A proxima consequéncia da regra da cadeia interpreta 0f/0U como taza de variagao.

(C;) Em sendo nao nulo, Vf(Py) (respectivamente, —Vf (Py)) aponta na diregao na
qual f cresce (respectivamente, decresce) mais rapidamente

De fato, da féormula do produto interno, temos que % = ||V (Py) ||-]|ti]]-cos B, onde O € [0, 7] &
o angulo entre os vetores envolvidos, conforme a figura 3.1. Dai, como |[U]| =Te—1 < cos0 < 1,
temos que

—[IVf (Po) H < IVE (Po) [lcos & < [[VF (Po) ],

isto &, ||[Vf (Po) || é o maior valor de 2 = ), ocorrendo para 8 =0, e —||Vf (Py) || € o menor valor

of P
de == ), ocorrendo para 0 = 7t.
u

Exemplo

A partir do ponto (0, 1), em que direcdo f(x,y) = x* —y? cresce mais rapidamente?

De Vf(x,y) = (2x,—2y), temos Vf(0,1) = (0,—2) = —2j. Portanto, f cresce mais rapidamente
a partir de (0, 1) na diregao —j.

Exercicio

Determinar a direcao na qual a funcao z = x? + xy cresce mais rapidamente no ponto (—1,1).
Qual é a norma de Vz nesse ponto e como podemos interpretar tal valor?

(C3) Para Py € R3, Vf(Py) é normal a superficie f(x,y,z) = f (P;) em P,

Sem perda de generalidade, considere VT (Py) # 0. Agora, seja y(t) uma curva parametrizada
sobre a superficie f(x,y,z) = f (Py), isto é,

fy(t)) = f(Po)
= constante.

Suponha que essa curva passa por Py em t = to, isto é, y(to) = Po, e que Vv = vy'(ty), conforme
a figura 3.2. Portanto, utilizando a regra da cadeia,

26Para definir derivadas direcionais é necessario o conceito de limites.
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7

Figura 3.2: Vf(Py) é perpendicular ao plano gerado por vetores tangentes, digamos V e W, a curvas em

Po

V£ (Po)

t=to

d
= — (constante)
dt it
=l

ou seja, Vf(Py) é perpendicular a V. Analogamente, para outra curva sobre a mesma superficie
e que também passa por Py num dado instante, agora com vetor velocidade w, temos que
VT (Py) L w. Assim, Vf(Py) é normal ao plano gerado pelos vetores v e w. Como tais vetores

sao tangentes a superficie em Py, esse plano também é tangente a superficie em Py.

Exercicios resolvidos

1. Qual ¢é a equagao do plano tangente a esfera de centro na origem e raio unitario no ponto

Po = (1/\/§>1/\/§)]/\/§)?27

RESOLUCAO
Vimos que esse plano é dado por

x+y+z—\/§:O.

2TEsse exercicio esté resolvido de outra forma, na pagina 73.



78

CAPITULO 3. RESULTADOS DO CALCULO DIFERENCIAL

Para confirmar essa equagao, seja f(x,y,z) = x? + yz + z*. Entéo, como

f(x,y,z) =1
= f (Po)

e Vf = (2x,2y,2z) em P, é dado por
<i 2 i)
VERRVERRVEY S

segue de (C3) que o plano é dado pela equagao

2 X+ 2 + 2 z+d=0
VRV IV |
onde, como Py é um ponto desse plano, basta substituir
2 1
d=-3. 2. _
V3 V3

=—2.

. Verifique que os vetores normais unitarios a superficie x>y> +y —z+2 = 0 em (0,0, 2)

sao dados por . = i(1/\/2)(f— K).

RESOLUCAO
Sejam f(x,y,z) = x*y*+y—z+2e Py = (0,0,2). Entdo, como f (Py) = 0, segue de (C3)
que

\%i (PO) 1 {(X>y»z) /f(X,y, Z) =f (PO)}

em Py. Assim, devido a
V= (3x*y’,3x°y* +1,-1),

temos
. VT (Po)
=4t ———"
IV (Po)ll
1
=+—(0,1,—1).
\/Z( )
Exercicios

1. Obtenha o vetor normal unitario a superficie cos(xy) = e* —2 em (1,7, 0).

2. Obtenha o plano tangente e a reta normal ao hiperboloide x* +y?—z* = 18 em (3,5, —4).

Corolario de (C3)

Se F(x,y,z) = f(x,y) — z com f(x,y) diferenciavel em (xo,yo), entdo o plano tangente a

superficie F(x,y,z) = 0 em Py = (%o, Yo, f (x0,Yo)) tem vetor normal dado por

(Fx (Po), Fy (Po) , F2 (Po)) = (fx (x0,Y0) , fy (X0, Y0) , —1) .
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Assim, a equacao do plano tangente a tal superficie em Py é dada por
fx (XO)UO) X+ fy (XO»yO) y + (_] )Z +d= O:

onde, como Py pertence a esse plano,

d = —f (%0, Yo) xo — fy (x0,Yo) Yo — (—=1)f (X0, Yo) -

Portanto,

fx (X0, Yo) - (x —x0) + Fy (X0, Yo) - (U —yo) + (=1) - (z— f (x0,Yo)) =0 (3.4)

¢ a equacao do plano tangente ao grafico de z = f(x,y) no ponto Py.%®

(C4) Outra regra da cadeia

Se x = x(w,v) e y = y(u,v) sdo diferenciaveis em (u,v) = (up,vo) € z = f(x,y) é dife-
rencidvel em (x,y) = (x(uo,Vvo),y(uo,vo)), entao z = f(x(u,v),y(u,v)) é diferencidvel em
(u,v) = (up, Vo) e, nesse ponto,

| %2 _ 223 | 223y

toou ox ou dy ou’

0z _ dzox | 020y
2. ov axav+ dy ov°

Demonstraremos esse resultado apenas para 0z/0u. Antes, porém, vamos verifici-lo para as
~ 2 2,4 .
funcoes z = ¥ seny, x = uv? e y = u?v. Como z = e*"" sen(u?v), a regra da derivada do

produto pode ser utilizada para obter

2 2

vt sen(u-v) + e 2uv cos(uv).

2
z, = 2uv'et

2 2.4 2 2.4
Por outro lado, como z, = 2xe* seny = 2uv?e™ " sen(u?v), z, = €* cosy = e cos(u?v),
Xu = V? e Yy = 2uv, temos que zx, + zyYy = Zy.

DEMONSTRACAO
Fixe v = vy. Sejam as fungoes reais apenas da variavel real u dadas por X(u) = x(u,vp) e
Y(u) = y(u,vo). Portanto, podemos usar a regra da cadeia para z = f(X(u), Y(u)) em u = uy:

diuf(x(u),Y(u)) = VT (X(uo), Y(uo)) - (X" (o), Y' (o)) .

u=up

Isto equivale a z, = zyXxy + zyY, em (u, v) = (1o, Vo).

Exercicio
Calcule 0z/0x e 0z/0y para

u? +v2

z= u=e 9 e v=e",

U —v2’
das seguintes maneiras:

1. Substituindo e calculando diretamente;

2. Utilizando a regra da cadeia.

ZCompare (3.4) com (3.2), p. 72.
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3.3 Otimizacao

3.3.1 Maximos, minimos e pontos criticos

Um mazimizador (respectivamente, minimizador) local da fun¢do f é um ponto Py € Dom(f)
tal que, para cada ponto P pertencente a alguma bola aberta de centro Py,

f(Po) > f(P) (respectivamente, f (Py) < f(P))

e, nesse caso, f(Py) é um walor mdzimo (respectivamente, minimo) local de f. Ainda, tal
maximizador (respectivamente, minimizador) também é chamado de ponto de mdximo (respec-
tivamente, ponto de minimo) ou extremante.

(O7) Se f tem extremante local P, interior ao seu dominio onde existe Vf, entao P
é ponto critico de f, isto &, Vf(Py) = 0.

Exemplo

Na figura 1.1 da pagina 26, considere que P; = (x4, f (x;)) pertence ao gréafico de uma funcao real
f de uma variavel real, 1 = 0, ..., 6.2 Embora as abscissas de indices pares sejam maximizadores
locais e as de indices impares sejam minimizadores locais, apenas X;, X2 € X5 sao interiores ao
dominio de f com derivadas nulas: xy e Xg nao sao interiores, enquanto que f’ (x3) e f’ (x4) nao
existem.

Ponto de Sela

Exemplificaremos, em (Oq/), a validade de (O;) para fungoes reais de varias variaveis reais.
Contudo, salientamos que a reciproca desse resultado nao é verdadeira, nem mesmo para fungoes
de uma variavel real.

Exemplo

Para f(x) = x3, x = 0 é um ponto interior com f’(0) = 0, mas nao é extremante local. Um

ponto como este ¢ dito ponto de sela.>°

(O1/) “Candidatos” a extremantes interiores locais onde exista o gradiente: pontos
onde o gradiente seja nulo!

Exemplo

Considere a funcao f(x,y) = x> +y?. Primeiramente, note que todo ponto (x,y) € R? é interior
a Dom(f) = R?. Agora, embora possam existir pontos interiores que anulem o gradiente de
f e nao sejam extremantes locais (conforme exemplo anterior), nossos “candidatos” a pontos
(interiores) de maximo ou minimo locais existem entre aqueles que anulem o gradiente. Assim,
como Vf = (2x,2y) = (0,0), temos apenas um tal “candidato™ (x,y) = (0,0). E, de fato,
como f(x,y) = x> +y? > 0 = f(0,0) para todo (x,y) € R?, temos que (0,0) é ponto de minimo
local de f.3! Isso pode ser corroborado com o que foi visto na subsecao 2.5.1: o grafico de f é

29Este exemplo foi apresentado no primeiro capitulo. Encontra-se aqui para um estudo comparado e/ou para
aqueles que dispensaram a leitura daquele capitulo!

30 Idem.

31Note que, de fato, esse é um ponto de minimo global de f.
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um paraboloide com vértice na origem cujo eixo de revolugao é o semi-eixo positivo das cotas,
conforme ilustrado na figura 2.3 da pagina 59.

(O;) Se f é continua num dominio compacto, entao f assume valores maximo e
minimo globais nesse dominio.

A figura 3.3 apresenta dois exemplos para fungoes reais de uma variével real.

Figura 3.3: No primeiro grafico, os pontos de méaximo e minimo globais ocorrem no extremos do
intervalo compacto que representa o dominio da funcao. No segundo, os pontos de maximo e minimo
globais sao interiores ao intervalo compacto que representa o dominio da fungao

Esse resultado também é valido para fungoes reais de varias variaveis reais, podendo ser aplicado
para garantir a existéncia de maximizadores e minimizadores globais num dominio fechado e
limitado. Por outro lado, se o dominio nao for compacto, f pode nao admitir ponto de maximo
nem de minimo globais.

Exemplos

- f(x) = Inx, definida para todo x € (0,00), ndo tem méaximo nem minimo globais.
- f(x,y) = x* +y?, definida para todo (x,y) € R? tem (0,0) como ponto de minimo
global,?? mas nao tem ponto de maximo global pois f(x,y) pode se tornar tao grande

quanto se queira.>3

- Considere agora que o dominio da funcio f(x,y) = x*+y? continua est4 restrito ao circulo
de centro na origem e raio unitario, isto é,

Dom (f) = {(x,y) € R*|x* +y* < 1}.

Por um lado, vimos que (0,0) é o minimo global de f. Por outro lado, é facil ver que todo
ponto da circunferéncia unitaria x* +y? = 1 é maximo global de f.

32Cf. exemplo de (Oq/).

33Quando o dominio nio for compacto, garantir a existéncia (ou inexisténcia) de valor méximo,/minimo global
é, em geral, um problema cujo nivel de dificuldade esta fora do escopo de um curso de céalculo para a graduacgao,
como veremos ao final desta segao.
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- Seja f(x,y) = /1 —x2—y?. f é continua e esta definida (apenas) no circulo de centro

na origem e raio unitéario, isto é,
Dom (f) = {(x,y) € R*|x* +y* < 1}.

O grafico de f é a semiesfera superior de centro na origem e raio unitario (conforme
ilustrado na figura 2.2 da pagina 56). Portanto, por um lado, (0,0) é o maximo global de

f pois
fix,y) =1 - (x*+y?) < 1=1(0,0)

para todo (x,y) € Dom (f). Por outro lado, claramente, cada ponto da circunferéncia
unitaria x* +y? = 1 é minimo global de f.

- Considere a funcao f(x,y) = xy(3 —x —y) = 3xy — x*y — xy?, que ¢é continua, com

Dom(f) = {(x,y) € R*|x >0, y >0, x+y < 3},

que é compacto, representado por um tridngulo (interior e fronteira), conforme a seguinte
ilustracao:

Y
3
x =0 x+y=3
Dom(f)
X
0 y=0 3

Portanto, por (O;), f admite pontos de maximo e minimo globais em Dom(f). Agora,
(Oy/) acarreta que, para pontos interiores, os candidatos a pontos de maximo e minimo
sao obtidos via as seguintes equagcoes:

fy =3y —2xy—y*> =0,
fy =3x —2xy —x* =0.

Uma solucao ¢ imediata: O = (0,0), que nao é interior!

Outras duas solugoes, P = (3,0) e P, = (0,3), que nao sao interiores, seguem de:
—x=0ey#0=>3—-—y=0,istoé,y=3;
—x#0ey=0=3—x=0, isto é, x = 3.

Agora, sendo x e y diferentes de zero, podemos dividir f, = 0 por y e fy = 0 por x,

resultando em
3—2x—y =0,
3—2y—x=0,
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isto é,
2x +y =3,
x4+ 2y =3.

Resolvendo tal sistema, temos x =y = 1. Portanto, P; = (1,1) é o tnico candidato para
ponto (interior) de maximo/minimo local.

Agora, por um lado, note que todos os pontos da fronteira de Dom(f), inclusive O, Py e
P,, anulam a funcdo f, isto ¢, satisfazem a equacao f(x,y) = 0.3* Entdo, como f(P3) =1,
nenhum ponto da fronteira pode ser ponto de maximo global. Logo, o maximo pertence
ao interior de Dom(f). Contudo, por (O;), pontos de maximo (locais) interiores a Dom(f)
devem anular o gradiente. Assim, por ser o tnico ponto interior que anula o gradiente e
ter imagem maior que as dos pontos de fronteira, P3 ¢ o maximo global. Por outro lado,
nao existe ponto de minimo interior ao dominio.?® Contudo, por (O,), deve existir ponto
de minimo global no dominio. Portanto, o minimo global pertence a fronteira de Dom(f).
Como todos os pontos da fronteira tém a mesma imagem (nula) por f, todos eles sao
pontos de minimo globais.

Essa anélise para obter os extremantes pode ser simplificada, utilizando (O3;), dado a seguir.

3.3.2 Teste da derivada segunda e multiplicadores de Lagrange
(O3) Teste da derivada segunda para:

(031) y =f(x)

Se a derivada de segunda ordem de f é continua num intervalo aberto com centro no ponto
critico Xxp, entao a tabela seguinte é valida.

L) [ x H
>0 minimo local
<0 méximo local

Note que todos os pontos de um intervalo aberto sao interiores a ele, inclusive seu centro x,.

(032) z=f(x,y)

Se as derivadas parciais de segunda ordem sao continuas numa bola aberta de centro no ponto
critico (Xo,Yo) € H 1= fufyy — (fxy)z, entao a tabela seguinte ¢ valida.

| H(x0,Y0) | fxx (X0,Y0) | (%0, Yo) |
>0 >0 ponto de minimo local
>0 <0 ponto de méaximo local
<0 >0ou<O ponto de sela
=0 >0ou<0 teste inconclusivo

Note que todos os pontos de uma bola aberta sao interiores a ela, inclusive seu centro (xo,yo).

31De fato, f(0,0) = f(3,0) = f(0,3) =0 e, em geral, x =0,y =0 e x +y = 3 anulam f(x,y) = xy(3 —x—y).
35De fato, eventuais pontos (interiores) de minimo anulariam o gradiente e apenas quatro pontos o anulam.
Trés deles, O, Py e Py, estao na fronteira e o que esté no interior, P3, é méximo global.
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Exemplo

No ultimo exemplo de (O;), vimos que (1,1) é o tnico ponto interior ao Dom(f) que anula
o gradiente de f(x,y) = xy(3 —x —y), onde f, = 3y — 2xy —y* e f, = 3x — 2xy — x°.
Agora, como fy, = =2y, fyy = —2x e fyy = 3 — 2x — 2y, temos que fu(1,1) = =2 < O e
H(1,1) = fu (1, 1)y (1,1) — (fxy(1,1))2 = (=2)(=2) — (=1)> = 3 > 0. Assim, pela tabela
apresentada em (O33), (1,1) é ponto de méaximo local. Portanto, como nao existem outros
pontos interiores a Dom(f) que anulem o gradiente,*® f(1,1) = 1 e, como visto no exemplo
supracitado, cada um dos pontos pertencentes & fronteira de Dom(f) anulam f, (1,1) é o ponto
de maximo global.

(O4) Multiplicadores de Lagrange com:
(O4.1) Uma restrigao

Considerando fungoes f(x,y) e g(x,y) adequadas, para determinar o valor maximo (respecti-
vamente, minimo) de f para (x,y) satisfazendo a restrigdo g(x,y) =k, supondo que esse valor
mdzximo (respectivamente, minimo) global exista (em algum ponto nao pertencente a fronteira
da regido onde f e g estejam definidas) e que Vg # 0 para cada tal (x,y), proceda do modo
seguinte:

1. Determine cada (x,y) (e A) satisfazendo:
(a) Vf(x,y) =AVg(x,y);
(b) g(x,y) =k.

2. Calcule f(x,y) para cada (x,y) obtido no item anterior: o maior (respectivamente, menor)
valor de f serd o seu maximo (respectivamente, minimo).

Exercicio resolvido

Determine os valores maximo e minimo de f(x,y) = x? + x + 2y? restrita a circunferéncia
unitaria x? +y? = 1.

RESOLUGAO
Como f é continua e a circunferéncia unitaria é compacta, existem valores maximo e minimo
(globais) de f nesse compacto de R2.37 Assim, podemos utilizar (Og41) para calcular tais extre-
mantes, considerando f sujeita a restricio g(x,y) =1, g(x,y) = x> + Y%, f, = Agx e fy = Agy.
Logo, 2x +1 = A2x e 4y = A2y, isto é, 2y(2 — A) =0, ou seja, y = 0 ou A = 2. Note que:

e A =2 acarreta 2x + 1 = 4x, isto é, x = 1/2. Assim, }1 +vy% =1 via g(1/2,y) = 1. Logo,

y =+%%
e y =0 acarreta x> +0 = 1 via g(x,0) = 1. Logo, x = %1.

Portanto, como os pontos criticos sao dados por

1 ,V3
(z,:l:7> (§] (Z‘Z],O),

36 Assim, nao pode existir outro ponto de maximo local nem algum ponto de minimo local interiores a tal
dominio.

STCE (03).
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temos:
1 V3 _ 9. PR,
o f (5,:|:7> = ¢ valor maximo;
e f(1,0) = 2: nao é valor méximo nem minimo;

e f(—1,0) = 0: valor minimo.

Consideragoes importantes sobre multiplicadores de Lagrange

e (O41) também ¢é valido caso sejam consideradas fungoes f(x,y,z) e g(x,y,z) adequadas
no lugar de f(x,y) e g(x,y), respectivamente.

e A adequagao de f e g citada nas hipoteses de (O4) corresponde ao requisito de que tais
fungoes sejam continuamente diferencidveis, que € um conceito que esta fora do escopo
destas notas.?®

e (O47) determina o valor maximo (respectivamente, minimo) entre os pontos criticos da
fungao f — Ag, isto ¢, pontos tais que

V(f—Ag) =0,

desde que esse valor mdximo (respectivamente, minimo) exista. Assim, caso nao tenha-
mos determinado previamente a existéncia do valor maximo (respectivamente, minimo)
global, a simples aplicagao dos itens 1. e 2. de (O44) pode ndo resultar no calculo de
maximizadores (respectivamente, minimizadores) globais.

Exemplo

Sejam f(x,y) = x°, g(x,y) =y e k =0. Dos itens 1. e 2. de (O47), temos fy = Agy, Ty = Agy
e g(x,y) = 0. Entao, 3x* =A-0,0=A-Tey = 0.* Contudo, (0,0) ndo é minimizador nem
maximizador: claramente é ponto de sela.

e Como nem sempre temos o dominio compacto para, via (O,), garantirmos a existéncia
de méximo e minimo globais, e como essa garantia sem tais compactos, em geral, ¢ um
problema dificil e fora do escopo de livros de célculo, o uso de (Oq41), na verdade, apenas
calcula os candidatos para valores méaximos (respectivamente, minimos). Assim, apenas
em alguns poucos casos apresentaremos justificativas da existéncia dos valores maximos
(respectivamente, minimos).

e QOutro requisito nas hipoteses de (O4.1) é que os maximizadores (respectivamente, minimi-
zadores) globais nao podem pertencer a fronteira da regiao onde f e g estejam definidas.
Se isso nao ocorrer, mesmo que existam maximizadores (respectivamente, minimizadores)
globais, os itens 1. e 2. de (O41) podem nao calcular o valor méaximo (respectivamente,
minimo) global de f sujeito a restrigao g = k.

38Neste capitulo, fungdes que tenham relacio com a aplicagiao de (O4) sdo continuamente diferenciaveis.
39Note que Vg = (0,1).
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Exemplo

Sejam f(x,y) = x> e g(x,y) =y definidas no quadrado [—1,1] x [-1, 1]. Considere ainda k = 0.
No exemplo anterior, vimos que temos um tnico ponto critico, (0,0), que é um ponto de sela.
Contudo, o maximizador e o minimizador globais estdo na fronteira desse quadrado: f(—T,0)
¢ o valor minimo e f(1,0) ¢ o maximo.

e A resolugdo de um sistema decorrente da utilizagao do item 1. de (O41), pode resultar
somente em pontos, ou mesmo em apenas um ponto, de mesma imagem pela funcao f.
Como saber, portanto, se foi obtido o valor maximo ou o valor minimo?

No préximo exercicio resolvido, apresentaremos algumas técnicas para lidar com os problemas
descritos nas consideracoes anteriores. Além de multiplicadores de Lagrange, utilizaremos o
teste da derivada segunda numa resolucao alternativa.

Exercicio resolvido

Em existindo, obtenha as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa, de modo que ela
tenha um dado volume V e area minima.

RESOLUQAO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

Sendo x, y e z positivos, xyz = V u.v. (unidades de volume) acarreta z = % u.c. (unida-
des de comprimento). Substituindo tal z na equagdo da area (variavel) da caixa, dada por
Xy + 2xz + 2yz, obtemos a uma fungao nas variaveis x e y, dada por

yY) =Xy Y -
Assim, como
A yAYS
fX:y—?:Oefy:X—?:O,

segue que x*y = xy?> = 2V. Entéo, o ponto critico (x,y) de f tem x =y = V2V u.c. Agora,
como

4V 4v

£ = foy = — e fu =1,
Yy yg Y

X3
foe(V2V,V2V) =2 >0 e H(v2V,v2V) =2-2—12 =3 > 0. Logo, P = (v/2V, v/2V) ¢ ponto
de minimo local para f. Além disso, como Dom(f) = (0,00) x (0,00), isto é, o dominio de f
¢ representado pelo primeiro quadrante sem os semi-eixos coordenados,?’ e o tnico ponto de
Dom(f) que anula o gradiente de f é P, caso possamos determinar, de algum modo, a existéncia

do valor minimo global de f,** P tem de ser o minimizador global.** Por fim, calcula-se o valor
3/
minimo global z = 3;/v2 = ZZV u.c.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Sendo f(x,y,z) = xy+2xz+2yz e g(x,yY,z) = xyz a area e o volume da caixa, respectivamente,
onde x, Yy e z sdo positivos, devemos minimizar f(x,y, z) para g(x,y,z) = V constante, em u.v.

40Portanto, todos os pontos deste dominio sdo interiores a ele.

4“1Demonstraremos que esse valor minimo global existe, utilizando argumentos de andlise matemdtica, ao
término da resolugao deste exercicio.

42De fato, por (O1), ndo pode existir outro ponto de minimo local interior & Dom(f) que anule o gradiente
de f (pois apenas P o anula).
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De fy = Agy, fy = Agy e f, = Ag,, obtemos y + 2z = Ayz, x + 2z = Axz e 2x + 2y = Axy.
Considerando as trés tltimas equagoes, multiplique a primeira por x, a segunda por y e a terceira
por z, para obter xy + 2xz = xy + 2yz = 2xz + 2yz. Considerando essas duas igualdades, da
primeira obtemos xz = yz e da segunda, xy = 2xz, isto é, x = y = 2z. Portanto, como
xyz =V, temos 42> = V, ou seja, z = {/V/4, que, racionalizado, iguala z = </2V/8 = v/2V/2
u.c.®® Portanto, x =y = v/2V u.c.

Caso tenhamos determinado previamente, por algum método, a existéncia do valor minimo,
segue que P = (\S/ZT/, V2V, \‘72_\//2> é o minimizador.

Convidamos o leitor a considerar qualquer ponto Q, distinto de P, que satisfaca xyz = V,
comparar as imagens de P e Q por f e verificar que, de fato, f(P) < f(Q). Por exemplo, se

Q= (1,1,V), entao

44

f(P) =3V4V2 ¢ f(Q)=1+4V.
Segue que 3v4V2 < 1+ 4V pois, caso contrario,

3VAVI> 144V = (3W)3 > (14+4V)°
=3 A4VE>1 43124V 431 (4V) 4+ (4V)?
= 108V2 > 1+ 12V +48V? + 64V
= 64V3 —60V2 + 12V 41 <0,

que & algo absurdo para V > 0. De fato, se g(V) = 64V> —60V? + 12V + 1, entao
g'(V) =0=192V> — 120V +12 =0

11
=>Ve {g, E} .
Logo, como g”(V) = 2-192V — 120, 1/8 é ponto de maximo local e 1/2 é ponto de minimo
local de g(V) para V > 0. Ainda, como g(1/8) > 0 e g(1/2) =0, para V > 0, g(V) é sempre
1

positiva exceto em V = 35, caso em que P = Q e assim pode ser desconsiderado. O grafico de
g(V) para V > 0 esta representado na seguinte ilustragao:

g(V)

0 \%

.

43\Multiplique tanto o numerador quanto o denominador por v/2.

44Embora nao tenhamos determinado, até essa etapa da resolucdo, que a area minima existe, isso ndo
representa um grande problema, pois supomos que ela existe, no inicio do enunciado do exercicio. Logo, a partir
dessa suposi¢cdo, podemos resolvé-lo via 1. e 2. de (O4.1). De qualquer forma, demostraremos a existéncia da
area minima ao término desta resolugao.
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Demonstracao da existéncia da area minima para o exercicio anterior

Aqui é requerido um grau de sofisticacao matematica fora do escopo de um curso de calculo.
Portanto, sugere-se que a leitura dessa demonstracao seja postergada.®®
Para facilitar a discussao, considere o caso V =1 e denote x = x; e y = y;. Considere ainda

D :{(X],Xz) S R? | X1 > 0,%x, >0}

e a funcao f: D — R definida por

2
f(X],Xz) =xX1X2+ —+ —.
X1 X2

Agora, note que o ponto critico obtido anteriormente é dado por
P=(V2,V2)

e que f(P) < 5. Usaremos esse resultado, de modo heuristico, para verificar que f tem um
minimizador global.

Primeiro, afirmamos que se f (x7,x;) < 5, entao % < x; <4,1=1,2. De fato, se x; < % ou
Xy < %, entao

2
f(x1,%2) =xi1xg + — + —
X1 X2

2

>_

Xi

>5

Além disso, se x; >4 ou x; > 4, entao

2(x1 +x
f(x1,%2) = x1%2 + 20 + )
X1X2
2
(X]Xz —2\/2)
> X%, + = +4v2
X1X2 X1X2

> .
Isto prova a afirmagao. Agora, considere o conjunto
L ={(x1,%2) € D [ f(x1,%2) <5}

L é fechado pois, se uma sequéncia em L converge para um ponto (x,y), entdo (x,y) € D com
f(x,y) < 5. Além disso, L é limitado em decorréncia da afirmacdo provada anteriormente.
Portanto, por (O;), existe um minimizador Py € L para f restrita a L. Agora, caso (x1,x2) €
D — L, temos

f(x1,%2) >5
2 f(PO)7

45Para mais detalhes, cf. [Ribeiro e Barbosa (2021)].
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provando assim que Py é um minimizador global de f. Na verdade, Py s6 pode ser igual ao
ponto critico P obtido anteriormente.

A argumentacao anterior ilustra o quanto pode ser dificil garantir previamente a existéncia
de um minimizador /maximizador. Doravante, nos exercicios resolvidos via multiplicadores de
Lagrange, a existéncia do valor maximo/minimo somente sera apresentada quando houver al-
gum argumento simples (por exemplo, geométrico) que justifique essa existéncia.

(O42) Duas restrigoes

Considerando fungdes adequadas, para determinar o valor méximo (respectivamente, minimo)
de f(x,y,z) para (x,y,z) satisfazendo as restrigdes g(x,y,z) = ky e h(x,y,z) = kz, supondo
que esse valor exista (para algum ponto nao pertencente a fronteira da regido onde f, g e h
estejam definidas) e que Vg e Vh nao se anulem e nao sejam paralelos entre si para cada tal
(x,y,z), proceda do modo seguinte:

1. Determine cada (x,y,z) (e (A, n)) satisfazendo:

(a> Vf(x>y>z) = )\VQ(X)U)Z) + HV]’L(X,U,Z);
(b) g(x,y,z) = ki;
<C> h(X»yal) = k.

2. Calcule f(x,y,z) para cada (x,y,z) obtido no item anterior: o maior (respectivamente,
menor) valor de f serd o seu méximo (respectivamente, minimo).
Exercicio resolvido

Sendo f(x,y,z) = x+ Yy + z, obtenha o maximo e o minimo de f restrita & interse¢do do plano
x+y —2z=1 com o cilindro y? + z? = 4.

RESOLUGAO

Tal intersecdo é uma elipse, que ¢ um conjunto compacto, em R3. Logo, por (O,), a funcio con-
tinua f admite maximo e minimo nessa interse¢ao. Portanto, considerando g(x,y,z) = x+y—z
e h(x,y,z) = y* + z?, temos o sistema

(LLUZ}\(]J)—U‘FH(O)Z}}»ZZ)» 9(X>U>Z)=1 € h(X>U)Z)=4-

Da primeira equagao desse sistema, segue que A = 1, A+2uy =1 e —A + 2uz = 1. Assim,
wy = 0e uz = 1. Portanto, y =0 e, como y>* +z2 =4ex+y—z=1%% temos z =42 ¢
x € {—1,3}. Entao, f(—1,0,—2) = —3 é o valor minimo e f(3,0,2) =5 é o valor méaximo.
Exercicios
1. Proceda como no exercicio resolvido anterior, para:
(a) f,y,z) =x—y—z,x+y+z=2ex?+y? =4
(b) f(x,y,z) =2x—y+4z,x¥* +3y* =84 ez=x.

46Veja as duas tltimas equacgoes do sistema supracitado.
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2. Obtenha o ponto pertencente aos planos x+2y+3z = 8 e z = x mais préximo da origem.*”

Na secao 3.5, sao apresentados exercicios resolvidos adicionais. Contudo, sugiro que o leitor
também tente resolver exercicios sobre continuidade, diferenciabilidade, plano tangente, apro-
ximagoes lineares e otimizagao em outros livros de célculo de varias variaveis. Recomendo, por

exemplo, [Avila (2006)] e [Boulos e Abud (2006)].

4TResolucdo na secio 3.5.
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3.4 Formulario do calculo diferencial®®
Aqui, paran =2, (X1,...,Xn) = (X,y); para n =3, (x1,...,xn) = (x,Y,2).
e \etores:

— Posicdo em t: y(t) = (x1(t),...,xn(t));
Velocidade em t: y/(t) = (x](t),..., x5 (t));

"

— Aceleragdo em t: y”(t) = (x{(t),...,x/(t));
— Gradiente em P = (x1,...,xn): Vf(P) = (fx, (P),..., fx,. (P)).
e Aproximacdo linear: f(x1,...,Xn) & f(X15, -y Xng) + D i q Fxi (X1gy e v vy Xmo JAXG, X — X4 | = [Axi]| < 1.

e Regra da cadeia: %f(y(t))’t:to = Vf(y(to)) - v'(to)-

e Derivada em Py na direcio do versor 1: % = VI1(Py) - U = |Vf(Po)|cosB, 6 angulo entre Vf(Py) e
o Vf(Po) L SemPycomS={(x1,...,xn) € R™|f(x1,...,xn) = f(Po)}.
e Regra da cadeia para z = f(x(u,v),y(u,v)): 22 = 292.9x 4 glj gl{, 9z — 2z0x 4 glj gl\{

e f tem maximo/minimo local num ponto Py interior ao seu dominio onde existe Vf = V{(Py) = 0.
e f & continua e Dom(f) é compacto = f tem pontos de maximo e minimo globais em Dom(f).

e Teste da derivada de segunda ordem para f(x,y):

[ H(xo0,Y0) | fxx (x0,40) [ (x0,y0) |

>0 >0 minimo local
>0 <0 maximo local
<0 >0ou<0 sela

=0 >0o0u<0 ?

sendo H = fy fyy — (1’Xy)2 e (x0,Yo) ponto critico interior ao Dom(f).

e Multiplicadores de Lagrange com uma restricdo:
Para determinar o valor maximo/minimo de f(x,y) para pontos (x,y) satisfazendo a g(x,y) = k, supondo
que esse(s) valor(es) exista(m) e que Vg # 0 nesses pontos:

— determine todos os (x,y) (e A) onde:
« VE(x,y) =AVg(x,y);
* glxy) =k
— calcule f(x,y) para todos os (x,y) obtidos no item anterior: o maior/menor valor de f serd o seu
maximo/minimo.
Vale um resultado analogo para fungdes reais de trés variaveis reais (x,y,z).
e Multiplicadores de Lagrange com duas restricdes:
Para determinar o valor maximo/minimo de f(x,y,z) para pontos (x,y,z) satisfazendo a g(x,y,z) = k; e

h(x,y,z) = k2, supondo que esse(s) valor(es) exista(m) e que Vg e Vh ndo se anulam e n3o sdo paralelos
entre si nesses pontos:

— determine todos os (x,y,z) (e (A, 1)) onde:
* Vf(x,y,z) =AVg(x,y,2z) + uVh(x,y, z);

* Q(X»U»Z) =Kky;
* h(X>U>Z) = kz;

— calcule f(x,y,z) para todos os (x,y,z) obtidos no item anterior: o maior/menor valor de f serd o seu
maximo/minimo.

BFormulas validas no contexto anterior.
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3.5 Exercicios resolvidos de calculo diferencial

3.5.1 Curvas parametrizadas
1. Determine os pontos em que a curva parametrizada y(t) = (t> — 1,t%> + 1, 3t) intercepta

o plano 3x —2y—z+7=0.

RESOLUGAO

Para a curva interceptar o plano, x(t) = t> — 1, y(t) = t? + 1 e z(t) = 3t devem sa-
tisfazer 3x — 2y —z + 7 = 0. Assim, 3t3 — 2t> — 3t + 2 = 0, cujas raizes sdo +1 e %
Portanto, os pontos de intersecao sao y(—1) = (—2,2,—3), v(2/3) = (—19/27,13/9,2) e
v(1) =1(0,2,3).

Figura 3.4: Corpo “sai” pela tangente a curva no ponto Py e colide com o plano no ponto P

Po

2. A curva

5

representa o movimento de um corpo. Em t = 1 u.t., o corpo se desprende da curva e
continua seu movimento, sem que haja forcas adicionais atuando sobre ele,*’ conforme
ilustrado na figura 3.4. Determine o ponto e o instante em que o corpo atinge o plano
x+y+z=10.

-1
RBtHy(t):(t,tz, )eR3

PRIMEIRA RESOLUCAO
O corpo se desprende da curva no ponto Py =y(1) = (1,1,0). No instante t = 1 u.t. (para
a curva y(t)), como

R>t—vy/'(t)= (1,2t, §t2> e R,

o seu vetor velocidade é dado por Vv =vy'(1) = (1,2,3/5). Assim, o corpo “sai” pela (reta)
tangente (a curva) dada por

3
Rt r(t)=Py+tV= <1 +t,1 +2t,gt) e R3.50

49 Movimento retilineo uniforme.
5ONote que Py é obtido para t = 0 como ponto da reta, isto é, 1(0) = Py. Portanto, ao instante em que o
corpo atingir o plano, acrescentamos uma unidade de tempo.
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No instante t u.t. em que o corpo atinge o plano, as coordenadas de r(t) satisfazem a
equacao x +y +z = 10, isto é, T+t + 1 4+ 2t + %t = 10. Entao, 18t = 40, ou seja,
t = % = 2,2 u.t. é o instante em que o corpo atinge o plano, visto como uma particula
que estivesse em movimento sobre a reta durante todo tempo t. Portanto, 3,2 u.t. é o

exato instante do impacto e isso ocorre no ponto P =1 (2,2) = (3,2, 5,4, %E)

SEGUNDA RESOLUGAO

Considerando qualquer curva parametrizada y(t) que tenha derivada em t = ty, a equa-
¢ao da reta que passa pelo ponto Py = y(ty), no instante t = ty u.t. (ndo no instante t = 0
u.t.) e na diregao do vetor v.=vy'(ty) é dada por

R >t r(t) =P+ (t—to)v € RS

Nessa questao, como o corpo se desprende da curva em t =ty = 1 u.t., temos

r(t) = (1,1,0) + (t — 1)(1,2,3/5) = (t,zt—ug(t—n) .

Portanto, ao contrario da primeira resolucao, existe uma sincronizacao de tempo entre a
curva e a reta, nao sendo necessério acrescentar unidades de tempo ao tempo transcorrido
ao longo da reta. Assim, quando r(t) atinge o plano x +y +z = 10, temos t + 2t — T +

%(t —1) =10, isto ¢, 18t = 58. Entao, t = % = 3,2 u.t. é o instante do impacto com o

plano e isto ocorre no ponto P =r (3,2) = (3,2, 5,4, %§>.

3. Suponha que uma particula siga pela trajetoria y(t) = (e',e ', cost) até sair pela tan-
gente no instante t = 1 u.t. Onde estaré a particula no instante t = 3 u.t.?

RESOLUCAO

O vetor velocidade ¢ dado por y'(t) = (e',—e ™, —sent), que, no instante t = 1 u.t., é
o vetor V= (e,—1/e,—sen 1). A particula estd em Py = (e, 1/e,cos 1) no instante t = 1
u.t. Portanto, a equagao da reta tangente ¢ dada por

t

T(t) =Po+ (t—1)V= (et,—£+§,cos1 —(t—1)sen1> Al

Assim, no instante t = 3 u.t., a posicao sobre a reta é dada por

r(3) = (3e,—1/e,cos1 —2sen1) ~ (8,155, —0,368, —1,143).

4. Seja y(t) uma curva parametrizada com coordenadas diferencidveis tal que |ly(t)|| = c
constante para todo t pertencente a algum intervalo aberto 1.2 Prove, utilizando a regra
da derivada do produto escalar, que y(t) L y’(t) para todo t € L.

RESOLUCAO
Derivando /v(t) - Y(t) = c, isto é, y(t) - y(t) = c?, temos 2y(t) - y'(t) = 0.5

51Confira a segunda resolucdo do exercicio anterior.

52Para curvas em R™, isso significa que o traco de y(t) estd contido na fronteira da bola aberta/fechada
n-dimensional de raio c¢ e centro na origem.

53Via geometria analitica ou algebra linear, temos: 1 LW &= 1 -w =0.
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5. Sey(t) é uma curva parametrizada com coordenadas diferenciaveis, definida num intervalo

aberto, com trago sobre uma esfera de centro na origem e raio r, prove que y(t) L y’(t)
para todo t pertencente a esse intervalo.

RESOLUCAO
Como |[y(t)|| = r, basta aplicar a questao anterior com ¢ = .

3.5.2 Continuidade e diferenciabilidade

1. z = e\/gxszr(log2)x3y3+x2+y+cos z

é uma funcao continua? Justifique a sua resposta.

RESOLUCAO
Funcoes constantes, tais como

2
cte;(x,y) = V3, ctes(x,y) =log2 e ctes(x,y) = cos 7“,

bem como as fungoes
pi(x,y) =x e palx,y) =y,

sao continuas pois seus graficos sao planos e, assim, nao tém “buracos” ou “saltos”.
Como o produto de fung¢bes continuas é uma fungao continua, sdo continuas as funcgoes

fi(x,y) = \/gxyz, f2(x,y) = (logZ)x3y3 e f3(x,y) = x2.

Como a soma de fungoes continuas é uma func¢ao continua, é continua a funcao

27
f(x,y) = V3xy? + (log 2)x*y> + x* +y + cos A
Por fim, como a composicao de fungoes continuas, quando possivel, é uma fungao continua
e g(t) = e' é continua para todo t € R,
z=g(f(x,y))
— ef(x,y)

2 313142 2
_ e\/§xy +(log 2)x3y>+x2+y+cos <&

é uma funcao continua.

. Em existindo as derivadas parciais das fungoes f(x,y,z) e g(x,y,z) num dado ponto,

prove que V(fg) = fVg + gVf nesse ponto.

RESOLUCAO

) ) )
~-(fg)y =—(fg), =~ (f = (fx fgx, f fgy, T2 fg.
(E)x( 9),ay( 9),61( 9)) (fxg + fgx, fyg + fgy, f.g + fg.)

= f(gm 9y, gz) + Q(fm fy)fz)-

3. f(x,y) = In(y/x2 + y2) satisfaz a equagiio fyy + fy, = 07
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RESOLUCAO
Para facilitar as contas, escreva

f(x,y) = = - In(x* +y?).

N —

Logo, pela regra da cadeia, temos

S Y
= — ef —_ .
X2+y2 Y X2+y2

X

Portanto, pela regra da derivada do quociente, temos

T-(x*+y?) —x-2x T-(x*+y?)—y-2y

cuja soma, é zero.

f =
CZ+y22 O W (2 +y2)?

95

. Seja f uma fungao de uma varidvel, diferenciavel até a segunda ordem. Verifique que
z = f(x — ct) satisfaz a z,, — J—zztt =0, dita equac¢ao das ondas, onde ¢ é uma constante.

RESOLUGAO

Se y = x — ct, entao, pela regra da cadeia para fun¢oes de uma variavel,

_ dfly) _ dffy)dy _ df(y)

i dx  dy dx dy ’
= M) _dfly)dy _ dfy)
dt dy dt dy ’
_d (df(y)) _ d [dfly)) dy  d*(y)
= (o)~ () & =0

_d /0 dfly) . d dfly))dy _ ,d¥(y)
zp=—|(—-c—=)=—c—|—=)—"==c .
dt dy dy \ dy / dt dy?

e

. Verifique que a funcao z = e"‘z/‘”‘t/ Vt satisfaz a z, = kzy, dita equacio de difusio ou

equacao do calor, onde k é uma constante.

RESOLUGAO
Basta observar que

20 = (/4K eV + (e (<2672

efx2/4kt X2 1
T WA (4kt2 - z_t) !
z, = (=2x/4kt)e ™/ )\t e

(—1/2kt)e /4t ¢ (—x/2kt)(—x/2kt)e > /4Kt

ZX =
’ Vi

e—xz /4kt

B _1 n x?
oVt 2kt 4k22t2 )
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3.5.3 Planos tangentes, aproximacoes lineares e regra da cadeia

1. Onde o eixo das cotas intercepta o plano tangente ao grafico de z = e Y em Py = (1,1,1)7

RESOLUCAO

Sendo z, = ¥ e z;, = —e* Y em (1,1) dados, respectivamente, por 1 e —1, tal plano
tangente é dado por (x — 1)+ (=1)(y—1)+(—1)(z—1) =0, o qual intercepta o eixo das
cotas quando x =y =0, isto &, (—1) + (—1)(—1) + (—1)(z—1) = 0. Portanto, (0,0,1) é
o ponto de intersecao.

2. Determine a equacao do plano tangente a superficie z = 2x* — 3xy +y? que seja paralelo
ao plano 10x =7y —2z+5=0.

RESOLUCAO

Se f(x,y,z) = 2x* — 3xy + y*> — z, entdao Vf = (fy, fy, f,) = (4x — 3y, —3x + 2y,—1) &
normal ao plano tangente a superficie f(x,y,z) = 0 = f (Py) num ponto Py = (x¢, Yo, 20)
qualquer desta superficie. Contudo, nao é dado o Py que determina unicamente o plano a
ser determinado. Por outro lado, como tal plano é paralelo ao plano 10x—7y—2z+45 =0,
temos VT (Py) = A(10,—7,—2) para algum real nao nulo A, isto &,

(4xo — 3yo, —3%x0 + 2yo, —1) = (10N, —7A, —2A),

ou seja,
4X0 — 390 = 10)\,
—3Xo + Zyo = —7?\,
-1 = =2\ = A= %

Portanto, Vf (Py) = (10/2,—7/2,—1) e

4X0—3y0 = ?0
—3X0+2y0 = —

_
NI~

Multiplicando a primeira equagao desse sistema por 3, a segunda por 4, e somando as

duas, temos yo = —1, xo = % ezg=2(1/4)—3(1/2)(—1) +1 = 3. Assim, a equagao do

plano procurado é dada por
(10/2)x+ (—=7/2)y+ (—1)z+d =0,

onde, como Py é um ponto desse plano,

Portanto, a equacao procurada é dada por
(10/2)x+ (=7/2)y+ (—1)z—3 =0,
isto é, 10x —7y —2z -6 =0.

3. Verifique que: o trago da curva espacial de equagoes paramétricas x = sent, y =sent e
z = cos 2t esté contido na superficie x> +y? +z = 1; o traco da reta tangente & essa curva
no ponto Py em t = 71/4 esté contido no plano tangente & essa superficie em Py.
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RESOLUGAO

Sendo S = {(X,y,z) € R3 ‘ X2 +yl+z= 1} a superficie e y(t) = (sent,sent,cos2t) a
curva do enunciado, queremos verificar que y(t) € S, isto é, y(t) satisfaz a equagao
x* +y?+z=1. De fato,

x(t): + y(t)z +z(t) = sen’t + sen’ t + cos 2t

=sen’t + sen’t + cos’ t —sen’ t

=1.

Agora, note que Py = y(m/4) = (\/_/2 V2/2, 0) Entao, sendo r(t) = Py + Vit a reta

tangente a curva y(t) em Py, como y'(t) = (cost,cost,—2sen2t) e Vv ="vy'(7/4), temos

r(t) = (é_ + \é_t, é_ + \é— 2t>

Assim, seja TT o plano tangente a S em Py, isto é, o plano de equacao

fx (Po) <X—§> + fy (Po) ( —g) + (=1)(z—=0) =0

com f(x,y) =1 —x? —y?, ou seja,

() (-2 (D) [3-F ) re=e

Queremos verificar que r(t) € T, isto é, r(t) satisfaz a equacao anterior. De fato,

2 2 2
Vi Vi o2
(-v2) (7 Tyt 7)
(1)(~2t) =
—t—t+2t=
0.

4. Aproxime linearmente uma funcao adequada f(x,y) e a partir dela estime:

(a) (0,99¢%%2)",
(b) (0,99)% + (2,01)% — 6(0,99)(2,01).

RESOLUCAO
Sendo [x —xo| = |Ax| < 1 e [y —yo| = |Ay| < 1 (arbitrariamente pequenos), temos que

f(X,y) ~ f(XO»yO) + fx(XO>90) - Ax + fy (XO)UO) : Ay



98

CAPITULO 3. RESULTADOS DO CALCULO DIFERENCIAL

(a) Sendo f(x,y) = (xe¥)?, f, = 8(xe¥)’eY, fy = 8(xe¥)®, x =0,99, xg =1, Ax =x—xp =
—0,01,y =0,002, yo=0e Ay =y —yo = 0,002, temos que

(0,99e%%2)8 — £(0,99, 0,002)
~ f(1,0) + £,(1,0) - Ax + ,(1,0) - Ay
~ 14 8(—0,01) + 8(0,002)
~ 0, 936.

0,002)

Note que, numa calculadora (0,9%e 8 ~ 0,938. Portanto, o erro ¢ aproximadamente

0,002.
(b) Sendo f(x,y) = x> +y® —6xy, f, = 3x* — 6y, fy, = 3y?> —6x, x = 0,99, xo = 1,
Ax =x—x9 =—0,01,y=2,01,yo =2 e Ay = 0,01, temos que

(0,99) 4 (2,01)® — 6(0,99)(2,01)7 = £(0,99, 2,01)
~ £(1,2) + £,(1,2) - Ax + £,(1,2) - Ay
~ —3+ (=9)(—0,01) + 6(0,01)
~ —2, 8500.

Note que, numa calculadora (0,99)® + (2,01)% — 6(0,99)(2,01) ~ —2,8485. Portanto, o

erro ¢ aproximadamente 0,0015.

. Considere um cilindro cujo raio mede aproximadamente 2 metros e cuja altura mede

aproximadamente 3 metros. Determine a precisao das medidas do raio e da altura para
que o erro estimado do volume via aproximagao linear nao ultrapasse 0, 1 metros ctbicos.
Suponha ainda que o possivel erro cometido ao se medir o raio seja igual ao possivel erro
cometido ao se medir a altura.

RESOLUGAO
V(r,h) = mr’h é o volume do cilindro de raio r e altura h. Suas derivadas parciais sdo
dadas por V, = 27trh e Vi, = mir?. Assim, por aproximacao linear,

V(rO + Arth + Ah) ~ V(T’o, h()) + VT(TO)hO) -Ar + Vh(rO) hO) : Ah7 (35)

onde 1p = 2, hp = 3 e Ar = Ah < 1 é o erro cometido nas aproximagoes do raio e da
altura. Logo, o erro estimado do volume é dado por

IAV| =|V(2+4+ Ar,3 4+ Ah) — V(2,3)]
~ |V;:(2,3) - Ar 4+ Vi (2,3) - Ah|
~ |(Vr(2,3) + Vi(2,3)) - Ar|
~ 161 AT|.

Entao, para que |AV/| seja majorado por 0,1 m?, basta que 167Ar| o seja. Assim,
1
< < — = .
167AT] < 0,1 & |AT] < —— ~0,001989

Portanto, a precisao requerida é da ordem de 2 mm tanto no raio quanto na altura.



3.5. EXERCICIOS RESOLVIDOS DE CALCULO DIFERENCIAL 99

6. O interior de um tanque cilindrico metalico tem altura de 1,2 m e raio de 80 cm. Se a
espessura das paredes é de 5 mm, calcule a quantidade aproximada de metal usada na
construcao do tanque, via aproximacao linear, e o erro relativo cometido nessa aproxima-
¢ao.

RESOLUGAO

Sendo V(r,h) = nr’h o volume do cilindro de raio T e altura h, com derivadas par-
ciais V, = 2mtrh e V}, = mir?, sua aproximagao linear ¢ dada por (3.5). Agora, sejam
1o = 80 cm, hg = 120 cm, Ar = 0,5 cm e Ah = 2-0,5 = 1 cm. Assim, como
AV = V(ro + Ar,hy + Ah) — V(1p, hy), por um lado, via aproximacao linear,

AV = 2nrohyAr + mr§Ah
~ 30159, 29 + 20106, 19 = 50265, 48 cm®.

Por outro, calculando diretamente pela férmula do volume de um cilindro, temos

AV = 7 (rg + Ar)* (hg + Ah) — ir2hy
A 2463355,00 — 2412743,16 = 50611, 84 cm?.

Entao, o erro absoluto é dado por 50611, 84 — 50265,48 = 346,36 cm?, enquanto que o
erro relativo é dado por 5(3%’% ~ 0.0068 < 7 -1073. Ainda, note que, embora o erro
relativo seja pequeno, o erro absoluto é grande pois Ar e Ah nao sao muito menores do

que 1, condi¢ao para que a aproximacao linear seja efetiva.

7. Um observador vé o topo de uma torre sob um angulo de elevagao de 30° com um pos-
sivel erro de 1’. Sua distancia até a torre é de 300 m com possivel erro de 10 cm. Via
aproximacao linear, determine o possivel erro no calculo da altura aproximada da torre.

RESOLUGAO

Sendo x a distancia entre o observador e a torre, 0 o angulo de elevagao e h = xtg0 a
altura da torre, temos hy, = tg 0 e hy = x/ cos? 0. Considere xo = 300 m e 0y = Z rad com
Ax = 0,Tme A0 ~ 0,0003 rad.®® Portanto, como Ah = h (xy + Ax, 0y + A0) —h (%o, 09),
por um lado, o erro aproximado da altura pela aproximacao linear é dado por

X0

Ah =~ (tg 0,) Ax + A

cos? 0y
~0,177735 m.

Por outro,

Ah=h (300, 1;% +0, 0003) —h (300; g)

~ 173,382877 — 173,205081 = 0, 177796 m.

0177796-0,177735 ~, 3 4. 104
, .

Entao, note que, o erro relativo é dado por 0.17779% =

8. Se f é uma funcao diferenciavel tal que f (1,—1) =2 e fy(1,—1) = 0, determine a incli-
nacao da reta tangente ao grafico da funcao Z(t) = f (th — 1, —t4) no ponto de abscissa
to=1.

54Via uma simples regra de trés, 780 rad esta para 1° que estd para 60'.
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RESOLUGAO
Sabemos do “calculo I” que a inclinagao é dada por Z'(1). Assim, seja Py = (to, Z (to))
um ponto fixo do grafico G (Z) de Z, conforme ilustrado na figura seguinte:

Para tal ponto, se z(t) = at+b é a reta tangente a G (Z) em Py, essa reta tem inclinacao
a=2Z7'(ty). Logo, se ty =1, x(t) = 2t> — t e y(t) = —t*, entdo

a=272'(1)

= VIf(x(1),y(1)) - ( "M,y’(1)

= (fx(1,=1), fy(1,=1)) - (4- (D) —=1,—4- (1)*)
=2-3+0-(—4)

— 6,

utilizando a regra da cadeia na terceira igualdade, de cima para baixo.

9. Determine o vetor M perpendicular & curva de equac¢do xIlny —ylnx = 0 no ponto
Po = (1,1), considerando que a sua primeira componente é positiva e |[fi]| = 2v/2.
Observacao

Analogamente ao caso de fungoes reais de trés variaveis reais, para uma funcao f(x,y)
adequada, Vf (Py) é ortogonal a curva f(x,y) = constante = f (Py) no ponto Py dessa
curva.

RESOLUGAO
Como 1 = kVT(Py) e VI = <lny —%,g—lnx>, temos que Vf(1,1) = (—1,1) el =
(—k, k), sendo que, para —k > 0, temos k < 0. Portanto,

IR =2v2 = V2K2 = 2V2

= [klV2 =2V2
Sk=-2
SR = (2,-2).

10. Determine os versores normais & superficie de equacao e¥*"*+1Inz = 1, no ponto Py dessa
superficie de ordenada e cota iguais a 1.
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11.

RESOLUGAO
Se Py = (xo,1,1) satisfaz a equacao e¥*"* +Inz = 1, entdo e™* =1, isto é, xo = 1. Por
outro lado, a superficie dada é representada por
f(x,y,2z) = e¥*™* £ Inz
=1
=1 (PO) )

com vetor normal em Py = (1,1, 1) dado por multiplos de Vf(Py) = (fx(Po), fy(Po), f.(Po)),
onde

fy = Yevzx  f =zlnxe¥*™* e f, =ylnxe="*+ 1.
Portanto, como Vf (Py) = (1,0, 1), os versores normais & superficie em Py s@o dados por
n= i%(],O,]).

Se u = f(x,y) esté definida e tem derivadas parciais de primeira ordem continuas num
dominio adequado, x =1cos0 e y = rsen 0, prove que

ou\?, () (out 1 couy’
0x dy/ \or 2\ 00/ °
Sugestao: Regra da cadeia no segundo membro.

RESOLUCAO
Calculando separadamente cada parcela do segundo membro e somando os resultados,
temos que

Q) (dud  audyy’
or ) \9xor odyor

= (uycos 0 + 1y sen0)?
= u cos® 0 + 21,1, cos Osen @ + uﬁ sen” 0

_|_

1 /ouw\? 1 dudx  dudy ?
r2\00) 12 \9x00 ' 9y 00
1

= T—z(uxr(—sen 0) +uyrcos 0)?

= ulsen’® — 2w, sen O cos 0 + uli cos® 0
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3.5.4 Otimizacao

1. Qual é a menor distancia entre o ponto Py = (2,1,4) e o plano TT dado pela equagao
X+2y+z=>57

RESOLUCAO VIA GEOMETRIA ANALITICA

Distéancia entre Py = (x¢,Yo,20) € IT: ax + by 4+ cz+ d = 0 é dada por
laxg + byo +czo + d

12421 41-4-5]

BRRYie e

d(PO)n)

u.cC.

S sl

RESOLUQAO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
Se P = (x,y,z) € TT, entdo P = (x,y,5 —x — 2y) e d(Py,IT) é o menor valor da fungao

d(x,y) = d(Py, P)
=/ (x =224+ (y—1)24 (1 —x—2y)2.
Note que, como d é positiva, se

f(X, y) = d(X, U)z
= (x—=2"+(y—17+(1—x—2y),

entao
fminimo = (dminimo)za
nao sendo necessario, portanto, derivar raiz quadrada.
- DETERMINAGAO DOS PONTOS CRITICOS
fx = 2x—2)—-2(1—x—2y) = 4x+4y—6 = 0 B B
{ﬂ,: 2Ay—1)—4(1—x—2y) = 4x+10y—6 — 0 Y= 0x=3/2
Como cada ponto do dominio de f & interior a ele, em particular, (3/2,0) é interior
a tal dominio.

- TESTE DA DERIVADA II PARA (3/2,0)
Como

H(3/2) O) = fxxfyy - fiy|(3/2,0)
=4.10—4°
>0

e fx(3/2,0) =4 > 0, (3/2,0) é minimizador local (e global) de f e d, ou seja,
P =1(3/2,0,7/2) é o ponto de TT mais proximo de Py, com distancia d(Py,TT) dada

por
dminimo =V fminimo
= V(=172 + (1) 2+ (-1/2)2
3/2 u.c.
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2. Caso exista, calcule a menor distancia da origem até a superficie S dada por xyz = 8.

RESOLUGAO

Primeiramente, note que S ¢ um hiperboloide de quatro folhas,?® onde quatro de seus
pontos sdo os mais proximos da origem de R3.°¢ Assim, temos valor minimo como ima-
gem (da funcdo distancia) de quatro minimizadores.

RESOLUQAO PELO TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
Aqui, x, y e z sao diferentes de 0 e, para nao ter de derivar raiz quadrada,

f(x,y) = d(x,y)?
= x> +y° + (8/xy)%.
- DETERMINAGAO DOS PONTOS CRITICOS

fy = ZX—XLZBZ = 0 = x"y =64
fy = Zy_xy = 0 = X294:64_

—= x =1y =+2.

Como pontos que nao estao nos eixos cartesianos sao interiores ao dominio de f,
(+2, 4+2) sao interiores a esse dominio.

- TESTE DA DERIVADA II PARA (2,2), (2,-2), (—2,2) E (—2,—2)

Como - fz
{ (2] [ (22)] (2]
P 128 (X +v%) 5(E)2
y4 x3y?

e fyx sdo positivos, (£2,+2) s@o minimizadores locais de f e d, sendo a distancia

procurada dada por
dutnimo = V/Fmmimo
=/ (£2)2 4 (£2)2 + (£2)2
=2V3 uc.

Contudo, como xyz = 8 > 0, temos que (2, 2,2), (2,—2,-2), (—2,2,—2) e (—2,—2,2)
sao os pontos de S mais préoximos da origem.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fy = Agx,
Sejam d(x,y,z) = /x? +y? + 22, f = d%, g(x,y,z) =xyz e ? _ ;gy’
g(x,y,z) = 8'
ZX == 7\92,
Zy = AXxz,
ZZ == AXU: (36>
xyz = 8.

558 pode ser visualizada, por exemplo, no Wolfram Alpha.
%6Da mesma forma que dois pontos da hipérbole xy = 8 sdo os mais proximos da origem de R?.



104

CAPITULO 3. RESULTADOS DO CALCULO DIFERENCIAL

Agora, multiplicando a primeira equacao de (3.6) por x, a segunda por y e a terceira por
z, obtemos 2x* = 2y? = 227, isto ¢, y = £x e z = 4x. Portanto, da tltima equacao
de (3.6), temos +x*> = 8, ou seja, x = £2, y = +2 e z = +2. Por outro lado, como
xyz = 8 > 0, segue que (2,2,2), (2,—-2,-2), (—2,2,—2) e (—2,—2,2) sao os pontos de S

mais proximos da origem. Por fim, caso P seja qualquer um destes quatro pontos,

dml’m - d(P)
=V12
=2V3 uec.

Convidamos o leitor a comparar a imagem de qualquer outro ponto de S com a imagem
dos quatro minimizadores de d obtidos, ou seja, considere um ponto arbitrario P’ £ P,
cujas coordenadas satisfazem a condigao xyz = 8, e verifique que d (P’) > d(P). Se

P’ = (2\/22, ﬁ), por exemplo, entao 2V2-2.4/2=8¢

d(P') =14 > 12 = 4(P).

Em existindo a caixa de maior volume cuja area total da superficie seja igual a 64 cm?,
obtenha as dimensoes de tal caixa via multiplicadores de Lagrange.

RESOLUCAO

Embora possamos verificar a existéncia do valor méximo global para o volume dessa
caixa,’” a resolucdo tera prosseguimento apenas com a suposicao de que seu volume mé-
ximo existe, conforme o enunciado dessa questao. Portanto, sejam f(x,y,z) = xyz e
g(x,y,z) = 2(xy + yz + xz) o volume e a area da caixa, respectivamente. Assim,

fx = Agx = yz = 2A(y + z),
fy = Agy — xz = 2A(x + z), (3.7)
f. =Ag. = xy = 2A(x +y), '

g(x,y,z) =64 = xy-+yz+xz=32

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.7) por x, a segunda por y, a terceira por
z, igualando-as e observando que A # 0,°® temos xy + xz = xy +yz = xz +yz. Portanto,
x =y = z. Entdo, da tltima equacdo de (3.7), temos 3x?* = 32, isto &, x = 1/32/3 cm,
onde desconsideramos a raiz negativa.

Convidamos o leitor a comparar a imagem do maximizador P = <\/ 32/3, \/ 32/3, \/ 32/ 3)

de f com a de um ponto arbitrario P’ # P, cujas coordenadas satisfazem a condicao
Xy + yz + xz = 32, e verificar que f(P’) < f(P). Por exemplo, para x =y = 1, a
condi¢ao supracitada fica reduzidaa 1-1+1-z+1-z =32, isto é, z = 31/2. Assim, para
Pr=(1,1,3),

’ 2

31<2 32
-2 3V3

5TVerificacdo similar 4 demonstracio apresentada na pagina 88.
%8S8e A = 0, entdo yz = 0 acarreta volume nulo!
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De fato, nessa expressao, caso < seja trocado por >, temos

3132 32:\/ 31 2> 32\% 32
2 =3V3 2) =\ 3 3
312 323
> =
4 = 27
—27-31-31>4.32.32.32,

que é uma desigualdade invalida.

.. . . - 2 2 2 L
4. Em existindo o elipsoide de equacao >3 + iz + % =1, que passa por (1,1,2) e limita a
regido de volume minimo,? determine os valores numéricos de a?, b? e c?.

RESOLUQAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Embora possamos verificar a existéncia do valor minimo global para o volume desse

elipsoide,® a resolucdo tera prosseguimento apenas com a suposicdo de que seu volume
__ 4mabce

minimo existe, como enunciado nessa questao. Assim, f(a,b,c) = 3> €, como o ponto

(1,1,2) satisfaz a equacao z—i—Fbli‘Fi—i =1,9(a,b,c) =L+ L+ 5 =1.

fo=Aga = w2

ac _%_i,

fo = Agy - e — 2,
3 3.8
fo = Age — sigy _ & (3.8)

3 =
gla,bye)=1 = L+L+5=1

Multiplicando a primeira equagao do sistema (3.8) por a, a segunda por b e a terceira
por ¢, igualando-as e observando que A # 0,5 temos a? = b? e ¢? = 4b%. Substituindo
tais quadrados na tltima equacao de (3.8), temos b? = 3. Portanto, a*> = 3 e ¢ = 12.

Entao, "3—2 + %2 + % =1 ¢ o elipsoide de menor volume que passa por (1,1,2).
Para testar a minimalidade do ponto P = (\/3, V3, 2\/5), considere um ponto arbitrario

P’ # P, cujas coordenadas satisfazem a condi¢ao é + b]—z + ;iz = 1, e verifique que
f(P’) > f(P). Por exemplo, para a = b = 2, a condicao supracitada fica reduzida a

JT + % + ;iz =1, isto ¢, ¢ = 2v/2. Considere, entdo, P’ = (2, 2, 2\/2) Assim,

3
47T23\/z 4712 <\/§>
= >
3 3
De fato, nessa expressao, caso > seja trocado por <, temos
3
2V2<2(V3) —=4v2<3v3

—16-2<9-3
— 32<27,

f(P') = f(P).

que é uma desigualdade invalida.

59Utilizando integrais triplas, no capitulo 4, mostraremos que o volume da regido limitada pelo elipsoide
2
% + i+ %ﬁ =1 ¢é dado por L‘gbc u.v.
60Verificacao similar 4 demonstracio apresentada na pagina 88.
61Se A = 0, entdo bc = 0 acarreta volume nulo!
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5. Em existindo a caixa retangular de maior volume que pode ser inscrita no elipsoide

2 2 2 . .
X+ & + % =1, determine essa caixa.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Embora possamos verificar a existéncia do valor maximo global para o volume dessa
caixa,%? a resolucao tera prosseguimento apenas com a suposicao de que seu volume mé-
ximo existe, conforme o enunciado dessa questao. Assim, sendo (x,y,z) o vértice da caixa
no primeiro octante, f(x,y,z) = 8xyz é o volume da caixa para (x,y,z) satisfazendo a

~ 2 2 2
equacao g(x,y,z) =5+ L+ 5 =1

£ = Agy — 4yz =2,
fy :)\gy — dxz = %7 3.9
f, =Ag; = 4xy = c_g’ ( . )

gy =1 = S+L+5=1

Multiplicando a primeira equagdo do sistema (3.9) por x, a segunda por y, a terceira por

z, igualando-as e observando que A # 0,5 temos ’C‘L—i = %; = ‘Z‘—i e, da ultima equacao de
3x2 _ 3y? 322

(39), 2% =F =% =1. Logo,x:\%,y:\%ez:%u.c.

Para testar a maximalidade de P = (\%, \%, \%), desconsidere a aplicagao do problema,

ou seja, suponha que f(x,y,z) # 0 ndo tenha relagdo com o calculo de volume. Assim,

Dom(f) = {(x,y,z) € R® : xyz # 0}

a b c
+—t—,+—
( V3 V3T V3 )
sao as solugoes de (3.9), onde P é a solugdo com as trés coordenadas positivas, com
imagens por f dadas por :I:i‘i%c, onde o valor positivo ¢ o maximo e o valor negativo ¢é o

minimo.

Seja f(x,y) = x* + y? definida em D = {(x,y) € R*[x* +2y* < 1}. Obtenha os maxi-
mizadores e minimizadores globais de f sobre D.

RESOLUCAO
Como f é continua e D é compacto, f tem méximo e minimo globais em D por (O,).
Seguem duas resolugoes distintas para essa questao.

RESOLUCAO SEM CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS

Como f(0,0) = 0 < x* +y? = f(x,y) para todo (x,y) € R?, (0,0) é o ponto de minimo
global. Por outro lado, de y? < 2y?, temos f(x,y) = x> +y? < x* +2y? < 1 para pontos
(x,y) € D. Portanto, o valor méximo de f em D é 1. De fato, como f(x,y) ¢ o quadrado
da distancia de (x,y) até (0,0), o ponto de maximo ocorre nos vértices (+1,0) da elipse
que representa a fronteira de D.

RESOLUCAO COM CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS
Devemos analisar tanto o interior quanto a fronteira de D.

62Verificacao similar 4 demonstracio apresentada na pagina 88.
63Se A = 0, entdo yz = 0 acarreta volume nulo!
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. 202 4y
INTERIOR DE D, OU SEJA, {(x,y) eR| %+ Ve < 1}

ANALISE DOS PONTOS CRITICOS

Se Vf = (0,0), entao (x,y) = (0,0), que é minimo local via (03,).5* De fato, como
nio existe ponto (x,y) € R? tal que f(x,y) < f(0,0), a origem é minimo global de
f(X,y) = x? + yz'

. 202 L v
FRONTEIRA DE D, OU SEJA, 1 (x,y) € R ‘ 17T (1/1/2) 1}

Da anélise no interior de D, resta calcular os pontos de méaximo globais na fronteira
de D. Seguem duas formas distintas de calcula-los.

CALCULO DE MAXIMIZADORES VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fx — }\gm
f(X,U) :X2+y27 Q(X,U) :X2+292:> fy = 7\9137
gx,y) = 1
2x = 2Ax,
— < 2y = 4\y, (3.10)
x> +2y2 = 1

Multiplicando a primeira equagdo do sistema (3.10) por 2y, a segunda por x, e
igualando os primeiros membros das duas, temos xy = 0. Portanto, pela terceira
equagao de (3.10), temos:

L x=0=y=+v2/2;

ii.y=0=x==1.
Como f(0,4+v2/2) = 0% 4+ (£v2/2)2 =1/2 ¢ f(£1,0) =12+ 02 = 1, (£1,0) séo os
pontos de maximo globais de f em D.

CALCULO DE MAXIMIZADORES SENDO f FUNGAO APENAS DE x (OU y)

I. Substituindo x* = 1—2y? em f(x,y) = x*+y?, f é funcdo apenas de y, digamos,
g(y) =1 —y? comy € [—+/1/2,1/1/2]. Como g'(y) = —2y, y = 0 ¢ o tnico
ponto critico de g. Como ¢g”(y) = =2 < 0, y = 0 é o ponto de maximo local
no intervalo (—\/m, \/W), com valor méximo local g(0) = 1. Por fim, na

fronteira, temos g(£+/1/2) =1/2 < 1. Assim,

y=0ex’*=1—y> = x=+1

— (+1,0) sdo pontos de maximo locais para f,

com valor maximo local f(£1,0) = (£1)2+0*=1.

I1. Substituindo y?> = (1 —x?)/2 em f(x,y) = x* +y?%, f é funcio apenas de x,
digamos, h(x) = (1 +x%)/2 com x € [—1,1]. Como h/(x) = x, x = 0 é o tnico
ponto critico de h. Como h”(x) =1 > 0, x = 0 é o ponto de minimo local no
intervalo (—1,1), que podemos desconsiderar pela anélise no interior de D. Por
fim, na fronteira, h(£1) = 1. Assim, (41,0) sdo os maximizadores locais de f
em D.

64Verifique!
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Portanto, (0,0) é o minimizador e (41,0) sdo os maximizadores globais de f em D.

Para f(x,y) = x?

—xy, obtenha os valores méximo e minimo globais de f na bola fechada
x> +y? < 1.
RESOLUGAO

f ¢ continua no compacto D = {(x,y) cR?x*+y? < 1}. Entao, f admite maximo e
minimo globais em D por (O;). Buscaremos tais extremantes, tanto no interior, quanto
na fronteira de D.

- INTERIOR DE D, ou sEJA, {(x,y) € R?[x* +y* < 1}

CALCULO DOS PONTOS CRITICOS
f, = 0 2x—y = 0

fy = 0 x =0 7 x7y=0

TESTE DA DERIVADA SEGUNDA PARA (0,0)
H(0,0) = fyxfyy — fiy’(o,()) =—1< 0= (0,0) & ponto de sela.
Assim, o maximo e o minimo de f nao ocorrem no interior de D.

- FRONTEIRA DE D, 0OU SEJA, {(x,y) € R*[x* +y? =1}

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

fx = 7\9x;
fy) =% —xy e g, y) =x* +y* = { f, = Agy,
g(x,y) = 1
2x —y = 2Ax,
= { —X = 2Ay, (3.11)
x*+y* = 1

Depois de multiplicar a primeira equagao do sistema (3.11) por y e a segunda por
X, iguale os primeiros membros das duas equacoes resultantes e utilize a terceira
equagao de (3.11) para obter

xy—yr=xX=y"-1=2 - 1T=2xyex’*=1—-1?
— (2y" —1)7 = (2xy)? =4(1 —yH)y?
— 4yt — 4yt 1 =4yt — 4yt
— 8yt —8y*+1=0

W82 8t 4+ 1 =0

2442

:>y2:t: 4

Portanto:
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11.

Logo, %ﬁ ¢ o valor minimo e ”Tﬁ ¢ 0 maximo.

RESOLUCAO VIA COMPOSICAO DE f COM UMA CURVA PARAMETRIZADA
Sendo x(t) = cost e y(t) = sent, t € [0,27], uma parametrizacao de x* +y* = 1,
note que, calcular o valor méximo,/minimo de

z(t) = f(x(t),y(t))
— cos’t — costsent
1+ cos(2t) —sen(2t)
= 3 ,

t € [0, 27, significa calcular o valor maximo/minimo de f ao longo da circunferéncia
unitaria x* +y? = 1. Portanto:

[. z(t) é continua no compacto [0, 27t]. Assim, por (O3), z(t) tem méaximo e minimo
globais em [0, 271];

I1. z(t) assume o valor 1 na fronteira de [0, 271, isto é, em {0, 27t};%
III. O valor méximo/minimo no interior de [0, 271, isto é, em (0, 27), é calculado da
forma seguinte:
z'(t) = —sen(2t) — cos(2t) = 0 para 0 < t < 2, isto €, cos(2t) = —sen(2t) para
0 < 2t < 4m. Assim, como 2t € {3771, 7771, %‘, ]%T ;
12

z(t) 3

37 7t 11m 157
para t € {35, 5, ¥ 15 }-

Como f nao tem extremantes no interior do compacto D, eles pertencem a sua
fronteira. Portanto, 1= \[ ¢ o valor minimo e H‘[ é o valor maximo de f em D.

65De fato, z(0) = z(2m) = 1.
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8. Determine o maximo e o minimo globais da funcao z = Ax? + 2Bxy + Cy?, onde B # 0 e
(A + C)? —4(AC — B?) > 0, na circunferéncia unitaria x* + y? = 1.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Sejam z = f(X,y), g(X»y) =x? _|_y2 €

fx — 7\9><7
fy = Agy,
Q(X,y) = 1
Portanto,
2Ax +2By = 2Ax = (A—A)x — By = 0,
2Bx+2Cy = 2Ny = —Bx + A—Cly = 0, (3.12)

x* +y? = 1
Note que A # A.%¢ Agora, da primeira equagao do sistema (3.12), temos

B

X:my

(3.13)

Além disso, multiplicando a primeira equagao de (3.12) por (A — C), a segunda por B, e
somando as duas equacdes resultantes, temos ((A — A)(A — C) — B?)x = 0, acarretando
x = 0, que, como vimos, pode ser descartado, ou

B2=A—A)A—C). (3.14)

Ainda, substituindo (3.13) na terceira equagao de (3.12), temos [% + 1] y? =1, ou
seja,
VTR —AY

Por fim, substituindo (3.13), (3.14) e (3.15) na fungao do enunciado da questao, temos

(3.15)

AB? 2B?

z:{()\_A)Z-I—}\_A—f—C}yZ

A(A—C) (A—A)?
:{ A—A +2()‘_C)+C] A—A)2A—(A+0Q))
CAA=C)+2A—A)A—=C)+C(A—A)
B 2A—(A+0Q)
22— (A+ QO
O 2A—(A+0)
:)\7

que, por (3.14), é obtido via

M —(A+CA+AC—B*=0.

56De fato, A = A na primeira equacao do sistema (3.12) acarreta y = 0, que, na segunda equacao, acarreta
x = 0. Contudo, (x,y) = (0,0) nio é ponto da circunferéncia x*> +y2 = 1, ou seja, x = y = 0 ndo satisfaz a
terceira equagao de (3.12).
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Portanto, A é dado por

_A+C+/([A+C)?—4(AC—B?)
— 5 :

As (3.16)

onde z = A, é o valor maximo global e z=A_ é o minimo global.

Observacao

Considerando a resolucao via multiplicadores de Lagrange da questao 7, pagina 108, ob-

serve que, substituindo A = 1, B = —1/2 ¢ C = 0 na equacao (3.16), znsx = #j e

N

min 3

9. Uma fabrica produz dois tipos de lampadas. Sendo feitas x lampadas do tipo 1 e y do
tipo 2, cada uma delas podera ser vendida por 100 — 2x e 125 — 3y u.m. (unidades mo-
netarias), respectivamente. O custo de fabricacao de x lampadas do tipo 1 e y do tipo 2
é de 12x + 11y + 4xy u.m. Quantas lampadas de cada tipo devem ser produzidas para
que a fabrica obtenha o lucro méaximo e de quanto é esse lucro?

RESOLUCAO

f(x,y) =x(100 — 2x) +y(125 — 3y) — (12x + 11y + 4xy)
= 88x + 114y — 2x* — 3y* — 4xy

é a fungao lucro e, sendo x > 0,y > 0, 100 —2x > 0 e 125 —3y > 0, temos que f é
continua no dominio
125

D:{(X»U)€R2|O§X§50€O§U§T}

fechado e limitado. Portanto, f tem maximo e minimo globais em D.

- ANALISE NO INTERIOR DE D, OU SEJA, EM {(x,y) € R : 0 <x < 50,0 <y < 12

CALCULO DOS PONTOS CRITICOS

fx = 88—4x—4y = 0 — x+y = 22 x(-2)
fy = 114—6y—4x = 0 2x+3y = 57 «—+

—x=9%y=13

TESTE DA DERIVADA SEGUNDA
(9,13) é maximizador local com valor maximo local dado por (9,13) = 1137.%8

- ANALISE NA FRONTEIRA DE D
Verificaremos que o maximizador local (9,13), interior ao dominio D, é, de fato,
o ponto de maximo global de f em D, dividindo a sua fronteira em quatro partes
que representam seus lados, denotadas por I, II, III e IV (conforme a ilustracao
seguinte), e observando que, em nenhuma delas, f assume um valor maior que 1137.

67Para o discriminante, confira o enunciado dessa questao.
68Verifique!
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y
125/3 I
1 vV
(9,13)
X
0 I 50

I REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR Yy =0 E x € [0,50]
- INTERIOR DE I, 1STO E, (0,50)
f1(x) = f(x,0) = 88x — 2x* = f|(x) = 88 — 4x = f{'(x) = —4.

Logo, f; assume valor méximo local de 968 em x = 22.

- FRONTEIRA DE I, 1sTO E, {0, 50}
Note que, f1(0) =0 e f;(50) < 0.
Portanto, como f(9,13) > f(22,0) = 968, o valor maximo global de f em D nao
ocorre em 1.

IT REPRESENTANDO SEGMENTO DE RETA DADO POR x =0 E y € [0,125/3]

- INTERIOR DE II, 1STO E, (0, 125/3)
fa(y) = f(0,y) = 114y — 3y* = f1(y) = 114 — 6y = f;(x) = —6.
Logo, f; assume valor méximo local de 1083 em y = 19.

- FRONTEIRA DE II, 1sTO E, {0,125/3}
Note que, f,(0) =0 e f,(125/3) < 0.

Portanto, como f(9,13) > f(0,19) = 1083, o valor méximo global de f em D
nao ocorre em II.

IIT REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR y = 2 E x € [0, 50]

Como f3(x) = f(x,125/3) = f1(x) — ]3% — %x < f1(x), o valor maximo global
de f em D nao ocorre em III.

IV REPRESENTANDO O SEGMENTO DE RETA DADO POR x =50 E y € [0,125/3]
Como f4(y) = f(50,y) = f2(y) — 600 — 200y < f;(y), o valor maximo global de
f em D nao ocorre em I'V.

Portanto, para 9 lampadas do tipo 1 e 13 do tipo 2, temos lucro méximo de 1137 u.m.

10. Em existindo, calcule a menor distancia entre a origem e a curvay = x> + 1.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
O objetivo ¢ minimizar f(x,y) = d(x,y)? = x* + y? restrita a g(x,y) =y —x>—1=10.%°

6Parte do grafico de y = x> + 1, com concavidade para baixo, esta ilustrada a seguir.
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Y h(x) = 3x* +3x + 1

F—y=x>+1

Nessa ilustracao, o grafico com concavidade para cima representa parte da funcao
h(x) =3x* +3x + 1,

que analisaremos a seguir, bem como as suas raizes x; e X;, isto €,
h(X]) = h(Xz) =0.

Primeiramente, é facil ver que, como o grafico de y = x*> + 1 nao passa pela origem,”
(0,0) nao pode ser o ponto de minimo global de f. Agora, do sistema

fx - 7‘97(7
fy = AQy,
g (X> y) - O,
temos
2x = -3\,
2y = A, (3.17)

onde A # 0." Portanto:

I. y # 0, pela segunda equacao do sistema (3.17);7
y—0—1=0
-
II. x=0 = y=1"

III. Por (3.17),

x#0,x(3Ax+2)=0,A=2yey=x+1=6x(x’+1)+2=0
— h(x) =3x*+3x+1=0.

De fato, 0 # 03 + 1.

"1Se A = 0, entdo x =y = 0, que acabamos de descartar.

"Logo, (—1,0) nio é ponto de minimo e a distancia minima ¢ menor do que 1.

"3Contudo, (0,1) ndo pode ser ponto de minimo global pois a distancia minima é menor do que 1.
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Assim, para resolver (3.17), analisaremos a existéncia das raizes da equacao h(x) = 0
) ) )
pelo grafico de h, e calcularemos seus valores por meio de um método numérico.

GRAFICO DE y = h(x)

i. Como h(—1) =h(0) =1, o grafico passa por (—1,1) e (0,1), onde g(0,1) = 0.

<0 parax<—1/v4 .. h decrescente;
. =0 parax=xy=—1/v4 minimizador local
/ _ 3 0 )
ii. h'(x) =12x>+3 pois h”(xo) = 36X§ > 0;
>0 parax>—1/v4 .. h crescente.

iii. h(xp) <0e lim h(x) = oco.

x—too

Portanto, o grafico de h(x) é esbocado como na ilustracao supracitada e existem x; e x;
em [—1,0] tais que h(x;) =0 e h(x;) =0.

METODO DE NEWTON

Sendo, agora, h(x) uma funcao arbitrdaria adequada,
h(r) = 0, 1ty um ponto inicial proximo da raiz v e

Th = Thog — }:L,((Tr*:])) bem definido (isto €, h' # 0 nos

Tw's) paran=0,1,2,3,..., temos 1, = T se N — 00.

Por exemplo, se h(x) = x2 — 2, sabemos que h(£v/2) = 0, onde /2 é aproximadamente
igual a 1,414213562. Seja, entao, ro = 1. Assim:

h(ro) _1_—_1:

o _ 1,5:
TR T W) 2 =7
h(ry) 1/4
o — 1,5 2% _1,416666667;
Tz 1 h/(‘r]) ) 3 ) )
rs=r— M) 414015686,

)

Essas reticéncias significam que, se n — oo, entao ‘rn —V2 ‘ — 0.
Para a funcio h(x) = 3x* +3x + 1, como h'(x) = 12x* + 3, se 1y = 0, 9, entdo:

h(ro) 3-(0,9)*+3-(0,9) +1
=70 — =0,9— ~ 0,418
MET T ) O 12-(0,9) + 3 %
h(ry)
=T — ~ —0,187;
L LE )RR VTS
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Obtendo a outra raiz de h(x) de modo similar, temos x; ~ —0,846 ¢ x, ~ —0,348.
Portanto, a distancia minima é o menor valor entre

d(x1,y1) = VFlxa, 1) e dlxa,u2) = VFxa,u2),
onde Yy, — xiz —1=0, ou seja, y; =~ 0,395 e y, ~ 0,958. Desse modo, como
f(x1,y1) = 0,716 + 0,156 = 0,872 e f(x2,y2) ~ 0,121 40,9218 = 1,039,
a distancia minima é dada por

Aiminima ~ V0, 872 ~ 0,934 u.c.

11. Em existindo o triangulo cujo produto dos senos dos seus angulos internos seja o maior
possivel, verifique que ele é equilétero.

RESOLUCAO

Sejam x, Yy e z os angulos internos de um triangulo arbitrario, conforme a figura 3.5.
Portanto, como x +y + z = 7, temos

Figura 3.5: Apenas o tridngulo & esquerda tem senx - seny - sen z maximo

Al 4

senxsenysenz = senxsenysen(mw— (x +y))

= senxsenysen(x +y)
= f(X,H),

onde usamos sen(7 — (x +y)) = sen(x + y) na segunda igualdade. Por um lado, como x
e Y sao positivos e x +y é menor que 7, todos os pontos do conjunto aberto

Dom(f) = {(x,y) €R|x >0,y >0, x +y < 71}
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sao interiores a ele e existe Vf em cada um desses pontos. Em particular, o maximizador
global, caso exista, deve ser um ponto desse dominio. Por outro lado, entre esses pontos,
os candidatos a extremantes de f devem satisfazer, por (O7), o sistema

I. f, =cosxsenysen(x +y) + senxsenycos(x +y) =0;
II. fy =cosysenxsen(x+y) + senxsenycos(x +y) =0.
Subtraindo II de I, temos
(cosxseny — cosysenx)sen(x +y) = sen(y — x)sen(x +y) = 0.

Como 0 < x4y < 7, sen(x+y) # 0 e, portanto, sen(y —x) = 0. Assim, como y—x =0,
I ou II acarretam

cosxsenxsen2x + senxsenx cos2x = senx(cosxsen2x + senx cos 2x)

= sen x sen 3x
=0.
Como senx # 0, 3x € {0,7}. Logo, 3x = 7, pois x nao pode ser nulo. Assim,
x=y=z=1
=yYy=2z= 3

Portanto, por (Os3), o Gnico ponto critico calculado, ou seja, (7t/3,7t/3,7/3), é maximi-
zador global de f em seu dominio.

Em existindo o ponto P tal que a soma das distancias entre ele e os vértices de um
triangulo acutangulo ABC é minima, verifique que as semi-retas PA, PB e PC formam,
entre si, um angulo de 120 graus, conforme a figura 3.6.

Figura 3.6: Triangulo acutangulo

RESOLUGAO
Sendo P = (x,y), A = (xa,ya), B = (xg,ys) e C = (xc,Yc),

f(x,y) = IAP]| + BB + [[CP|
=V (x—xa)2+ (y —ya)?
+ v/ (x —x5)2 + (y — yg)?
+ v/ (x —xc)2 + (y —yc)?
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13.

é a soma das distancias entre P e os vértices do triangulo supracitado. De acordo com
o enunciado da questdo, assumiremos que f admite minimo global.™ Assim, sendo esse
valor minimo a imagem de P por f e P interior ao dominio de f, Vf(P) = 0 por (O1).
Entao, como Dom(f) = R?, podemos considerar o sistema

(fx, ): X—XA_’_X—XB_’_X—Xc)y—yA+y—yB+y—yc)
! (n/ﬁ%n BB |ICPIl’ AP|  [BPI|  [CP|
W B,
IAP|  [IBP| |ICP|

= (0,0).

Lo = 38 =% .
Portanto, sendo 1, v e w os versores de AP, BP e CP, respectivamente, temos

u+v+w=0.
Assim, calculando o produto interno dessa equagao por U, V e W, respectivamente, ou
seja, calculando

Q- (VW) =100, V- (G+V+W) =v-0 e - (T+V+W) =w-0,
temos
1+cosa+cosy =0, cosx+1+cosp=0 e cosy+cosp+1=0, (3.18)

onde « é o angulo que U forma com Vv, f é o angulo que Vv forma com W e y é o angulo
que w forma com U. Subtraindo duas equagoes de (3.18), uma da outra, obtemos

1
cosX =cosfp =cosy = —=.

2
Portanto, como o+ 3 +v = 360°,

x=pf=vy=120°.
Em existindo, calcule a menor distancia da parabolay =x*+1 aretay =x — 2.
RESOLUGAO

Note que, os graficos das fun¢oes do enunciado da questao nao se interceptam, conforme
a seguinte ilustracao:

" A demonstracdo da existéncia desse minimo requer argumentos avancados de um curso de andlise mate-
matica.
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Além disso, tal interse¢ao implicaria na existéncia de algum ponto x de mesma imagem
pelas funcdes dadas, isto &, x> +1 = x — 2, ou seja, x> —x + 3 = 0, que é uma equacao
sem solucgao real.

Seguem duas resolugoes. A primeira utiliza “calculo II”. A segunda, “calculo I”.

PRIMEIRA RESOLUCAO

Seja f(x,y) o quadrado da distancia d(x,y) entre o ponto (x, x? + 1) da parabola e o
ponto (y,y — 2) da reta. Assim, f(x,y) = (x —y)* + (xz —y+ 3)2 e todos os pontos
de R? sdo interiores ao dominio de f. Agora, como d e f sdo positivas (pois seus grafi-
cos nao se interceptam), temos dmm = v/fmim, caso exista a distancia minima.” Ainda,
observando os graficos supracitados, nao existe dpsx.

- CALCULO DOS PONTOS CRITICOS

I f,=2(x—y)+4x(x*—y+3)=0,
IL f,=—2(x—y)—2(x*—-y+3)=0.

Adicionando I a II, temos 2(2x — 1)(x* —y +3) = 0. Logo, x = % oux?—y+3=0.
Entao, por um lado, substituindo x = % em I ou II, temos

1 1 1
2(2— )+2(Z—y+3>:1—2y+z—2y+620.

Portanto, y = %. Por outro lado, substituindo x> —y +3 = 0 em I ou II, temos

x =Y. Logo, x* —x + 3 =0, que é uma equacio sem solucao real. Assim, o tinico
ponto critico (candidato a ponto de minimo) de f, por (Oy/), é (1/2, 15/8).

- TESTE DA DERIVADA II
De fy, = 14 4+ 12x* — 4y, fy, = 4 e fyy, = —2 — 4x, temos fy(1/2,15/8) > 0 e
H(1/2,15/8) > 0. Entao, (1/2,15/8) é ponto de minimo local para f. Como nao
existe outro ponto de minimo local interior a Dom(f), pois esse ponto anularia Vf,7
(1/2,15/8) é minimo global.

Portanto, a distancia minima ocorre entre os pontos (1/2, 5/4) e (15/8, —1/8) e ¢é dada
por dmm = Vfimm = ”%ﬁ u.c.

SEGUNDA RESOLUGAO

Determinaremos o ponto da parabola f(x) = x* + 1 onde a inclinacdo da reta tangente é
a mesma da reta y = x —2.77 Nesse caso, 2x = f'(x) = 1, isto ¢, x = J. Entdo, f () = 2.

75d pode nao atingir um valor minimo?
Ou seja, pode existir um limite inferior £ > 0 para d tal que d(x,y) > { para todo (x,y)?
Na segunda resolucao dessa questao, verificaremos que existe dpym = (.

6Ct. (O7).

""Note que essas retas sdo paralelas.
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Portanto, basta calcular a distancia d do ponto (%, %) até a reta y = x — 2.7 Assim,

_h-i-2
VTH1

1

n
— 4

2
112

= 3 u.cC.

14. Sendo f(x,y,z) = 2x —y + 4z, determine o maximo e o minimo de f restrita a intersegao
do plano z = x com o cilindro x* + 3y? = 84.

RESOLUCAO VIA MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
Tal intersecdao é uma elipse, que ¢ um conjunto compacto em R3. Portanto, por (0y), a
funcao continua f admite maximo e minimo nessa interse¢ao. Assim, sendo

glx,y,z) =x—z=0,
h(x,y,z) =x*+3y* =84 ¢
Vf(x>yaz) = AVQ(Xayvz) + th(x,y,z),

temos
(2,—1,4) = A(1,0,—1) + u(2x,6y,0), x —z =0 e x* 4 3y* = 84. (3.19)
Da primeira equagao de (3.19), temos A 4+ 2ux = 2, 6py = —1 e A = —4. Entao,

1

ux =3 e py = g (3.20)

Agora, muliplique a primeira equagao de (3.20) por y e a segunda por x. Temos, portanto,
x = —18y. Assim, da terceira equacio de (3.19), temos 3 - 108y? + 3 - y? = 3 - 28, isto &,

109y? = 28, ou seja,
i—zﬁ e z=XxX= $—36\/7
V109 V109

da segunda equagao de (3.19). Portanto,

P 36VT VT 36VTY o 36VT)  2v7
V109’ V109" V109 V109 ) V109
(36V7 VT 36VT\ o (36V7) VT
V109 V109° V109 ) V109 ) V109

sao os valores minimo e maximo, respectivamente.

"8Via geometria analitica, a distancia do ponto (xo,Yo) a reta ax + By + ¢ = 0 é dada por

_ loexo + Byo + ¢

N

d
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15. Via multiplicadores de Lagrange, obtenha o ponto dos planos x +2y +3z =8 e z = x

mais proximo da origem.

RESOLUCAO
A intersecao desses planos é a reta r dada por

r(t) = (0,4,0) +t(1,-2,1), t e R.™®

Existe, portanto, o ponto mais préximo da origem.®? Assim, podemos minimizar a funcao
f(x,y,z) = d(x,y,z)?> = x> + y? + 2% sujeita as restricdes g(x,y,z) = x —z = 0 e
h(x,y,z) = x4+ 2y + 3z = 8. Entao, do sistema

(2x,2y,2z) = A(1,0,—1) + u(1,2,3) e z = x,

temos

A+pu=2x,u=y e —A+3u=2z=2x. (3.21)
Adicionando a primeira equagao de (3.21) a ultima, temos z = x = p = y, que, na
equacao X +2y + 3z =8, resultaem x =y =z = %. Logo, (4/3,4/3,4/3) é o ponto da
interse¢ao dos planos x + 2y + 3z = 8 e x —z = 0 mais proximo da origem, com distancia

dada por d(4/3,4/3,4/3) = \/3(4/3)F = *3 u.c.
Tendo resolvido a questao, usaremos geometria analitica para confirmar a solugao encon-
trada. Assim, na equagao de r, Py = (0,4,0) e v = (1,—2,1) sdo, respectivamente, um

Figura 3.7: U — projyu é perpendicular a v

U — projyi

\/
<i

projgii -

ponto e um vetor diretor, conforme figura 3.7. Logo, para obter a distancia da origem
O = (0,0,0) até r, sendo U o vetor cujas extremidades sao os pontos Py e O, basta calcular
a norma do vetor

U — projsu.

™De fato, se x =t, entdo z =t e

ou seja, para cada namero real t, (x(t),y(t),z(t)) = (t,4 — 2t, t).
80Contudo, obviamente, ndo o mais distante.
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Portanto, calculando a projecao ortogonal

ﬁ"j\j_§\7_ L_‘_§£_‘
6 \3 33

proj;u = —
VIR

de U sobre V, segue que a distancia de O até r é dada por
I(—4/3,—4/3,—4/3)|| = 4v/3/3 u.c.
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Capitulo 4

Resultados do calculo integral

FEudozus developed a system for
calculating areas enclosed by
general curves, such as a circle,
by removing the areas within
them, such as rectangles or other
shapes whose areas are simple to
calculate, until the total area to
be calculated is “exhausted”.

Thus the area can be calculated
by a close approximation.

Zuvi Artstein

De certa forma, integrar uma funcao de vérias variaveis é proceder de maneira analoga, mas
inversa, da estabelecida na derivacao parcial mista. De fato, para calcular a derivada parcial
de uma fungao f(x,y) em relagao a x, desde que seja possivel calcular f,, derive f em relagao
a variavel x, como no célculo de uma variavel real (célculo I), partindo da premissa de que
y ¢ uma constante. Depois, para calcular fy,, supondo que exista essa derivada, considere x
constante, y variavel e derive fy em relagao a y, como no calculo I. Por outro lado, para integrar
f(x,y), considere que x ¢é variavel e y é constante. Entao, se possivel, integre f como fungao
apenas de x, como no calculo I. Por fim, se o resultado dessa tltima integracao for uma funcao
integravel em y, integre-a como no calculo I. Simples assim!

4.1 Integrais duplas

No célculo integral de fungdes y = f(x) reais de uma variavel real, sendo f integravel, a integral
simples é calculada sobre um intervalo fechado e limitado Dy = [a, b], como ilustrado a seguir,
e podemos calcular a integral [, f(x)dx = fz f(x) dx.!

a b

No célculo integral de fungbes z = f(x,y) reais de duas variaveis reais, sendo f integrdvel,
entao a integral dupla é calculada sobre dominios fechados e limitados D,y adequados, como
representados na figura 4.1, e podemos calcular a integral IIDXH f(x,y)dxdy, do modo que
descreveremos a partir de agora.

!Confira a parte II da lista de exercicios da secao 1.3.

123
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Figura 4.1: Tipos 1 e 2 de regioes de integracao Dy

Y Y
A A
d |
g2(x)
M) Dy ha(y)

Dxy

g1(x) | el

a b XV XV

4.1.1 Regioes (dominios) de integragao D,

Embora o compacto Dy, possa apresentar intimeras formas, existem duas formas basicas nas
quais dominios mais gerais podem ser subdivididos.

Integracao sobre (em) dominios de tipos 1 e 2

1. Para Dyy = {(x,y) € R* |a <x < b, g1(x) <y < g2(x)} com g1(x) e g2(x) continuas,

I, twasay= [ ([ )

y=g1(x)
Primeiramente, calcula-se a integral entre parénteses com x constante e y variavel.

2. Para Dy, = {(x,y) € R? | hy(y) < x < hy(y), ¢ <y < d} com hy(y) e hy(y) continuas,

JL f(x,y) dxdy := Jy_d (r—hz(y) f(x,y) dx) dy.

xy y=c¢ x=hy (y)
Primeiramente, calcula-se a integral entre parénteses com x variavel e y constante.

Exercicio resolvido

Integre f(x,y) = 1 sobre a regidao Dy limitada pory =x ey = x?, representada na seguinte
ilustracao:



4.1. INTEGRAIS DUPLAS 125

(0,0)

RESOLUGAO
Note que (x,y) € Dy se, e somente se,

0<x<lex!*<y<x ou y<x<,yed<y<l.

D,y € de tipo 1 no primeiro caso. No segundo, de tipo 2. Entao, integrando primeiro em relagao

ay para D,y de tipo 1, temos
Yy=x
J 1 dy) dx
y=x?

rx=1
JJ 1dxdy = (
Dxy Jx=0

rx=1

Jx=0
rx=1
= (x — xz) dx
Jx=0
2 X3
-15-5
_1!
6

Agora, integrando primeiro em relagao a x para Dy, de tipo 2, temos

ry=1 X=y/Y
JJ 1dxdy = J 1dx | dy
Dy Yy x=y

Y _
= [ ay

[
I
_ O

Jy=0

ry=1
=| (y—-yldy

Jy=0

- =1
_ Zv_m_v_zr

L 3 2 y=0
1

Observacoes

e Em sendo possivel calcular a integral dupla, podemos desconsiderar os parénteses nas
formulas supracitadas. Contudo, pode nao ser possivel calcula-la. Pode ocorrer da integral
de um dos tipos ser mais dificil de resolver que a do outro ou nao ter solucao analitica.?

2Confira os exercicios 2 e 3, a seguir.
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e Integrar sobre o retangulo

ny = [Cl, b] X [C) d]
={(xy) G]R{z‘agxgb,cgygd}
significa calcular

[ s ] ([rwm) [

A figura dada a seguir é uma representacao geométrica de Dy, no primeiro quadrante
comd—c>b—a.

Jb f(x,y) dx) dy.

a

Y
d
D,y
c
a b X
Exercicios
1. Se Dy, = [0,1] x [2, 3], calcule ffny (3x* + 2y) dxdy. RESPOSTA: 6.

2.

Em existindo, calcule a integral de f(x,y) = 2x*y sobre a regiao limitada pela parabola
y=4—x?e pelaretay = 0. RESPOSTA: 19,5, aproximadamente.

Em existindo, calcule a integral de f(x,y) = ev’ + x sobre a regiao limitada pelas retas
x=0,y=2ey=x. RESPOSTA:%—F%.
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Na ilustracao anterior estao representados os dominios de integragao para os exercicios 1, 2 e
3, respectivamente, e os eixos coordenados, na mesma escala de medida. Além disso, note que:

e No exercicio 2, a regiao Dy, = {(X,y) ‘ —2<x<2,0<y< 4—x2} ¢ de tipo 1, en-

quanto a regiao Dy, = {(x,y) | —vEF—y < x < V4 —y, 0 <y <4} ¢ de tipo 2. Aqui,
a integragao sobre D,y de tipo 1 é mais facil que a sobre D,y de tipo 2;

e No exercicio 3, ao se tentar integrar primeiro em relagao a y, isto €, integrar sobre a
.~ . ~ , ~ . . 2 ~ . .
regiao de tipo 1, nao se obtém uma resolucao analitica pois eY” 4+ x nao tem antiderivada
elementar.

Regioes D,, mais gerais

Para calcular a integral dupla I = [ IDW f(x,y) dxdy, pode ser necessario: dividir o seu dominio
de integracao Dy, em n partes disjuntas de tipos 1 ou 2; calcular a integral dupla [; relativa a
i-ésima parte parai=1,...,n; e obter asoma I =1; +--- + L.

Exercicio resolvido

Integre f(x,y) = 2x + y sobre a regido limitada por x = y*, y = x —2 ey = 2, conforme a
ilustracao que segue.

RESOLUCAO

A primeira tarefa é obter os pontos de intersegao dos graficos das trés funges. As resolugoes

das equacdes y =y2 -2,y = 3 e x —2 =2 fornecem os seguintes trés pontos de intersecio
y X

para a regiao de interesse: (1,—1), (3,1) e <\3/?, \3/3)

Para integrar primeiro em y, é necessério separar D, em trés partes: a primeira subregiao para
x € [0,1], a segunda subregido para x € [1,32/3], e a terceira para x € [32/3,3]. Isso porque
em cada um desses pontos a fungao que define ou o limite superior ou o limite inferior para y
muda.

Para integrar primeiro em relacao a x, ¢ necessario separar Dy, em apenas duas partes. Por-
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tanto, apenas duas integrais devem ser resolvidas. De fato,

[= JJD (2x +y) dxdy

xy

[

=L+ L.

er—y+2
x=y2

y=v3
(2x +y) dx) dy +J
y=1

x=3/y
J (2x+y)dx | dy

x=y2

A primeira parcela ¢é calculada por

L =

A segunda, por

ry=1

[x* + xy] :;3;2 dy
Jy=—1
ry=1

](y +2+yly+2) -y —y’dy

Jy=—
ry=1

—y' =y + 2y + 6y +4dy
Jy=—1

— 8, 93.

=39 4_ 3
:J S +3-y' —-y'dy

y=1 Yy

9 5 414:%

y 5 41y
~ 2,21

A soma das duas parcelas resulta em [ ~ 11, 14.

4.1.2 Area, volume e massa

Areas de regioes D,

Se f(x,y) =1, entao a integral dupla calcula a drea da regiao Dyy.

Essa propriedade decorre do seguinte resultado: a integral dupla de uma funcao integravel
nao-negativa calcula o volume da regiao compreendida entre o grafico dessa fun¢ao e Dy,

Exercicio resolvido

Seja Dy = {(x, y) € R? | xP+y? < rz} o circulo de centro na origem e raio r, como representado

na ilustragao seguinte:

3 Ainda nesta subsecdo, sera apresentada uma demonstracdo informal desse resultado.
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Verifique que a sua area é 7r? u.a.

RESOLUCAO
De fato, a area do circulo pode ser calculada por:

X=T y=vrZ—xZ
“ 1 dxdy :J J Tdy | dx
ny X=—T =—1/ T‘Z —yz
X=T 2
[

X=—T

:2J - V12 —x2dx

X=—T

9=0
E— J sen’ 0 dO
0=m

= 11 u.a.

Note que, na penultima e tltima igualdades, usamos a mudanca de variaveis

\x:rcosa = dx = —rsen 0 do

e a integral imediata

2 __ 6 _ sen20
[ sen 0d0 =35 — ==,

respectivamente.

Exercicio

Calcule a area da regiao no primeiro quadrante, limitada pelas retasy =x,y =3 ey =

Nl
N|—=

Volumes calculados via integrais duplas
Se f(x,y) > 0, entao a integral dupla calcula o volume da regido limitada pelo grifico de f(x,y)

e pelo plano OXY, (x,y) € Dy.

Uma propriedade andloga também ¢é valida para o célculo de fungoes reais de uma variavel
real. De fato:

Se f(x) > 0, entao a integral simples calcula a drea da regiago limitada pelo grifico de f(x)
e pela reta OX, x € Dy = [a,b].?

4Resolucdo na secio 4.5.
5Confira parte II da lista de exercicios da secao 1.3.
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Note que, J"Z f(x) dx pode ser interpretada como a soma de uma infinidade de parcelas “f(x)dx”,
onde cada parcela representa a area do retangulo de altura f(x) e base infinitesimal “dx”. Ana-
logamente, para integrais duplas, IIDXH f(x,y) dxdy representa a soma de uma infinidade de

parcelas “f(x,y)dxdy”, onde cada parcela representa o volume de uma caixa retangular de
altura f(x,y) e base infinitesimal “dxdy”.

Exercicios

1. Obtenha o volume do sélido limitado pelos planos 4x +2y +z =10,y =3x,z=0¢
x=0.

2. Obtenha o volume do soélido limitado superiormente pela superficie z = 8xy + 200 e
inferiormente pela regiao do plano OXY limitada pory =x* ey =8 —x%.7

Centro de massa

Se u(x,y) é a densidade superficial de massa no ponto (x,y) e D = Dy, a massa de D é dada
por

M(D) = ” i(x,y) dxdy u.m. (unidades de massa)
D

e o centro de massa
(x,9)
de D é dado por
J o xulx,y) dxdy

= M(D) ¢ y=

J o yn(x,y) dxdy
M(D) '

E importante observar:
e a adimensionalidade de tais coordenadas;
e a similaridade destas coordenadas com médias ponderadas.

Caso n(x,y) seja uma fungao constante, o centro de massa é chamado de centroide de D e dado
por

u(x,y) [[pxdxdy
u(x,y) [[p 1 dxdy

B J[pxdxdy
~ A(D)

X =

e, analogamente,

_ JJpydxdy
~  A(D) "’

onde A(D) ¢é o valor numeérico da area da regiao D.

6Resolucdo na secdo 4.5.
"Idem.
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Exercicios

1. Obtenha o centro de massa do retangulo [0, 1] x [0, 1] sendo a densidade de massa:

(a) constante;®

(b) dada por p(x,y) = e*™v.9

2. Verifique que o ponto (0, 0) é o centroide do tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia
x* +1y% =1 e com um dos vértices no ponto (0, 1).1

4.1.3 Mudanca de variaveis nas integrais duplas
Integragao por substituicao

No cdlculo de uma fun¢ao real de uma varidvel real, para f(x) continua num dominio Dy, sendo
que entre D, e um dominio D,, adequado existe uma bijecao x = x(u) com derivada continua
e nao nula em D, temos

dx

J f(x)dx = J f(x(u)) i du.!!

Por exemplo, se f(x) = cosx e x = u?, entdo
/2 \/T/2
J cosx dx = J cos (u?) 2u du.
0 0

No cdlculo de uma fungao real de duas varidveis reais, para f(x,y) continua num dominio Dy,
sendo que entre Dy, e um dominio Dy, adequado existe uma bijegao (x,y) = (x(u,v),y(u,v))
com derivadas parciais de primeira ordem continuas e jacobiano

0% y) | xu Xy
o(u,v) B Yu Yy
= XuYv — YuXy
# 0

em D,,, temos

JJny fhoy) dedy = JJ f(x(w,v),y(u,v)) dudv.

uv

a(x,y)
o(u,v)

Por outro lado, pode ser mais conveniente calcular o jacobiano via

8 Idem.
9Idem.
10 7dem.
1 Confira parte II da secao 1.3.
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Exercicio resolvido

Utilize uma mudanca de coordenadas adequada para obter o volume da regiao delimitada su-
periormente pelo grafico da funcao z = (x —y)? e inferiormente pelo conjunto dos pontos do
plano OXY pertencentes ao paralelogramo de vértices (0,0), (1,1), (2,0) e (1,—1).

RESOLUGAO
De acordo com a figura 4.2, como 0 < x—y <2e0<x+y<2;seu=x—yev=x-+y,

Figura 4.2: Mudanca de variaveis

Duv u =2

entao 0 <u<2e0<v<2 Assim, por um lado, x = ”TJ’" ey = 5-. Portanto,

oxy) | 1/2 12
a(u’\)) o —1/2 1/2
1
4 4
1
=5
Por outro lado, o inverso de
olw,v) |1 —1
olxy) |1 1
=141
=2
também fornece o jacobiano
olxy) 1
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Portanto, o volume é dado por

-I 2 2

= EJ J u? dudv

0Jo

1 U=

= g J'O [u3:| u=0 dv
8 v=2

= g [Vi| v=0

.

= g u.v.

Observacao

Sem qualquer divida, a maior utilidade da férmula de mudanga de variaveis para integrais
duplas é sua aplicagao quando mudamos de coordenadas cartesianas para polares. Nesse caso,
em geral, a fronteira de D,y tem partes curvilineas. Ao procedermos tal mudanca de variaveis,
podemos obter um novo dominio de integracao cuja fronteira apresenta apenas partes retilineas.

Coordenadas polares: mudanga de D,, para D,g

Primeiramente, objetivando relacionar coordenadas cartesianas e polares, considere a seguinte
ilustracao:

y (%, 1)

X

Portanto, sendo r a distancia de (x,y) a (0,0) e 0 o angulo que o eixo OX faz com a reta que
passa por (0,0) e (x,y), temos:

I. x=r1cos0,y=rsend, r=+/x*+y?eb :arctg%;

cos® —rsend
sen® 1 cosB

‘ =r (c0829 + sen? 6) =

3. IIDXU f(x,y) dxdy = ”Dre f(rcos0,Tsen0) rdrdo|.

Essa integral pode ser calculada por

9262 T:Tz(e)
J J f(rcosO,rsen0) rdr | do,
6261 T=Tq (6)
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caso 0 € [07,0;,] e 11(0) <1 < 1,(0), ou por

T=T) 0=0,(r)
J J f(rcos0,rsen0) do | rdr,

=11 0=01(r)

caso 1 € [r1,12] € B7(1) < 0 < 0,(1).

Exercicio resolvido

Se f(x,y) = 2x + 3y? e Dy, = {(x,y) € R?|1 < x? + y? < 4}, como ilustrada na figura 4.3,
calcule a integral supracitada.

Figura 4.3: Mudanca de variaveis: de cartesianas para polares

»

A
wm |----

RN

X
/2

D

x=r1cosf,y=rsen6

-

RESOLUGAO
Como f(rcos0,1sen®) = 2rcos 0 + 3r?sen’0 ¢ D,g = {(T,@) € R? | 1<r<2,0<0< 27(},
temos

-

JJ f(x,y) dxdy = J f(rcos0,rsen 0) rdrdo

ny Do
rr=2 0=2m

= (J (2rcos© + 3r*sen’ 0) de) rdr
Jr=1 0=0

rr=2 =27
= {Zrz sen 0 + 313 (9 _ s 26 )} dr

Jr=1 2 4 06=0
r2
= | 3mr’dr
J1
B 457
4
0=27 r=2
= J (J (2rcos® + 3r?sen’ 0) rdr) de.
9=0 =1

A verificacao da ultima igualdade fica como exercicio.
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Exercicios

1.

2.

. Verifique, via integrais duplas, que o volume de uma esfera de raio 1y é dado por %m‘o.

Para Dy, = {(x,y) € R?|x* +y? < 1}, calcule ffny e’ dxdy. 12

Seja Dyy a regiao triangular do primeiro quadrante limitada pelas retas y = x, y = 0
e x = 1. Usando a formula 22:x8ltwa (465 de um triangulo) da geometria plana ou

calculando a integral [ [ b.. dxdy apenas em coordenadas cartesianas, sem mudanga de
xy

variaveis, obtemos facilmente que a area de Dy, é dada por % u.a. Verifique tal resultado
fazendo a mudanca de variaveis para coordenadas polares na integral dupla supracitada.!?

314

Obtenha o volume da regidao limitada pela esfera x* +y? + z? = 9, acima do plano z = 0
e interior ao cilindro x* +y* = 5.1

Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, determine a area da regiao interior
aT=23+2sen0 e exterior a v = 2.16

Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, calcule a area da regiao limitada
pela curva r = asen(30), a > 0.17

Sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre integrais duplas em outros livros de
calculo. Recomendo, por exemplo, [Avila (2006)] e [Boulos e Abud (2006)].

12Resolucdo na secio 4.5.
13 Idem.
M Idem.
15 Idem.
16 Idem.
17 Idem.
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4.2 Integrais triplas

4.2.1 Fungoes continuas f(x,y,z) sobre (em) regioes D, de tipo 1

Integrais triplas podem ser calculadas de modo anélogo as integrais duplas, por meio de inte-
gragoes sucessivas. De fato, sendo uy(x,y) e uy(x,y) fungdes continuas e

nyz = {(X>U)Z) S R3 ‘ (X>U) S nya Uy (X>y) <z< uZ(X)y)}
o dominio de f, como representados na figura 4.4,'® f é integrdvel e

Figura 4.4: Dyy, ¢ o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que (x,y) € Dyy e ui(x,y) <z <uy(x,y)

z=w(x,y)

z=u3(x,Y)
J f(x,y,z) dz | dxdy.

z=u1 (x,y)

JJLW f(x,y,z) dxdydz := JJDXU <

Primeiramente, integre a integral simples entre parénteses, isto é, o integrando da integral dupla
anterior, como no célculo de uma variavel, considerando z variavel e x e y constantes. Entao,
o resultado dessa integragao é uma fungao nas (agora) variaveis x e y. Para concluir, calcule a
integral dupla dessa funcao, como temos feito até o presente momento.

Exercicio resolvido

Calcule a integral fffnyz 2x dxdydz, onde Dy, ¢ a regiao do primeiro octante abaixo do plano
2x + 3y + z = 6, conforme ilustrada na figura 4.5.

RESOLUCAO
Note que Dy, ¢ a regiao do primeiro quadrante abaixo da reta y = —%X—i—Z, conforme ilustrada
na figura 4.5, e

18Compare essa figura com o lado esquerdo da figura 4.1, pagina 124.
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Figura  4.5: Dyyz _ {(x,y,
{xy)|0<x<3,0<y<—2x+2)

J'“ 2x dxdydz =
nyz J

z) | (x,y) € Dyy, 0 <2< 6—2x—3y}

com

P _2
=—35x+2

z2=6—2x—3Yy
J (J' 2x dz) dxdy
Dxy z=0

J [2xz] ngzxi% dxdy
Dxy

rx=3
x=0

y:—%x—s—z
J 2x(6 —2x — 3y) dy | dx

J y:()

= 27y=—3x+2
— [12xy — 4x*y — 3xy ]g:o 37

Jx=0

rx=3

(gf — 8% + 12X) dx

Jx=0

x* 8x%° Nk
HEEE L_o
=27—72+54
=9,

4.2.2 Regioes de tipos 2 e 3

Por analogia com a definicao de integral numa regiao de tipo 1, definimos:

e Integral sobre uma regiao de

tipo 2

Sendo v;(y, z) e v2(y,z) continuas e

nyz = {(X>y)Z) S R3 ‘ (U)Z) € Dyz» Vi (U)Z) <x < VZ(U>Z)} )
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f é integravel e

JJJDW f(x,y,z) dxdydz = JLW (

e Integral sobre uma regiao de tipo 3
Sendo wi(x,z) e wy(x,z) continuas e

x=v2(y,z)
J f(x,y,z) dx | dydz.

x=v1(y,z)

Dy = {(x,4,2) € R*| (x,2) € Dy, wi(x,2) <y < wi(x,2)},

f é integravel e

y=wz(x,z)
JJJ f(x,y,z) dxdydz = JJ J f(x,y,z) dy | dxdz.
ngz xz y=wq (X»Z)

Exercicio sobre integragcao numa regiao de tipo 3

Sendo Dy, limitada por y = 2x* +2z% e o plano y = 8, calcule
JJJ V3x% + 322 dxdydz."?
nyz

Integragao sobre blocos retangulares

Se Dyy. = [a,b] x [c,d] x [m,n], entdo

JJL f(x,y,z) dxdydz = r—b (Jy_d <
xyz x=a \Jy=c

podendo ser calculada em qualquer outra ordem.

J f(x,y,z) dz) dy) dx,

z=m

Exercicio

Para Dy, = [2,3] x [1,2] x [0, 1], calcule fffnyz 8xyz dxdydz.

Volumes de regioes D,,,

Se f(x,y,z) = 1, entdo fffDXyZ f(x,y,2) dxdydz calcula o volume da regido Dyy,.

Exercicios

1. Via integrais triplas, obtenha o volume do sélido limitado pelos planos 4x + 2y +z = 10,
y=3x,z=0ex =02

2. Via integrais triplas, determine o volume de uma cunha cortada do cilindro x* +y? = 1
pelos planos z = —y e z = 0.2

9Resolugio na secio 4.5.
20Idem.
2L Idem.
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4.2.3 Mudanga de variaveis nas integrais triplas
Integragao por substituicao

Para uma funcéo f(x, y, z) continua num dominio Dy, sendo que entre Dy, e um dominio Dy,
existe uma correspondéncia biunivoca dada por x = x(u,v,w), y = y(u,v,w) e z = z(u,v,w),
com derivadas parciais de primeira ordem continuas e jacobiano

Xu Xv Xy

Yu Yo Yuw [ #0
Zy Zy Zy

(x,y,2z)
do(u,vyw)

em Dy, temos

= 2%y, 2)
”JDW f(x,y,z) dxdydz = ”J f(x(u, v, w),y(u,v,w), z(u, v,w)) ‘m‘ dudvdw. 2

uvw

Mudancga para coordenadas cilidricas e esféricas: de D,,, para D, e Do

Primeiramente, objetivando relacionar coordenadas cartesianas e cilindricas (respectivamente,
esféricas), considere a figura 4.6.

Figura 4.6: Coordenadas cilindricas e esféricas

>

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Integracao em coordenadas cilindricas

Dex =71cos0,y =rsenb e z = z, temos

cos® —rsend 0

a(x,—y,z): sen® 1rcos® O |=r
o(r,0,z) 0 0 1

JJJ f(x,y,z) dxdydz = JJJ f(rcosB,rsen0,z) rdrdodz.
nyz

Drez

22Para uma aplicacdo, confira o exercicio resolvido da pagina 132.
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Exercicios
Via integrais triplas:
nR%h .23

1. Verifique que o volume do cone circular reto de raio R e altura h ¢ %5-;

2. Calcule o volume do paraboloide z = a(x* +y?) de altura h;?*
3. Obtenha o volume da calota esférica que representa a intersecao da esfera x*+y?+z? < R?
com o semi-espaco z > a, 0 < a < R.?®
Integracao em coordenadas esféricas
Dex =psendcos0,y=psendpsend ez=pcosd,ondep >0, € [0,7] e 0 € [0,27], temos

sen®cosO® pcosdhcos® —psendsend

0
M — | sendpsen® pcosdpsend psendcosd | = p’send
(p, ,0) cos d —psen ¢ 0
e
JJJ f(x,y,z) dxdydz = JJJ f(psen d cos 0, psen ¢ sen O, p cos ¢) p? sen d dpdddo.
ngz Dp¢9

Exercicio resolvido

. . . 2 2z
Verifique que o volume do elipsoide z—i + &+ ‘;‘—i <1 é dado por 4"%1” u.v.

RESOLUCAO
. - 2 2 2 L.
Se os pontos (x,Y,z) de Dy, satisfazem a equagao X7 + 5 + % < 1, a mudanga de variaveis

iel

‘x:au,y:bvez:cw

acarreta outro dominio Dy, dos pontos (u, v, W) que satisfazem a equacao u? +v? +w? < 1.26

Portanto, % =abce

volume = ”J dxdydz
nyz

= abc JJJ dudvdw.

Assim, para pontos (p, ¢, 0) de Dype tais que p? < 1, ¢ € [0,7] e 0 € [0, 27, temos

volume = abc ”J p?sen ¢ dpdddo
Doge

1 T 27
:ach pzdpJ sen ¢ dd)J de

0 0 0

1
= abc - 3 -2-2m
4mtabce
== u.Vv.
3
23Resolucdo na segao 4.5.
2 Idem.
25 Idem.

26Tal mudanca transforma o elipsoide numa esfera de raio unitério.
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Exercicios

1. Calcule o volume do so6lido limitado inferiormente pelo plano OXY, lateralmente pela
esfera p = 2 e superiormente pelo cone ¢ = 5.2

2. Obtenha o volume do sélido limitado inferiormente pelo cone ¢ < 7 e superiormente pela
esfera p < 2R cos ¢.?8

3. Via coordenadas esféricas, obtenha o volume do sélido limitado superiormente pela esfera
x? +y? + z? < R? e inferiormente pelo cone z? = m?(x? +y?), z > 0.%°

Centro de massa

Analogamente ao caso da massa superficial, sendo p(x,y,z) a densidade de massa no ponto
(%,Y,z) e D = Dy, a massa de D ¢ dada por

M(D) = JJJ u(x,y,z) dxdydz u.m.
D
e, para X; = X, X =Y e X3 = z, a i-ésima coordenada do centro de massa de D é dada por

—_ [ xinlx,y, z) dxdydz
o M(D)

parai=1,2,3.
E importante observar:

e a adimensionalidade de tais coordenadas;
e a similaridade destas coordenadas com médias ponderadas;

e o centroide de D, caso 1(x,y, z) seja uma fungao constante, podendo ser calculado apenas
por

_ JJJpxidxdydz
TV

parai=1,2,3, onde V(D) é o valor numérico do volume da regiao D.

Exercicio
Analogamente ao exercicio da se¢ao sobre massa superficial, obtenha o centro de massa do cubo

[0, 1] x [0,1] x [0, 1] caso a densidade de massa seja:

(a) constante; RESPOSTA: X =
(b) dada por pu(x,y,z) = e*V*= RESPOSTA: x =y

Sugiro que o leitor também tente resolver exercicios sobre integrais triplas em outros livros
de calculo. Recomendo, por exemplo, [Avila (2006)] e [Marsden e Tromba (2004)].

2TResolucdo na secio 4.5.
28 Idem.
2 Idem.
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4.3 Formulario do calculo integral para integrais duplas

1. Sendo gi(x) e g2(x) continuas, D, = {(x y) € R? | a<x<b,gix)<y< gz(X)}, temos
o, fxy) dxdy = = ( - 3]2 f(x,y) dy) dx.

2. Sendo h;(y) e hy(y) continuas, D, = {(x,y) € R? ‘ hi(y) <x<hy),c<y< d}, te-
mos ffD (x,y) dxdy = yfd (IZE&J; f(x,y) dx) dy.

3. Para f(x,y) continua num dominio Dy, sendo que entre D,, e um dominio D,,, existe uma
correspondéncia biunivoca dada por x = x(u,v) e y = y(u,v), com derivadas parciais de
primeira ordem continuas e jacobiano

= XuYv — YuXy 7& 0

em D,,, temos

JL f(x,y) dxdy = JJ f(x(u,v),y(u,v)) ‘gﬁi’%; | dudv.

Para algumas integrais, é mais simples calcular o jacobiano via:

du,v)  [Alxy)\
a(x,y)‘(a(u,v)) '

4. Do item anterior, IIDXH f(x,y) dxdy = »”Dre f(rcos 0, Tsen 0) rdrdo.

5. Se f(x,y) =1, a integral calcula a area de D,

6. Se f(x,y) > 0, a integral calcula o volume da regido do espagco compreendida entre o grafico
de f(x,y) e o plano OXY, para (x,y) € Dyy.

7. Se u(x,y) é a densidade superﬁcial no ponto (x,y) e D C R? entdo a massa de D &
dada por M(D) = [[, u(x,y)dxdy, o centro de massa (x,y) de D é dado por x =
I xu(x,y)dxdy/M( ) ey = [[pyulx,y) dxdy/M(D), e, sendo u(x,y) constante
e A(D) a area da regido D, o centroide de D é dado por x = [[,xdxdy/A(D) ey =
[ 5y dxdy/A(D).
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4.4 Formulario do calculo integral para integrais triplas

1. Para fungdes continuas definidas em dominios Dy, adequados, a integral

JJJ f(x,y,z) dxdydz
ngz

é igual a alguma das seguintes integrais:

rr rz=uz(x,y)
f(x,y,z) dz | dxdy;
Dxy J

z=u1 (%,y)

n =2 (y,2)
f(x,y,z) dx | dydz;
J J Dyz J

X=V1 (U»Z)
[ [
J J sz

y=wz(x,z)
J f(x,y,z) dy | dxdz;
J“' f(rcos0,rsenB,z) rdrdodz;
Drez

]

Yy=wq (X,Z)

JJJ f(psen d cos B, psen dsen 6, p cos d)p®sen ¢ dpddpde.
Dpcbe

2. Se f(x,y,z) =1, a integral calcula o volume da regido Dyy,.
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4.5 Exercicios resolvidos de calculo integral

1. Calcule a integral dupla de f(x,y) = e *Y sobre a regidao D,y do primeiro quadrante na
qual x +y < 1.

RESOLUGAO
D,y ¢ limitada pelo triangulo retangulo de base e altura unitarias, cujos vértices sao os
pontos de interse¢ao das retas x =0,y =0 e x+y = 1, como ilustrado a seguir:

Pela simetria tanto de D,, quanto de f(x,y), caso exista solugao analitica, podemos
calcular a integral considerando Dy, como sendo de tipo 1 ou de tipo 2. Assim,

rx=1 y=1—x
” e " Vdydx = (J e ‘e Y dy) dx
Dxy Jx=0 y=0
rx=1

= e [_efy]gj)fx dx

o

JX=
rx=1

= e X [1— e’“”‘)} dx

Jx=0
rx=1
= (eX—e) dx
Jx=0
=1-—2e¢"
2. Calcule a area da regiao no primeiro quadrante delimitada pelas retas y = x, y = 3 e
3x 1
y=3 -3
RESOLUCAO

N,
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Na ilustracao anterior, temos uma representacao geométrica da regiao triangular Dy tal
que

1 1],3X_]§

Portanto, a adrea pode ser calculada pela seguinte integral dupla:

rx=1/2 x=1 Y=x
JJ 1dxdy = < 1 dy) dx +J (J 1 dy) dx
Dxy Jx y=x/2 x=1/2 y=(3x—1)/2

[X= 1/2 x=1 X 1
dx +J (—— + =) dx
) s\ 272

X

=0
_ xz x]x 1/2+{ x2+xr_]
2 4 4 2 —1/2

De fato, a area ¢ igual a metade do produto da base pela altura, que medem /2 e

SIE

u.c., respectivamente.’

3. Obtenha o volume do sélido limitado superiormente pela superficie z = 8xy + 200 e infe-
riormente pela regidao D,y do plano OXY limitada por y = x* e y = 8 — x*. Além disso,
verifique que z > 0 em D,.

RESOLUGAO
Primeiramente, considere a seguinte representacao geométrica de Dy:

30A altura pode ser calculada pela formula da distancia de um ponto (xo,Yo) a uma reta ax + by +c = 0.
De fato, para xo = %, Yo = %, a=1,b=—1ec=0, temos:

laxo +byo +¢c|  |T-5—T1-3+0|
va?+b? V12 +(—1)2
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Y
8
y=38—-x*
4
y=x’
-2 -1 0 1 ZX

Como regiao de tipo 1, temos Dy, = {(x,y) ‘ —2<x<2,x*<y< 8—x2}. De fato,
para obter os limites da variacdo de x, considere x> = 8 — x?. Logo x = +2.
Agora, para verificar que z > 0 em ny,gl note que

—2<x<2, ¥ <y<8—x'=-2-x<x-y<2 (8—x%)
:>—2x2§xy <16 —2x?
= 8. (—sz) <8 xy<8§- (16—2x2)
= —16x% < 8xy < 128 — 16x°
= —16x* + 200 < 8xy + 200 < 128 — 16x* + 200
= 200 — 16x* < z < 328 — 16x°.

Portanto, z > 0 para |x| < 2. De fato,

x? <4 = —16x* > —64
— 200 — 16x* > 0.

31Condigao para que [[ zdxdy seja o volume procurado!
xy



4.5. EXERCICIOS RESOLVIDOS DE CALCULO INTEGRAL

Por fim, o volume é dado por

x=2
JJ 8xy + 200 dxdy = J (
Dxy x=—2

rx=2

2

=4 (64x — 16x° + x° + 400 — 50x* — x* — 50x*) dx

—4 [xy” + 50y]3j§x2
Ix=-2
rx=2
Ix=-2
=4 |32x% — 4x* + 400x —
: 100- 8
=4 400-2—7—400- (—2)
=4 {1600 — —]600}
I 3
8
= 1600 - 3 u.v.

Yy=8—x
J 8xy + 200 dy> dx
y=x?

1003

L 100-(=8)

147

4. Determine o centro de massa do retangulo D = [0, 1] x [0, 1], caso a densidade de massa

seja:

(a) constante em D;

(b) n(x,y) = e*"¥ em cada ponto (x,y) € D.

RESOLUGAO

(a) Nesse caso, o denominador de x e y é simplesmente o valor numérico da area de D.

Assim, A(D) = T u.m. Portanto,

J[px dxdy
A(D)

1
J x dxdy
0

X

I
N —= 5,

_ fny dydx
Y A(D)

1,1
:JJ y dydx
0Jo

!
>

Na ilustragao que segue, temos uma representacao geométrica do centroide do quadrado

coincidindo com o seu centro geométrico.
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(b) Primeiramente, calculemos a massa total, isto é, o denominador de x e y:
M(D) = J eV dxdy
D

1p1
= J ev dydx
JOJO

r1

= | eX[ev] dx
Jo
1
:(6—1)J e*dx
0
=(e—1)?% um.

Agora, em relagao ao numerador de X, note que

10
JJ xe*V dydx = J J xe*™¥ dydx
D 0Jo

1
:(e—1)J xe* dx,
0

que, via integracao por partes,*? resulta em

(e—1) (xeX

1

0 0

—J] e"dx) =(e—1)le—e+1)

=e—1 um.

Assim,

i:%z0,582

e, trocando-se os papéis de x e y na integral anterior, temos que y = 0,582.
Na ilustracao que segue, temos uma representacao geométrica do centro de massa do
quadrado, que tem um pequeno deslocamento em relacao ao seu centro geométrico.

(X»_y)

X
0 1

32Como visto na parte II da secao 1.3, [udv = uv — [vdu. Aqui, u = x e dv = e*dx, isto ¢, du = dx e
v =-eX.
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5. Verifique que (0, 0) é o centroide do triangulo equilatero inscrito na circunferéncia unitaria
e com um dos vértices em (0, 1).

RESOLUCAO

Primeiramente, vamos mostrar que as retas y = ax + b que interceptam a circunferén-
cia unitaria nos vértices do triangulo equildtero sdo dadas por y = £v3x+1ey = %,
conforme a ilustracao seguinte:

y=—V3x+1 Y y=3x+1
@) X :
Yy=—

De fato, para obter as retas que passam por (0, 1), note que 1 = a-0+ b acarreta b = 1.
Assim, essas retas sao da forma y = ax + 1, faltando calcular a inclinagao a # 0 para

cada reta. Caso a seja positivo, temos que a = taun%r = /3. Caso a seja negativo, temos

que a = tan 2?” = —V/3. Portanto, as equacoes y = +v/3x + 1 representam as duas retas

com a # 0. Entdo, como essas duas retas interceptam a cicunferéncia x*> +y? = 1 nos
2

outros dois vértices, x* + (i\/gx + 1) =1, isto &, 4x* + 2v/3x = 0. Logo, x = j:‘/Tg.

Assim, y = —1/2 é a reta com a = 0.

Os denominadores de x e y sao diferentes de zero. De fato,

_ base - altura

D) =

A(D) 3
_ V33
2
_3V3
4
#0

Para concluir, considerando a regiao

D={(x,y)‘y—_1 st—:, —1/2<y< 1},33
V3 V3

33Note que optamos pela integracio sobre uma regido de tipo 2!
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obtemos as seguintes coordenadas do centroide:

JJp x dxdy
A(D)
e (RSN xax) ay
- A(D)
[y =Py 17 ay
A(D)

=1
_ 41,204y

6A(D)

IID y dxdy

A(D)

—1 x=—(y—1)/V3
Sy (f I dx) dy
B A(D)

=1

. _\/Lg le,_]/zy(y - 1) dy

y =

Portanto, o centroide do triangulo equilatero esté localizado no seu centro geométrico.

6. Calcule a integral dupla da funcao f(x,y) = (x +y)?sen?(x —y) sobre o dominio de todos
os pontos (x,y) do plano tais que x|+ |y| < 7.

RESOLUGAO

Da inequagao modular temos x +y <7, —x —y < x —y <me —x+y < 7.3 Por-
tanto, utilizando a mudanca linear de variaveisu =x+yev=x—y, temos —m <u <7
e —mt < v < 7, conforme ilustrado a seguir:

3Isto 6, —m < x + Y.
3sto ¢, —m < x — Y.
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u=r

%u

1 0 ) — — —
Assim, como agi)‘i% = 2{‘]”; — 1.(711)7” = —1J, segue que
Yy
22 [N 2.2
(x +y)~sen”(x —y) dxdy =5 u®sen” v dudv
Dy uv
! ‘] r7T Tt
== <J u? du) sen’ v dv
2) 2 \)=x
1 ("
=: [uﬂﬁjn sen’v dv
J—T7T
om [ sen Zvy_7r
6 2 |
s
=3
onde usamos a identidade sen?v = # na penultima igualdade.

7. Para Dy = {(x,y) € R*[x* +y* < 1}, caleule [ [, e’V dxdy.

RESOLUCAO
Iniciamos com a seguinte representacao gréafica de Dy, o circulo de raio unitario e centro

na origem:




152 CAPITULO 4. RESULTADOS DO CALCULO INTEGRAL

Temos que Drez{(r,e) €R2|O§r§ 1,0§9§27T} e

” eV dxdy = JJ e” rdrdo
ny Do

0=27 r=1 5
:J (J e’ rdr) do
0=0 =0

onde usamos |1 = 1%, du = 2rdr | na quarta igualdade (de cima para baixo).

8. Seja Dy a regiao triangular do primeiro quadrante, limitada pelas retasy =x,y=0¢e
x = 1, conforme ilustrada na figura 4.7.

Figura 4.7: Dyy ¢ a regiao triangular limitada pelas retas y =x, y=0ex =1

Usando a formula bas%altura (4rea de um triangulo) da geometria plana ou calculando a

integral ffD dxdy apenas em coordenadas cartesianas, sem mudanca de varidveis, ob-
Xy

temos facilmente que a area de Dy ¢ dada por % u.a. Verifique esse resultado, utilizando
a mudanca de variaveis para coordenadas polares na integral dupla supracitada.

RESOLUGAO
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Comox=1ex =rcos0, temos r = co]se' Dai

JJ dxdy = J rdrd®
ng JJDye

9. Verifique, via integrais duplas, que o volume de uma esfera de raio ry é dado por glm‘f;.

RESOLUCAO
A calota superior da esfera x* +y? 4+ z2 = 13 é o grafico da fungio

z= /15— (X +y?),

cujo dominio é o circulo de raio 1y e centro na origem do plano OXY, que, em coordenadas
polares, é dado por 0 < 0 < 2me 0 <1 <1y Portanto, o volume da esfera é dado por

ZJJ 2 — (x2 +1y2) dxd :2JJ \/T3 —12rdrdo
o 0 Y Y 0

Xy Do
0=2m T=Tg
— J <J w/ré—rzrdr) do
0=0 =0

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanca de variaveis

uw=r13—71% du=—2rdr.
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Figura 4.8: Dyy = {(x,y) |[x¥* +y*> <5} e Dyp = {(r,e)\o <r<+5,0<6 §2n}

10. Obtenha o volume da regido limitada pela esfera x* +y? + z? = 9, acima do plano z = 0
e interior ao cilindro x? +y? = 5, conforme ilustrada na figura 4.8.

RESOLUGAO
Sendo D,y = {(x,y) !xz +y? < 5} e Dyg = {(r,e) ‘O <r< \/5, 0<o<L 27{}, o volume
¢ dado por

JJ VI —x2—y?dxdy = ,” V9 —r2rdrd6
Dy Do
r=V5
J V9 —r2rdr | do

0=2m
J@-O r=0

r=v5
:nJ V9 —122rdr

=0

t=4
=7 J t'/2 dt
t=9
387
= — u.v
3

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanca de variaveis
t=9—1% dt = —2rdr.
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Figura 4.9: D,y ¢ a regiao interior a cardioide r = 3 + 2sen 0 e exterior a circunferéncia r = 2

11. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, determine a area da regido interior
arT =23+ 2sen0 e exterior a v = 2.

RESOLUCAO
Primeiramente, note que a regiao Dy, representada na figura 4.9 em coordenadas car-
tesianas, é limitada pelas curvas r = 2 e v = 3 4+ 2sen 0, representadas em coordenadas
polares, acima da primeira e abaixo da segunda. Vejamos como obter essas represen-
tagoes. Por um lado, a intersecao entre as curvas ocorre para 3 + 2sen = 2, isto é,
sen @ = —%. Assim, a interse¢ao ocorre nas semiretas 0 = —% ¢ 0 = %“. Por outro lado, se
0 cresce de —% a 0, entao sen O cresce de —% a 0, implicando que r cresce de 3+2 (—%) =2
a3+2-0=23. Agora, se 0 cresce de 0 a %, entao sen 0 cresce de 0 a %, implicando que
V2

T cresce de 3 a3+ 2- % = 4. Ainda, se 0 cresce de g a 7, entao sen 0 cresce de % a 5,

implicando que 1 cresce de 4 a 3+ 2 - 4 =3+ /2. Por fim, se 0 cresce de 7 a3, entao

sen O cresce de 4 a 1, implicando que 7 cresce de 3++v/2 a3+2-1=5. Obtemos, assim,
nos quadrantes IV e I, as curvas representadas na figura 4.9. Por simetria, obtemos as
curvas nos quadrantes II e III. Portanto, a 4rea ¢ dada (em u.a.) por

JJ 1dxdy = J 1rdrd6
ng JJDqe

r0=71/6 r=3+2sen 6
= (J rdr) do
JO=—7/6 r=2

r0=71/6 12 r=3+2send
B H a0
Jo=—m/6 2 r=2
0=7m/6
= (—+6sen9+ZSen29) doe
Jo=—n/6
r 0=7m/6
= E —6cos0 — senze}
- 2 2 0=—m/6
14t 11v3
=—+ LV

3 2
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Figura 4.10: Rosécea de trés folhas com a =1

12. Se (r,0) representa um ponto em coordenadas polares, calcule a area da regidao limitada

pela curva r = asen(30), a > 0.

RESOLUCAO

A figura 4.10 ilustra a regiao Dy, representada em coordenadas cartesianas, interior a
rosdcea v = asen(30), representada em coordenadas polares, para a = 1. Vejamos como
essa curva pode ser obtida, pétala por pétala, e como podemos calcular a drea requerida.

PRIMEIRA PETALA

Note que, quando 30 cresce de 0 a 7t/2, isto é, 0 cresce de 0 a 71/6, temos que 1 cresce de
0 a a; quando 30 cresce de 7t/2 a T, isto é, O cresce de 7/6 a 7/3, temos que 1 decresce
de a a 0. Assim, no grafico da figura 4.10, o contorno da primeira pétala comega em
(0 =0,r =0), tem a sua metade em (60 = 7t/6,7 = a), e termina em (0 = 7t/3,r = 0).
Agora, quando 30 cresce de 7t a 27, isto €, 0 cresce de 71/3 a 27t/3, temos que v < 0, isto
é, r = 0. Assim, no grafico, para 0 € [rt/3, 27t/3], temos o contorno em (0,1 = 0).

SEGUNDA PETALA

Repetindo o raciocinio anterior, quando 30 cresce de 27 a 27w + /2 = 57m/2, isto é, 0
cresce de 2m/3 a 57t/6, temos que r cresce de 0 a a; quando 30 cresce de 57/2 a 3,
isto é, O cresce de 57t/6 a 7, temos que r decresce de a a 0. Assim, no gréafico da fi-
gura 4.10, o contorno da segunda pétala comeca em (6 = 27t/3,r = 0), tem a sua metade
em (0 = 57/6,7 = a), e termina em (0 = 7r,r = 0). Agora, quando 30 cresce de 37 a
47, isto é, O cresce de 7 a 47/3, temos que r < 0, isto é, r = 0. Assim, no grafico, para
0 € [m,47t/3], temos o contorno em (0,1 = 0).

TERCEIRA PETALA

Para finalizar o gréafico, note que quando 30 cresce de 47 a 47t + /2 = 97/2, isto é, O
cresce de 47/3 a 3m/2, temos que 1 cresce de 0 a a; quando 30 cresce de 971/2 a 5,
isto &, 0 cresce de 37t/2 a 57/3, temos que r decresce de a a 0. Assim, no grafico da
figura 4.10, o contorno da terceira pétala comeca em (0 = 47/3,r = 0), tem a sua metade
em (0 =3m/2,r = a), e termina em (0 = 57/3,r = 0). Agora, quando 30 cresce de 57 a
671, isto é, O cresce de 57t/3 a 27, temos que r < 0, isto é, r = 0. Entao, no grafico dado,
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para 0 € [57t/3, 271, temos o contorno em (0, = 0).

CALCULO DA AREA
Sendo D,y a metade da pétala do primeiro quadrante, a area total das trés petélas é dada

por
6JJ 1dxdy = 6JJ 1rdrd6
D Do

Xy 0=m/6 pr=asen(30)
= 6J J rdrdo

0=0 r=0

0=m/6
= 3a2J sen®(30) do

0=0

u =30, du=3d6 u=n/2
= QZJ

sen’u du
u=0

az u=rr/2
:7J (1 —cos2u) du

u=0
a? [ sen Zul u=n/2
= — (U —
2 2 w0
a’m
=— ua
4

13. Utilizando integrais duplas ou triplas, obtenha o volume do solido delimitado pelos planos

4x+2y+z=10,y=3x,z=0ex=0.

RESOLUCAO VIA INTEGRAIS DUPLAS
Na ilustracao seguinte, temos uma representacao geométrica da regiao piramidal deli-

mitada pelos planos supracitados, bem como de sua “planta baixa” triangular, isto é,
D,y.

dx+2y+z=10

(OS]
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Note que Dy, ={(x,y) [0 <x < 1, 3x <y < —2x + 5}. Entéo, o volume ¢ calculado, em
u.v., por

rx=1

“' (10 —4x — 2y) dxdy = (
Dxy Jx=0

rx=1

y=—2x+5
J (10—4x—2y)dy) dx
y=3x

= | [10y—dxy -y’ 7" dx
Jx=0
rx=1
=| (25—50x+25x*) dx
Jx=0
37 x=1
— 25 [x %+ X—]
3 x=0
:
—=25._
3
%
3

coincidindo portanto com a férmula do volume de uma piramide, isto é, um terco do
produto da drea da base pela altura da pirdmide.

RESOLUGAO VIA INTEGRAIS TRIPLAS
Na ilustracao anterior, denote a regiao piramidal por Dyy,. Entao, o volume ¢ calculado,

em u.v., por
Day:z Diy

_ ” (10 — 4x — 2y) dxdy
Dyy

z=10—4x—2y
J 1 dz) dxdy
z=0

25

-3
onde as reticéncias anteriores representam o célculo que acabamos de realizar na resolugao
via integrais duplas.

Sendo Dy, limitada por y = 2x? + 22% e pelo plano y = 8, calcule
J” vV 3x? + 322 dxdydz.
nyz

RESOLUGAO

Note que wi(x,z) = 2x* 4+ 222 e wy(x,z) = 8 representam, respectivamente, o cone de
geratriz y = x (ou y = z) e o plano perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto
(0,8,0), conforme ilustrados na figura 4.11. Assim, como a intersecao entre o cone e o
plano supracitados ¢ dada por 2x* + 2z2 = 8, Dy, ¢ o circulo no plano OXZ com centro
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Figura 4.11: Dy, : 224222 <y <8, (%,2) €Dyy; Dyy: X2+ 22 < 4

na origem e raio 2. Portanto,

y=38
”J V3x? + 322 dxdydz = JJ (J V3x? + 322 dy) dxdz
nyz

Xz y=2x2+42z2
y=8
= JJ [\/ 3x? + 327 y] dxdz
Dys y=2x242z2

-3 J Vx2+22[8 =2 (x* +2%)] dxdz

=3 J r(8— 21’2) rdrd®
Dyo

r0=27 =2
=43 <J (8% —2r%) dr) de

Jo=0 =0
83 2197 0—2
[ -) wi
3 5 o [}970
64 64
- N i )
\/5(3 5) .
:\/5.2-(564—3-64)'
15
4.64
256V3n
- 15
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Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanca de variaveis

x=r1rcosbez=rsenfcom0<r<2e0<0<2m

15. Determine o volume de uma cunha cortada do cilindro x* +y? = 1 pelos planos z = —y

e z =0, conforme ilustrada na figura 4.12, utilizando integrais triplas.

RESOLUGAO
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Figura 4.12: Cunha cortada do cilindro x*> +y% = 1 pelos planos z = —y e z = 0. Observe que Dy €éa
metade inferior do circulo unitario no plano OXY com centro na origem

O volume ¢é dado pela integral

16. Utilizando integrais triplas, verifique que o volume de um cone circular reto de raio R e

L p2
altura h é % u.v.

RESOLUGAO

Considere o cone z = m+/x? +y?%, z > 0, sendo m a inclina¢ao de sua geratriz, conforme

ilustrado na figura 4.13. Logo, m = % e esse cone pode ser representado pelo conjunto

D,y. dos pontos (x,y,z) tais que %\/xz +y?2 <z<hex*+y? <R% Assim, em coor-
denadas cilindricas, o cone pode ser representado pelo conjunto dos pontos (r,0,z) tais
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Figura 4.13: Dyy; : %\/xz +y2 <z<h, (xy) € Dyy, sendo Dyy o circulo com centro na origem e
raio R

que % <z<h, 0<r<Re0<0 <2m Portanto, o volume procurado é dado por

J” 1 dxdydz = ” 1rdrdfdz
nyz v Droz
r z=h
= J J 1dz | rdrdo
JJD.g z:%
r0=2m r=R
= (J <h — E) rdr) do
Jo=0 =0 R
0=2m r=R 1.2
= hJ deJ (T — —) dr
0=0 =0 R

2 3R
1 1
_ 2 (2 _
= 27thR (2 3)
thR?
= u.v
3

17. Utilizando integrais triplas, calcule o volume do paraboloide z = a (Xz + yz) de altura h.

RESOLUGAO
Note que Dy, é o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que a (xz —I—yz) <z<he(xy)

pertence ao circulo Dy, de centro na origem e raio %, conforme ilustrado na figura 4.14.
Assim, Dy, pode ser representado, em coordenadas cilindricas, pelo conjunto D,g, dos

pontos (1,0,z) tais que ar? <z < he (1,0) € D;g com 0 < r < \/Ee 0<0 < 2m.
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2
Figura 4.14: (x,Y,z) € Dyy: & a (x* +y?) <z<he (x,y) € Dyy com x* +y? < \/%

Portanto, o volume é dado pela integral

JJJ 1 dxdydz = JJ 1rdrdfdz
Dxyz J

Droz

= J 1 dz) rdrdo
JJD;e z=ar?

b, (
\/_
= < Z7h rdr) do

Jo r=0
=+/h/a
:ZHJ (h—ar)rdr
=0
hr2  art]VVe
Y
m |: 2 4 :|r0
A
- a 2a
7th?
= Z u.v

18. Utilizando integrais triplas, obtenha o volume da calota esférica que representa a interse-
cao da esfera x* +y? + z? < R? com o semi-espaco z > a, 0 < a < R.

RESOLUCAO
A partir da andlise da figura 4.15, cuja legenda explicita a passagem de coordenadas
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Figura 4.15: Dyy, ¢ o conjunto dos pontos (x,y,z) tais que a < z < /R? — (x* +y?2) e (x,y) € Dyy
com x% +y? < R? — a?; Dy, ¢ o conjunto dos pontos (r,0,z) tais que a <z < vVRZ—71Ze (1,0) € Dy
com0<r1r<+VR?—a?2e0<0<2n

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

cartesianas para cilindricas, segue que o volume ¢ dado por

JJJ 1dxdydz = JJJ 1rdrdfdz
nyz Doz
0=2m r=vRZ—aZ z=vVRZ—Z
= J J J 1dz | rdr | do
0=0

=0 z=a

r=vRZ—a?
227'[J (\/Rz—rz—a>rdr
e
= —7 J (Vu—a)du
u=R2
2u’/? u=a®
=—7 —au
{ 3 :| u:RZ
=T z(123‘—CL3)—(:L(RZ—a2) wv
3 V.
Note o uso da mudanca de varidveis u = R* — 12, du = —2rdr no calculo dessa integral.

Uma compreensao mais abrangente da resolucao exige uma breve digressao sobre o volume
calculado, que faremos a seguir.

A primeira integral da resolugao calcula o volume da regiao Dy,.*® Portanto, o resultado
dessa integral deve ser positivo. Contudo, o resultado obtido representa uma expressao
cujo sinal pode nao ser tao evidente. Assim, primeiramente, note que essa expressao pode
ser escrita como

R? R 2 R 2 2R? — aR — a?
27(R — a) +takR+a® ak+a _2n(R—a) - a a
3 2 6
R—
:u«(ZRz—aR—az).

36Cf. subsecao 4.2.2.
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Entao, como R — a > 0, o volume calculado nos diz que p(R) = 2R?> — aR — a? deve
ser positivo. De fato, como p(R) representa uma parabola com concavidade para cima,
P(R) =0 se, e somente se, R = %ﬁ, isto ¢, R=a ou R=—7.

Segue uma interpretacao geométrica do estudo do sinal dessa parabola:

a

p(R)

[S1=]

Portanto, fica evidente que

P(R) >0 — R<—% ou R>a.

Observando que apenas a condigdo R — a > 0 deve ser considerada, segue que p(R) é
positivo.

Utilizando integrais triplas, calcule o volume do sélido limitado inferiormente pelo plano
z = 0, lateralmente pela esfera p = 2 e superiormente pelo cone ¢ = 3.

RESOLUGAO

Note que p € [0,2], ¢ € [%, g] e 0 € [0,27], de acordo com a figura 4.16.

Figura 4.16: Semi-esfera superior p = 2, “furada” pelo cone ¢ = %
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Portanto, o volume é dado por

”J 1dxdydz = J” p%sen ¢ dpddpdo
nyz Dpd)ﬁ

0=2m b=m/2 p=2

:J (J (J 0 dp) sen & dd)) a0
0=0 b=m/3 p=0

_8m

—  uv,,

3

como pode ser facilmente verificado.

20. Utilizando integrais triplas, obtenha o volume do sélido limitado inferiormente pelo cone
¢ < 7 e superiormente pela esfera p < 2R cos ¢.

RESOLUCAO

A figura 4.17 representa a unido da semi-esfera superior p < 2Rcos ¢, escrita como
x? + yz + (z — R)? < R? em coordenadas cartesianas, com o cone circular reto de vértice
na origem, altura R e geratriz v/2R.

Figura 4.17: So6lido no formato de “sorvete na casquinha”

De fato,
p? <2Rpcosd & x*+y? + 22 —2Rz+R*<R? & x* +y*+ (z—R)? <R~

O volume procurado é, portanto, dado por

” J dxdydz = J” p?sen ¢ dpddpdo
nyz DPCI?G

0=2mn b=m/4 p=2Rcos ¢
= J J (J p? dp) send do | do
0=0 =0 p=0

1 67‘[R3 J¢—7T/4

cos® ¢ sen ¢ dd.

3 s
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Utilizando a mudanga de varidveis u = cos ¢, temos que du = —sen ¢ dd. Assim, o
volume é dado por

T6nR3 [W=V22 47R3 1
_ — 11— —
3 Ju_1 wdu 3 ( 4)
=R w.v.

Observe que o mesmo resultado pode ser obtido a partir das férmulas dos volumes de
esferas e cones analisadas nesse capitulo. De fato,

4nR 3
7R
R3 3

Note que, na segunda parcela, usamos o fato de que o cone tem altura igual ao raio da
esfera.

Utilizando integrais triplas em coordenadas esféricas, obtenha o volume do sélido limitado
superiormente pela esfera x* + y? + z* = R? e inferiormente pelo cone z2 = m?(x? + y?)
com z > 0.

Figura 4.18: Outro sélido no formato de “sorvete na casquinha”, agora com menos “sorvete”

/X2+y2+22§R21:)p§R

RESOLUCAO

A figura 4.18 ilustra a intersecdo entre a calota superior da esfera x> +y? +z> < R? e
o cone circular reto com vértice na origem dado por zZ = m?(x* + y?), z > 0. Assim,
0<0<2me0<p <R3 Agora, considere que ¢, ¢ o angulo que a geratriz do cone
forma com o eixo das cotas. Entao, 0 < ¢ < ¢, e precisamos obter a equagao do cone em
coordenadas esféricas que escreva ¢, em funcao de m.?® Portanto, utilizando a equacao

3702 = x2 +y2 + 22,
38Note que ¢m nio é dado no enunciado do exercicio!
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do cone de inclinagao m, temos
2 2022
2 =m’ (p* —2%),
isto é,
2,2
2 mp
14+ m?
Logo, escrevendo z em coordenadas esféricas, temos

mZ pZ

2 2
cos =—.
P P 14+ m?

Assim, como o cone existe apenas para z > 0, isto é, 0 < ¢y < 7, temos

/' m2
COS (bm = ‘I—f——Tn,Z

Portanto, o volume procurado é dado por

J” dxdydz = ” J p?sen ¢ dpdddo
Dxyz Doge
0=2m d=bm p=R
= J (J (J p? dp> sen ¢ dd)) de
0=0 =0 p=0

2 R3 b=bm
_ J sen G dd
3 Jooo
_ 2nR?

b=bm
3 [— cos d)} =0

_ 2nR? - m?
E Vigmz) 7

Note que, como m? < 1+ m?, o volume calculado é, de fato, positivo.?”

39Cf. a digressdo apresentada na resolucdo do exercicio 18.

167
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Capitulo 5

Resultados do calculo vetorial

There 1s nothing in the world
except empty curved space.
Matter, charge,
electromagnetism, and other
fields are only manifestations of
the curvature of space.

John Wheeler

Os teoremas de Green, Gauss e Stokes do célculo vetorial tém forte relacao com as equacoes
de Mazwell,' que, assim como as importantes equacoes de Navier-Stokes, nos dao informacoes
fundamentais sobre o comportamento de fluidos e fluxos (tais como, velocidade, aceleragao,
estabilidade, contengao, transferéncia, propagagao, transmissao, escoamento, vazao, etc.) em
meios solidos, liquidos ou gasosos, com ou sem viscosidade, heterogéneos ou homogéneos, po-
rosos ou nao porosos, saturados ou nao saturados, fraturados ou nao fraturados, etc.

Apenas o teorema de Stokes no plano, mais conhecido como teorema de Green, seré estudado
mais detalhadamente, ficando a tarefa de aprofundar o caso tridimensional, bem como a de
estudar o teorema de Gauss, a cargo do leitor.

5.1 Integrais de linha

Denotemos o traco de uma curva parametrizada v : [a, b] — R? por T, isto ¢é,
M={y(t)[t € [a,bl}.

I' ¢ dita uma curva. Considere agora uma funcao F : I — R? limitada, isto ¢, Dom(F) = T

e Im(F) é¢ um conjunto limitado em R?. F é chamada de campo vetorial. Por fim, seja y
diferenciavel e sejam y’ e F oy continuas. Segue uma ilustracio desses conceitos:

ndico o excelente livro [Fleisch (2008)], escrito pelo fisico Daniel Fleisch, para aqueles interessados nessas
equagoes que, juntamente com a lei da for¢a de Lorentz, compoem a base do eletromagnetismo classico.

169
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b r
F(T")
LN _F,
a
5.1.1 Definicao de integral de linha
A integral de linha de F ao longo de I' é definida por
b
J F-dy:= J F(y(t)) - y'(t) dt. (5.1)
r a

Exemplo

Seja F(x,y) = (—y + 1,x) e considere a semi-circunferéncia I' de centro na origem e raio 2
parametrizada por y(t) = (2cost,2sent) para t € [0,71],% conforme a ilustracao seguinte:

t=m/2

Como F(y(t)) = (—2sent+ 1,2cost) e y'(t) = (—2sent, 2 cost) para cada t € [0, 7], temos

J F-dy=| (—2sent+ 1,2cost) - (—2sent,2cost)dt
r 0
= (4sen2t — 2sent + 4 cos? t) dt

JO
s

= | (4—2sent)dt

JO
= [4’t+Zcos’tH)r
=4 —4.

Observacao

Dizer que ' tem orientagdo positiva (respectivamente, negativa) significa que y(t) percorre I
no sentido anti-horario (respectivamente, horéario) a medida que t cresce em [a, b].

2Em breve, faremos um comentario sobre a possibilidade de uma curva I' admitir varias parametrizacoes.
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Exemplo

A circunferéncia I' = {(x,y) }xz +yt= 1} tem orientagao positiva (respectivamente, negativa)
se parametrizada por y(t) = (cost,sent) (respectivamente, y(t) = (cost,—sent)) com t €
[0, 27.

Notagao sugestiva para integrais de linha

Suponha agora que F(x,y) = (f(x,y), g(x,y)) e y(t) = (x(t),y(t)) para todos os pontos onde
tais funcoes estejam definidas. Portanto, como

b
JFF -dy :J [F(x (1), y(t)) - x(1) + g(x(t), y (1)) - y'(t)] dt,

a

a integral de linha definida em (5.1), pagina 170, também é denotada por
J fdx + gdy.
r

Exercicios resolvidos
1. Calcule [(x+y)dx+xydy para ' = {(x,y) ‘ 0<x<2,y= xz} com orientacgao positiva.
r

RESOLUGAO
Aqui, f(x,y) =x+1Yy, g(x,y) =xy e I' é o arco da pardbola de (0,0) a (2,4), parametri-
zada por x(t) =t e y(t) = t* para t € [0,2], conforme a ilustracdo seguinte:

(034) t=2

Portanto, como x'(t) =1 e y’(t) = 2t, segue que

r2

J(x—f—y)dx—i—xydy: [(t+t%) - 14 (t-t?) - 2t] dt
r Jo
2

=| (t+t*+2t") dt

JO
2 B 2097
“ 127375,
8 64
_94 0.
t3713
262
15
7
=17—.

15
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2. Calcule f—‘-”%‘i com ' = {(x,y) |x* +y% = 1‘2} totalmente percorrida no sentido anti-

horario e uma Unica vez.

RESOLUGAO
Parametrizando a circunferéncia de raio r por y(t) = (rcost,rsent) com t € [0,2m7],?
temos
—ydx + xd 27 rsent rcost
J %z -5 5 s (—Tsent) + — > s (rcost)| dt
r X4y Jo 12 (cos? t + sen? t) 1% (cos? t + sen? t)
2% (r2gen?t  1lcos?t
— >— + > dt
Jo T T
P27

= sen’ t + cos® t dt
Jo
P27t

= 1dt

Integrais de linha: para que servem?

As integrais de linha tém vérias aplicagoes fisicas e geométricas relacionadas ao comportamento
de um vetor ao longo de uma curva, sendo fundamentais para a modelagem de problemas mais
aplicados, como: o trabalho realizado por uma forca F ao longo de uma curva I'; o fluxo do vetor
velocidade de um fluido através de uma curva; a area de certas regioes planas limitadas por
curvas fechadas; etc. Além disso, algumas integrais duplas podem ser calculadas via integrais
de linha. Aqui, algumas dessas aplicacoes serao trabalhadas.

Exercicio sobre o trabalho realizado por uma forca

Se uma forca ¢ dada por F(x,y) = (0,x), (x,y) € R?, calcule

r

o trabalho realizado por F ao longo da curva I', representada pela parte da circunferéncia unitaria
que se encontra no primeiro quadrante, orientada no sentido anti-horéario. Ainda, como T nao
depende da parametrizacao da curva, desde que seja respeitada a sua orientagao, calcule a
integral com as seguintes parametrizacoes y(t) de I

1. (cost,sent), t € [0,5];

(Mt) t e [0,1].

A resolugao desse exercicio encontra-se na se¢ao 5.4.

3Pode ser demonstrado que, dada uma integral de linha arbitraria, o valor de tal integral ¢ independente da
parametrizagao (que preserve a orientagao) da curva, isto ¢, se y1(t) e y2(t) sdo parametrizagoes (que preservam
a orientagao) de I', entao

J F'dY1 :J F-dYZ.
r r

Resolva este exercicio usando outra parametrizacao de I'. Por exemplo, y(t) = (r cos 27tt, rsen 27tt) com t € [0, 1].
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Observacao
Sejam 7 e I, curvas como a I' definida na equacgao (5.1), pagina 170, tais que o ponto final de

I coincide com o ponto inicial de ;.4 Denote I' :== I3 UT,. Seja F como na definigao (5.1).
Pode ser demonstrado que

JF-dy:J F-dy1+J F- dy,.
r r r

Exercicios resolvidos

1. Integre F(x,y) = (y,x?) sobre o triangulo I' = I UT, U T3, que representa a unido de trés
segmentos orientados positivamente, como ilustrado a seguir:

s Y
I3 )
2
1 I
@) ZX

RESOLUGAO

Para integrar F sobre I', vamos precisar de trés parametrizagoes, uma para cada segmento
de reta. Para parametrizar um segmento, obtenha primeiro a equacao da reta que o
contém. Para I3, temos y = %x + 1, que pode ser parametrizada por y;(t) = (t, %t + 1)
para cada t € [0,2]. Entao

JFd—n2 t+1t2 1]dt
. ’Y1—00 2 ) )2

Isto é, se v1 : [a,b] — R? e vy, : [c,d] — R? sao parametrizacoes de 'y e ', respectivamente, entao
v1(b) =v2(c).
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Agora, como T3 esta contida na reta x = 2, podemos parametrizé-la por y;(t) = (2,t)
para cada t € [2,5]. Portanto,

5

LF-dyZ :L(t,4) -(0,1) dt

Por fim, para I3, considere a reta y = 2x + 1. Se parametrizada por y;3(t) = (t,2t + 1)
para todo t € [0, 2], T3 tem sentido horario. Logo, para T = 2—t, temos 2t +1 =5—21.°
Assim, parametrize I3 por y3(T) = (2 — 7,5 — 27) para cada T € [0,2].¢ Entao,

J F.dy; = r(s —21,(2—1)") - (—1,-2)dr
[ 0

2
:—J (2* =101+ 13) dr
0

23 2
:—{l—sq-um]
3 0

34
3

Portanto, temos que

JF-dy:J F-dy1+J F-dy2+J F-dy; =5.
r F1 rz r3

2. Seja =Ty U, UT; tal que I é a parte (orientada) da pardbola y = x* que vai de (0,0)
a (1,1), T, é o segmento (orientado) de reta que vai de (1,1) a (0,1) e I3 é o segmento
(orientado) de reta que vai de (0,1) a (0,0). Calcule a seguinte integral de linha:

I= J (x*y* +y) dx + xdy.
r
Y

I

I3 I3

X

5Note que, quando T cresce de 0 a 2, t decresce de 2 a 0 e, portanto, '3 tem sentido anti-horario.
6Esse procedimento é dito uma reparametrizacido da curva.
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RESOLUGAO
A ilustracao anterior representa I' e podemos considerar as seguintes parametrizacoes:

M: vi(t) = (t,t?) com t € [0, 1];
N v2(t) = (1—1,1) com t € [0, 1];
N3: v2(t) = (0,1 —1) com t € [0, 1].

Portanto,
I= Jr (x**y* +y) dx +xdy
1
+ Jr (x**y* +y) dx +xdy
2
+ Jr (x*y* +y) dx + xdy
3

= J; (" + %) +2t%] dt

+J; {-[0—t’+1]+0}dt

1
+J (0+0)dt
0

8 1 0
:[——1—‘[3] +J (W+1)du+0
0 1

1

Esse exercicio também sera resolvido utilizando o teorema de Green na segao 5.2.

5.1.2 Teorema fundamental do calculo para integrais de linha

Seja I uma curva como a definida em (5.1), pagina 170. Considere f : ' — R diferenciavel com
fy e fy continuas. Sejam A,B € R? os pontos extremos de T, isto é, se v : [a,b] — R? é uma
parametrizacao de I', entao A =y(a) e B =y(b). Portanto,

J V- dy = f(B) — f(A). (5.2)
r

DEMONSTRACAO

b
L Vf-dy = | V(D) -y dt

a
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Nas segunda e terceira igualdades da demonstracao, foram utilizadas, respectivamente, a regra
da cadeia apresentada na secao 3.2.7 e o teorema fundamental do calculo para funcoes do
“calculo I".

Observacgoes

e Na equacao (5.2), no lugar da curva I' e de sua parametrizagao vy, considere uma outra
curva /A parametrizada por A, mas mantenha todas as outras hipoteses inalteradas. Entao,

J Vf-d‘y:J VTf-dA,
r A
pois a integral depende apenas de f e dos pontos A e B.

e Se F = Vf para alguma f como a utilizada em (5.2), entao fy F - dy s6 depende dessa f e
dos pontos A e B, mas nao da curva I' que liga esses pontos.

Exercicios

1. Calcule [ Vf-dy para f(x,y) = cos(xym) e qualquer curva I' cuja parametrizacao tenha
r
derivada continua e pontos inicial e final em (1, %) e (2,1), respectivamente.”

2. Considerando a fungao F(x,y) = (y,x), responda as seguintes questoes:®

(a) Existe alguma fungao f diferenciavel, com derivadas parciais fy e fy continuas, tal
que F = V{?

(b) Existe alguma relagdo entre o teorema fundamental supracitado e o célculo da inte-
gral de linha de F ao longo de uma curva arbitréaria?

5.2 Teorema de Green

Seja I' uma curva parametrizada no sentido anti-horario por v : [a, b] — R? continua. Considere
que I' é:

e fechada, isto é, y(a) = y(b);

o simples, isto ¢, I’ ndao tem auto-intersecao;’

o C' por partes, isto é, existe uma particao de [a,b] em um ntmero finito de subintervalos
fechados tal que y tem derivada continua em cada um destes subintervalos.

Por fim, sejam f,g : ' — R continuas com derivadas gy, fy continuas num dominio D = Dy,
aberto cuja fronteira seja a curva I'. Demonstra-se, assim, a equacdo de Green:

”D (gx — fy) dxdy = ﬂgr(f’ g) - dy

(5.3)
= 3@ fdx + gdy.
r

"Resolucao na secao 5.4.
8 Idem.
9sto é, vy (t1) # v (t2) para t1,t2 €]a,b] com ty # t;.
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O segundo membro da equagao (5.3) denota uma integral de linha ao longo de uma curva
fechada.

Note que, assim como no teorema fundamental do calculo, a equacao supracitada mostra que
a integracao de determinadas fun¢oes depende apenas da fronteira do conjunto aberto sobre o
qual se esta integrando.

Exemplo

Vamos retomar o exercicio resolvido que precede a subsecao 5.1.2, mas, dessa vez, utilizar o
teorema de Green para calcular a integral de linha. Podemos pensar que, naquele exercicio,
calculamos o valor —% para o segundo membro da equagao (5.3), isto é,

jgr (x¥*y*+y) dx +xdy = —%.

Agora, vamos calcular o primeiro membro da equacao de Green usando apenas integracao dupla.
Portanto, verificar a validade do teorema de Green para essa integral de linha significa obter

[] oty axay =

Assim, primeiramente, como f(x,y) = x*y? +y e g(x,y) = x, segue que fy(x,y) =2x*y+1e
gx(x,y) = 1. Entao,

JJ (gx — fy) dxdy = — J 2x3y dxdy
D JJp

rx=1 y=1
=— (J 23y dy) dx
Jx=0
y=1

y=x2
= |:X3y2] y=x?2 dx

Note que, como visto no exercicio supracitado, I' satisfaz as hipoteses do teorema de Green,
isto é, T tem sentido anti-horario e é simples, fechada e C' por partes.

Exercicios

1. Utilize o teorema de Green para calcular a integral de linha
J (1 +xy?)dx — x*ydy,
r

onde T é o arco da parabola y = x? cujos pontos inicial e final sao (—1,1) e (1,1),
respectivamente.”

10Resolucdo na secio 5.4.
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2. Utilize o teorema de Green para calcular

jg V1 +x3dx + 2xydy,
r

onde I" é o tridngulo cujos vértices sdo os pontos (0,0), (1,0) e (1, 3), orientado no sentido
anti-horario.!!

5.2.1 Calculo de areas via integrais de linha

Sejam g(x,y) =} e f(x,y) = —3. Portanto, pelo teorema de Green,

a(D) = J dxdy
JJp

= J (gx — fy) dxdy
JJp

- (5.4)
=¢ fdx + gdy

\Ar

1
= —j@ —ydx + xdy u.a.

2 Jr

Exemplos

- A 4area da elipse I' = {(X,y) ‘ z—i + ‘g—i = 1} pode ser calculada pela formula (5.4). De

fato, parametrizando a elipse por y(t) = (acost,bsent) com t € [0,27], a area ¢ dada
por

¢ —ydx + xdy

r2m
—(bsent)(—asent) + (acost)(bcost)dt

ab (sen2 t + cos? t) dt
Jo
r27t

ab dt

1

2

1

2

1 (2
2

1
2,
abr u.a.

- O valor da integral ffr xy?dx + (x*y + 2x)dy ao longo de qualquer quadrado I' depende
apenas do seu tamanho e nao de sua localizacao no plano. De fato, pelo teorema de
Green,

% xytdx + (x*y + 2x)dy = JJ (2xy + 2 — 2xy)dxdy
r D

:JJ 2 dxdy
D

=2a(D).

I Idem.
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Exercicio

Utilize o teorema de Green para calcular a area da elipse cuja fronteira I' é dada pela equacao
=12 | y=2?2 _ 112
— + =1.

7 9

5.2.2 De Green para Stokes

Na equacao (5.3), pagina 176, tanto o campo vetorial F = (f, g) quanto a regiao D s@o planares.
Se quizermos que sejam espaciais, podemos reescrever o campo e a regiao, respectivamente, por

F= (f,g,O) eS :{(Xay»Z)HX)y) S D» Z:O}

Nesse caso, o rotacional de F é um vetor dado por

i j Kk
VxF=|09/0x 9/0y 0/0z
f g 0

a —
_ (% 9\ ¢
ox 0y

Assim, como k - k = 1, temos o produto interno

—

(VxF) -k=gy—fy,

que é exatamente o integrando da integral do primeiro membro de (5.3). Ainda em relagao a
essa integral, denote a area infinitesimal dxdy por dS. Agora, na integral de linha do segundo
membro de (5.3), denote a curva I' (que representa a fronteira de S = D x {0}) por 0S e o
diferencial dy por ds, que aqui representa o comprimento infinitesimal da curva que delimita
a regiao S. Portanto, a equagao (5.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

” (VxF)'EdS:§> F-ds. (5.5)
S 3

Em outras palavras, a integral de linha do campo vetorial planar F ao longo da fronteira 0S
¢ igual a integral dupla (da inica coordenada nao nula) do rotacional de F sobre a superficie
planar S. Dessa forma, o teorema de Green é simplesmente o teorema de Stokes no plano.
Faremos, entao, cinco modificacoes para converter o teorema de Green numa versao mais geral
do teorema de Stokes:

[. No lugar de F e S usadas na equagao (5.5), considere o campo vetorial F = (f,; g, h) e seja
S uma superficie de R? que tenha vetor normal em cada um de seus pontos. Por exemplo,
é possivel que S seja o grafico de uma fungao z = z(x,y) diferenciével adequada. Existe
ainda a possibilidade de que S seja uma superficie de nivel c representada pela equagao
w(x,y,z) = ¢ com w diferencidvel. Como sabemos, tais superficies tem seus vetores
normais 1 = 1n(x,y, z) dados por

ﬂ:(—ZX,—Zy,” € + (Wx»wy)wz)a

respectivamente.

12 rdem.
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II. Considere que a fronteira 0S seja uma curva contida em algum plano em R3.'* A ori-
entacao da curva é determinada pela regra da mao direita, isto é, ao fazer o sinal de
positivo com a mao direita, imagine que o vetor normal ao plano que contenha a curva
0S, denotado por 1, esteja apontado na direcao do polegar da mao direita. Além disso,
considere que o sentido de percurso de 0S seja o mesmo dos outros dedos da mao direita
ao se curvarem para tocar a palma da mao e concluir o sinal de positivo. Assim, a curva
tem sentido anti-horéario em relacdo ao plano que a contém. Ainda, os vetores normais 1
(do item I) devem apontar para o mesmo semi-espaco (delimitado pelo plano que contém
0S) para o qual i aponta.'!

IIT. Considere agora o rotacional

i j kK
VxF=]09/0x 9/0y 0/0z
f g h

—

= (hy - 97,) f‘f’ (fz - hx)j'_f’ (gx - fy) k7
mais geral do que aquele usado em (5.5).
IV. Troque k de (5.5) pelo vetor (x,y,z) normal a S (do item I).

V. 1 dS agora representa uma combinacao linear adequada cujos termos sao multiplos esca-
lares dos trés elementos de area: dxdy, dxdz e dydz.'®

Portanto, temos a equacdo de Stokes, dada por

jgas F-ds:”S (V x F) - 7 dS. (5.6)

Exercicio resolvido

Se F(x,y,z) = (3y,4z, —6x) esté definida no paraboloide S = {(x,y,z) |z =16 —x* —y* > 0},
verifique a validade da equagao de Stokes, calculando os dois membros de (5.6).

RESOLUGAO
Note que 0S é a circunferéncia de centro (0,0,0) e raio 4, percorrida no sentido anti-horario.!
Logo, por um lado, parametrizando 0S por s(t) = (4 cost,4sent,0) com t € [0, 27], a integral

6

13Uma parametrizacio s dessa curva tem trés componentes: s(t) = (x(t),y(t),z(t)).

“Em relagdo a (5.5), tanto 1i(x,y,z), para cada (x,y,z) € S, quanto i, sdo iguais ao vetor k.

15 Aqui, ndo abordaremos parametrizacdo de superficie. Como consequéncia, os nossos problemas tém apenas
curvas 0S contidas em planos paralelos aos planos coordenados (OXY, OXZ e OYZ) e, nesse caso,

dS € {dxdy, dxdz, dydz}.

>
=11
Il
o
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de linha do primeiro membro de (5.6) é dada por

27
jE F-dszJ F(s(t)) - s(t) dt
oS

0

27
:J (12sent,0,—24 cost) - (—4sent,4cost,0) dt
0

27
= —48J sen’t dt
0

= —48m.
Por outro lado, como
VxF=(-4,6,-3) e n= (_ZX)_Zy)]) = (2X>ZU)”7

a integral dupla do segundo membro de (5.6) é dada por

[
JJ (VxF)-ndS = (—4,6,—3) - (2x,2y, 1) dxdy
S J Jny

[
= (—8x + 12y — 3) dxdy
J JIDyy

rr
= (—8rcos0 + 12rsen® — 3)rdrdo

J JDrg

P27t 4
= U (—81‘2 cos 0 + 12r%sen 6 — 3?) dr| do
Jo 0

= —48.

Exercicios

1. Seja T a curva parametrizada por x(t) = 0, y(t) = 2 + 2cost e z(t) = 2 + 2sent,
t € [0,27]. Utilize o teorema de Stokes para calcular a seguinte integral de linha:

ﬂg x*e* dx + xseny dy + 3y dz.'”
r

2. Sejam F(x,y,z) = (—y,x,z) e S a parte do paraboloide z = 7 — x* — 4y? acima do plano
z = 3, orientada com vetores normais apontando para cima. Utilize o teorema de Stokes
para calcular a seguinte integral de linha:

[= ”S (V x F) -7 dS.18

Consideragoes finais

Como antecipado na secao 1.1, esse capitulo é bastante resumido, tanto em relagao aos resulta-
dos apresentados, quanto aos exercicios propostos. Portanto, sugiro que o leitor também tente
resolver exercicios sobre os teoremas de Green e Stokes em outros livros de calculo. Além disso,

1"Resolucdo na secio 5.4.
18 Idem.
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é recomedavel complementar os estudos dessa parte mais basica do calculo vetorial, buscando
informagoes sobre o teorema da divergéncia, também chamado teorema de Gauss, que estabe-
lece uma relacao entre a integral do divergente de um campo vetorial F sobre uma regiao e a
integral de F sobre a fronteira da regidao. Para essa parte do contetdo, recomendo os livros
[Belding e Mitchell (2008)] e [Marsden e Tromba (2004)].
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5.3 Formulario do calculo vetorial'®

1. Integral de linha de F = (f, g) ao longo de I" parametrizada por y(t) = (x(t),y(t)):

JF-dyzjfdx—ngy
r r

2. Teorema fundamental do célculo para integrais de linha:
| vt av = fivton — fivtan.
r

3. Equacdo de Green:

“D (gx — fy) dxdy = jg (f,g) - dy

r

:jg fdx + gdy,
r

onde D = D,y é aberto com fronteira dada por T,

4. Area de D via integral de linha:

a(D) = JL dxdy
:

fi; —ydx + xdy u.a.
r

5. Equacdo de Stokes:
3g F-ds:JJ (V x F)-ndS,
38 S

onde a superficie S tem fronteira 0S, orientacdo positiva e versor normal 1 dependendo de
seus pontos.

YFsrmulas validas para fungdes e curvas sujeitas a hipoteses estabelecidas neste capitulo.
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5.4 Exercicios resolvidos de calculo vetorial

1. Se uma forca ¢ dada por F(x,y) = (0,x), (x,y) € R?, calcule

T:JF~d‘Y,
r

o trabalho realizado por F ao longo da curva I', representada pela parte da circunferéncia
unitaria que se encontra no primeiro quadrante, orientada no sentido anti-horario. Ainda,
como T nao depende da parametrizacao da curva, desde que sua orientagao seja respeitada,
calcule a integral com as seguintes parametrizacoes y(t) de I':

(a) (cost,sent), t € [0,5];

(b) (mt) telo1].

RESOLUGAO

Inicialmente, considere a seguinte ilustracao do campo de forcas atuando ao longo da
curva, representando a direcao e o sentido da forga, mas nao o seu modulo.

(a) Como y’(t) = (—sent,cost), t € [0, %], temos

=| (0,cost)-(—sent,cost)dt

= cos? t dt

= [%(1 + cosZt)} dt

o

sen Zt] 2

2 o

TN M
(YR I
| +
(@)
N———

AN —= NI = S

=

.t. (unidades de trabalho).
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(b) Como y'(t) = (—\/]%7, 1), t € [0, 1], temos

T=| F(y(t)-y'(t)dt
rl t
- (evr=e). (—ﬁJ) at
[ Vitea
0
= mcosudu

Jo

=| Vcos?u cosudu

-
(SIE}

)
(SIE

— [
Ny @

= cos? udu

Note que, na quarta igualdade, de cima para baixo, usamos a mudanca de variaveis
t =senu, dt = cosudu. Na tltima igualdade, de cima para baixo, a integral é resolvida
como no item (a).

2. Calcule [ Vf- dy para f(x,y) = cos(xym) e qualquer curva I' cuja parametrizagao tenha
r
derivada continua e pontos inicial e final em (1, %) e (2,1), respectivamente.

RESOLUGAO

Nao é necessario explicitar a curva I' que conecta os pontos A = (1, %) e B=(2,1). De
fato, devido as condigoes enunciadas no exercicio e ao teorema fundamental da subsegao
5.1.2, a funcao f e os pontos A e B sao os dados necessérios para a integral ser calculada.
Portanto,

JVf- dy = f(B) — f(A)

r
1
:f@J)—f(Lz)

= cos(27) — cos (g)
=1-0
=1.

3. Considerando a fun¢ao F(x,y) = (y,x), responda as seguintes questoes:

(a) Existe alguma funcao f diferenciavel, com derivadas parciais fy e fy continuas, tal
que F = V{?

(b) Existe alguma relagao entre o teorema fundamental da subsegao 5.1.2 e o calculo da
integral de linha de F ao longo de uma curva arbitréaria?
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RESOLUGAO
(a) Note que, para f(x,y) = xy, F = Vf.
(b) Pelo teorema supracitado, a integral

Jydx—i—xdy
4

¢ independente da curva I' escolhida para conectar seus pontos extremos, desde que a
curva tenha parametrizagao com derivada continua.

Utilize o teorema de Green para calcular a integral de linha
J (1 +xy?)dx — x*ydy
r

onde T é o arco da parabola y = x? cujos pontos inicial e final sdo (—1,1) e (1,1), res-
pectivamente.

RESOLUGAO

A integral de linha pode ser calculada diretamente, sem utilizarmos o teorema de Green,
se considerarmos a parametrizacao de I' dada por y(t) = (t, tz), t € [—1,1]. Entretanto,
para calcula-la como requerido no enunciado da questao, devemos obter uma curva I'’ tal
que I'U T’ seja fechada. O modo mais direto é considerar I'" como o segmento de reta
com pontos inicial e final em (1,1) e (—1, 1), respectivamente. Na ilustracao seguinte, sao
representadas I', " e a regiao D limitada por ' UT’, orientada no sentido anti-horario.

I’ 1

Desse modo, para f(x,y) = 14 xy* e g(x,y) = —x*y, temos f, = 2xy e g, = —2xy.
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Além disso, aplicando o teorema de Green a D, obtemos

jg fdx + gdy = JJ (g — fy) dxdy
rur D

= JJD(—4xy) dxdy

Agora, parametrizando I'" por (x(t),y(t)) = (—t, 1), t € [-1, 1], obtemos

J ,(1 + xy?)dx — x*ydy =

Por fim, observe que

J (1 4+ xy?)dx — x*ydy :fi; (1 +xy?)dx — x*ydy —J (1 +xy?)dx — x*ydy
r rur r

—0—(—2)
—2.

rx=1 y=1
(J 2xy dy) dx
Jx=—1 y=x2

rx=1

r1

5. Utilize o teorema de Green para calcular a integral

ilg V1 +x3dx + 2xydy,
r

[(1—t)(=1)—t*-0] dt

187

onde I" é o tridngulo cujos vértices sao os pontos (0,0), (1,0) e (1, 3), orientado no sentido

anti-horario.

RESOLUCAO

A regiao D delimitada por I' esté representada na seguinte ilustracgao:
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" ¢ a uniao de trés segmentos orientados, que podem ser facilmente parametrizados.
Nao é possivel calcular diretamente a integral de linha, pois

J\H + t3dt

nao tem solugao analitica. Contudo, o teorema de Green converte a integral de linha
numa integral dupla sobre D, que tem solugao analitica. Assim, sejam f(x,y) = V1 + x3
e g(x,y) = 2xy. Entao, f; =0 e g, = 2y. Portanto,

%fdy%—gdx: J (gx — fy) dxdy
r JJp

= J 2y dxdy
JJp

rx=1 y=3x
= (J 2y dy) dx
Jx=0

y=0
rx=1

[ e
rx=1

9x? dx

Jx=0
= 315,

6. Utilize o teorema de Green para calcular a area da elipse cuja fronteira I' é dada pela
(x—1)? (y=2)2 _
+ == =1

equagao —— 5

RESOLUCAO

x(t) = 2cost+ 1 ey(t) =3sent+ 2, t € [0,27], é uma parametrizagdo para a elipse
dada. Portanto, como x'(t) = —2sent e y’(t) = 3cost para todo t em [0, 271, a area da
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elipse pode ser calculada do seguinte modo:

P27

% jg xdy —ydx = [(2cost+1)(3cost) — (3sent+ 2)(—2sent)] dt
r

Jo
P27

[6((:082 t +sen’t) + 3 cost + 4 sen t] dt

Jo

r 27t 27t
6J 1dt+3J costdt+4J
L Jo 0 0

27

sent dt]

== N = N= N =

=5 {6 Mgﬂ +3 [sent]§n+4 [—cost}éﬂ}

= 671 u.a.

7. Seja ' a curva parametrizada por x(t) = 0, y(t) = 2+ 2cost e z(t) = 2 + 2sent,
t € [0, 27t]. Utilizando o teorema de Stokes, calcule a seguinte integral de linha:

ﬂg x%e? dx + xseny dy + 3y dz.
;

RESOLUGAO

As equagoes paramétricas dadas descrevem a circunferéncia de centro (2,2) e raio 2 no
plano OYZ, como ilustrada a seguir.

X

Nessa ilustracao, consideramos S como o circulo limitado por I' = 8S. Entao, n = (1,0,0)
e, pelo teorema de Stokes,

jg (x*e* xseny,3y) - ds = JJ [V x (x*e*,xseny,3y)] - (1,0,0) dS.
25 s

Assim, como a primeira componente do rotacional é dada por hy —g, =3 —0,%Y a integral
do segundo membro é calculada por

3JJ dS =12m u.a.,
S

isto é, o triplo da area de S.

8. Sejam F(x,y,z) = (—y,x,z) e S a parte do paraboloide z = 7 — x* — 4y? acima do plano
z = 3 e orientada com vetores normais apontando para cima, como ilustrada na figura 5.1.
Utilize o teorema de Stokes para calcular a seguinte integral:

IZJL(VxFyﬁds

20g(x,y,z) = xseny e h(x,y,z) = 3y.
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Figura 5.1: S, com OZ como eixo de rotagao, acima do plano z = 3, x,y € [—2,2]

RESOLUCAO

Para obtermos I' = 9S, consideremos 7—x*—4y? = 3, isto &, a elipse x*+4y* = 4, que pode
ser parametrizada por y(t) = (2cost,sent,3), t € [0,27]. Essa curva é positivamente
orientada quando vista de cima. Entao, pelo teorema de Stokes, segue que

r

[=¢ F-dy
Jr
r2m
= | vty ar
0
P27
=| (—sent,2cost,3) - (—2sent,cost,0)dt
Jo
r2m
=| (2sen’t+2cos’t) dt
Jo
r2m
=| 2dt
Jo
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