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Capitulo 1

Teoria de I ordem

OBJETIVO DO CURSO I

Estudar equagdes diferenciais ordindrias (edos), bem como séries de fungoes, transformadas de la-
place e teoria qualitativa, para aplica-las nas edos.

O QUE E UMA EDO? I

Uma equacgio diferencial ordindria (edo) é uma equagdo que relaciona uma funcdo incégnita,
digamos x(t) ou y(t), com algumas de suas derivadas. Determinar que fungdes satisfazem
uma edo significa obter suas solugdes.

EXEMPLO

Seja

d?x

W +x=0. (11)
Por um lado, escrevendo (1.1) como 1-x”(t) = —x, se pensarmos na derivada de segunda

ordem (em relagdo a t) como a aceleracdo a de uma particula no instante t, m = 1 como
uma massa unitaria e o simétrico aditivo da fungdo incégnita como uma forga F, resistiva ao
movimento, temos F = ma.! Por outro, cost e sent sio solucgodes dessa edo, isto é, satisfazem
a equacdo (1.1). Na verdade, combinagoes lineares dessas duas fun¢des trigonométricas, ou
seja,

x = ctej cost + ctey sent,

sdo solucdes de (1.1), onde cte; e cte, sdo constantes numéricas.?

TECNICAS DE RESOLUCAO I

Além de resolugdes analiticas, existem ainda resolu¢des numéricas, que estdo fora do es-
copo dessas notas, e qualitativas, que estudaremos posteriormente.

1Sequnda lei de Newton.
2Verifique!
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DOMINIO DAS SOLUCOES I

E importate observar o dominio méximo da solugdo de uma edo. Em geral, esse dominio
é um conjunto aberto da reta real, isto €, um intervalo aberto ou uma unido de intervalos
abertos.

EXEMPLO

No exemplo anterior, o dominio das solugdes é R, isto €, o intervalo (—oo, +00).

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE (TEU) I

O problema de valor inicial (pvi)

% = f(t,x) (edo)
x (to) =xo (condigdo inicial)

admite uma vinica solucdo x = x(t) no intervalo aberto mdximo 1 contendo ty, caso f e fx sejam
continuas num retdngulo aberto

R:{(t,x) EIR2|a<t<beC<X<d}
contendo Py = (tog,xo) com I C (a,b).
Para uma representacdo geométrica do TEU, considere a figura 1.1.

Figura 1.1: TEU

1.1 Edo linear de primeira ordem
Sejam a, b : I — R continuas, onde I é um intervalo aberto em R, e o pvi

x' =ax+b; (edo)
x (to) = x¢. (condicdo inicial)
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Pelo TEU, considerando f(t,x) = a(t)x + b(t), tal pvi admite uma tnica solugéao.

Vamos considerar os seguintes casos:

, a é a fungdo nula. I

Nesse caso, temos a seguinte solugdo geral, via integragdo simples:

b(t) = J%d’c = Jb(t)dt

dx _
dt
= x(t) = Jb(t)dt + cte.

EXEMPLOS

1 x! = cost;
' x(0) = 0.

Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = Jcos tdt 4 cte

= sent + cte.
Por outro, pela condigdo inicial,
0 =x(0) =sen0 + cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = sent é a solugado desse pvi.3
! 1.

X = T/
2 { (1) = 0.
Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = J %dt + cte
= In|[t| + cte.
Por outro lado, pela condigdo inicial,
0=x(1) =In|1|+ cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = Int é a solucdo desse pvi com I = (0, o).

I b é a fungdo nula. I

3Note que I = R.
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Nesse caso, a solugdo geral é obtida pela seguinte resolugao:

dx 1dx_

T a(t)x = dt a(t)
d
= ¢ Inx(t)l] = a(t)
= J% (In|x(t)[]] dt = J a(t)dt

= In|x(t)| = J a(t)dt + cteq
— eln Ix(t) _ ef a(t)dt ecter
— [x(t)| = ctey el /04

— x(t) = cte el aB)dt,

De cima para baixo, na primeira implicacdo, assumimos que x ndo se anula; na se-

gunda, usamos a regra da cadeia; na pentltima, denotamos cte; = e®1; na ultima,

consideramos cte como sendo qualquer uma das constantes +cte;.

EXEMPLOS

It
1. x' = WX'
Seu =1+ t?, a solucdo geral segue de
t
x(t) = cte ef ez &
= cte e% J % du

2

=cte V' 1+ t2.

)]/2 em relacdo a t, podemos obter a edo desse exemplo.

Derivando x = cte (1 + 12
De fato:
1 ~1/2
x/ :Cte-2t-§ (1 +t2>

_]+l
— ctet (1 —I—tz> -

1/2
—t - cte (1+t2)

142
£

1+t2x'

Obviamente, uma cte (e portanto uma solugdo particular) é obtida se considerar-
mos um pvi composto de tal edo e de uma condicao inicial.
2. Seja

x' = 2tx;
x(0) = 1.



1.1. EDO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM 9

Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = cte e 2tdt

2
— ctee'.

Por outro, como
2
1=x(0)=ctee” = cte =1,

~ A 2
a solugdo do pvi é x = et .4

- a e b podem néo ser identicamente nulas I

Nesse caso, sendo

t
At) = J a(s)ds, (1.2)
to
a solugdo do pvi é dada por
t
x = eMY (xo +J e Ay (s) ds) . (1.3)
to

Primeiramente, note que, as solu¢des de I e II sdo casos particulares da equacgéo (1.3).
Além disso, em relagdo a equacdo (1.2), note que,

=A(t)-0
=A(t) —A(to)
:A(S)‘s:t

s=tgo’

ou seja, A é a primitiva, isto é, a integral, de a, variando de t( até t.

Para demonstrar (1.3), como % = a(t),

d [e—A(t]X] — e Ay _ a(t)e—A(t)x

dt
=e MY X' —a(t)x]
= e MY (1),

onde usamos a hipétese x’ — ax = b. Assim, integrando de t, até t, obtemos

t o4 t t
J — [e*A(S)x] ds = J e Ap(s) ds = e AMx — e Alto)y (1) = J e A)p(s) ds
to ds to to

“Note que I = R.
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Embora a formula (1.3) possa ser usada para obter a solugdo do caso III, em vez de
memoriza-la, apresentaremos a técnica do fator integrante, com a qual podemos reobter
(1.3) e, concomitantemente, obter um processo de resolugdo.

O objetivo aqui € escrever o primeiro membro da equagdo
x' —a(t)x =b(t) (1.4)

como a derivada de um produto, para podermos utilizar o caso I. Assim, multiplicando
a equagdo (1.4) por pu(t) # 0, temos

n(tx" = a(t)u(t)x = p(t)b(t), (1.5)
onde estamos supondo que n’ = —ap. Nesse caso, pelo caso II,
i = ctey e/ (-althdt,

Aqui, sem perda de generalidade, considere cte; = 1. Agora, voltando a equagéo (1.5),
temos

d d
a(ux) =ub = Ja(ux)dt —Jubdt

= Ux = J ubdt 4+ cte
— x=p (cte + J u(t)b(t)dt) .

Portanto, utilizando alguma condicao inicial x (ty) = x¢, obtemos (1.3).

Seja
tx! = —x +t%
x(1) = xo.

Para t # 0, a edo pode ser escrita como

Entao, pelo fator integrante
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Note que, a condigdo inicial foi utilizada em In [t| = In t, no cdlculo de 1,° e, além disso,
acarreta cte = xp — % Portanto,

2 1
t X0 — 3
X =—= 3

3 t

el=(0,00).

1.2 Edo nao-linear de primeira ordem

Sendo f(t,x) como no TEU, estudaremos essa edo, dos seguintes tipos:

I SEPARAVEL

f(t,x) = %, onde g e h # 0 sdo continuas. Além disso, h admite uma primitiva
H invertivel, isto é, existe H com inversa H™! tal que ‘}1—’: = h. Portanto,

dx  g(t) dx

E—wﬁh(x)a—g(t)
dHdx
a9

— L) = g(t)

dt
— H(x(t)) = Jg(t)dt—i—cte
= x(t) = H! <J g(t)dt+ cte) ,

onde cte pode ser obtida pela condicdo inicial de um pvi. Além disso, note que, de

cima para baixo, usamos a regra da cadeia na terceira implicacdo e uma integracdo em t
na quarta.

EXEMPLOS

I _ 2.
L {x =1+4+x%

x(0) =0.

Como
, 1
x'=——,
14+x2
temos g(t) = 1 e h(x) = # satisfazendo as condic¢des exigidas para essas fun-
¢Oes. Portanto,
1 dx d
T dt 1= a[arctanx(t))] =1

— arctanx(t) = J] dt + cte

— x(t) = tan(t + cte).

SDe fato, to = 1 ndo pode ser ponto do dominio de In(—t).
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Nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo, usamos a regra da cadeia e
uma integragdo em t, respectivamente.
Aqui, a cte é obtida via
x(0) =0 = tan(0 +cte) =0
= cte = arctan 0
— cte = 0.

Assim, x =tant, t € I = (—%,75),% é a solucdo desse pui.

2
2. X = =.
Analogamente a resolugdo do exemplo anterior, temos

dx d [x(t)?
20x 2 a _ 42
T :>dx{ 3 } t
X(t)s —t3+cte
3 3 ‘

— x(t) = V13 +cte,

onde cte = 3 cte;. Note que, nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo,
usamos a regra da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente.

O dominio I de x(t) é R?

Conforme o TEU, x’ deve ser continua. Portanto, como

1
x’(t):3t2~—~;—>oo

3 3/(83 + cte)?
quando t — —+v/cte, temos uma assintota vertical em t = —<{/cte. Assim, I é igual
a (—oo, —+v/cte) oua (—+/cte, 0).
3. xx/ =—t,x > 0.
Analogamente aos dois exemplos anteriores, temos

dx BN d [x(t)z] -
dt dx 2
— X(t)z = —tz + cte
2 2 1

— x(t) = Vcte — 12,

onde cte = 2 ctey. Nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo, usamos a
regra da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente. Na tltima, consideramos
x > 0.

Para o dominio I de x(t), note que, t? < cte. Na verdade, como x # 0, t? < cte, ou
seja, t € ( \/cte, \/@) I também pode ser obtido, observando que

x(1)? +t2 = (@)2

é a equacgdo da circunferéncia de centro (0,0) e raio v/cte. Assim, o dominio de x

é dado por I = (—+/cte, v/cte).

6Embora o dominio mais geral de uma fungdo tan seja R — {j: w ‘ n=1273,.. .}, como solucdo desse

poi, seu dominio é o maior intervalo aberto que contenha ty = 0.
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f(t,x) = —%t’xx)), ou seja, a edo pode ser escrita da forma
dx
M(t,x) + N(t,x)a =0, (1.6)

e existe alguma fungdo F(t,x) com F; = M e Fx = N continuas. Portanto, pela equacéo
(1.6),
Fi+Fox' =0,

isto é, temos o produto interno nulo dado por
(Fe, F) - (1,x") =0,

ou seja, pela regra da cadeia, temos

isto é,
F(t,x) = cte

é uma solucdo implicita da edo, para qualquer constante cte.
Como saber se uma edo da forma M + Nx’ = 0 é exata?
Em sendo exata, temos, via “cdlculo I1”,

oM d%F
ox  oxdt
0%
~ dtdx
_ N
= =

num conjunto aberto de R?,” ainda que “suficientemente pequeno”, caso F tenha deri-
vadas parciais de segunda ordem continuas nesse aberto. Logo,

MX:Nt

é uma condigdo necessdria para que a edo seja exata, para M e N com derivadas parci-
ais de primeira ordem continuas em algum conjunto aberto de IR?.

EXEMPLOS

1 (2tx—3t) + (12 —2x) & =0.
Como M = 2tx — 3t e N = tZ — 2x, temos

My =2t = N¢.

"Busque, no Google, informagdes sobre conjuntos abertos.
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Logo, se Fy = M, entdo

F(t,x) = J M(t,x)dt

— J (th —~ 3t2) dt

=tx—t2+ g(x),

onde g(x) é constante como resultado dessa integracdo em t. Portanto, se Fx = N,
entao

t?+ dg =t —2x = g(x) = —ijdx
dx
— g(x) = —x* —cte
2

— F(t,x) = t2x — 2 — x> — cte

e, portanto,

%(F(t,x(t))) =0 &= <2tx—3t2) - (tz —2x> x' = 0.

{ (cost—tsent+x?) 4+ 2tx & =0;

x(m) = 1.
Por um lado, como M = cost — tsent + x% e N = 2tx, temos

MX =2x = Nt.

Portanto, se F, = N, entdo
F(t,x) = JN(t,x)dx

= Jthdx
= tx? + h(t),

onde h(t) é constante como resultado dessa integracdo em x. Assim, se Fy = M,
entao

dh
X2+E =cost—tsent+x> = h(t) :Jcostdx—Jtsentdt

= h(t) =sent+ cte; — (—tcost+sent+ cte;)
— h(t) = tcost+cte

— F(t,x) = tx* + tcost + cte,

onde cte = cte; — ctey, e, portanto,

%(F(t,X(t))) =0 <cost—tsent+x2> 4 2txx/ = 0.

Agora, usando a condi¢do inicial, temos (7t)(1 )2 + (71) cos () = cte, isto é, cte = 0.
Logo, a solugdo implicita do puvi é

tx? +tcost = 0.
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Note que, para t # 0, como x(m) =1,

tem dominio dado por I = (nt/2,3m/2).

SEPARAVEL E EXATA I
g(t)

z r_ glt) . P
Qualquer edo separdvel x” = {75, isto €

~

t
X

é exata. De fato,

M(t,x) = —g(t) e N(t,x) = h(x) = My =0 = Nx.

EXERCICIO

Em sendo possivel, resolva os exemplos dados para as equagdes separaveis,
derando, agora, aquelas equagdes como exatas.

Nesse tipo de edo,

8 consi-

f(t,x) = —p(t)x + q(t)x",
onde p, q : I — IR sdo continuas, I é um intervalo real e n € R é constante. Assim, pelo
TEU, o pui associado tem solugdo (dnica). Agora, como f(t,x) é linear paran € {0, 1},

considere n ¢ {0,1}. Assim, sey = x'™™, sua derivada em relacdo a t é dada por
y' = (1 —n)x"x’. Entdo,

X +p(t)x = qt)x" = x ™ +p(t)x' ™ = q(t)

1 , B
— (25 v/ +ply =t

que é linear.

EXEMPLOS

1 X'+ Tx = 3%
x(2) =—1.

8Ttem I da segao 1.2.
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Comon=2,y= I =x"1, cuja derivada em relagdoa téy’ = —x2x". Logo,
4 4
x’+¥x:t3x2 = x_zx'—k?x_] =
/ 4 3
= -y + = t

4
=y —y=—+t

- <t_4y)/ =7
- t_4y =— J% dt

1
—y=t (ln¥+cte>
1

T (Ini+cte)

Na quarta implicacdo, de cima para baixo, usamos o fator integrante

I*L(t) _ ef(—4/t)dt

— 6_4 Int

=t

No céalculo de pu(t), In|t| = Int, pela condicao inicial.” Assim, o dominio de x(t)
sO pode ter pontost >0 e

—1 = 1 :)>c’ce—1r12—l
~ 24(In(1/2) + cte) N 16

Portanto, a solugdo do pvi é dada por

x(t) =
t'(In1 +In2—1})
B 1
- 2_ 1Y’
tt(In{—76)
cujo dominio, comot >0e
2 1 2
In-——=0 In—-=—
I T T
2
:>€_el/16
— t=2e71/1°,

é dado por (2e7/1¢,00).10

9De fato, to = 2 nao pode ser ponto do dominio de In(—t).
A outra possibilidade para o dominio de x(t), (O, 2e 171 6) , é descartada pela condicdo inicial.
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) { x' =5x + e 2tx 72

' x(0) = 2.

Comon=-2,y=x
portanto,

1-n 3

=X
x' —5x = e 2 = x?x' =5 = e
sy
— y' —15y =3¢ %
N (e—lsty>’ — 317t
s e 1ty = 3J617tdt

3
— e Py = —ﬁe*m + cte

3
15t .
— Yy =-e cte 176

3 1/3
— x = (e]Stcte — ﬁe_Zt) )

—2t

Na quarta implicac¢do, de cima para baixo, usamos o fator integrante

H(t) _ ef(f15)dt
_ oI5t

Agora, pela condigao inicial, temos

3 4\ 139
2—(6 cte ]76) — cte 7

Temos, entdo, a solugao

L §/139e15t —3e 2t
- 17

para o pvi, com dominio dado por I = R.

v HOMOGENEA I

Para esse tipo de edo, f(t,x) =F (%) e

v=-=x=tvex =FWv)

o+ | X

= v+tv =x' =F(v)
= tv/ =F(v)—v
1 dv 1

TRV vt t

17

, cuja derivada em relagdo a t é y’ = 3x?x’. Temos,
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que é uma edo separavel. Além disso, note que, nenhuma solugdo x = x(t) pode inter-
ceptar o eixo vertical t = 0.

EXEMPLO

txx! +4t2 +x2 = 0;
x(2) =—7.

fX/=—4— <)—(>2:>vx’:—4—vz

t t

— v(v+tv) = —4—v?
— vty = —4—2v?

dv _ 442v?

t— = —
= dt v

v 1

—  dv=-—-4t
=>4+2V2dv td
:>leln (4-1—2\/2) = —Int+ cteg

— (4 +2v2)]/4 = cte; %

) cte

1 [ cte
N

2
1 cte —4t*

2 2
=-t* [ ——— ).
X 2( t )

Na sexta implicagdo, de cima para baixo, a condigdo inicial ty = 2 elimina a possibi-
lidade do uso de In(—t) e indica que o dominio de x(t) s6 contém t > 0. Ainda, pela
condicdo inicial, temos

1 cte—4-24
2_ 1 5 _
(=7)"=5-2 < 5 ):>cte_456.

Portanto, como xg = —7 e t > 0, temos
/228 — 2t4
X=—\——-
tZ

228-2t*>0—=1t*<114
—0<t< V114,

onde



Capitulo 2

Teoria de II ordem - equacao caracteristica

Uma edo linear de segunda ordem é dada por

a(t) &1 c)x(t) = d(t), @.1)

a2

onde as fungdes reais a, b, ¢ e d sdo continuas num intervalo I, a # 0 e qualquer solugio de
(2.1), ou seja, qualquer fungdo duas vezes diferencidvel x(t) que satisfaga a equacdo (2.1),
também é continua em 1.

LEI DE NEWTON I

Considerando x”, x” e x como a aceleragdo, a velocidade e a posi¢do de um objeto de massa
unitdria m no instante t, respectivamente, e uma forga

b d
F(t,x,x') = ——x/ — Sx+ =
a a  «a

atuando nesse objeto, a edo (2.1), reescrita como

d?x
F=m—,
BT

representa a segunda lei de Newton.

2.1 Edo linear de Il ordem homogénea

A edo (2.1) é dita homogénea se d(t) = 0 para cada t € I, ou seja,

alt) XL c(t)x(t) =o. 2.2)

a2
x4+ x’ — 6x = 0 é homogeénea, com a(t) =b(t) =1ec(t) = —6 paracadat € R.

19
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2.1.1 Linearidade das solug¢des

Combinagoes lineares de solugdes da equagio (2.2) também sio solugdes dessa equagdo, isto é, se X1 e
X satisfazem (2.2), entdo
x = ctejx1 + cteyx; (2.3)

também a satisfaz.

De fato, Se
axi +bx] +cx; =0 e axj +bxs +cxp =0,

entdo, pela linearidade das derivadas do “calculo 17,
ax” +bx’ + cx = a(cterxy + cterxy)” + b(cterx; + cteaxa)’ + c(cterxy + cteyx,)

= cte (axq’ +bxq + cx1) + ctez (axy’ + bx; + ¢xz)
=0,

ou seja, x também satisfaz (2.2).

212 LDell

Duas fungoes sdo ditas LD quando sdo multiplas escalares uma da outra. Caso contrario, sdo
ditas LI.

EXEMPLOS

2 :
1. x(t) =t exy(t) = % sdo LD pois x1 = 2x;.

2. x; = e' e x; = te' sdo LI. De fato, supondo serem LD, existe uma constante « tal que,
paracadat € R,
_ t_ ot
X1 = axy; =— e = «te
= (at—1)et =0
— ot =1,

que ndo é uma proposi¢do verdadeira para, por exemplo, t = 0.
Note que, a terceira implicagdo, de cima para baixo, segue de e' # 0 paracadat € R,
conforme a figura 2.1.

Figura 2.1: A reta x = 0 é uma assintota horizontal do gréfico de x = e*

X

7
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Portanto, para quaisquer 1,t € R, com r fixo e t varidvel,
eTt — (et)T ?é 0

e, analogamente, e™ e te" sdo LLI.

2.1.3 Solugao geral

Via dlgebra linear, demonstra-se que, se x; e x; sdo solucdes LI da equagio (2.2),! entdo qual-
quer outra solucio dessa equagéo é dada por (2.3).2

Agora, sejam a, b, c e r # 0 constantes e suponha que x(t) = e™, paracadat € R, é
solucdo da equacgdo (2.2). Portanto, paracadat € R,

ar?e™ + bre™ + ce™ =0 e <ar2 +br+ c) et =0
= arf+br+c=0,

chamada de equagdo caracteristica de (2.2), com raizes dadas por

b n Vb2 —4dac

T 2a

Analisaremos os seguintes casos:

. b2—4ac>OI

Nesse caso, T+ sdo reais e distintas e x (t) = e™! sdo solucdes LI de (2.2).> Portanto,
simplificando a notagdo dos indices via {+, —} ={1,2},

x(t) = cteje”t + cteye™t

é uma solucdo geral de (2.2), conforme (2.3).

EXEMPLOS

1. Parax” +x'—6x =0, comoa=b =1ec = —6, 12 +1—6 = 0. Portanto, como
re{-3,2},

x(t) = cteje?t + cteye 3t

é uma solucdo geral de x” +x’' — 6x = 0.

ICf.p.19.
2Cf. p. 20.
3De fato, supondo serem LD, existe alguma constante « tal que, para cada t € R,

e+t — (Xe'r,t L e(‘r‘+7‘l”+]t =«

que ndo é uma proposi¢do verdadeira pois, como v —r_ # 0, a exponencial do primeiro membro assume
infinitos valores, enquanto &, no segundo membro, é constante.
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2. Para3x”" +x'—x =0,comoa =3eb=1ec =—1,3r +r—1 = 0. Portanto,
como
{—1—\/13 —1++13 }
T E 5 , 6 ’ ’

x(t):cte1e< e )t+cteze( 6

¢ uma solucdo geral de 3x” +x’ —x = 0.

2_4 _
1 B dac=0]

Nesse caso, r_ e v, sdo raizes reais e iguais a

b

T:—Z

(2.4)

exi(t) =e™, t € R, ésolucio de (2.2).4
Verificaremos, agora, que x;(t) = te™, t € R, também satisfaz (2.2). De fato,
axy +bx;+ex; =a (2rert + rzte*”t) +b(e™ +rte™) +cte™
=e™(2ar+b) +te" <ar2 +br+ c)
—0,

pois (2.4) é raiz da equagao ar? +br+c = 0. Por fim, como x; e x; sdo LI,
x(t) = cteje™ + cteyte™

¢ uma solucdo geral de (2.2).

EXEMPLO

Para 4x” +12x'+9x =0, comoa =4, b = 12ec = 9, 412 + 12r+ 9 = 0. Portanto,
comor:—%,

—3t/2 —3t/2

x(t) = cteje + cteyte

é uma solucdo geral de 4x” 4+ 12x’ +9x = 0.

24
1II. m

Nesse caso, para obter uma solugdo geral, precisamos de algumas propriedades das
exponenciais complexas,® inclusive da formula de Euler, dada por

e® = cos0+1iseno, (2.5)

4Cf.p.19.

5Conforme demonstrado na subsegéo 2.1.2.

®Tal assunto é parte importante de um curso de varidveis complexas e, para uma rapida revisao do conjunto C
dos niimeros complexos, confira meu livro, LICOES DE ALGEBRA LINEAR, disponibilizado em www.ufpr.br/~jrrb.
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onde o quadrado da unidade imagindria é igual ao nimero real —1, ouseja,i € Ce
iZ=—1eR

Além disso, as raizes da equacgdo caracteristica sdo dadas por
T =axif,

onde
w— D opo Yiac—b?
- 2a - 2a¢ '

T+t

e, analogamente ao caso I7 x+ = e™! sdo solucdes LI de (2.2),% acarretando que

x(t) = cteje™" 4 cteye?t

é uma solugdo geral de (2.2) em C.? Assim, pelas propriedades supracitadas e via (2.5),
uma solucdo geral de (2.2) em IR é dada por:

x(t) = cteje ¥t 4 cte,elo B
= cteje™etPt 4 cteyete B
= et (cte1 elht 4 cteze_iﬁt)

= e*(cter(cos Bt +isen Bt) + ctes(cos Bt — isen Bt))
= e™((cte] + ctey) cos Bt +1i (cte] — ctey) sen Bt)
(

= e (cte; cos Bt + ctery sen Bt),

onde cte; = ctey + cte; e ctey; = i(cte; —ctey), e, como R C C, podemos considerar
constantes ctej e ctej reais.

Parax” —6x'+13x =0, comoa = 1,b = —6ec = 13, ¥2 — 67+ 13 = 0. Portanto,
comor+ =3=E2i,0ouseja,x=3eP3 =2,

x(t) = e3(cte cos 2t + cteyy sen 2t)

é uma solugdo geral de x” —6x" +13x = 0.
TEU PARA UMA EDO LINEAR DE 11 ORDEM.

7Cf.p.21.
8Cf.p. 19.
9Como no caso I supracitado, para simplificar a notacdo dos indices, denotamos

{—=+={1,2}.
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Assim como para as equagdes de I ordem do capitulo 1, existe uma tnica solugdo para o
seguinte poi:

a(t)x” +b(t)x" +c(t)x = 0;
x(to) = xo;
x'(to) = Yo

Note que, juntamente com (2.2), temos, agora, duas condi¢des iniciais: “posi¢do e veloci-
dade em t = ty unidades de tempo”.

EXEMPLOS

1.

Uma solugdo geral da edo, conforme o caso I da subsecdo 2.1.3,19 ¢ dada por
x(t) = cte; e?t + cte; e 3 t € R.
Essa solugdo, juntamente com
x'(t) = 2cte; e*t —3ctey e 3 t € R,

e as condi¢des iniciais do pvi, determinam cte; e cte;. De fato, de

ctey+cte; = x(0) = 0,
2cte; —3cte; = x'(0) = 1,
temos cte; = % ecte; = —%. Portanto, a solugdo do pvi é dada por
T 2 3t
t)=-et—Ze3 te R
x(t) 5 e 5 e €
’ SISTEMA MASSA-MOLA SEM FORCAMENTO Ill

x"+x=0;
x(0) = 2;
x'(0) = 3.

Como 12+ 1 = 0 &= 1 = +1i, uma solugéo geral da edo é dada por
x(t) = ctejcost +cterysent, t € R.
Essa solugdo, juntamente com
x'(t) = —ctersent + cterycost, t € R,

e as condigdes iniciais do pvi, determinam cte; e cter;. De fato, como

Ctel = X(O) = 2/
ctef = x'(0) = 3,

a solugdo do pvi é dada por

x(t) =2cost+3sent, t € R.

10Cf. p. 21.
Na figura 4.4, pagina 81, estd ilustrado um sistema massa-mola com forcamento.
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3 PENDULO SIMPLESI

Figura 2.2: Péndulo simples

Conforme a figura 2.2, considere um péndulo oscilando livremente, sem sofrer resis-
téncia do ar, em torno de um ponto fixo P, onde nédo ha atrito. O péndulo é formado
por uma haste rigida de massa desprezivel, medindo L unidades de comprimento, co-
nectada a uma massa unitaria puntiforme, fixada na extremidade oposta a P, e oscila
sob a agdo da aceleracdo da gravidade g. Seja x(t) a amplitude do péndulo, ou seja, o
angulo entre o péndulo e a sua posigdo vertical de repouso.'? Assim, a forca atuando
sobre a massa supracitada é dada por

—gsenx(t).

O periodo T é o tempo necessario para o péndulo completar um ciclo, isto é, uma osci-
lagdo para a esquerda seguida de uma para a direita. Para oscilagdes “suficientemente
pequenas”, temos senx(t) ~ x(t), ou seja,

—gsenx(t) =~ —gx(t),

T~ 2n 2.13
g

Pela sequnda lei de Newton, como esse movimento oscilatério depende apenas de ge L,
temos a edo
Lx” 4+ gsenx(t) =0,

que, para oscilagdes “suficientemente pequenas”, pode ser escrita como

Ix" +gx =0,
ou seja,
n, 9
Zx =0,
x4 I_X

com solugao geral dada por

x(t) = ctey cos ((M) t) + cteyy sen ((M) t) ,teR.

12Caso houvesse atrito e/ou resisténcia do ar, a amplitude diminuiria com o tempo, até que o movimento
oscilatério cessasse na posicdo de repouso do péndulo.
13pesquise no Google!
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Portanto, para condiges iniciais x( “suficientemente pequenas”, podemos considerar

0 pui
x" +@x =0;
x(T) = xo;
x(T) =0.
Utilizando a solugdo geral supracitada, juntamente com as condi¢des iniciais desse puvi,
temos
ctercos (Ty/g/L) + cterrsen (Tv/g/L) = X0;
V9/L (—ctersen (T\/g/L)) + +/g/L(cterrcos (Tv/g/L)) = 0,ouseja, (2.6)
—ctersen (T+/g/L) + ctery cos (Tv/g/L) = 0.

Multiplicando a primeira equagdo, de cima para baixo, de (2.6) por cos (T/g/L), a
tltima por —sen (T+/g/L) e somando as equagdes obtidas dessas multiplicagdes, ob-

temos
cte; = xp cos <T\/ g/L) .

Substituindo essa constante na tltima equagdo de (2.6), temos

—Xp sen <T\/m> + cterp = 0.

Assim, a solugdo do pvi supracitado é dada por
x(t) = xo (COS <Tm> cos ((M) t) + sen (T\/ﬁ) sen ((M) t))
= X COS ((T — t)M) .

2.2 Edo linear de II ordem nao homogénea

Essa edo é dada por (2.1),!* agora com d # 0.

SOLUCAO GERAL I

Se xy, € uma solugdo geral da edo homogénea associada a edo (2.1), isto é, solugdo geral de (2.2
e xp € uma solugdo particular de (2.1), entdo

)15

X = Xp +Xp (2.7)

é uma solugdo geral de (2.1).

De fato,
ax” +bx’ +ex = alxn +xp)" +b(xn +xp) + clxn +xp)
= a(xy +x,) + b (xf +xp) +clxn +xp)
= ax{] +bxj, +cxp + ax{)' + bx{) +cxp
=0+d
= d.
1Ct.p.19.

15T1dem.
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SENDO a, b E ¢ CONSTANTES, COMO OBTER Xy,? I

Considere, por exemplo, a =1,b = -3 e c = 2, ou seja,

x"—=3x"+2x =4,
e d(t) dada por uma das seguintes fungdes:
1. et
2. 22 +4t+1;
3. cost;
4. &3+ 2t + 4t + 1+ cost.
Para cada d, como

x" 3 +2x =0&=12—-3r+2=0
—re{l,2},

uma solucdo geral é dada por (2.7), com
xn = ctejel + ctese?t.

Agora, para determinar uma solugao particular x,,, dependendo da d considerada, usaremos
o método seguinte:

2.2.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados, ou, a serem determinados

Nesse método, testamos “candidatas” para x,, conforme o tipo de fungéo d dada.

1. Para d(t) = €3, testaremos Xp = Ae3t 16 onde A é o coeficiente a ser determinado.
Assim, paracadat € R,

1 !/
x]'; — 3X{) + 2xp = et — (Ae3t> -3 (A€3t> +2Ae = ¢t
— 9Ae?t -3 <3Ae3t> +2Ae3t = ¢t
— 2A—T1)et =0.
Entdo, 2A —1 =0, ou seja, A = % Portanto, uma solugéo geral de x”' — 3x/ 4 2x = €%

é dada por

1
x = ctee! + cte,e?t + zef‘t, t e R.

16por que?
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2. Para d(t) = 2t2 + 4t + 1, testaremos Xp = At? + Bt+ C,17 onde A, B e C sdo os coefici-
entes a serem determinados. Assim, paracadat € R,

" 3x! 4 2xy = 2t2 -4t + 1 A2 4Bt C) —3(At+BteC)
Xy =3+ 2xp = 288 + 4t +1 — (A +Bt+C) —3(At +Bt+C)
+2<Atz+Bt+C>:2tz+4t+1

— 2A —3(2At+B) + 2At2 + 2Bt +2C =2t + 4t + 1
— 2A—2)t> + (—6A + 2B —4)t
+2A—-3B+2C—-1=0.

Entdo, 2A =2, 6A+2B =4e2A—-3B+2C =1,0ouseja, A=1,B=5eC =7.
Portanto, uma solugédo geral de x”" — 3x/ + 2x = 2t? 4+ 4t + 1 é dada por

x = cteje! + ctere? + 2 +5t+7,t € R.

3. Para d(t) = cost, testaremos x, = A cost + Bsen t,8 onde A e B sdo os coeficientes a
serem determinados. Assim, paracadat € IR,

Xy — 3%, + 2xp = cost => (Acost+Bsent)” —3(Acost+Bsent)’
+2(Acost+Bsent) =cost
— —Acost—Bsent—3(—Asent+ Bcost)

+2A cost+2Bsent = cost
— (A—3B—1)cost+ (3A+B)sent =0.

Entdo, A—3B =1e3A+B =0, ouseja, A = % eB = —%. Portanto, uma solugao
geral de x” — 3x’ + 2x = cos t é dada por

1 3
x = ctejet + Cteze2t + 0 cost— 70 sent, t € R.

4. Analogamente aos itens 1, 2 e 3 da subsegdo 2.2.1, para d(t) = et +2t2 + 4t + 1+ cost,
uma “candidata” para solugdo particular pode ser escrita como
xp = Ae>* + Bt? + Ct + D + Ecost + Fsent.

A resolucéo do sistema nas varidveis A, B, C, D, E e F, fica como exercicio.'”

EXEMPLO

Considere a edo
x" —6x' +9x = e, (2.8)

7Idem.
18]dem.
YResolvendo o sistema supracitado, obtemos
1 1 3
A=-5,B=1,C=5D=7E=—eF=——.
2 10°° 7 10
Portanto, uma solugdo particular do item 4 é a soma das solucdes particulares obtidas nos itens 1, 2 e 3 supra-
citados.
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Assim, como

x" —6x' +9x =0 &= 12 —61+9=0
<:>T:3/

uma solucdo geral da equacdo homogénea associada a (2.8) é dada por
xp = ctejet + cteyte’t

Agora, escolhendo x, = Ae3t como “candidata” a uma solugdo particular de (2.8), temos,
paracadat € R,

Xy —6x), + 9%, = &7t = 9Ae — 6<3A63t> +9Ae = ¢t
— (9—18+9—1)e’t =0
ﬁ 631: = O,

que é uma igualdade invéalida. Tentaremos, entdo,

onde y é uma funcéo a ser determinada. Logo, para cada t admissivel,

X)) —6x) 4+ 9%, = et = (y" + 6y’ + 9y)e’ —6(y’ + 3y)et + Jye’t =&’
SN (y//_])e3t —0

ﬁ y// — ]
— y/(t) =t + cte3
tz
= y(t) = ?+Cte3t+cte4.

Para uma solucgdo particular, considere cte; = 0, i = 3,4. Portanto, paracadat € R,

tZ

. (2.9)

Agora, estudaremos outro método para obter uma solugdo particular, que também funciona
caso d(t) admita termos que ndo sejam exponenciais, polinomiais ou trigonométricos.

2.2.2 Método de variacao de parametros

WRONSKIANO DE x1(t) E x2(t)

E definido como o determinante

para todo t € IR, com x;(t) e x(t) diferencidveis.
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EXEMPLO

Paracadat € R, se x;(t) = €3t e x,(t) = te3!, entdo

e3t te3t

3e3t et 4 3tedt
_ 3t (eSt n tegt> _ te3tedt

— bt

FORMULA DA VARIACAO DE PARAMETROSI

Se x1 e x; sdo solugdes li da equagido homogénea (2.2) e W(t) é o wronskiano dessas fungoes, pode ser
demonstrado que

_ X2 (t) (—d(t)) X1 (t)d(t)

W(t) =

é uma solugio particular de (2.1).20

EXEMPLOS

1. Para a edo (2.8),%!
x(t) = ctere® + cteyte® +x, (t)

é solugdo geral e x;, ¢ uma de suas solugdes particulares. Como a(t) = 1 e, pelo exem-
plo supracitado, W(t) = €%, temos

te3t (—e3t e3tedt
xp(t) = et (J % dt) + tet (J & dt)
= et (—J t dt> + tet <J 1 dt)

coincidindo com (2.9).22

2. Para aedo
x" +x = sec t,
comotm?+1=0,istoé, r= +i,ouseja, T=0+1-1,
x(t) = €%t (ctef cos(1 - t) +ctery sen (1 - 1)) +xp(t)
= ctejcos t + ctep sent + x;(t)

20Ct. p. 19.
21Ct. p. 28.
22Cf.p. 29.
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é solugdo geral e x,, ¢ uma de suas solucdes particulares. Como a(t) =1Te W(t) = 1,3
temos
xp(t) =cost (J sent (—sect) dt> +sent (J cost sect dt)
=cost (J (—tant) dt) +sent (J 1 dt)
=cost In|cost|+ tsent.
Na segunda igualdade, utilizamos sect = ﬁ Na dltima, de cima para baixo, utiliza-
mos

— t
J(—tant)dtzjmdt (u=cost = du = —sentdt)
cost

1
:J—du
u

=Inu|+cte
= In| cos t| + cte.

Para uma solugdo particular, considere cte = 0.

BVerifique!
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Capitulo 3

Teoria de II ordem - séries de Taylor

3.1 Séries numéricas

Seja (aj,ay,...,an,...) uma sequéncia numérica. A expressao
o0
a1—|—a2—|—---=Zan (3.1)
n=1

é uma série associada a sequéncia supracitada. Nesse caso,
Sni=a1t+ay+---+an

é a n-ésima soma parcial dessa série.

EXEMPLO

Para a progressio geométrica (pg)

Lelely —i] (3.2)
274738 S0 ‘

n=1
temos as seguintes somas parciais:

1
S]:—:O,S, Sy =

2
OBSERVACAO I

O primeiro indice de uma série pode ser algum inteiro ndo-negativo ny # 1. Nesse caso,
podemos representéd-la por

oo

§ an.

n—=ngp

—_—

1 1
=0,75, ==-+-+-=0,875, ...
+ S3 2—|— 3

Nl —
A=
~

EXEMPLO

33
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Acrescentando o numero 1 a (3.2), temos
1 1 1

Retirando o nimero 1/2 de (3.2), temos

1

— 1
+ +16"':Zz_n'

Bl =
oo | —

3.1.1 Convergéncia ou divergéncia

Suponha que a sequéncia
(81/52/°°-/ST‘U'-')

de somas parciais converge para o namero s, ou seja, existe o limite dessa sequéncia e esse
limite é igual a s. Nesse caso, dizemos que a série aj + a; + - - - converge (para s) e denotamos

s = lim sy
n—oo

= lim (a;+-- -+ an)

n—oo
o
=Y an
n=1
Caso o limite s ndo exista, a; + a; + - - - é dita divergente.

EXEMPLO

Considere a pg
(a, aq, aqz, e, aq“’], aq™,.. )

com razdo q # 0 e primeiro termo a; = a # 0.! Temos, entdo, os seguintes casos:

DIVERGENCIA PARA |g| > 1 I

Nesse caso, temos 0s seguintes subcasos:

Aqui, as somas parciais sdo dadas por

siT=aq1=aq, S=aq1+a=2a, ..., sSpn=a1+---+a,=naq, ...

Portanto,
aj+a+---= lim na
n—oo
_ ocosea > 0;
| —oosea<0.

1 Assim, 0 n-ésimo termo é a,, = aq“*1 .
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q=—1 . N
Aqui, as somas parciais sdo dadas por
$1 = m=aq
S = qt+ay=a+(—a)=0,
s3 = at+apt+a3=0+a=a,

sS4 = qyt+taxt+azt+as=a+(—a)=0,

Ou seja,
s — ) a sen ¢ impar;
n 0 senépar.
Obviamente, essa sequéncia diverge.

Por um lado, como
sn=a+aq+aq’+---+aq",
temos
qsn = aq+aq’+---+aq™ +aq™

Assim, da diferenca s, — qsn, temos

(1—q)sn=a(1—-q").
Logo, como q # 1,

a(l—q")
Sn
1—q
Portanto,
a+aq+aq2+---:nli_rgosn
_m (3.3)
= lim all=q) (T—q%

n—0o00 ]—q

é divergente. De fato, [q"| pode assumir valores tdo grandes quanto se queira.

CONVERGENCIA PARA |q| < 1 I

Nesse caso, como

lim (1—q") =1,

n—oo

at+aq+aqi+---=

1—q’ (3.4)
por (3.3).

Para os dois primeiros exemplos desse capitulo, temos, via (3.4),

T 1 1 1/2 T 1 1 T 1 1 1/4
— 4 — =" 1 14— = =2 Yt — 4. =" —1/2.
5tz 1" tatg+ =1 e ;tgTiet — /
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Podemos, ainda, utilizar esse exemplo para ilustrar o seguinte resultado:

PROPOSICAO 1 I

A convergéncia/divergéncia da série (3.1), pdgina 33, nio é alterada pela exclusdo de um niimero
finito de seus termos e nem pela inclusio de um niimero finito de outros termos.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 1 I

Seja oy a soma de k termos da série (3.1). Assim, se spx = sp — 0, . = 1,2,..., a exis-
téncia de lim s,y é equivalente a existéncia de lim s;.
n—oo

n—oo
PROPOSICAO 2 I

Considere o constante e um niimero s tal que ay; + a; + - - - = s. Assim,
xar+oay+ - =«s
=a(lai+ay+---).

EXEMPLO

Pelo exemplo anterior, temos

1 1 1 1 1
=2
=21

—a(g et
- \2 48 '

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 2 I
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PROPOSICAO 3 I

Sejam s e S niimeros tais que a1 +ay+--- =seAj+ Ay +--- = S. Entio,

a+AT+ay+Ary+---=s+S

=(gp+a+---)+AT+A+---).

EXEMPLO

Note que,

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 3 I

D (an+An) = lim 3 (ai+A)

n=1 i=1
n n
= lim (Z ai + Z A1>
R i
n n
= fim ) et fim ) A
(0.0 ' (0.0 '
= Z an + Z An
n=1 n=1
=s+S.

PROPOSICAO 4 I

37

Se Y 27, an converge, entdo limn_,0o an = 0. Portanto, se limn_,o an # 0, entdo ) 7| an

diverge.

EXEMPLO

A série
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diverge pois

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 4 I

SeS1=0eSqy=sp_1,n=2,3,...,como ) ;7 ;an converge, entio
lim s, = lim S,
n—oo n—oo

é igual a um (Gnico) ntimero s. Assim,

lim a, = lim (s, —Sn)

n—oo n—oo
= lim s, — lim S,
n—oo n—oo
=s—s
=0.

PROPOSICAO 5 I

A reciproca da proposigio 4 nio é verdadeira, ou seja, é possivel que limn_,0o an = 0e Y 7 an
seja divergente.

EXEMPLO

Embora lim % = 0, a série harmonica
n—oo

o0

] 111 1 1
LIS ULV LAV DL AL L 3.5
nT T273 a5 e TR (3:5)

diverge. De fato, como

111 1 LR S0 S SO0 B IR B t
3'47347472 5'6'7°8°8"s8"'s8"'s8 2 ¢

(3.5) ndo pode ser maior que a série

1 1 1
1—|—§+§+z+"'—1+1+1+"',

que é divergente.
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PROPOSICAO 6 I

o0 (e}
Considere 0 < an < Ay, para cada indice n > my. Assim, ) an converge se » Ay con-
n—=—mop n—=—mop
verge.
EXEMPLO
A série

= 1 T 1
Zﬁ:1+?+3—3+---
n=1

converge. De fato, como (1/n)™ < (1/2)" para cada inteiron > 1, temos
(0.0) o0
1 1 3
““ZESHLZZTZE-
n=2 n=2

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 6 I

Como 3 7 Ay converge, existe um ntimero S tal que

. (3.6)
= fim, ) A
1—"Ny
Além disso, para cada indice n > ny, como 0 < a, < Ay, temos
0<spn=aj+---+an
<A1+ +AL= 5,
<S5,

por (3.6) e pela monotonicidade da sequéncia (Sno, Sng+1-- ) 2 Portanto, a sequeéncia cres-
cente (sno, Sngt1r-- ) também é limitada. Assim, existe um ntimero s tal que

s = lim s,
n—oo

o0
— § an.

n=no

PROPOSICAO 7 I

(0.0 o
Considere 0 < An < an para cada indice n > ng. Assim, Y  an divergese Y Ay diverge.
n=ng n=ngo

2Essa sequéncia é crescente.
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EXEMPLO

1+ \Lﬁ + \/Lg + - -+ diverge. De fato, 1/n < 1/4/n, para cada inteiro positivo 1, e a série
(3.5) diverge.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 7'

o0 o0
Suponha que ) ay converge. Logo, pela proposicdao 6, ) A, converge.
n=ng n=no

PROPOSICAO 8: TESTE DA RAZAO (RESPECTIVAMENTE, RAIZ) I

Sejam an > 0 para todo indice n > ng e L um niimero tal que

o«
lim /™ —

(respectivamente, lim Y a, =1L).
n—oo dpn P "nSoo VO )

Entdo,
00 converge se L < 1;
an { divergese L > 1;
n=ng pode convergir ou divergir se L = 1.
S 1 1
1. > o= 1 +i3t 13t Converge.3 De fato,

S
I}

Qi 1/(n+1)!
an,  1/n!
n!
(m+1)!
n!
- (m+1)n!

quando n — oo.

3De fato, pela proposigao 6, basta observar que

1
] < F,paranz 1,

e a série

converge.
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N
M8
a3
I
N
+
(S
+
wﬁ“
+

... diverge,4 De fato,

3
I}

2n+1
An+1 _ nfl
=
an -
2n+1 1
:z—n'n_H
n
1
=2 1%2
1+1

quando n — oo.

N
+
N —

quando n — oo.

4.

Mg

_I_

WIN

+

L[N

+ - -+ converge ou diverge?

N|—

noo_
n+1 —

n=1

4De fato, pela proposigio 7, basta observar que

1 2

— < —,paran > 1,
n o n

e a série

5

n=1

31—

diverge.

41
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Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

an+1

an

quando n — oo. Por outro lado,

1
n

quando n — oo. Entdo, pela proposicado 4, a série é divergente.

Outro modo de verificar que a série diverge, é observar que, para cada inteiro positivo
—_— _n

n, an = o7 <Tle

ant1 _n2+2n—|—1
an  n2+2n

B n2+2n

> 1,
isto €, a1 > an. Assim, como
O<ag<my<...<apn<app <...<1

é uma sequéncia de termos positivos, estritamente crescente e limitada superiormente
por 1, existe o limite

lim a, € (0, 1].

n—oo

o0
Portanto, Z] a7 diverge, pela proposigdo 4.
n—=

o0
1 _ 1 1 1 ;
5. Y = 13 + 33+ 34 + - converge ou diverge?
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Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

1
n+1 _ (n4+1)(n+2)
an 1

n(n+1)
1
- ont2
n
1
= > — 1
T+2

quando n — oo. Por outro lado, como, para cada inteiro positivo n,

1
M

1 1

segue que

isto é, a série converge para 1.

PROPOSICAO 9: TESTE DE LEIBNIZ I

Considerem vdlidas as sequintes condigdes:

l.ay>ay>--->ap>--->0;

2. lim a, =0.
n—oo

o0
Entdo, a série ) (—1 “Ha, converge para um niimero no intervalo (0, aq], isto é,
n=1

O<ai—ap+az—ag+---<a.

EXEMPLO

43

o0
> (—1 L = — % + % — % + -+ converge para um nuimero em (0, 1]. De fato, as duas

n
n=I1

condi¢des da proposicdo 9 sdo satisfeitas para an = %
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3.2 Séries de fungoes

Considere uma sequéncia de fung¢des, digamos fy, f2, ..., fn,...,e umconjunto I # @ contido
no dominio de todas essas funcdes.
Note que, paracadat €I,

fi(t)+ )+ =) fult)
n=1

é uma série numérica. Assim, todos os resultados apresentados (para as séries numéricas)

o0
permanecem validos para ) fn(t), para cada t € I. Portanto, caso exista um ntmero f(t),
n=1

para cada t € I, tal que

M
-
=
—+
—
I
[
—
=
—
~

n=1
o0
diremos que }_ fn converge para f (em I) e denotaremos ) ;> ;fn = f. Nesse caso, I é dito

n=1
dominio de convergéncia de f.

3.21 Exemplo fundamental: série geométrica

THt+t2 4t =) !

M2

3
I

tm

M

3
L

‘

4

—_—

—t

,1).> Por outro lado, a série geométrica é divergente para
6
,00).

para t| < 1,isto é,t € I = (—
[t| > 1, ouseja, t € (—oo0, —1]U [

EXEMPLOS

Utilizando a série geométrica, podemos obter representagdes em série de fungdes e I para:

L g(t) =
3
2. h(t) = 5
3. o(t) =51y
tZ
De fato:

Na segunda igualdade, utilizamos a mudanca de indices m = n — 1. Na terceira, de cima para baixo,
utilizamos (3.4), pagina 35.
°Cf. (3.3), pagina 35.
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1. Se u = —t3, entdo

t J—
g(t) = (=0)
1
C1l—u
o0
:Zun
n=0
o0
:Z( ])nt?m
n=0
=T+t —t7 4.
paratEI:(—1,1).7
2.
h(t )=2t39()
_Zz nt3n+1
:2t3—2t6+2t9—2t12—|—---,
paratEI=(—1,1).8

3. Sev = &, temos

It <1=[tP <1
:>‘t3‘<1
:>\—1\‘t3‘<1
:>‘—t3’<1
= |u| < 1.

8Por definicao, o dominio de convergéncia de h é igual ao de g.

4

45
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parat eI = (=5,5).2

4.
d(t) = —to(t)
0 tﬂ+2
= — ﬁ
n=0 b
2 2t
~ 5 ;B 7B
parat € I = (-5,5).10
3.2.2 Definicao de convergéncia absoluta
o0 o0
> fn converge absolutamente (em 1), isto é, ) fn(t) converge absolutamente, para todo t € 1,
n=0 n=0

quando E ]fn| converge (em I).
n=0
EXEMPLO

o0
Y =M converge absolutamente, para todo t € R. De fato, como, para quaisquer t € Re

n=0
ne{0,1,2,...},

sennt 1
lsennt] <1 — | S
e1+%+}1—|—--- converge,
sent sen 2t
2 4

converge, para todo t € IR, pela proposigdo 6 da segao 3.1.

Pode ser demonstrado que convergéncia absoluta implica em convergéncia.!! Contudo,
a reciproca nao é verdadeira.

EXEMPLO

t
- 1
5’<
= v < 1.

[t| <5 =

19Por definicao, o dominio de convergéncia de ¢ é igual ao de o.
1 Assim, a série do exemplo anterior converge.
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o0
No tltimo exemplo da segdo 3.1, vimos que a série Y (—1)""'1/n converge. Contudo, a
n=1

(0.0]
série harmonica )_ ‘(—1)““1 / n| diverge.12
n=1

3.3 Séries de poténcias

o0
Uma série de fungdes ) fn é uma série de poténcias em torno de ty quando
n=0

fn(t) = Qn (t_to)n/ n:O,1,2,...,

isto é, quando a série é dada por

o0
Y an(t—to)" =ap+ay(t—to) +az(t—to) +- -

n=0
Nesse caso, I é chamado de intervalo de convergéncia se

o0

D an(t—t))" =f(t) Vte L
n=0
o0
Para a série geométrica, pagina 44, temos ) t" = 1]Tt comI = (—1,1). Aqui, f(t) = 11?,

n=0
tp = 0 e an, = 1, para cada indice inteiro ndo negativo n.

OBSERVACAO I

Demonstra-se que, para ‘t — to‘ < R, se

f(t) =) an(t—to)"
n=0

—apt+ap(t—ty)+a(t—ty) >+,

entdo

(1) =) nan(t—to)""
2 o7
=a;+2a (t—to) +3az (t—tg) 2+ - -

EXEMPLO

12Confira (3.5), pagina 38.
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Seja x(t) = = t) . Portanto,

i)
<f )

[
l\/lgﬁ[\/lg &If—‘u "'Llf-‘u

— 3
X

+2t+ 32+

paracadat € (—1,1).
TEOREMA DE CONVERGENCIAI

(0.0
Se,paratodot € I, 3 an (t—to)" converge, entio 1 é, exatamente, um dos sequintes conjuntos:
n=0

1. {to};
2. R;
3. (ty— R, to+ R);
4. [to—R,to+R);
5. (to— R, to +RJ;
6. [to—R,to+ Rl

Nesse caso, R é dito raio de convergéncia da série de poténcias e, por abuso de notagdo, R = 0
e R = oo para as condigdes 1 e 2, respectivamente.

EXEMPLO

Para a série geométrica, pagina 44, como I = (0—1,0+1), temos to =0eR = 1.

TESTE DA RAZAOI

Considere que:

e a, #0,paran > ny;

e [ = lim |%nt!
n—,oo

, ou seja,

1
anpg (t—to)™"
an (t—to)"

n—oo

‘ =|t—tp| L
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(0.0
Entdo, > an (t—to)™
n=0

e converge absolutamente, para [t — to| < %;
o diverge, para [t —to| > %;
e pode convergir ou divergir, se [t — to| = %

Note que, aqui, R = %

EXEMPLOS

o0
1. Considere a série 5 (—1)""'n(t—2)". Assim, por um lado, como
n=0

(™24 1)(t— 2™ A
Ceme—zr ||
:n—a(1+l)
n
— =21

sen — oo, segue que L =1, R =1 e a série dada convergeem (2—1,2+1) = (1,3) e
diverge em (—o0, 1) U (3, 00). Por outro lado, a série também diverge em {1, 3}. De fato:

e t = 1 acarreta

00 00
Z n—H n(t— z)n _ Z(_])Zn-i-ln
n=0 n=0

=3
n=0
—(T4+2+34+4+---);

e t = 3 acarreta
o0 o0

2: n+1 t zyl::§:(_]yH4n
n=0 n=0
—1-243—4+--.

Pela proposicdo 4, secdo 3.1, essas séries numéricas divergem.
Portanto, I = (1, 3).

)

2. Considere a série Z
n=I1

. Assim, por um lado, como

(t+4 1)t n2" | |t+1 n
(m+1)201 (t+ 1) 2 n+1
t+11 1
- 5 1
2 14+
1
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sen — oo, segue que L = %, R = 2 easérie dada convergeem (—1—2,—-1+42) = (-3,1)
e diverge em (—oo, —3) U (1, 00). Por outro lado, a série converge para t = —3 e diverge
parat = 1. De fato:

e t = —3 acarreta

— (t+1)" o« (2"
Z n2n _Z n2n

n=1 n=1

que converge, pelo teste de Leibniz;

e t = 1 acarreta

© (41 & on
Z n2n _Zﬁ

n=1 n=1

que chamamos de série harmonica e verificamos ser divergente.

Portanto, I = [-3,1).

o0
3. Considere a série ) (2n)!(t—2)". Assim, se n — oo, entdo

n=0
Cn+Mt—2n 2. (2n+2)!
(2n)!(t—2)n N (2n)!
—it—2. 2n+2)2n+1)((2n)!)
(2n)!
=t—-2[(2n+2)2n+1)
—0

somente em t = 2. Portanto, I = {2}.

3.4 Séries de Taylor e func¢des analiticas

Se a fungdo f(t) pode ser representada por uma série de poténcias em torno de t = t, isto ¢,
existe R > 0 tal que

f(t) =) an(t—to)"
n=0

=ap+a(t—ty)+a (t—to)2+"'

para ‘t — to} < R, e tem derivadas de todas as ordens num intervalo contendo (tg — R, to + R),
entdo:
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(0)
o fty) =ap=>ap=" Oo(!tO)"

e Como, via (3.7),13

/() =) nan(t—to)""
n=1

= a1 +2a; (t—to) +3a3 (t—to) + - -

para |t —to| < R, temos

e Como, via (3.7),

(1) = (f')'(t)
=Y nn—TNan(t—to)"?
n=2

)2+...

=2ay+6az(t—ty) +12(t—tp
para [t —to| < R, temos

2 (t)

f"(ty) =2a; = a; = TR

e Como, via (3.7),
f///(t) — (f//)/(t)

= Zn(n— Nn—2)an (t—t)"

n=3

— 6a3+24 (t—ty) + 60 (t—to)* + -
para |t—t0‘ < R, temos

3 (to)
37

"'(tg) = 6a3 = a3 =

e Repetindo esse procedimento para a n-ésima derivada de f, demonstra-se, por indugio
finita, que

£ (¢
an = (0),71:0,1,2,3...
n!

Portanto,

n=0 ' (3.8)
- %‘)H ! gt,‘)) (t—to) + 2(!t°) (t—to) + -

13Cf. p.47.
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2

é a série de taylor de f em torno de t = ty ou, especificamente, em I = (ty — R, to +R),* e f(t) é
dita analitica em 1.

EXEMPLOS

(o]
e Para a série geométrica,15 117t = ) t", paralt| < 1. Podemos confirmar esse resultado,
n=0
verificando que f(t) = 1]Tt é analitica em I = (—1, 1), via:
f(0) = 1170 = 1 = ap
f/(O) - (1_20)2 =1 = ai;
f”Z(O) _ (120)3 — 1 = ay;
Note que, utilizamos f'(t) = ﬁ, (1) = ﬁ, etc.
e f(t) = e! é analitica em I = R, com
(0.0
tTL
t __
e—ij
n=0
t2 3
=14t g5+
De fato,
f0) = e =1 = ag
f70) = e = 1 = a;
f/l 0 0
2= g =) = ay

n=0
2 2 ¢
_t__ -
2 3 2"
De fato,
f0) = In(1+40) = 0 = ap;
f0) = 1 = 1 = a;
1
f70) T a+0Z2 1 _ .
-
£1(0 3

14Ge t =0, (3.8) é a série de maclaurin de f.
I5Cf. p. 44.

16Aqui, to=0eR=1.

7Aqui, to =0e R = co.

BAqui, to=0eR=1.
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Note que, utilizamos f/(t) = % f7(t) = ——1—, f"”'(t) = =2, etc.

+t7 (1+t)27 (1+t)37
EXERCICIO

Verifique que as fun¢des seno e cosseno sdo analiticas em I = R, com

o0 N {2n+1
sent:nZ:O(—H m
3 1
—t 54_5_...
e
00 n tZTL
cost:nZ_O(—U 2n)!
t2 4
_1_2_! yTE

OBSERVACAO I

A analiticidade, em I = R, das fun¢des seno, cosseno e exponencial, pode ser utilizada
para demonstrar a férmula de Euler,

et =cost+isent,!?

observando que
0=1, i'=1, iZ=-1,
=1, =1 i*=-1,

7

= i,
7 _ s

i
i i,

3.4.1 Séries de poténcias e edo

OBSERVACOES I

e O indice de uma série é invariante por permutacdo de letras, ou seja,

3

3

19Cf. pagina 22.
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e Aigualdade de duas séries de Taylor em torno de ty = 0 implica na igualdade dos seus

coeficientes de mesmos indices, 2’ ou seja,
o0 o0
Y an(t—t)" =) balt—t))"=0= an=by, n=0,1,2,...
n=0 n=0
Assim,
o
Y an(t—t)"=0=an=0,n=0,12,... (3.9)
n=0
e Seja
a(t)x” +b(t)x' +c(t)x =0 (3.10)

como na pdagina 19, com a, b e c analiticas em I = (tp — R, to + R). Demonstra-se que
suas solugdes também sdo analiticas em I. Portanto, para obter uma solugdo geral de
(3.10), via séries de Taylor em torno de ty = 0, considere as seguintes etapas:

o
- Assuma que x = )_ ant™ é solugdo de (3.10).
n=0

(0.0 (0.0
- Substituax, x’ = ¥ na,t" 'ex” = Y (n—1)na,t" % em (3.10).
n=I1 n=2

- Caso seja necessario, reindexe alguma série.?!

- Determine a,,n=0,1,2,..., utilizando (3.9).

EXEMPLOS

20De fato, para cada indice n, ap6s ter obtido a,, = by, via t = t(, calcule a derivada de ordem n + 1 das
duas séries e repita o processo.

2 EXEMPLOS

- Param=n-—2,

"

I
M8

(m+1)(m+2)am2t™.
0

3
I

- Param=n+1,

o0
tx = Z apt™t!
n=0

)
= Z am_1t™.
m=1
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1. x"+x=0.

o0 (o]
X'+x=0= Z(n— Dnapt™2 —I—Z apt™ =0

n=2 n=0
oo (0.9)
= Y M+ 1n+2anot"+ > ant™ =0
n=0 n=0

= Y [+ D(n+2)an +an]th =0

n=0
= n+1)n+2)an2+an =0, n=0,1,2,...
an
= — , n=0,1,2,...,
= 2 = T g2

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série) e, depois, trocamos m por n. Entdo, para aj e a; constantes, temos:

ap .
a = -1y
ap .
as —23
a ap .
aq —34 = 7
a aj .,
as —73 5t
a ag .
a = & =
a a .
= 8§ = %
Assim, paran =0,1,2,..., temos
ao n ai
a = (—1)“ e An+1 = (—1 .
n (2n)! nt ) (2n+1)!

Portanto, a solugdo de x” 4+ x = 0 é dada por

%) oo
x = Z a2nt2n + Z azn_Hth—H
n=0 n=0

_ _1\n _1yn__-
_‘10;)( ) (2n)1+‘”;}( Va1

=qagpcost+ ajsent.
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2. x"—tx =0.

o0 o0
x'—tx=0= Z(n— Dnapt™? — Z ant™! =0
n=2 n=0
o0 o0
= Y M+ 1n+2anot" =Y angt" =0
n=0 n=I1
o0 o0
= NR)at®+ ) (m+1)n+2ant" =) ant" =0
n=1 n=1

=202+ ) [(n+1)(n+2)ani2—an]t" =0
n=1
On—1

m+1)(n+2)

— a; =0, a2 = ,n=12,...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 1, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar =0, se ap e aj sdo constantes, temos:

_ ap .

as = (2()1(13)/

ag = (321(24);

(15 = (4325) O, “

e = GJi6) = RIDIRIOK

a7 = 67 = B@e

a = mE =

Entdo, paran=1,2,3..., temos
Qap aq

e

= 2)B3)5)(6)- - Bn—1)(3n) B =B @) (6)(7) - BB+ 1)

enquanto que, paran =0,1,2,..., temos

azny2 = 0.

Portanto, a solugdo de x”" — tx = 0 é dada por

(o] o0
x=ap+ajt+ Z az o+ Z A3y 5]

="

- ”;(z)(s)(S)(e)---(3n—1)(3n)]
_OO t3n+1

Yo ) EaEEm GG T |
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3. x" —t2x = 0.

o0 o0
X"t =0 = Z(n— Dnapt™? — Z ant™? =0
n=2 n=0
o0
= Y (n+1)(n+2)anot" Zan Ht"
n=0

= (N(2)axt® + (2)(3)ast’ + Z(n 1)+ 2ant" = ) apot" =0
n=2 n=2

= 20y +6a3t + Y _[(n+1)(n+2)anis—anJt" =0
n=2
an—2

— a) = as :O, An42 = (n+1)(n+2)’

n=2>3...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 2, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar = a3 = 0, se ap e aj sdo constantes, temos:

as (332’4);

a5 = (4;1(25)"

g = (5&26) 0;

az = (6327) = 0; o

ag = 7168 = B E
ag ®)(9) AB)E)5)

Entdo, paran=1,2,3..., temos

_ ag o aj
T B@D®) - (n—1@En) © U T @ G)8)(9) - (n)@dn+ 1)

enquanto que, paran =0,1,2,..., temos

Q4ni2 = Q4ny3 = 0.

Portanto, a solugéo de x” — t?x = 0 é dada por

(o] o0
x=ap+ajt+ Z amt + Z Ay £

n=1 n=I1
0 t4n
=0 |1+ L G@mE - dn 1)(4n)]
o0 t4n+1
+ ay

Y @EEE - @nan



58 CAPITULO 3. TEORIA DE I ORDEM - SERIES DE TAYLOR

4. (2 +1)x" —4tx' +6x = 0.

(00 o0
x4 x" —4tx' + 6x = 0 = Z(n — Dnapt™ + Z(n — napt™?
n=2 n=2

— i Ina,t" + i 6ant™ =0

=Y -1 nantn+Z M+ 1) (N +2)ant"
n=0

n=0
— ) 4nant™+ ) 6ant" =0
n=0 n=0
— Z n—1nan+ M+ 1) (n+2)an 2 —4nan + 6a,] t™ =0

= Z [<n2—5n+6) an+(n+1)(n+2)an+z} th=0
-3

,n=012,...
m+m+2) "

:>an+2:—

Portanto, se ay e a; sdo constantes, temos:

a = —3(10,

a3 = —3

ag = —0% 0;

as = —O’z% = 0;

ag = —2'3% = 0
6-as5 0;

a7 = —

Assim, a solugdo de (tz + 1) x" —4tx’ + 6x = 0 é dada por

X =ap+at+ azt2+ c13t3

= q (1 —3t2) + a (t— %t3) .
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(t2+1)x" +tx/

2.1

tx" +x" 4+ tx —

—x=0
x(0) =0;
0 1

5

n=0

=>Z

:>Z (M= 1) an+ (1) +Dangz| £ =0

:> an+2:

59

+ Z na,t" — Z apt" =0

n=0
o0 o
+ Z na,t" — Z apt™ =0
=0 n=0

n—1na,+n+1)(n+2)an +na, —ay]tt =0

1

Assim, se g e a; sdo constantes, temos:

Portanto,

e, assim, a solucdo de (tz + 1) x" + tx’

Por outro lado, como ay = x(0)

x(t) =t.

axy = (-1 )n—1

az
as
ay
as
Qg
az
ag

(n—napt™ + Z(n +1)(M+2)anath

+2an, n=01,2,.
o
= —%az = —73z40;
— ——(13 — O,'
_ _ga _ 13 an:
- ¢ — 22540,
_ o) _ -3-5
= —306 = —72765890/
1-3:5---(2n—3)

ay,n=2,3...,

2.4.6-8---(2n) °

A2 41 =O,Tl = ],2,...

o0
X =ap+ a1t+Z azntzn

n=

1

—x = 0 é dada por

.. (2n—3)t2n> + (l]t.

-~ (2n)

= 1, a solugdo do PVI é apenas
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x"=2tx" +x =0;
6. x(0) =0;
x'(0) = 1.

o0 o0 o0
X'—2tx'+x=0= Z(TH— Nn+2)anot" — ZZnantn+ Z ant™ =0
n=1 n=0

n=0

o0 o0 o
— Z(TH— (n+2)apot" — ZZnant“+ Z ant™ =0

n=0 n=0 n=0

= ) [(n+1)n+2an2—2n—Nanlt" =0
n=0
2n—1
m+1)n+2)

— Qpi2 = an, n=0,1,2,...

Assim, se g e a; sdao constantes, temos:

@ = —mymlo

as = (2)1?(11; ;

as = @az = :54—100}

as = @03 5—13i1}

Qg = %04 = 1_56_; Ao,

v gps Ty
g = —=gr Qos

a8 = e

Portanto,

a,n=12,...

e, assim, a solucgdo de (t* + 1) x” — 2tx’ + x = 0 é dada por

o0 o0
X =ap+ajt+ Z Wnt?™ + Z Qopp 1 2]

n=1 n=1
B 2 S [3-7-11---(dn—5)|t™ = [1-5-9--- (4n—3)|t2H!
_a°{1_2_!_z 2n)! Tarqtt) Znt )
n=2 n=1
= apx1(t) + arxa(t).
Por outro lado, como ay = x(0) = 0 e a; = x'(0) = 1, a solugdo do pvi é apenas
x(t) = x(t).

OBSERVACAO I

Esse método de resolucdo, via séries, também é valido para toda edo de primeira ordem
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com coeficientes analiticos. De fato, basta considerar a = 0 em (3.10)

EXEMPLOS

1. x'—x=0.

o0 o0
x’—x:O:>Znant“_] —Zant“:o

n=1 n=0
(o] o0
- Z(n+ Dapth — Z ant™ =0
n=0 n=0

=>Z[(Tl+1)an+1 —anJtht =0

n=0
an
— Ayl = ]’L——{—], TIZO,1,2,...
Assim, para ay constante, temos:
a ap .
a = 3F = 5
a ap .
@ = 3 = 3y
d ap .
a3 = F = 3
a a4,
w =% =%

Logo, esses coeficientes sdo dados por
ao
an = —, n=012,...,
n!
e a solugdo de x’ — x = 0 pode ser representada por

o0
x(t) = Z ant"
n=0

(o]

2. x' = t2x.

o0 o0
x —t?x =0 = Z na,t" ! — Z ant™t? =0

n=1 n=0
(o] o0
= ) M+ Danat™ =) an ot =0
n=0 n=2

S o0
= qq +Za2t+Z(n+ 1)an+1tn—z ant" =0

n=2 n=2
o0
— a; +2at+ Z [(m+TDan—an2th =0
n=0

an—2
ap=a;=0,a =—= n=23...
— 2 n+ = T
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Assim, para ay constante, temos:

ao ao
as 3 3710’
a
— 4 .
as = (153 Olao
d = % = 327
a.
— 4as .
Cl8 - (186 0/(10

Portanto, esses coeficientes sdo dados por

ao
3n(n!)

a3n = € a3n+1 :a3n+2:O/n:O/]/2/°°°/

e a solugdo de x’ — t>x = 0 pode ser representada por

o0
n=0

o0 tSn
3" (nl)
t3/3)

:aOZ

3
= aoet /3.



Capitulo 4

Transformada de Laplace (TL) e edo

41 TL

pvi da edo

Solugao do pvi

A figura 4.1 ilustra a passagem, via TL, do pvi de uma edo, para um problema 4algebrico.
Resolvido esse problema, aplicamos a TL inversa em sua solugdo, para obtermos a a solugdo

do pvi original.

DEFINICAO

A TL de uma fungédo f(t), t € [0,00), é uma fungdo F(s) calculada pelo operador L tal que

Figura 4.1: Problema a ser resolvido

>

(e.9]

Problema de algebra

Solugao do problema de édlgebra

L{f(1)} = J e Stf(t)dt

0
= F(s).

Nesse caso, f(t) é a TLI de F(s) e denotamos

L7F(s)} = f(1).

63
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Além disso, o dominio de F, por (4.1), é formado por todo ntimero s tal que e S'f(t) é inte-
gravel em [0, co).

EXEMPLOS

1. Para s fixo, se s > sy,

(0.0
£ {esot} :J e—stesotdt
%
:J e (s7soltqt
0
t=L
— lim J e (s-soltqy
L—oo t=0
o [etsson 15T
= lim | ——
Looo | — (S —sp) o
_ ! lim <e*(s*s°)L — 1)
S— Sy L—o
1
 s—sp

Na quarta igualdade, de cima para baixo, utilizamos a integral

b eot |b
J etdt = —| (4.2)
a a
que pode ser tanto real quanto complexa.
Assim, para s > sy,
sot 1 —1 1 sot
L{e*t} = =L = eSot, (4.3)
s — 5 s —$p

2. Se s > 0, temos, por (4.3),

Assim, para s > 0,

S

5{1}:1@5—‘{%}:1. (4.4)
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3. Se s > 0, temos, via integragdo por partes,

L{t) = J e Sttdt
0

—sL _

onde aplicamos L'hopital em Le eSLL Logo,ses >0,

1 1
L{t)= 5 & L] {—2} = 1.
s S
. Sejam n um inteiro positivo e s > 0. Assim, via integragao por partes,

L") = J the Stdt

efst oo o) efst
_ {—tn- } —J nt" 1 dt
0

Portanto, como £ {t'} =,

Entao,

Logo, supondo que

prova-se, por indugdo, que

LY = —= (4.5)
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para cada inteiro positivo n.!

ADMISSIBILIDADE I

Em relagdo a (4.1), f(t) é dita admissivel quando existe sua TL F(s).2

LINEARIDADE I

Para cte; e cte; constantes, se f(t) e g(t) sdo admissiveis com transformadas F(s) e G(s),
respectivamente, entao:

L{cte1f(t) + cteag(t)} = cter L{f(t)} + ctea L {g(t)}
= cte1F(s) + ctey G(s)

L7 {cteF(s) + ctesG(s)} = cte; £ {F(s)} + cte, £ {G(s)}
= ctef(t) + ctexg(t).

EXEMPLOS

1. Seja p(t) = —t* + 2t3 + t — 7. Portanto, para s > 0,
jap p

P(s) = L{p(t)}
:_c{ﬁ}+2£{§}+lxw—7ﬁﬂ}

N CIR
0 st 2 s
24+ 125+ 83 —7¢4

onde, na terceira igualdade, de baixo para cima, utilizamos a equacgéo (4.5).
2. Por um lado, temos

L {eit} = L{cost+isent}
= L{cost}+1iL{sent},

INa verdade, essa férmula também é vélida para n = 0. De fato, por (4.4),

ﬁ{@}:ﬁﬂ}
1

S
0!
R

2Embora ndo sejam apresentadas, nesse texto, condigdes suficientes para a existéncia de uma F(s) associada
a uma f(t) arbitraria, em cada exemplo, para f(t) ser admissivel, basta que o dominio da F(s) associada seja
néo vazio.
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por linearidade. Por outro, por defini¢do, temos

L {eﬁ} = J:o e Steltdt

o0
= J ell=s)tgt
0

e(i—s)t 00

i—s

1

s—1i
s i 1
s2+1  s2417

0

67

caso s seja positivo. De fato, na terceira, quarta e quinta igualdades, de cima para

baixo, utilizamos, respectivamente, a equagdo (4.2),

i-s)t _ e—stelt

e(
= e SY(cost+1isent)

— 0,

parat — 00, e que
s 1

s2+1 +lsz+1

é o inverso multiplicativo de s — i.* Entdo, paras >0,

L{cost} = e L{sent}=

L] {szj_]}:cost e L7} {3211}:sent.

. 2 e 5 w _1 1
3. Seja s > w, onde w é uma constante positiva.” Como Tl = 2 (s—w

por linearidade e pela equagao (4.3),

= {SZ_LLUZ}:%L_] {Sjw}_ﬁ_] {slw}>

S
s2+1 s2+1

1
— z(ewt - e—wt)
= senh(wt).

3cost e sent sdo limitadas e lim e~ St = 0.

t—o0
4De fato, se i = —1e{a, b} C R, entdo

. a—ib

5Assim, também, s > —w.

1
S+w

),® temos,

®Utilizamos, aqui, a técnica das fragdes parciais, estudada no cdlculo de fungoes reais de uma varidvel real.
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Analogamente, para s > w > 0, temos

S

h(wt)} = ——.
L{cosh(wt)} 2w
4. Paras > 1,7 como
s+3 __i+ 4 N 1
s(s—1)(s+2) 2s 3(s—1) 6(s+2)
temos
—1 S+3 __§ | 1 i —1 ] 1 | 1
L {s(s—])(s+2)}_ 2£ {s +3£ s—1 +6£ s+2
_ 3 ATy
= 2+Se +6e ’
por (4.3), pagina 64.
5. Se s > 2,8 entdo
s—1 B s—1
s24+2s—8  (s+4)(s—2)
B 1 N 5
6(s—2) 6(s+4)
Portanto,
o s—1 LT EN T
£ {82+28—8}_6e tge
por (4.3).

MUDANCA DE VARIAVELI

Para qualquer constante cte positiva, se f(t) é admissivel, temos

Cif(ctet)} = —F (i) .

cte cte

De fato, como f(cte t) é func¢do de t, temos, por definicao,’

L{f(ctet)} = Joo e Stf(ctet)dt.
0

Agora, se T = ctet, essa integral é igual a

(o]

LJ C_C%Tf(’t)d"t = lF <i> )

cte Jy ~ cte \cte

7Assim, s > —2.
8Portanto, s > —4.
9Cf. pagina 63.
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EXEMPLO

Utilizando as transformadas do seno e do cosseno e a mudanga de varidvel supracitada,
sendo w uma constante positiva e s > 0, temos

|

LA{cos(wt)} =

NE

1
S
w (£) 41
S
wz
s2+w?
CUZ

s
2+ w?

e, analogamente,
w

L{sen(wt)} = Tr ol

(4.6)

DESLOCAMENTO-I I

Sendo cte constante e f(t) admissivel,

£ Ctetf } — J'Oo efst Ctetf )d
-
— e (s—cte) tf )dt
0
= F(s —cte),
para s > cte. 10
1. Por (4.5), temos
I
f(t) =th < F(s) = %' paras >0en=0,1,2,...
Portanto, para s > cte,
n!
E tn ctet —
{the} (s — cte)n 1

e, assim,
!
—1 n. __ 4nctet
£ {(s—cte)““ } ter
2. Seja s > —3. Assim, como

$ 16 9
(s+3)3 s+3 (s+3)2 (s+3)%

10Cf. 0 caso para f(t) = 1, pgina 64.



70 CAPITULO 4. TRANSFORMADA DE LAPLACE (TL) E EDO

temos

M) = e o) oot e ()
(s+3)3 s+3 (s +3)2 (s+3)3

9
—e 3t —pte >t + ztzefg’t.

3. Sejam s e w positivos. Como, por (4.6),

f(t) = sen(wt) & F(s) = sz—l—sz'

temos, para s > cte,
L {e“"" sen(wt)} = F(s — cte)

w
(s —cte)? + w?’

Analogamente,
s —cte
(s —cte)? + w?’

L{e“"" cos(wt)} =

4. Como podemos escrever

3547 3s+47

s2—2s+5 s2—2s+1+4
o 3s+7
=1
_3s—3+3+7
=T
35— 1)+ 10
=T e

temos, para s > 1,

- 3S+7 . -1 S—] -1 2
£ {32—23+5 =3 (s—1)2+4 oL (s—1)2+4

= 3e'cos(2t) + 5et sen(2t).

FUNCAO DE HEAVISIDE DE PASSO UNITARIO I

Para ty > 0, define-se

0 set<ty,
H(t—to) '_{1 set > tg,
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Figura 4.2: Grafico de H(t — tp)

cujo grafico esta ilustrado na figura 4.2. Nesse caso, note que, se s > 0, entdo

L{H(t—1)} = J:O e STH(t —tg)dt

o0
= J e Stdt
to

—st |00

e

—S

to
e—to S

S

Essa transformada pode ser generalizada pela seguinte propriedade:

DESLOCAMENTO-II I

Se s > 0 e f(t) é admissivel, entdo

L{H(t—ty)f(t—to)} = b e STH(t — to)f(t — to)dt

JO
oo

=| e SHf(t—ty)dt
-Ato
oo

= | e swttole(y)du
JO

o0
— g tos J e S%f(u)du
0

= e 'OSF(s).

Na terceira igualdade, de cima para baixo, utilizamos a mudanga de varidvel u =t — to.

EXEMPLOS

1. Determine a TL da fun¢édo seno “acionada” em t = 3, conforme a figura 4.3.

Essa funcédo é dada por

S(t):{ 0 set<3;

sent set > 3.

HNote que, a func¢do de Heaviside “aciona” outras fungdes, a partir de t = to.

71
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Figura 4.3: Grafico de S(t)

Como S(t) = H(t—3)sente
sent = sen(t—3+3) =sen(t —3)cos3 +sen3cos(t—3),
temos
L{S(t)} = cos3L{H(t —3)sen(t —3)} +sen3L{H(t — 3) cos(t — 3)}

1 S
— cos3e s sen3e 35—~
s2+1 + sZ2+1

caso s seja positivo.

2. Considere s > 3. Logo, como

obtemos

TL E DERIVADAS DE f(t)

Para s > 0 e cada inteiro ndo-negativo n tais que

lim e st (1) = 0,

t—o0
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o L{f'(t)} =sF(s) —f(0), pois, via integragdo por partes,
LA{F'(1)} = J:O e S/ (t)dt
= e SH(t)

T Joo f(t) (—se ") dt
0 0

= s L{f(t)}—f(0)

= sF(s) — f(0);

o L{f"(t)} = s?F(s) — sf(0) — £'(0), pois

ci{tw}=c{(r) v}
=sL{f'(t)} —'(0)
= s?F(s) — sf(0) — f'(0);

Podemos aplicar, agora, indugao finita sobre n.

EXEMPLOS

1. E possivel reobter a TL de cos(wt), utilizando a férmula (4.6).13 De fato, basta observar
que

w (L{cos(wt)}) = L{w cos(wt)}
= L {sen’(wt)}
=s L{sen(wt)}—sen0

_ w
o \s2+w?
2. L {senzt} =2

= w 5
U \s2 W)
s(s2+4)"

De fato, seja f(t) = sen? t. Entdo, f(0) =0 e

f'(t) = 2sentcost
= sen 2t.

Por sua vez, a TL dessa derivada é dada por

L{f'(t)} = L{sen2t}
2
s2+4

Agora, basta utilizar a férmula

L{f'(1)} = s L{F(L)}—F(0).

13Cf. pagina 69.
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TLI E DERIVADAS DE F(s)

Para cada inteiro n ndo-negativo onde exista a n-ésima derivada em relagdo a s, temos
foul {F(“)(s)} — (1) (L), 4.7)
ou seja,
LTHF(s) =f(t); LT{F(s)} =—tf(t); L7 {F'(s)} =t*f(t); etc.

A férmula (4.7) é (trivialmente) vélida para n = 0 e, como

d d (%
dSF( s) = = (J tf(t)dt)

_ J:O % (e=) f(t)dt

_ Joo (—te™Y) f(t)dt
0

= —J e Sttf(t)dt

0
= —L{tf(t)},

também é vilida para n = 1. Além disso, caso (4.7) seja valida para o inteiro ndo negativo
n=={

r {tH]f(t)} _ ro e—stt T e(t) dt

Joo (t)dt
0

> d e S f
JO & Y tf(t)dt

_ eie
~ (- )ds (( D)

d€+1
+1
dstt! F(s),

ou seja, (4.7) também é vélida para n = { + 1. Portanto, por inducdo finita, (4.7) é valida para
todo inteiro n ndo negativo.

EXEMPLOS
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1. E facil ver que, se s > 0, entdo
d S
LA{tcost} = s (52—1—1)
1-(s2+1)—s-2s
(s2+1)?
s2—1
(s2+1)%

2. Note que,

cuja resolugéo fica como exercicio.

CONVOLUCAO I

Se f(t) e g(t) sdo admissiveis, entdo

L7 {F(s)G(s)}

I
;ﬁ
>,
Pl
* A
(o]
-
|
a2
o
A

De fato, considere os dominios de integracao

Dy = {(u,v) e]R2|u>o,v>o} e Dth{(t,T) EIR2|t>T>O}

e a mudanca de variaveis
t=u+v,
T=1
Portanto,

F(s)G(s) = e Uf(u)du J~oo e *Vg(v)dv
J 0

e S t(u)g(v)dudvy

0
l,

= J e SYf(1)g(t —T)dTdt
Jp

- t
=| et U f(’t)g(t—’t)d’t} dt
JO 0

= L{f(t) x g(t)}.
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EXEMPLOS

1. QualéaTLide H(s) = ( 2; 2)2?
S w

Primeiramente, note que,

1 1
=T ol = f(t) =¢g(t) = Bsen(wt).

Assim, por convolugao, temos:

h(t) = (f*g)(t)

1 rt
= sen(w(t—1))sen(wT)dt
JO

1 rt

= o2 sen(wt — wT)sen(wT)dT
Jo

1 rt
=3 (sen(wt) cos(wT) sen(wT) —sen(wT) cos(wt) sen(wT)) dt
Jo

t

= % (sen(wt) Jt sen(wT) cos(wT)dt — cos(wt) J senz(wT)d’c)

0 0

1 wt wt
=3 (sen(wt) J senucosu du — cos(wt) J sen’u du>
0 0
=303 (sen(wt) — wtcos(wt)).
) TL DA FUNCAO ERRO I
' t
Seja erf(t) := \/Lﬁ [ e dx. Portanto,
0
:
L7 —— b —ebtierf(Vt).
{ﬁ(s—n} ot ert (V3)
De fato, para F(s) = \/lg eG(s) = 517], temos f(t) = \/Lﬂft e g(t) = et e, se T = x?, entdo
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Vejamos, agora, como f(t) foi calculada:

Lo

onde, na segunda e quarta igualdades, de cima para baixo, efetuamos, respectiva-

mente, a mudanca de varidveis st = u? e os calculos seguintes:

Para Dyy = {(x,y) € lelxz—l—yZ <a% x>0, y > 0},x:rc056 ey = rsen 6, temos

a—o00=1= J e ) dxdy
Dyy
— J e T rdrdo
DTG

rrt/2 a 5
= U e’ rdr} do
J 0

Por outro lado, para « qualquer, temos

oc—)oo:>l(x=J J e~V ) dxdy
0 Jo
08

04

= (J e dx) (J eyzdy>
0 0
o 2

= (J e_xzdx)
0
00 5 2

— <J e~ dx) .
0

Seja, entdo, o € {a, a/\/z}. Como Ia/ﬁ < 1< 1, temos

00 5 2
aﬁoo;‘>1—>(J e"dx) )
0

14No primeiro quadrante, o quarto da circunferéncia de centro (0,0) e raio a, esté inscrito num quadrado de
lado a e circunscrito num de lado a/+v/2.
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Portanto, pela unicidade do limite,

Joo e dx = \/—7_t
5

0

Para concluir a se¢do 4.1, seguem mais duas propriedades e uma tabela onde estdo elenca-
das algumas transformadas calculadas nesse capitulo. Nessa tabela, figuram, por exemplo,
as transformadas das fungdes erfc(t) = 1 —erf(t) e 5(t), dita delta de Dirac e estudada na se-
¢do 4.2. Além disso, a apresentacdo das trés altimas linhas da tabela objetiva estabelecer que
existem invimeras outras transformadas que podem ser obtidas utilizando os resultados desse capitulo.

VALORES INICIAIS E FINAIS I

Se f'(t) é admissivel, ou seja,

L {f’(t)} = sF(s) — f(0),
entao

lim f(t) = lim sF(s) e lim f(t) = lim sF(s), (4.8)

t—0 §—00 t—o0 s—0

caso esses limites existam.

EXEMPLO
1

Seja X(s) = ——57. Entdo, por um lado,

s(s+2)
. ) 1T .41 1
tli)rgox(t) _tliglo <§£ {E_S—FZ})

= 1 lim (1 — e_2t>

2 tooo

Por outro,

TL DE FUNCAO T-PERIODICA I

Sef(t+T)=f(t), t € [0,00), com f admissivel e continua por partes num periodo T, entdo
T

L{f(t)} = ]_]ﬁ L e Stf(t)dt.

EXEMPLO
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Seja f(t) = senwt, w > 0. Logo, f tem periodo T = % e

2n

1 o
LA{f(t)}) = ——= J e Stsen(wt)dt
1—e o Jo
2n
w —st s —st w
B [—me cos(wt) — P sen(wt) .
- 2ns
l—e o
w _Zﬁ
_ s?4w? <1_e ¢ >
1— e_z%s
W
2w

TABELA DE TRANSFORMADAS I

Pode ser conveniente alocar os resultados das transformadas em algum tipo de tabela ou
planilha, para utilizacdo posterior. Na verdade, existem muitos livros dedicados apenas a
essas tabelas. Segue, agora, uma delas, onde coletamos, no lado esquerdo, algumas fungdes
admissiveis estudadas nesse livro, enquanto que, no lado direito, suas respectivas transfor-
madas.’® Além disso, o significado das trés tltimas linhas da tabela é o seguinte: existe um
nuamero infinito de transformadas e, muitas delas, podem ser obtidas com as apresentadas
nesse capitulo.

15Nas duas linhas da tabela relacionadas ao limite (finito) ¢, a segunda coluna decorre da primeira, como
consequéncia da proposi¢do “Se ..., entdo ...” da pagina 78.
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| f(t) | F(s)
thectet n=0,1,2,... n!/(s —cte)""! paras > cte
e“®tsen(wt) w/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
et cos(wt) (s —cte)/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
senh(wt) w/ (s*—w?) paras > w >0
cosh(wt) s/ (s —w?) paras > w >0
5(t — cte) e ctes
sZ /4cte?
erf(ctet) £ - erfc(s/2cte)
erf (v/ctet) s\/%
erfc <cte / 2\/E> e—ctevs /g
_cte e—cte2 /4t e—ctey/s
2v/mt3
f(ctet) L F (<) para cte > 0
eCtetf(t) F(s —cte) para s > cte
H(t—to) f(t—1tp) e StoF(s)
f(t) * g(t) := jéf(T)g(t—T)dT F(s)G(s)

£ ()

n . .
s"F(s)— > snif(i=1) ()
i=1

f'(t) com lim;_,o f(t) = ¢

sF(s) — f(0) com limg_,, sF(s) = ¢

f/(t) com lim¢_,oo () = ¢

sF(s) —f(0) com limg_,o sF(s) = ¢

(1™t (t)

FU(s)

f(t+T) = f(t)

]76+5T f;)r e_Stf(t) dt

2Vt e—c’ce2 /4t

N — cte: - erfc <cte / 2ﬁ>

1_p—ctey/s
sv/s
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42 EdoeTL

Para resolver um pvi via TL, siga, em sequéncia, os passos seguintes:

1. Aplique a TL em ambos os membros da edo a ser resolvida;
2. Resolva o problema de 4lgebra resultante do passo 1;

3. Aplique a TLI em ambos os lados da solugao obtida no passo 2.

EXEMPLO: SISTEMA MASSA-MOLA COM FORCAMENTOI

Sejam m e k a massa e a constante de Hooke, respectivamente, de um corpo sob a agdo
de uma forca f(t) horizontal.'® Considere, agora, o seguinte pui:

my”(t) +ky(t) = f(t);
y0) = yo
y'(0) = vy

Para uma ilustragdo desse sistema mecanico, confira a figura 4.4.

Figura 4.4: Sistema massa-mola com forcamento

Logo, seguindo os passos supracitados, temos:
1.

L{my"(t)+ky(t)} = L{f(t)} = mL{y" (1)} +kL{y(t)} = L{f()}
— ms?Y(s) — msyo — my{ + kY(s) = F(s);

F(s ms my|
Y(s) = g ) . Yo zyo ;
msc+k msc+k msc+Kk
160 uso de “horizontal” com y(t) e ndo x(t) é proposital!
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_ 15 F(s) 1 s ) el 1
y(t)_mﬁ {sz+k/m}+y0£ {sz+k/m}+yO£ {sz—i—k/m}'

Agora, se w = v/ k/m, como

1 sen wt S
L {32+ 2}— e L[ {82+ 2} cos wt,

/

1 1
y(t) = n—lﬁf] {F(S) - m} + 1Yo cos wt + 1%sen wt.

entao

Portanto, via convolucao, temos:
1t Y4
yt)=— J f(t)sen(w(t —T))dt +yo cos wt + 22 sen wt.
mw Jo w

Por exemplo, seja f(t) = sen wt. Assim, procedendo como no primeiro exemplo dado
apos a definigdo de convolugéo,17 temos:

/

y(t) = Tl (sen(wt) — wtcos(wt)) +yp cos(wt) + % sen(wt)
2myjw + 1 2 2wt
= “MYo®w + 7 sen(wt) + MYod” — @ cos(wt).
2mw? 2mw?

EXEMPLO

Considere o seguinte puvi:

y(0) =—1;

y” —6y’ + 15y = 2sen 3t;
y'(0) = —4.

Aplicando £ na edo desse sistema, temos:

3
$Y(s) —sy(0) —y'(0) =6 (sY(s) —y(0)) + 15¥(s) =2+ .
Portanto,
S2Y(s) 45 +4— 65Y(s) — 64 15Y(s) = 0o = (65 +15) V(s) = 5 —s 42
SZ+9 SZ+9

—s3 + 252 — 95+ 24
(s24+9)(s2 —6s5+15)

= Y(s) =

Via frag¢des parciais, como
—s3 4282 — 95+ 24 _As+B_ Cs+D
(s2+9) (sz—6s+15)_ s24+9  s2—6s+15
(A4+C)s®+ (—6A+B+D)s?+ (15A —6B +9C)s + 15B+ 9D
(s2+9) (s2—6s5+15) ’

17Cf. secao 4.1.
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obtemosA:B:ﬂ—O,C:—%eD:%—g.Logo

1 (s+1 —11s+25)

Y(s) = —
)= a9 T 615

Para a primeira parcela da soma entre parénteses, como

S . 1 s +1 3
249 249 249 3 249’

sua TLI é dada por
1
cos 3t + 3 sen 3t.

Para a segunda, como

—11s+25 —11s+25

2—6s+15 s2—65+9+6
_ —Ms+25

- (s—3)2+6
C1(s—3)-8
 (s—3)2+6

sua TLI é dada por

8
—11e3tcos \/gt — = e&tsen \/gt.
N

Portanto,

1 1 8
— o —11 3t 9 3t
y(t) 10 (cos 3t+ 3 sen 3t e3t cos V6t \/ge sen \/gt>

é a solucdo do pvi supracitado.

EXEMPLO

Considere o seguinte puvi:

y(0) =0;

Y +3ty’ -6y =2
y’(0) =0.

Assim, como

Ly} = (£{y'))

d
=~ (sY(s)—y(0))

= —sY'(s) = Y(s),
a aplicacdo de £ (a ambos os membros da edo do pvi) resulta em

s2Y(s) —sy(0) —y'(0) +3 (—sY'(s) —Y(s)) —6Y(s) = %/

83
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para s > 0, conforme a tabela de transformadas apresentada no final da secdo 4.1. Portanto,

—3sY'(s) + (sz — 9) Y(s) = %’
ou seja,
/ 3 s __i

conforme visto no capitulo 1. Entdo, multiplicando os dois membros de (4.9) por u(s) e
integrando, temos:

S2
=2e 6 +cte
Logo,
2 ctees
Y(S) = 3_3 53
Por outro lado, como limy(t) = 0, temos lim sY(s) =0, por (4.8).18 Contudo,
t—0 §—00
2 5
. cteee
M \et e 70
apenas para cte = 0. Assim,
2
Yis) =5 =yt) =t

4.2.1 Funcao delta de Dirac (56(t))
O impulso I de uma forga f(t), num intervalo de tempo [to, to + €], é definido como
to+e
I= J f(t)dt,
to

caso essa forga seja integravel nesse intervalo de tempo. Caso o impulso seja intenso mas de
curta duragdo, no lugar de f(t), consideramos a forca

1/¢, parat € [ty to+ €],
fe(t—to) = { 0, caso contrario,

18Cf. pagina 78.
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Figura 4.5: Forca f. (t — to)

Ve

i
vt >t

conforme a figura 4.5. Assim, para 0 < ¢ << 1,% o impulso instintaneo é definido (e calcu-
lado) da forma seguinte:

o+£ 1
J Lat
t

o

T qtot
= L
= 1 uw.i. (unidades de impulso)

Por outro lado, como

fe(t—to) = —[H({t—to) —H(t—(to+¢€))],

oM | —

1

L{fe (t—to)} = (e7to% — eltoe))
ES

‘l _ eES

£S

— eftos .

DEFINICAO E PROPRIEDADES DE (t)

A funcao 5(t) modela pulsos de curtissima dura¢do, como na figura 4.5, caso ¢ — 0, ou
seja,
d(t—tp) :=lmf (t—tg).
£—0

Demonstra-se que:

0, parat = ty;
d(t—1ty) = ..
° 5 o) { 0, caso contrario.

Para t # to, considere ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que t € [ty, to + €];

o [08(t—to)dt=T1%

Ylsto ¢, ¢ ¢ um ntimero positivo, arbitrariamente pequeno.
20De fato, ¢ — 0 = I, — 1.
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e Se ty € [ty,ty] estd contido no dominio de f(t), com f(t) continua em ty, entdo

17)

Jtz f(t)d (t —tp) dt = J f(to) & (t —tp) dt

tH tH
=1 (to);

o L{5(t—1y)} = e o8, De fato,

) . 1—e
lim £ {fe (t —tg)} = e ' lim
e—0 e—0 ES
Ctnsq.. S€ S
— e 'S lim
e—0 S
— e 105 Jim e ¢S,
e—0

Note que, utilizamos L'hospital na segunda igualdade, de cima para baixo.

EXEMPLO

Para o sistema massa-mola da pégina 81, considere m = 1, k = 2, f(t) = d(t—1) e
Yo = yy = 0. Além disso, ao primeiro membro de sua edo, adicione o triplo da derivada
de sua fungdo incégnita. Em suma, considere

Yy +3y' +2y =58(t—1);
y(0) =0;
y'(0) =0.
Ao aplicarmos £ aos dois membros da edo desse sistema, temos
s2Y(s) — sy(0) —y’(0) +3 (sY(s) —y(0)) +2Y(s) = e = s*Y(s) +3sY(s) +2Y(s) = e*
= Y(s) = e °F(s),

onde, via fra¢Ges parciais,

Portanto, como

y(t) =L {e5F(s)}
=f(t—1)H(t—1)
B 0, se0<t<1,;
T e (1) 20t set>1.

7

A figura 4.6 é uma representacdo qualitativa da solu¢do desse sistema mecanico.
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Figura 4.6: Representacdo qualitativa da solugdo y(t)

{(t)

ot

»t

4.2.2 TL e sistemas
Nos dois exemplos seguintes, vamos obter as solucdes x(t) e y(t) de cada sistema dado.

1.
x'=2x+vy; x(0)=T1;
y' =3x+4y; y(0)=0.

Aplicando £ em cada edo desse sistema, temos:

sX(s) —x(0) = 2X(s) +Y(s);
sY(s) —y(0) = 3X(s) +4Y(s).

A substitui¢do das condicdes iniciais dadas em cada equagdo algébrica desse sistema,

resulta em:
sX(s)—1 = 2X(s) + Y(s);
sY(s) = 3X(s) + 4Y(s).
Manipulando algebricamente esse sistema, temos:
(s —2)X(s) — Y(s) = 1;
—3X(s) + (s—4)Y(s) = 0.
Portanto, A 3
s_
X(s) = —r—— Y($8) = ————.
)= =5 ¢ YT Goneo9)
Entdo, via fra¢des parciais,
3/4 1/4 —-3/4 3/4
X(s) = / + / e Y(s)= / + /.
s—1 s—5 s—1 s—5

Assim, aplicando £~ " em cada uma das duas equagOes anteriores,

23 w1 s 3 i3 st
x(t)—é—1 e+L—1 et e y(t)= 1 e+4—1 e’
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I ey . _ 1.
{x =3x—3y+2;, x(0 }, 4.10)

y'=—6x—1t;, y(0)=-1.
Aplicando £ em cada edo de (4.10), temos:

{ sX(s) —x(0) = 3X(s) —3Y(s) + 2;
sY(s) —y(0) = —6X(s) — Slz

Substituindo as condig¢des iniciais em cada equagdo algébrica desse sistema, resulta
em:

S

(s —3)X(s) +3Y(s) = &%;
6X(s) +sY(s) = 4.

Agora, multiplique a equagdo de cima, desse sistema linear, por s, a de baixo por —3 e
adicione as equagdes resultantes, desses produtos, para obter:

2
(235 —18) X(s) =245+ 212
S

Assim, via fragdes parciais,

s3+5s82+3
X(S): 7
s*(s+3)(s—6)
1 (133 28 3 18)

“T8\s—6 s43 s &
Aplicando £~ em ambos 0s membros dessa equacao, temos:

1

(133e6t _28e3t 13— 18t> .

Por outro lado, a equacdo de baixo do sistema (4.10) pode ser escrita como:

y =J(—6x—t) dt
- —11—8 J (133&t _28e 3ty 3) dt

] 6t 3t
= (133e +56¢ +18t>+cte.

Substituindo a condigdo inicial, associada a equagdo supracitada, nessa dltima, temos:

1 3
—1 = —m(133+56) + cte = cte = e

Portanto,

ylt) = —11@ (133e6t 156673t 118t — 81) .



Capitulo 5

Exercicios para os capitulos anteriores

Aqui, cada exercicio desacompanhado de resposta/solugdo estd resolvido como exemplo,
no capitulo relativo a esse exercicio. Sugiro que o leitor tente resolver cada um desses exer-
cicios, sem consultar seu exemplo associado e, somente apés um esfor¢o genuino, caso ndo
consiga resolvé-lo, que tal exemplo seja revisado.

1. Nos itens seguintes, obtenha a solucdo geral de cada edo e a solugdo particular de cada
poi. Além disso, quando possivel, determine o dominio I de cada solugdo obtida.

(a) LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

; x! = cos t;
' x(0) = 0.

x' =1

3 1,

- { x(1) = 0.
t

[EEvR

; x! = 2tx;
V' x(0) =1.

tx' = —x+t%
X(]) = XQ-

iii. x' =

(b) NAO-LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
i. SEPARAVEIS

/I __ 2.
A {x =14+x%

x(0) =
2
B. x' = ;‘(—2
C.xx=—t,x>0.
ii. ExaTas!

A 2tx =38+ (P —2x) & =0.

B (cost—tsent+x%) + (2tx) &
' x (7t

—
[
— o
=&

iii. BERNOULLI
A X'+ Ix = 3%%
x(2) =—1.

Primeiramente, utilize a condigao necessaria para ser exata.

89
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B { x' =5x + e ?tx7Z;
' x(0) = 2.
iv. HOMOGENEA
A { txx! 42 +x2 =0;
) x(2) =—7.
(c) LINEARES DE SEGUNDA ORDEM
x" +x"—6x =0;
1. x(0) =1,
x'(0) = 0.
ii. 3x" +x'—x=0.
iii. 4x” +12x" +9x = 0.
iv. x”" —6x’ +13x = 0.

x"+x=0;
V. x(0) =2,
x'(0) = 3.

vi. Podemos modelar oscilagdes “suficientemente pequenas” para um péndulo
simples, rigido, de massa desprezivel e comprimento L u.c. (unidades de com-
primento), oscilando livremente, sem atrito em torno de um ponto fixo P, sem
sofrer resisténcia do ar, conectado a uma massa unitaria puntiforme na extre-
midade oposta a P, sob a acdo da aceleracdo da gravidade g, pelo pvi:?

X"+ ix =0;
x(T) = xo;
x/(T) = 0.

vii. x” —3x’ + 2x = d(t), para:
A. d(t) =€
B. d(t) =2t +4t+1;
C. d(t) =cost;
D. d(t) = et +2t2 + 4t + 1+ cos t.
viii. x” —6x’ + 9x = e3t.
ix. x"+x =sect.

2. Para cada item abaixo, obtenha a solu¢do de cada edo/pvi e, caso seja possivel, seu
respectivo dominio 1.3

X/+3t2X :t2, ) .
(a) { X(]) = SL SOLUCAO: x = %_|_ efs :I=R.
e
r_ly -1 1.
/) T mw
/ —_— .
(c) { XXTOX;T' SOLUCAO: x =t — 1+ 2; 1 =R.

x' = 6xt; 5 1 28 /28
(d) { (1) = 21_5 SOLUCAO: X = 55—27; 1 = (—\E\/; .

2Aqui, T representa o periodo do péndulo.
3Lembre-se: I = R para cada edo linear homogénea de segunda ordem com coeficientes contantes.
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(e) 3t2 —x®+ (2x —3tx3) x' = 0. SOLUCAO: t3 —tx3 + x% = cte.
(f) 2tx —3t2 + (12— 2x) x' =0. SOLUCAO: t?x — t3 — x? = cte.

I — — 5tx3. L SES: x — -+ V/10e5t .
(g) x" =5x —>5tx SOLUCOES: x Jate ot oeT)

r a4 f o 21/34t/3

(h) 6x" —2x = tx". SOLUCAO: x = et )
i) x'=1+%F+ (%)2. SOLUCAO: x = ttan(In [t| + cte).
() " +x"=0. SOLUCAO: x = cte; + cteye /4,

(k) x” +4x = 8t — 20t + 8 + 5sen 3t —5cos 3t +24e 2t +8cos2t.  SOLUCAO: x =
ctey cos 2t + cte; sen 2t 4 2t2 — 5t 4+ 1 + cos 3t —sen 3t + 3e 2t 4+ 2t sen 2t + #

(1) x" +2x" = 6e2t +12t%. SOLUCAO: x = cteje 2t + cte, — 3te 2t 4 23 — 3t 4 3t.
(m) x” —6x’ —7x =13 cos2t+ 34sen2t +8e ' — 7t —6.
SOLUCAO: x = cteje '+ ctese’t + cos2t —2sen2t + t — te L.

x"" —4x' +4x = 2e** — 12 cos 3t —5sen 3t;

(n) x(0) = —2;
x'(0) =4.

SOLUCAO: x = —2e?t 4 5te?t + t?e?t + sen 3t.

RESOLUCAO DO ITEM (k)

Por (2.7), pagina 26, basta obter x = xy + X, onde xy, é a solugdo geral de x" +4x = 0
e xp € uma solugao particular da edo

x"+4x =d
=dy+dy+d3+dy;
di(t) = 8t> — 20t + 8,
d,(t) = 5sen 3t — 5 cos 3t,
d3(t) = 24e™ 2,
d4(t) = 8 cos 2t.
Por um lado, 12 +4 = 0 acarreta v+ = 0 + 2i, onde i* = —1. Assim,

xp, = et (cte cos 2t + cte sen 2t)
= ctey cos 2t + cteyy sen 2t.

Por outro, determinando um solucao particular x,, de x"+4x = di, i € {1,2,3,4},
temos uma solugdo particular

Xp = Xpy + Xp, + Xp3 + Xp,

de x"" + 4x = d.* Portanto:

Verifique!
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Para A e B constantes,
xp, (1) = At? + Bt + C = x/, (t) =2At+B
— X, (t) = 2A
acarreta
X)) +4xp, = dy = 4At2 + 4Bt +4C + 2A = 8t7 — 20t + 8
— A=2,B=-5eC=1.
Assim,
Xp (t) = 22 =5t + 1;

Para D e E constantes,

Xp,(t) = Dcos3t+ Esen3t = x]’gz (t) = —3D sen 3t + 3E cos 3t
— Xy, (t) = —9D cos 3t — 9E sen 3t

acarreta
Xp, +4xp, = dy = —5D cos 3t — 5E sen 3t = —5cos 3t + 5sen 3t
—=D=1eE=-1.
Assim,
Xp, (t) = cos 3t — sen 3t.

Para F constante,

Xps (1) = Fe 2 = x] (t) = —2Fe >
— X/ (t) = 4Fe 2

acarreta

X)), +4xp, = di = 8e 2 =24e M
—F =3,

Assim,

i=4
Para G e H constantes,

Xp, (t) = Gcos2t + Hsen 2t —> X{M(t) = —2Gsen 2t + 2H cos 2t
— X, (t) = —4G cos 2t —4H sen 2t

Xp;(t) = 3e2t,

acarreta

1
Xp4 +4X‘p4 — O

£ dg.
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Logo, como G e H ndo podem ser constantes, podemos considerar
Xp, (t) = g(t) cos 2t + h(t) sen 2t,

onde g e h sdo fungdes a serem determinadas. Contudo, utilizaremos outro procedi-
mento para obter x,,: a formula da variacdo de parametros da subsegdo 2.2.2. Assim,
como

—2sen2t 2cos2t

Wit :‘ cos2t  sen2t ‘

=2 <cos2 2t + senZZt)

—2
Xp, (t) = cos 2t J sen 2t (]—82c0s 2t) dt + sen 2t J cos 2t1(8 ;OS 2t) dt

= —4cos 2t J sen 2t cos 2t dt + 4 sen 2t J cos? 2t dt.
Entdo, parau = 2t
Xp, (t) = —2cos Zthenucosu du—+2 senZthos2 udu

= —COSZthenZudu—!-ZsenZthoszudu

2 2
= cos 2t (COSZ u) + 2sen 2t (L—L + Sen u)

2 4
_ cos2tcos4t sen 4t )

2

+sen 2t <2t +

cos4t cos 2t + sen4tsen 2t
2

= 2tsen 2t +

2
= 2tsen 2t + CO; t.

Note que, na segunda (respectivamente, tltima) igualdade, de cima para baixo, utili-
zamos a férmula do “seno da soma” (respectivamente,”cosseno da diferenca”). Além
disso, como

Xp, (t) = 2sen 2t + 4t cos 2t — sen 2t
= sen 2t + 4t cos 2t,

Xp, (t) = 2cos 2t +4 cos 2t — 8tsen 2t
= 6cos2t —8tsen2t

e, portanto,
Xp, T 4xp, = da.

SLogo, dt = %du.
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3. Quais das seguintes séries convergem/divergem? Justifique suas respostas e apresente
os dominios e raios de convergéncia para as séries de poténcias convergentes.

@ 3 ok
n=0

®) 3 o

© 3 o
n=2

@ 3 i

o0
3 . .
(e) Z e g e RESPOSTA: A série diverge.

(0) 2 t%
n=0

( ) o sennnt’.

P n=1 2

(@) Z D™t —2)%

(s) Z 2n)!(t—2)™
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4. Utilizando a série geométrica, obtenha representacdes em série de fungdes e I para:

(@) g(t) = 71
(b) h(t) = 25
© o(t) ==

d) $(t) =

(e) X(t) = (]_145)2;
(f) y(t) = “3t)3.6 RESPOSTA: y(t) =246t +12t> +- .- paracadat € I = (—1,1).

5. Verifique a analiticidade de f(t) em I = (—R, R) escrevendo a série de Maclaurin de f
em [ se:

(a) f(t) = =1;

(b) f(t) = = o0;

() f(t) = ( t),R=1;
(d) f(t) =sent, R =o0;
(e) f(t) =cost, R = oo.

6. Resolva as edos seguintes via séries de Taylor em torno de zero.

(@) x'—x=0.

(b) x’ = t*x.
() x"+x=0.
(d) x”" —tx = 0.

(e) x"" —t?x = 0.
(f) (t2+1)x"—4tx’ +6x =0.

(t2+1)x"+tx' —x =0;
(8) { x(0) =0;
x'(0) = 1.
x" —2tx" +x =0;
(h) x(0) =0;
x/(0) = 1.

7. Nos itens seguintes, dada uma funcdo na varidvel t, obtenha a sua TL na varidvel s e,
reciprocamente, dada uma funcdo na varidvel s, determine a sua TLI na varidvel t.

(@) p(t) =t + 23+t —7.
_ 3
(b) F(s) = —s(s—sﬁ(sm-

(© Gls) = 255
(d) X(s) = 5.

®Note que % =y.
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347
(€) Y(s) = 2555
0, set<3;
(B S(t) = { sent, set > 3.

6773

(g) Als) = 3
(h) x(t) =sen?t.

(i) g(t) =tcost.

(G) h(t) = t% cos(3t).
(k) H(s) = —-

(sz+w2)2 '

8. Resolva, usando uma tabela de transformadas de Laplace, os sistemas seguintes:

(a) Sistema massa-mola com forcamento horizontal f(t), massa m e constante de Ho-

oke k:
my”(t) +ky(t) = f(t);
y(0) = yo
y'(0) =y

y” —6y’ + 15y = 2sen 3t;

y(0) =—1;
y'(0) = —4.

y(0) =0;
y’(0) = 0.

{ y”’ +3y' +2y=5(t—1);



Capitulo 6

Matematica e clima

Nesse capitulo, comegaremos a relacionar as edos com a modelagem climdtica.

6.1 Climatologia

E o ramo das ciéncias atmosféricas que lida com padrdes de tempo (weather), as mudangas
desses padrdes ao longo do tempo (time) e os efeitos dessas mudangas no nosso planeta .2
Esse ramo cientifico é fundamental para o entendimento dos fatores que influenciam o clima
terrestre, tais como: a rotagdo do nosso planeta, a quantidade de radiagdo solar que atinge
a Terra, a distribui¢do de terra e dgua, etc. Atualmente, a climatologia é imprescindivel na
previsdo de mudangas climdticas e nos potencias impactos dessas mudangas e, para melhor
entendé-las, algumas disciplinas cientificas aplicadas sdo essenciais, tais como:

- Ciéncias atmosféricas. Especialistas nessa drea estudam a composic¢do, a quimica e a
fisica da atmosfera, que sdo reguladores criticos da temperatura terrestre, para mode-
lar a concentracdo dos gases do efeito estufa e os padrdes da circulagdo atmosférica e,
assim, obterem proje¢des de como a atmosfera poderd reagir as mudangas climaticas;

Oceanografia. Nossos oceanos desempenham um papel importante na absor¢ado de ca-
lor e di6éxido de carbono. Os oceandgrafos estudam os padrdes das correntes oceadni-
cas, dos niveis de salinidade e do estado dos ecossistemas marinhos para entenderem
como os oceanos estdo reagindo as mudangas climéticas;

- Glaciologia. Os glaciologistas estudam as geleiras, as placas de gélo oceanicas, os ice-
bergs, etc., fundamentais na analise dos dados relativos ao clima terrestre no passado
remoto. Analizando longos tubos de gélo, eles conseguem reconstruir variagdes de
temperatura que cobrem um periodo de milhares de anos;

ISeguiremos (de pertissimo) o excelente livro, publicado pela SIAM em 2013,
Mathematics and Climate, (%)

de autoria dos mateméticos Hans Kaper e Hans Engler.

2 A prop6sito, doravante, os “tempos” supracitados estardo acompanhados das letras w e t, dependendo de
suas tradugdes na lingua inglesa. Além disso, o tempo (w) pode ser definido como o estado das condi¢des me-
teorolégicas/atmosféricas locais de curta duragédo, ou seja, num periodo de alguns dias ou algumas semanas.
Por outro lado, o clima pode ser definido como a média temporal (t) de longa duragdo (meses, semestres, anos,
décadas, séculos, milénios, etc.) do clima, para grandes regides da Terra.

97
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- Modelagem climdtica. Modelos climéticos sdo simula¢des computacionais/numeéricas
que mimetizam o sistema climético terrestre. Esses modelos sdo utilizados como pos-
siveis/provéveis proje¢des das mudangas climaticas futuras sob diferentes cendrios.

Portanto, métodos quantitativos e qualitativos das ciéncias basicas (quimica, fisica, compu-
tacdo, estatistica e matematica) podem ser utilizados no estudo do clima, pois elas represen-
tam o “idioma” no qual as disciplinas aplicadas supracitadas sdo escritas.

OBSERVACOES I

e A principal caracteristica do sistema climdtico terrestre (sct) é a sua altissima complexi-
dade. De fato, esse sistema é particionado e fortemente influenciado por essas partes,
tais como:

- Hidrosfera;?
. Criosfera;*
- Litosfera;’
- Biosfera;?
. Atmosfera;’
- Radiacao solar;®
- Forcamentos (forcings);’
- Retroalimentacao sistémica;!?
- Interdependéncia das partes supracitadas.
e Usaremos modelos qualitativos conceituais que reduzem consideravelmente a com-

plexidade supracitada e, mesmo assim, ilustram aspectos importantes do sct. Além
disso, apresentaremos algumas técnicas matematicas na anélise desses modelos.

e O tnico modo de estudarmos o sct é via modelos matemaéticos, experimentos numéri-
cos e andlise de dados. Experimentos fisicos controlados (e sem riscos para o planeta),
na escala temporal (t) adequada para a eficacia do modelo, estdo fora de questdo.

¢ Um modelo matemaético, por mais complexo que ele seja, sempre é uma aproximagao
grosseira da realidade. O importante é que o modelo produza informagdes tteis para
o entendimento do fendmeno modelado.

3Parte da Terra relacionada com a dgua.

“Parte da Terrra relacionada com a 4gua em estado de congelamento.

SParte da Terra relacionada com a terra.

®Relacionada com os animais e vegetais do planeta.

"Regiao entre a superficie do planeta e o vacuo espacial.

8Energia eletromagnética irradiada pelo Sol.

9Fatores externos naturais (como as variagoes ciclicas da 6rbita da Terra em torno do Sol, erupgdes vulcani-
cas, variacdes na atividade solar, etc.) e antropogénicos, ou seja, induzidos pelo homem (como a composi¢do
atmosférica, uso da terra, etc.).

19Causada pelos efeitos da variabilidade do préprio sistema.
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EXEMPLO

No modelo do péndulo simples,!! ainda que nao tenhamos considerado o atrito no pivd
da haste (ponto onde a haste estd pendurada), a resisténcia do ar e a massa do péndulo
(haste + corpo esférico na extremidade da haste), pudemos calcular o periodo, fundamental
para os rel6gios mecanicos.

6.2 Modelo de equilibrio/balanco energético terrestre (meet)

O meet serd representado por uma edo de primeira ordem

dT
F t/ T/ . |7

onde F é uma relagdo funcional entre o tempo (t), a temperatura média global da superficie
terrestre (T) e a sua derivada temporal (dT/dt). Como veremos, dT/dt serd proporcional a
diferenca energética Ei, — Eout, onde Ej, é proporcional a Sy, que é a radiacdo solar média,
incidente na Terra, por metro quadrado (m?), por unidade de tempo (t), sendo aproxima-
damente 1368 W/m? (watts por m?), e Eout representa a energia térmica (calor) média(o),
emitida(o) pela Terra, por m?, por unidade de tempo, conforme ilustramos nas figuras 6.1 e
6.2.

Figura 6.1: Energia eletromagnética incidente na Terra (Ej,)

Radiacdo de onda curta (shortwave)

780K ® Terra

Sol

Figura 6.2: Energia térmica emitida pela Terra (Equt)

Radiacdo de onda longa (longwave)
1

N /
H‘ Terra
N N\

4

Nesse modelo, conforme veremos, T aumenta quando E;, > Eoyt, diminui quando Ej, < Eout
e, como ndo poderia ser diferente, estd em equilibrio energético quando Ej, — Equt = O.
Além disso, faremos algumas aproximacdes razoaveis, outras grosseiras, ao consideramos
as “hipoteses” seguintes:

¢t p. 25.
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- A temperatura na superficie do Sol é de aproximadamente 5780°K (graus Kelvin);

- Para podermos relacionar Ej, e S, a 6rbita da Terra ao redor do Sol, nesse modelo, é
aproximadamente circular;!?

- No meet, a Terra é aproximadamente esférica e s6lida, com area aproximada dada por
Aesf = 47R?, onde R é 0 seu raio aproximado;

- Devido a distancia orbital (de aproximadamente 149,6 milhdes de quilometros) e aos
seus tamanhos relativos, a radiacado solar atinge a Terra, perpendicularmente, como se
ela fosse um disco de drea Ag;s = TR?;

- Diferencas na composicdo atmosférica terrestre serdo ignoradas;

- Diferencas topograficas, oceanicas, continentais, locais, de insolac;éo,13 etc., serdo igno-
radas;

- A energia necessdria, medida em watt — ano/ m?K 14 para aumentar T em 19K, é cons-
tante e igual a C, o seu valor médio. Essa energia é conhecida como capacidade de calor
(heat capacity) do sistema.

Assim, como AT = T(t + At) — T(t), a capacidade de calor para que a temperatura média da
Terra atinja o valor T(t + At) é dada por

AcsfCAT.
Portanto, como o Sol é a tnica fonte de energia nesse modelo,
AestCAT = Acst (Ein — Eout) At.
Consequentemente, para At arbitrariamente proximo de zero, podemos considerar

ar
Cgr = Ein—Eout. (6.1)

OBSERVACOES I

- Caso exista forcamento, (6.1) é uma edo ndo auténoma, isto é, dependente do tempo (t),
pois Ein = Ein(t) e Eout = Eout(t). Por outro lado, sem forcamento, essa dependéncia
existe mas é indireta, pois, claramente, T(t) depende de Ej, e Equt.

- A dindmica do meet depende das especificidades de Ej, e Eout.

12 A érbita supracitada é, de fato, aproximadamente eliptica ndo circular!

13F o fluxo de energia eletromagnética por unidade de 4rea e varia com a latitude, hora do dia, estacdo do
ano e nebulosidade, tendendo a zero durante a noite e sendo igual a Sp quando a Terra estd numa distancia
média do Sol.

14por conveniéncia, nesse livro, o uso da notacdo de grau é facultativo.
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6.2.1 meet basico

15

Caso Q = %TO e « seja o albedo (médio) da Terra,™ considere

(1 — o) AgisSo

Ein B Aesf
(1= o) (7R?)S,
4mtR2
= (1—-a)Q.

Além disso, pela lei de Stefan-Boltzmann para a radiagdo do corpo negro, considere
Eout(T) = 0T4/

onde o = 5,67 x 1078W/m?K*.1® Logo, para obtermos a temperatura T = T* no equilibrio
energético, como

C% =(1—a)Q—oT4 V7 (6.2)

temos
(1—x)Q = oT*,

ou seja,

o

1/4

Como Sy ~ 1368 W/m?, isto ¢, Q~ 342 W/m?, e o ~ 0,30,'8 obtemos
T* &~ 254, 9°K ~ —18,3°C.1°
Contudo, o valor médio para a temperatura da superficie da Terra é, aproximadamente,
288K ~ 14,5°C.20 (6.3)

Para tentarmos corrigir essa discrepancia térmica, vamos ajustar a energia Eqyt do meet ba-
sico.

150u seja, a fracdo da energia eletromagnética ndo interceptada pela Terra, via reflexdo, devido as nuvens, a
composigdo atmosférica (aerossoéis, por exemplo), ao gelo ou neve, etc.

16Esse tipo de radiacdo depende apenas da temperatura do objeto que a estad emitindo, ap6s ter absorvido
toda a radiagdo solar nele incidindo. Embora isso seja uma idealizacdo, podemos considerar alguns objetos
que emitem radiacdo numa frequéncia préxima a de um “corpo negro”. Por exemplo, numa lareira, quando
a madeira queimada, ap6s um tempo, ja passou até do estado de brasa, mas ainda estd emitindo calor, essa
emissdo é semelhante a da radiagdo supracitada. A propésito, a radiagdo emitida por aparelhos de micro-ondas
também é do tipo supracitado.

17Cf. (6.1).

I8CE. https:/fearthobservatory.nasa.gov/images/84499/measuring-earths-albedo.

YGraus Celcius.

20Ct. https://science.nasa.gov/solar-system/temperatures-across-our-solar-systen.
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6.2.2 meet com efeito estufa

Denotemos por A o comprimento de onda do espectro eletromagnético da energia irradiada.
Aproximadamente, 9 porcento de Ej, é irradiada na baixissima frequéncia da luz ultravi-
oleta, com A < 0,4 pm (micrometros), 38 porcento na baixa frequéncia da “luz visivel”,
com 0,4 um < A < 0,7 um, e 53 porcento préximo da frequéncia da luz infravermelha, com
0,7 um < A < 4 um. Por outro lado, Eyy é irradiada na alta frequéncia da luz infravermelha,
com A > 5 um.
Devido as suas propriedades quimicas, os gases do efeito estufa (di6xido de carbono, vapor
dagua, metano e aerossois) deixam a atmosfera mais opaca para Eoyu, mas nédo para Ejy, €,
para tentarmos mater o equilibrio energético, vamos parametrizar Eyy; com um percentual
0 <e<1,ouseja,

Eout = €0T. (6.4)

Consequentemente,no equilibrio energético,
(1—ax)Q = eoT,
isto &,

E0

1/4
— {(1—06)(2} |

Assim, para ¢ = 0,614 e os valores de &, Q e 0 dados na subsecdo 6.2.1, temos

T" =~ 288 K.

6.2.3 meet com multiplos pontos de equilibrio

Em geral, o albedo terrestre depende da temperatura, ou seja, x = «(T). De fato, caso T seja
suficientemente baixa, uma grande parte de E;, é refletida pela Terra, devido a uma espessa
cobertura de gelo e neve, e, portanto, x = 0,3 fixo (como nos modelos 6.2.1 e 6.2.2) ndo
é adequado. Por exemplo, caso a temperatura média global fique abaixo de 250 K,?! que é
muito abaixo da temperatura média atual de 288 K,??> aproximadamente, a Terra estaria num
processo de congelamento, tendendo a um mundo conhecido como snowball earth, onde:

- A maior parte dos oceanos congelaria, possivelmente, até muitos quilométros abaixo
do nivel do mar, com implica¢des catastréficas para a vida marinha e os padrdes de
tempo (w);

- As geleiras e as calotas polares sofreriam uma grande expansdo, que cobriria grandes
regides da Terra, como a América do Norte e a Eurasia;

- A atmosfera seria reduzida a uma fina camada, pois muitos gases, principalmente o
vapor ddgua, condensariam e congelariam. Isso reduziria o efeito estufa e esfriaria o
planeta.

Assim, vamos incluir nos modelos supracitados a possibilidade desse esfriamento terrestre

ocorrer via
(T) ~ { 0,7 seT< 250K,

0,3 seT>280K.

210u seja, abaixo de —23°C ~ —11°F.
22Q0u seja, 15°C ~ 59°F.
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Além disso, caso
Ein = (1—«(T))Q (6.5)

tenha um crescimento suave (diferencidvel) e um comportamento assintético em altissimas
ou baixissimas temperaturas,?> podemos considerar um modelo em que Ej, represente uma
dindmica similar a da figura 6.3.2* O modelo supracitado é obtido via, por exemplo,25

Figura 6.3: T x 1 —(T), T em graus Kelvin

T—265
OC(T) = 0,5 — O,Ztanh (T) .26
Consequentemente, substituindo (6.4) e (6.5) em (6.1),%
fazendo a equagao

o equilibrio é atingido para T satis-

(1—«(T))Q = eoT?,

que ndo tem solucdo analitica. Contudo, para ¢ = 0,6 e os valores de Q e o dados na
subsecdo 6.2.1, as solugdes numéricas da equagdo supracitada sdo dadas pelas temperaturas

T ~ 288K, T; ~ 265K (o ponto de inflexdo supracitado) e T; ~ 233K,

obtidas pelas interse¢des dos graficos de Ein(T) e Eout(T) conforme a figura 6.4.

Ponto de equilibrio estiavel/instavel

Vimos que a temperatura média da Terra, por milénios, tem se mantido préxima de T;.2
Portanto, T;" é um ponto de equilibrio estdvel. Analisaremos (matematicamente) o tipo de es-
tabilidade do ponto T, onde i € {1,2, 3% pelo sinal do segundo membro de 6.1),%° para

Z3Nosso sistema solar tem mantido uma dindmica estruturalmente estdvel por bilhdes de anos. Estudos
indicam que, em alguns bilhdes de anos, na etapa final do seu processo evolutivo, o Sol serd uma and branca.
Antes de atingir essa etapa, o raio do Sol aumentard, ultrapassando a distancia solar da Terra. Pela estabilidade
estrutural supracitada, ainda temos alguns bilhdes de anos antes da Terra ser carbonizada. Até 14, tudo indica
que aumentos de temperatura serdo assintéticos. Analogamente, qualquer eventual esfriamento também sera
assintotico.

24Note o ponto de inflexdo no centro dessa figura.

2Poderiamos ter utilizado a fungdo arctan, convenientemente transladada, rotacionada e submetida a uma
mudanga de coordenadas que otimize a comparacao entre as escalas dos eixos.

26 A divisdo por 10 permite uma melhor comparacio entre as escalas dos eixos!

2’Cf.pp. 100, 102 e 103.

28Cf.(6.3), p. 101.

2Esse conceito de estabilidade sera definido formalmente num contexto mais geral.

30Cf.p. 100
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Figura 6.4: Ein(T), Eout(T) (em cinza) e temperaturas de equilibrio

pontos T suficientemente proximos de T, ou seja, onde |T — T;| seja suficientemente pe-
queno. Note que, para os pontos supracitados, se i € {1,3} e T < T (respectivamente,
T > T), entdo o segundo membro supracitado é positivo (respectivamente, negativo), ou
seja, dT/dt é positiva (respectivamente, negativa). Assim, como T é crescente (respectiva-
mente, decrescente) até T, dizemos que T é assintoticamente estdvel. Por outro lado, para
T proximo de Ty tal que T < T; (respectivamente, T > T5), o segundo membro supracitado
é negativo (respectivamente, positivo), isto é, dT/dt é negativa (respectivamente, positiva).
Assim, como T é decrescente (respectivamente, crescente) a partir de T.", dizemos que T é
instdvel.

Antes de continuarmos a andlise desses pontos, consideraremos um modelo mais preciso e
proximo da realidade, que descreve a mesma dinadmica do modelo dessa subsegédo, via uma

aproximacdo linear de Eqyt.

6.2.4 meet de Budiko

Essa subsecdo e a subsegdo 6.2.3 diferem apenas na energia térmica liberada pela Terra.
Aqui,
Eout = A+ BT,

onde A e B sdo obtidos por regressdo linear sobre dados de satélites. O melhor ajustamento
para o clima atual foi obtido no final da década de 70, com valores dados por
A ~203,3W/m? e B ~ 2,092 W /m?grau(Celcius),?!
que na equagao
(1—a(T)Q =A+BT

acarretam um grafico e trés pontos de equilibrio aproximadamente iguais aos da figura 6.4
(no enquadramento dado).
Em relacdo as temperaturas de equilibrio, T;" — T;" é (aproximadamente) menor que —50K,

317 guisa de comparacdo, caso aproximemos linearmente Eqy da subsegdo 6.2.3, A e B ficam distantes dos
valores supracitados. (Cf. (x), p.97.)
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T; representa a temperatura “atual” (da Terra), ou seja, bem acima da temperatura de con-
elamento da dgua,?? e TS representa a temperatura da snowball earth, ou seja, muito abaixo

& & 3 Iep p ]

da temperatura de congelamento dos oceanos, conforme destacamos no inicio da subse-

cdo 6.2.3.3 Consequentemente, tendo ocorrido a snowball earth, cabem trés perguntas:

1. O que causou a transi¢do para esse estado (de congelamento)?
2. O que causou a saida desse estado?
3. Na dindmica de T; para T, T; foi atingida?

Respostas razodveis para as essas perguntas sio dadas na se¢io 2.7 da referéncia (x).>* Em
particular, caso o nosso modelo mimetize a evolugdo temporal (t) do clima terrestre, a res-
posta matematica (pela teoria das bifurcacdes) para a pergunta 3 é a seguinte: o ponto instavel
(Ty) néo foi atingido!

6.2.5 Introduzindo bifurcacoes

O que ocorre com T, i = 1,2, 3, quando o pardmetro Q = Sy /4 varia?3®

Figura 6.5: Ein e T, 1 = 1,2, 3, variando

Caso Sy seja decrescente, Ty e T se aproximam, se sobrepdem e, entdo, desaparecem, so-
brando apenas T;, conforme a figura 6.5. Analogamente, caso Sy seja crescente, T; e T se
aproximam, se sobrepdem e, entdo, desaparecem, sobrando apenas T;". Consequentemente,
a variagdo de Sy acarreta uma mudanga qualitativa na dindmica do sistema, pois, de trés
pontos de equilibrio, o sistema passa a ter dois e, imediatamente depois, apenas um. Como
definiremos posteriormente, quando uma pequena variacdo num parametro altera a dina-
mica de um sistema, diremos que uma bifurcagio ocorre.

32Como a escala de t engloba milhdes de anos, todas as recentes “eras do gelo” (periodos glaciais), ocorreram
para T proxima de T7. (Cf. (), p.97.)

33Existem fortes evidéncias que T esteve proéxima de T} durante a era neoproterozdica, entre 750 e 580 milhdes
de anos atrés. (Cf. (), p.97.)

3Ct.p.97.

%No inicio da secdo 6.2, o valor de Sy esta fixado. Nessa subsecio, considere Sy variavel.
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6.3 Qceanos e clima

Os oceanos mantém o equilibrio energético terrestre e auxiliam no ciclo de carbono,?® trans-
portando energia ao redor da Terra via circulagdo oceanica (correntes marinhas), em con-
sequéncia de diferencas de densidade acarretadas por variagdes de salinidade e tempera-
tura (circulagdo termohalina/termosalina (cth) ou cinto de transmissio ocednico (oceanic conveyor
belt)),*” numa escala de tempo (t) de décadas.

6.3.1 2-box model (modelo de duas caixas) para a cth do Atlantico Norte

O Atlantico Norte representa a parte do (oceano) Atlantico delimitada pela Linha do Equa-
dor e pelo Artico.3® A hipétese principal, embora grosseira, do modelo (supracitado) é que o
Atlantico Norte é um grande reservatoério de dgua salgada circulando, devido as diferengas
da densidade

p=p(T,S)
em fung¢do da temperatura e da salinidade

T=T(t)eS=S(t),

ambas em funcdo do tempo (t), conforme a figura 6.6. As outras hipoteses (grosseiras) que
assumiremos sdo as seguintes:

- Seja H uma compensacao (ad hoc) salina, devido a evaporagdo nos trépicos e 4 preci-

pitagdo nos polos;*

- Temperaturas e a salinidades das fronteiras do Atlantico Norte (outros oceanos, at-

mosfera e continentes) sdo denotadas por T;" e S{, i = 1,2, e consideradas constantes;*0

36Cf. https:/ /www.noaa.gov/education /resource-collections/ climate / carbon-cycle.
37 A cth funciona da seguinte maneira:

- Agua salgada aquecida dos trépicos flui para o norte, ao longo da camada superficial do Atlantico
Norte;

- Essa massa de dgua resfria, no percurso para o Artico, tornando-se mais densa, em consequéncia de tem-
peraturas mais baixas e salinidade crescente, devido a formagao de gelo marinho (pelo congelamento
da dgua do mar na superficie ocednica);

- A massa de 4gua mais densa afunda, gerando uma corrente no fundo do oceano que flui para o sul;

- A massa de dgua do fundo oceanico, ao passar pelo oceano Antdrtico, é misturada com dguas mornas e
retorna para a camada superficial do oceano;

- A massa de dgua superficial retorna para os trépicos, completando uma volta da cth.

(A propésito, em relagdo a profundidade oceénica, grosso modo, existem trés camadas: uma pequena camada
superficial (mixed layer), com temperatura aproximadamente constante, uma camada intermedidria um pouco
maior (thermocline), com temperatura varidvel e diminuindo em fungdo da profundidade, e uma enorme ca-
mada final (deep cold water), com temperatura aproximadamente constante.)
Com o aquecimento global e o derretimento das calotas polares, a concentragdo de sal diminui. Isso pode
interromper a cth. Existem fortes evidéncias paleocliméticas de que varia¢des ou colapsos da cth coincidiram
com grandes variagdes climaticas. (Cf. (x), p.97.)

3Em um estudo recente, publicado pela revista Nature, entitulado North Atlantic-Pacific salinity contrast
enhanced by wind and ocean warming (https:/ /www.nature.com/articles/s41558-024-02033-y), consta uma es-
timativa de 6 por cento de aumento na salinidade do Atlantico em relagdo ao Pacifico.

PInicialmente, queremos um sistema isolado, para aplicarmos as leis de conservagio de massa e energia, no
caso, térmica.

40dem!
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Figura 6.6: 2-box model

evaporagao precipitagdo
fluxo da superficie
R H H -
u | on | m T N
P2 P1
s S S S S S
Latitudes baixas (equatoriais) q Latitudes altas (polares)
(fluxo do fundo)

- A cth é mantida apenas pela variagdo de p, em consequéncia de diferencas de pressdo
no fundo, criando um fluxo de arrasto (de uma caixa para a outra) de intensidade q;*!

- Como ¢ é proporcional a diferenca das densidades, temos

q= Kpl — 02, (6.6)
Po

onde py = p (To, So), para valores médios Ty e Sy, e k é uma parametrizacdo de vdrias
condigdes do fluxo,*? denominada constante hidrdulica e com valor tipico

k~1,5x107°/s8

- Por convencdo, q > 0, como consequéncia de densidades mais altas em latitudes mais
altas!

4 Outros efeitos, tais como, ventos, coriolis, etc., sio desconsiderados.
2 Atrito no fundo, mistura na superficie devido a turbuléncia causada por ventanias, etc.
“3Note que q e k tém mesma dimensao, pois 919;092 é adimensional.
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- Podemos considerar a seguinte aproximagio de Taylor de primeira ordem para p(T,S) em
torno dos valores médios Ty e Sq:*

p=po(T—o(T—=To)+ B (S—S0)), (6.7)

onde « é o coeficiente de contragio térmica e 3 é o coeficiente de expansio salina, com valores
tipicos dados por

x~1,5x 10*4/graue B~ 8 x 10*4/psu.45
Portanto, ao substituirmos (6.7) em (6.8), temos
q=x(x(T2=T) =B (S2—S1)) * (6.8)

Pelas leis de conservagdo de massa e energia para sistemas isolados,*” o modelo dessa subsegdo
(6.3.1) é dado pelo seguinte sistema:

dT .

d_t1 =c(Ty =T +1Iql (T —Ty),

dT, .

d_tz =c(TF—T) +lIql(T1 —T2),

& (6.9)
G = HHAST =S +dl(S2=$1),

ds .

d_tz =H+d(S;—S2) +1ql(S1—S2),

onde c e d sdo constantes caracteristicas para a escala de tempo (t) considerada e q é dada
48
por (6.8).

Em busca das solug¢des de equilibrio
Caso Ty e Sp sejam as médias das temperaturas e salinidades nas caixas 1 e 2, isto é,

1 1
TOZE(T1+T2) e 5025(51+52),

temos o sistema

dlp 1 (dT1 dT2>

dt 2\ dt = dt
=c (T —To),
(To —To) (6.10)
asy 1 (a5, as,
dt 2\ dt dt
:d(SS_SO)/

#Confira o meu livro LICOES DE CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS, disponibilizado online, gratuitamente,
na pagina de acesso livre da editora da UFPR.

a (resp., B) é precedido pelo sinal — (resp., +), pois, quando T (resp., S) aumenta (resp., diminui), a dgua
expande e fica menos (resp., mais) densa, ou seja, p diminui (resp., aumenta).

460 sinal — entre a variacdo térmica e a variacio salina é indicativo de que T e S tém efeitos opostos na cth.

Y7CE. (%), p. 97.

48Cada edo de (6.9) é nao linear, pelas multiplicagdes por |q|.
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por (6.9). Consequentemente, como

To=eteSy=ed
sdo solugdes das equagdes homogéneas
dT dSo
— =—cTy e — =—dS
at ~ e g T

respectivamente, e
To = Tg e So = SS

sdo solugdes particulares das equagdes ndo homogéneas do sistema (6.10), respectivamente,
temos duas solugdes para as equagdes de (6.10) dadas por

To=e " +Tf e So=e 4455,
respectivamente.*’ Logo,

. T 1 _ ox
tlggo To=Tye tl;n;o So=S,. (6.11)

Em outras palavras, quando t — oo, as médias entre as temperaturas (resp., salinidades) das
caixas (que representam o oceano no modelo supracitado) convergem para as médias entre
as temperaturas (resp., salinidades) de suas fronteiras. Portanto, como T e S§ sdo valores
de referéncia (no modelo supracitado), podemos denotar

Ti:=Ti—T5 e S;:=S;—S;, (6.12)
ditas anomalias de temperatura e salinidade, que acarretam as seguintes expressoes:
Al -1 =T,-T1eS$—S1=5,-5;;
Ay Ti=-Ti=—3 (G-T))-TieTy —T=5 (T3 —T;) =T,
Az ST—S1=—5(S5-S1)—S1eS5—S, =1 (S5 —-57) —S,.5!
Note que, pelas notagdes

1
AT;:TZ—T1, AS ;:Sz—s], T* :Z%(TZ*—TT) e §* ZZE(SE—ST),

podemos reescrever as expressdes supracitadas pelas seguintes:
Ay AT=AT e AS = AS;

Ay. Ti—Ti=-T"-T1eTy -, =T"-Ty,

Az ST—S1=-S"—S;eS}—S,=5"-5,.

49Cf.secao 1.1.
50De fato, via (6.12), temos
! 1

—5 (=T =M —=To)=—5

* * ] * *
2 (Tsz])*T]‘i’*(T] +T2)

2

A outra igualdade é demostrada de modo anéalogo.
>IFaga como na tltima nota de rodapé.
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Finalmente, o sistema (6.9) pode ser reescrito de modo mais simplificado (em funcdo das
anomalias supracitadas) e com um niimero menor de constantes, ou seja,

dT, - -
e (-T*=T AT
T c( 1) +1qlAT,
dT - -
d—z — ¢ (T*=T,) +IqIAT,
d§t (6.13)
1 _ - *__ C
T H+d (—S"—S1) +1qlAS,
as, S -
com
q = k(AT — BAS). (6.14)

Por abuso de notagdo, o sistema (6.13) é representado sem as “barras”, ou seja, na forma

an

dt
an

dt
ds,

dt
és,

dt

=cC (—T* —T)+ IqIAT,

=c(T*—T,) +qIAT,
(6.15)
=—H+d(—S"—S;7) +1qlAS,

— H+d (5" —S;) —qlas,

tendo o cuidado de lembrar que as variaveis sdo as anomalias supracitadas.

Note que a técnica utilizada na subsecdo 4.2.2, para resolvermos sistemas lineares via TL,
é insuficiente para resolvermos o sitema nao linear (6.15). Estudaremos, na préxima segao,
métodos qualitativos que permitem analisar sistemas como o supracitado. Contudo, agora,
via uma série de simplifica¢des, reduziremos (6.15) a uma edo escalar e analizaremos as suas
solugdes de equilibrio.

Hipéteses para tornarmos o sistema (6.15) unidimensional

Para diminuirmos a dimensdo do sistema supracitado, podemos supor que, ao longo do
tempo, a cth é submetida as seguintes condigdes:

Cy. A temperatura (resp., salinidade) de cada caixa permanece inalterada e AT (resp., AS)

permanece préxima de zero;>

C,. A diferenca entre a salinidade (resp., temperatura) de cada caixa e de sua respectiva
fronteira é desprezivel.>*

Por exemplo, para cada instante t, admissivel em (6.14), considere as condi¢des seguintes:

2Cf. (6.8), p- 108, e Ay

5Nesse caso, para temperaturas (resp., salinidades) adequadas, as duas primeiras (resp., Gltimas) equagdes
de (6.15) sdo eliminadas.

*Nesse caso, como os mdltiplos dessas diferengas nas duas tltimas (resp., primeiras) equagdes sao elimina-
dos, podemos supor d = 0 (resp., ¢ =0).
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Cy/. AT é arbitrariamente pequena,

L) =T eTi(t)=—-T%>

Cyr. §§ —Si,1=1,2, é desprezivel em (6.9).%6

Consequentemente, (6.15) fica reduzido ao sistema

ds,
—~l - _H A
Tt +1q|AS,
ds,

=2 _H—|glA

Tt 1q|AS,

com
q =k (2aT* —BAS).>7

111

(6.16)

(6.17)

Contudo, esse sistema permanece néo linear e também ndo pode ser resolvido pela método
estudado na subsegio 4.2.2. Para reduzi-lo a uma edo, note que, como Sy + S; = cte,”® pois
estamos supondo que a cth é um sistema isolado, a sua tnica varidvel de interesse é AS.

Assim, ao subtrairmos a primeira equagdo de (6.16) da segunda, temos

%(AS) — 2 (H— k]2aT* — BAS| AS).

(6.18)

Agora, para simplificarmos a notagdo de (6.18) e, concomitantemente, diminuirmos o na-

mero de suas constantes para um, consideremos a varidvel dada por

e BAS
T 20T
a parametrizacdo temporal dada por
7= 4ok [THt
e a constante dada por
BH

A= ————,
Ao T* |T|

®Para que essa condicdo seja valida, é necessdrio que as temperaturas das caixas se equilibrem com as de

suas respectivas fronteiras quase que imediatamente. De fato, como

TO:T1—£T2
T —Ti4To—T2
_ 0; 2700 (via (6.12), p.109)

temos
lim To = 0,
t—o0
por (6.11), p. 109. Note que, se T, = T* e T; = —T*, entdo Ty = 0 para todo t admissivel.
%Portanto, podemos supor d = 0. (Cf. p. 108.)
57Cf.(6.14) e Cy.
%8 Assim, teremos uma solugdo exponencial para a salinidade média!
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observando-se que
. AT
= ’7

_ AT
2
=T

pois T, — Ty > 0, ou seja, a temperatura equatorial é maior que a polar. Portanto, podemos
reescrever (6.18) como

B
dx T d
dt  4axT* dt(AS)

_ B

802k (T*)?

__BH B

402k (T2 4o (T¥)
BH 1 " B

T Aok (TP 20T (20T = BAS)‘ <ZocT*> As

BAS | BAS

20T* | 2T

=A—|1T—x|x,

-2 (H—k[2T* — BAS| AS)

S 20T — BAS| AS

—A—|1—

ou seja,

% =A—|1—x|x. (6.19)

Pontos criticos (estados/solucdes de equilibrio) de (6.19)

Quando um sistema (resp., uma equagdo) ndo tem solugdo analitica e depende de parame-
tros, como o A de (6.19), procura-se as suas solugdes de equilibrio e, encontrando-as, o tipo
de estabilidade dessas solugdes, dependendo dos parametros supracitados, como fizemos
para os modelos da subsecdo 6.2.3. Assim, diferentemente do capitulo 1, onde, dada uma
edo, buscava-se determinar a sua solugdo analitica, utilizaremos uma abordagem “indireta”
para estudarmos a edo (6.19), linearizando em torno de suas solugdes de equilibrio, conforme
descreveremos.

Como as solugdes de equilibrio sdo constantes, ou seja, tém derivada nula, elas sdo pontos

criticos e, nesse caso,

d
d—::O:>|1—x|x:7\. (6.20)

Note que, como A é positivo, qualquer solugdo de equilibrio x* satisfazendo (6.19) é positiva,
por (6.20). Além disso, pelo médulo em (6.20), temos dois casos:

I. Sel—x<0,isto é,x > 1, entdo

(x—Tx=A=x>—x—A=0

ﬁxTz%(]iM)

:>XT:1 (1+m>,

2
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por ser positiva, existindo para cada A € (0, +00).
II. Se1—x >0, isto é, x<1, entdo
(T—x)x=A=x*—x+A=0

:>x§,3:%(1im>,

que existem (e sdo positivas) para cada A € (0, 7].

Agora, para determinarmos a estabilidade/instabilidade dessas solu¢des de equilibrio, line-
arizaremos (6.19) em torno de x* € {x},x;,x} }, considerando

x =x* 4y, (6.21)

para y suficientemente pequeno. Assim, como, para x < 1 (caso II),

j—: =A—(1—x)x
:?\—x+x2,
por (6.19), temos
dy d .
dt ~ dr (=)
o dx
~dt

=A— (" +y) + (" +y)’
—A—x"—y+ (x*) 4+ 2x*y + y?
=A—(1=x")x* + (2 = 1)y +y?
=0+ (2x* — 1y +y%

ou seja, para x < 1 ey suficientemente pequeno,

d
d_?t =(2x*—1)y.
Analogamente, para x > 1 (caso I) e y suficientemente pequeno,
d
d_?t =—(2x"—1)vy.

Consequentemente:

- x* = x] é (assintéticamente) estavel, pois, como
—(2x]—1)=—=V1+4A <0,

temos

2 1)t

Tooo=y=¢e | — 0

= x — x¥,

por (6.21);
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- x* = xj é instavel, pois, como

25 —1=VT—4r>0,

temos

T oo=y=e® T

= |x —x*| — o0,

— 0

por (6.21);

- x* = x3 é estavel, pois, como

2x5—1=—V1—4r <0,

temos

2x*—1)t

T—)OO:>y:e( —0

k
= X=X,

por (6.21).

Interpretando os resultados num diagrama de bifurcacoes

Como vimos, x7 e x; sdo estaveis. Contudo, eles tém estabilidades distintas. De fato, como,
por (6.17),>

© 2uT*
= 2kaT*(1—x),

q = 2kaT* (1 PAs )
(6.22)

temos g e 1 —x com o mesmo sinal. Logo, como x7 > 1, temos q < 0 e, nesse caso, por (6.22),
dizemos que a dinamica da cth (regida pela equagdo (6.19) e convergindo para a solugdo
de equiibrio x}) esta no modo S.60 Analogamente, como x; < 1, temos q > 0, e, por (6.22),
dizemos que a dinamica da cth (regida pela equacdo (6.19) e convergindo para a solugdo de
equiibrio x3) estd no modo T.61 Além disso, no diagrama seguinte, onde xj(A) é representado
pela linha continua superior, x; (A) é representado pela linha tragejada e x3(A) é representado
pela linha continua inferior, note que, xj existe para cada A > 0 e nenhuma mudanca em A
acarreta uma mudanca de estado (modo S). Por outro lado, x3 existe para cada A € [0,1/4)
e qualquer mudanca A = % + ¢, para ¢ suficientemente pequeno, acarreta uma mudanga do
modo T parao S.

¥Cf.p. 111.
60S-mode, em inglés.
®1T-mode, em inglés.



Capitulo 7

Teoria qualitativa

Nesse capitulo, de modo formal, iniciaremos o estudo da teoria qualitativa das edos e da teoria
das bifurcagdes, para podermos analisar o comportamento das solu¢des em torno das solugdes
de equilibrio, ndo apenas para edos escalares,! mas também para sistemas como o (6.15).2
Além disso, alguns conceitos e resultados dos capitulos anteriores serdo generalizados.

7.1 Sistemas dinimicos

Como veremos, os sistemas supracitados estdo relacionados aos métodos qualitativos que
tratam das solugdes (inclusive as de equilibrio) das edos vetoriais auténomas de primeira ordem
que modelam sistemas como o meet e o cth, estudados no capitulo 6.

7.1.1 Edo (vetorial) autonoma de primeira ordem
Nesse tipo de edo, o “forcamento” f ndo depende explicitamente do tempo t e escrevemos

aX

5 = T, (7.1)

onde

X = X(t)
= (Xq(t), Xa(t), ..., Xn(t))

representa uma curova parametrizada em R™? ou seja, uma funcéo real de n variaveis reais,
também representada por
Xi(t)
Xa(t)
X(t) = :
Xn(t)

Note que, paran = 1, a edo supracitada é escalar.

1Como fizemos no capitulo 6.
2Cf. p. 110.
3Estudada no cdlculo 2 (UFPR).

115



116 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

ara a cth modelada por (6.15), temos

X1=T1, X=T, X3=51, X4 =9,

c(=T*—Ty) +|qlAT
c(T"—Tz) —IqlAT
—H+d (=S*—S1) +qlAS
H+d (5" —S,) —[qlAS

f(X) =

Edo escalar autobnoma de ordem n

Esse tipo de edo, quando denotada por

d™x dx dnTx
- I\ a A )

pode ser escrita na forma (7.1), caso consideremos

di_]X )
Xi = F, 121,2,...,1'1

De fato,

oAt 7 odt
(dx d2 dnvTx d%)

(dX] dXz dX,—1 an)

dt” dt?’ " " a1 dtn
ang(XhXZn--/Xn))
= ( )-

Equagéo planar do péndulo*
5 +senx = 0 pode ser escrita como

ax
t] = Xz,
aX,
at T sen Xj.

dt2

Note que, aqui,

4Cf. p. 25.



