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CONTEUDO



Capitulo 1

Introducao

A parte 1 (desse manual) cobre o programa da disciplina CMO068 (varidveis complexas)
para os cursos de Matematica e Matemadtica Industrial, além de (aproximadamente)
metade do programa da disciplina CM044 (cdlculo IV) para os cursos de Fisica e En-
genharia Ambiental da UFPR. A outra metade da CM044, além de grande parte do
programa da CM105 (métodos de matemdtica aplicada II), é contemplada na parte 2.

Para os cursos de Matematica supracitados, em relacdo as demonstra¢des dos resulta-
dos citados nesse manual, é recomendavel uma complementagdo em livros de andlise
complexa e séries e transformada de Fourier.

Como a matéria, aqui, é dada de forma bastante resumida e sumarizada, é dever do
leitor buscar outras fontes. Por exemplo:

- MATEMATICA SUPERIOR PARA ENGENHARIA, Erwin Kryeszig, LTC, 2009,
ISBN 978-85-216-1643-6, 9a. edicdo;

- INICIACAO A FISICA MATEMATICA, Juan Lépez Gondar e Rolci Cipolatti,
IMPA, 2009, ISBN 978-85-244-0287-6, 1a. digao;

- FISICA MATEMATICA, George B. Arfken e Hans J. Weber, Elsevier, 2007, ISBN
978-85-352-2050-6, 1a. edicdo;

- CURSO INTRODUTORIO A ANALISE COMPLEXA COM APLICACOES, Den-
nis G. Zill e Patrick D. Shanahan, LTC, 2011, ISBN 978-85-216-1809-6, 2a. edic¢ao.

Como iniciaremos nosso estudo por fungdes holomorfas, nas fontes supracitadas podem
ser encontradas as propriedades operatorias dos niimeros complexos, além da interpre-
tagdo vetorial da adi¢do e da multiplicagdo desses ntimeros, e o estudo de limites e
continuidade das fungdes complexas.

Para revisar curvas planas parametrizadas, conjuntos abertos, derivadas parciais, etc., confira
meu livro de cdlculo de vdrias varidveis reais, no enderego eletronico que se encontra na
capa desse manual.

Estudaremos uma parte bdsica de edp, grosso modo, que tem relacdo com séries e trans-
formada de Fourier.

Agradeco ao colega Professor Raul Prado Raya. Ele, gentilmente, cedeu o que ja havia
preparado de exercicios para as turmas dele (baseado no excelente livro de andlise com-
plexa do Steven Krantz). Agradeco, ainda, por discussdes produtivas sobre o contetido
desse manual, ao colega Professor Pedro anizete Damaézio.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

e Apreciaria sugestdes que possam melhorar a reda¢do ou que corrijam eventuais des-
cuidos (erros de mérito ou de portugués).



Capitulo 2

Parte I : Variaveis complexas

2.1 Preliminares

e Para uma introdugdo/revisdo resumida da estrutura algébrica do conjunto C dos nu-
meros complexos, confira a se¢do 5.1.1 do meu livro de digebra linear na minha pagina
académica institucional.!

e Casoz € C,ouseja, z=x+1iy, x,y € Rei? = —1, denotamos R(z) = x e $(z) = v.

e Uma fungio complexa f : D — C é uma fungédo cujo dominio D e cuja imagem f(D) sdo
subconjuntos de C.

- Se f(z) = zp, onde zg é uma constante complexa, para cadaz € C,entdio D = Ce
f (D) ={z0};

z) =zparacadaz € C,entdo D = f(D) = C;

Se f

)

Sefz)—zparacadazEC entio D = f(D) = C;

: Sef z) =z !paracadaz € Ccomz # 0,entdo D = f(D) = C — {0};
) =

(
) =
(
(
(
Se f(z |z| paracadaz € C,entdio D =Ce f(D) = RT|J{0}.

2.2 Fungodes holomorfas

Dentre as func¢des estudadas na andlise complexa, destacam-se as holomorfas, isto é, aquelas
que sdo diferencidveis (como funcdes complexas) e definidas em conjuntos abertos em C.?
Diferenciabilidade complexa tem implica¢des mais fortes que diferenciabilidade real. Por
exemplo, pode ser demonstrado que toda func¢do holomorfa pode ser representada como
uma série de poténcias em todo disco aberto do seu dominio, ou seja, é analitica. Em particu-
lar, fungdes holomorfas sdo infinitamente diferencidveis, que é uma propriedade nao satisfeita

1Cf. enderego eletrdnico na capa desse manual.
2Cada elemento z de um conjunto aberto A C C é caracterizado pela seguinte propriedade:

Caso h € C seja arbitrario e tenha médulo suficientemente pequeno, z +h € A.
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para as fungdes diferenciaveis reais.> Como veremos, a maioria das funcdes elementares (tais
como, as polinomiais, as trigonométricas, as exponencias e as logaritmicas) sdo holomorfas.

Observacdes (em outras palavras, notacdes, defini¢des e resultados) iniciais

Doravante, consideraremos que D é um aberto em C, z = x + iy e zg = xp + iyp pertencem
ao conjunto D, com z arbitrério e zg fixo, f representa uma fun¢do complexa definida (em
D) por

f(z) = P(x,y) +1Q(xy), 1)

sendo P e Q fungdes reais nas variaveis reais x e y.*

Seja f(z) = z2. Logo,

£(z) = (x +iy)®
= x% — y* + 2xyi.
Assim,
P(x,y) = x> —y> e Q(x,y) = 2xy.

Observacao 1 (Holomorfismo e as condi¢des de Cauchy-Riemann) Caso a varidvel z — zy =
h seja suficientemente pequena e exista o limite

lim f(z) = f(z0) :limf(20+h)_f(zo) 5

7
z—=20  Z— 2 h—0 h

ele é chamado derivada de f(z) em zq, denotado por f'(zo), f é dita holomorfa em zq e as condigdes
de Cauchy-Riemann

g—i(xo,yo) = aa—f(xo/]/o)/ g—lyj(xo/yo) = —aa—g(xo,yo) (2.2)
em zg sdo obtidas ao derivarmos ao longo da reta y = y, via
f(z0) = Px(x0,y0) + 1 Qx(x0,Y0), (2.3)
e ao longo da reta x = xq, via
f'(z0) = Qy(x0,y0) — i Py(x0, yo)- (2.4)

f € holomorfa (em D) caso seja holomorfa em cada z € D.

[Emio]

B £2/2 set>0;
f(t)_{ —12/2 set<O.

Assim, f'(t) = |t| para todo t € R. Contudo, f’ ndo é diferenciavel em t = 0.
P e Q representam fungdes do cdlculo 2.
>Caso f(z) seja uma fungdo complexa arbitraria, lim,_,,, f(z) = £ se, e somente se, independentemente do
numero real € que consideremos, é possivel obtermos um ntimero real 4, dependente de ¢, tal que

0<|z—zo| <d=|f(z) —{| <=
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Note que f’(zg) pode ser calculada por (2.3) ou (2.4) (caso f seja holomorfa em z).

Seja f(z) = z? (como no exemplo supracitado). Consequentemente, f é holo-

morfa em C, pois existe

2 2

f/ (Z()) = lim

z—z0 Z — Z(
~ lim (z4z0)(z — 20)
z—2 Z— 20

= 22()

(para cada zg € C). Por outro lado, Py =2x = Q,, Py = =2y = —Qy e

f(z) = Py +iQx
= 2x + 2yi
= 2z.

Observacao 2 (Reciproca da observagao 1) Se Py, Py, Qxe Qy existem em cada ponto suficien-
temente proximo de zg, sdo continuas em zq e satisfazem (2.2) em zy, entdo f é holomorfa em z.

A funcdo exponencial

z=x+1iy — f(z) =€ :=e*(cosy +iseny) (2.5)
é holomorfa (em C). De fato, como P(x,y) = e* cosy e Q(x,y) = e* seny, temos
Py =¢e*cosy=Qy e P, = —e'seny = —Qy,
que sdo continuas. Além disso, note que
f(z) = Pe+iQx

= e*(cosy +iseny)

= ¢~

Observacdo 3 (Produto de exponenciais) e*1e? = ¢*112, onde zy = x1 +1iy1 e zp = xp + iy
sdo niimeros complexos.®

Exemplos ) _ _ '
Demonstra-se que somas, diferencas, produtos, quocientes (cujos denominado-

res ndo se anulem em z() e composi¢des de fun¢des holomorfas (quando for possivel compo-
las) em zp também sdo holomorfas em zj. Portanto, as seguintes funcdes, definidas para cada
z € C, sdo holomorfas (em C):

- p(z) = z0 + 212 + 222° + - - - + 2,2", onde z; é constanteem C,i = 0,1,2,...,71;

iz_ ,—iz iz —iz
- senz:=SSf—ecosz = &7

® A demonstracéo dessa observagio é uma consequéncia direta das formtlas do seno e do cosseno da soma!
"Note que

d—z(senz) =cosz e d—z(cosz) = —senz.
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2.21 O Logaritmo complexo
Representacdo polar de z = x + iy

E dada por
z =r(cosf +isenb), (2.6)

onde (r,0) é a representagéo polar de (x,y) € R?, conforme ilustrada na figura 2.1.

Figura 2.1: Coordenadas polares de (x,y), identificado com z = x + iy
Z

De fato, x = rcosf e y = rsen . Além disso, note que, por (2.5), (2.6) pode ser escrita como

z = reld. (2.7)
.
" +1 = 0. De fato,

eiT[ —1. ei7‘[
= 1(cos T +isen )
= -1

Definicdao de w = logz viaz = e”
No caso real, o logaritmo supracitado é a inversa da fun¢do exponencial, ou seja,

y € R é o logaritmo natural de x > 0,isto é, y = Inx <= x =¢Y,

conforme ilustrada na figura 2.2.

Figura 2.2: Logaritmo natural real

y=Inxpt---- /

No caso complexo, o dominio da funcdo logaritimica ndo contém ntimeros complexos “ne-
gativos” (nem “positivos”), pois, C ndo pode ser ordenado.® Além disso, a exponencial

8Por exemplo, +1, tie + @ (1+1) tém moédulo unitdrio, em outras palavras, representam seis raios veto-
res da circunferéncia que tem centro na origem do plano complexo e raio unitario.
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complexa é periddica de periodo 27i, pois, para cada nidmero complexo z = x + iy e cada
jE€Z,

P2 T2mij — x+i(y+27j)

= e*(cos(y + 27j) +isen(y + 277j))
= e*(cosy +iseny)

= ¢~.

Consequentemente, ndo é possivel obter uma inica fungdo f (z) tal que ef(2) = z, pois, se
g(z) = f(z) +2mij, j € Z, entdo

o8(2) _ of () 2

Contudo, para z € C — {0}, definiremos o logaritmo de
z=2¢e" (2.8)

por
w :=logz (2.9)

em dominios D C C adequados, da seguinte maneira: se

w=u+io, (2.10)
entdo, por (2.7) e (2.8),
1’€i6 — eu+iv
— eueiv
ou seja,
r=ce"ee? =
que é equivalente a
u=Inrev=0+2mj,jcZ. (2.11)

Portanto, por (2.9), (2.10) e (2.11),

logz = Inr +1i(6 + 27j)
=In|z| +iargz,
onde
argz € {0 +2mj|jeZ}.

Assim, para que log z seja univocamente determinado, precisamos considerar restri¢des aos
dominios D C C onde arg z seja univocamente determinado. Com esse objetivo, considere,
por exemplo, a semirreta fechada a partir da origem

Ly = {(tcos¢,tseng) |t <0},
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onde 0 < ¢ < 27, e seja Dy = C — Ly. Logo, para cada z € Dy, existe um tnico valor de
arg z, denotado por arg z, tal que ¢ < arg,z < ¢ +271.

Dy = C — L representa o plano complexo, ou seja, C, menos o semi-eixo real

negativo, isto é,
Ly ={t(1,0) |t <0},

conforme a figura 2.3.

Figura 2.3: Dy = C — Ly, com L tracejada

eixo imagindrio

-------- ——— eixo real

Observacio 4 (Ramos do logaritmo) Um ramo do logaritmo é dado pela funcdo
z = f(z) =logz=In|z| +iarg,z

Eempio]

= log z é holomorfa no dominio Dy supracitado. De fato, para cada zg € Dy,

temos
zZ)— Z
f/(ZO) — lim f( ) f( 0)
Z—Z Z— Z
logz —logz
= lim 8% 9820
Z—2Z zZ — ZO
. w — W
= lim ——
w—wy eV — ewo
o 1
T )
w—wo
1
= 670
1
= ZO’

onde, na segunda igualdade, de baixo para cima, utilizamos o exemplo que segue a obser-
vacdo 2.°

9Cf.p.9.
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2.2.2 Funcgdes nao holomorfas

- Pode ser demonstrado que fung¢des holomorfas em zj sdo continuas em zj. Assim, para
que uma funcdo ndo seja holomorfa num dado z(, basta que ela nédo seja continua em
zo. Para ilustrarmos essa propriedade, note que, embora o segundo membro de (2.6)
seja igual a

r(cos(0 + 2mj) +isen(0 + 27tj)), j € Z,
z é unicamente determinado para 6 no intervalo (—r, 7r]. Esse valor particular de 6
é dito valor principal do argumento (ou simplesmente argumento) de z e é denotado por
Argz.
z+— Argz

ndo é continua no Ly supracitado, pois, se zg = x¢ € Lo é ndo nulo (como ilustrado na
tigura 2.4), entdo, a medida que algum z pertencente ao terceiro quadrante do plano

Figura 2.4: Argzndo é continua em zg € Lo

X0

: Argz
z

aproxima-se de zg, no sentido anti-horario, temos Argz — —7m. Contudo, claramente,

Arg xg = 1.
- f(z) =z ndo é holomorfa (em z, Vz € C). De fato, seja z # zj. Portanto:
*y=1yoistoé, z =x +iyg = f(ziigo(z‘)) = §:§8 =1;
* x = xp,ouseja, z = xg + iy = f(ziio(z(’) = ‘l;y:;?éo = —1.

Consequentemente, j%éfo(zo) aproxima-se de, no minimo,dois valores distintos (+1) quando
Z — Zp.

2.3 Integracdao complexa

Observacao 5 (Disco (aberto) positivamente orientado) Um disco de centro zg = xg + iy e
raio v > 0, denotado por D(zq, 1), é uma representacio (em C) do circulo (em R?) de centro (xq, yo)
e raio r, menos a sua circunferéncia, isto é,

D(zp,v) ={z€C : |z—zo| <7},

conforme a figura 2.5. Se nada for dito em contrdrio, a circunferéncia supracitada, dita fronteira do
disco e denotada em C por

dD(zp,r) ={z€C : |z—2z| =71},

serd percorrida no sentido anti-hordrio.
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Figura 2.5: Disco aberto

Observagio 6 (Parametrizagdo do disco) z(t) = zg + relt, t € [0,27], é uma parametrizacio de
0D(zg,r).1°

-
Sezg = 0er =1, entdo z(t) = ¢! = cost +isent, t € [0,27], é uma parametri-

zagdo de 0D(0,1), conforme a figura 2.6.

Figura 2.6: Fronteira do disco de centro zg = 0 e raio r = 1, percorrida no sentido anti-horario

[S)

Observagio 7 (Integragdo de curvas parametrizadas) Seja z(t) = x(t) +iy(t), onde
[a,b] 3 t— (x(t),y(t)) € R?

é uma curva parametrizada integrdvel. Assim,
b b b
/z(t)dt:/ x(t)dt+i/ y(t) dt.
a a a

: fol(t —1i)%dt = —3 —i. De fato, basta observarmos que, como (t —i)> = 2 — 1 —2#, 0
primeiro membro da pentltima igualdade é igual a

/01 <t2—1>dt—i/012tdt: [?—t};—i[tz};.

102(t) = zg + re?™, t € [0,1], é uma outra parametrizagio de dD(zo, 7).
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: foﬂ/z e+idt = 1(e/2 — 1) 4 1(e™/2 +1). De fato, basta observarmos que o primeiro
membro da dltima igualdade é igual a

/2 /2

/2
/ et(cost+isent)dt:/ etcostdt—l—i/ el sentdt
0 0 0

e aplicarmos a férmula da integragdo por partes do cdlculo 1 em cada parcela da soma
do segundo membro da tltima igualdade.

Observacao 8 (Propriedades das integrais de curvas parametrizadas) Podem ser demonstra-
das propriedades andlogas as das integrais de funcdes reais e de curvas parametrizadas em R?. Por
exemplo:

P () () dt = [Pz () dE+ [ z(t) dt;
ccefa bl = [Pa(tydt = [“z(t)dt+ ["z(t)dt;
P a+iB)z(t) dt = (w+iB) [ =(t) dt;

Pty dt = — [T 2(t) db;

- Para cada t € [a,b], se Z(t) = X(t) +1Y(¢) tem derivada Z'(t) = z(t) = x(t) +iy(t)
continua, ou seja, X'(t) = x(t) e Y'(t) = y(t) sdo continuas, entdo

b t=b
/ 2(t)dt = 2(1)|="

= X0 iy ()]
= Z(b) — Z(a),

isto é, vale o teorema fundamental do cdlculo em C.

- Jo" etdt = 2i. De fato, considere uma funcéo Z(t) que satisfaca a expressao Z'(t) = e'.

Por exemplo, considere a primitiva Z(t) = eTlt Portanto,

o eit
/ eltdt = —
0 1

t=r1

t=0

- Vamos resolver o exemplo que precede a observagdo 8, sem integragdo por partes. As-
sim, considere uma funcao Z(t) que satisfaca a expressao Z'(t) = e1*)!, Por exemplo,
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o1t

considere a primitiva Z(t) = %7;-. Consequentemente,

i\t 1t=7m/2
/n/Z e(1+i)tdt _ e(1+1)t T
0 1+1

1 . .
_ (1+i)r/2 _ ,(14i)0
i i(e e )
— %(1 —i)(—1+ie™?)

_1 /2 i
_2(e 1)—I—2

Note que, dessa integracdo complexa, podemos calcular, diretamente, duas integrais
reais. De fato, por um lado,

/2 X
/ o1t g —
0

(™% +1).

1 /2 i /2

Por outro, temos
/2 . /2
/ ot gy :/ ool 4
0 0

/2 /2
:/ etcostdt+i/ el sent dt.
0 0

Agora, basta compararmos as partes reais e imagindrias dos segundos membros, pois
0s primeiros membros representam a mesma integral. Logo,

/2 1 /2 1
/ etcostdtzi(e”/z—l) e / etsentdt=§(e”/2+1)_
0 0

Observagio 9 (Integral de linha de uma fung¢do complexa) Caso z : [a,b] — C tenha deri-
vada continua e a fungio f = P +iQ (dada em (2.1) da pdgina 8) seja continua sobre a curva
v ={z(t) : t € [a,b]} (conforme a figura 2.7), temos

b
/ F(2)dz == / F(2(0)2 (Ddt. 2.12)
¥ a

Além disso, pode ser demonstrado que essa integral nio depende da parametrizagio z(t) de .

Figura 2.7: f(z(t)), onde z(t) é uma parametrizagdo de -y e f estd restrita a 7y

b Hy ()
z, LKD

Exemplo
-Seja 7 a semi-circunferéncia superior de centro zgp = 2 e raio r = 1, conforme a

figura ??. Portanto, |. y Z%Z dz = im, via parametriza¢des distintas de y. Por exemplo, pela
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Figura 2.8: Semi-circunferéncia superior de centro zp = 2 e raio r = 1.

parametrizacdo z(t) = 2 + ¢, t € [0, 7], temos

/ ! dz—/n ! ielldt
yz—=2 " Jo 24eit -2

7T
:i/ it
0

S

Analogamente, pela parametrizagio z(t) = 2 + ™, t € [0,1],

1 dz = ! 1 . intd
[,2—2 Z—/O 2_|_eim_217te t

7T
:in/ dt
0

-

Observacao 10 (Teorema fundamental do calculo para integral de linha) Doravante, assumi-
remos as mesmas hipdteses da observagio 9. Agora, considere:

- D abertoem C;

-y CD;

- f = P +1Q holomorfa em D;

- Py, Py, Qx e Qy continuas em D.

Entdo,
b
| f@z = [ f ) (a

z(b)
:/Z(a) f(u)du
= f(z(b)) — f(z(a)).

onsidere f(z) = logz, z € Dy, o ramo do logaritmo (como definido anterior-

mente) e z(t) = et t e [0,27t], uma parametrizacdo de dD(0, 1).11 Assim, por um lado,

Conforme a observacao 6, p. 14.
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como f'(z) = 1 (para cada z € Dy), temos

/ f'(z)dz = /Zn L ieitar
aD(0,1) Jo et

27T
=1 dt
0
= 271i.
Por outro,

f(z(2m)) — £(2(0)) = loge"?™ —loge®
=2mi—0
= 27ri.

Observacao 11 (Linearidade da integral de linha) Se z( e z1 sdo constantes complexase f e g
sdo integrdveis como em (2.12), entdo

/ (zof +218) :Zo/f+21/g.
v v v
J,(z+2)dz = [ zdz+ [ zdz.!2 De fato, basta observarmos que

A(z—%Z)dz—/b [2x(t) (¥ (t) +iy' ()] dt
_/ 2x(8)x (£)dt + i / 2x(t)y' (1),

/Zdz:/ 2 (x(t) — iy(6) (¥'(t) + iy (1)) dt
Y a
b
= | [xOX(0) +y Oy (6) + 1 (x(0)y' (1) = ' (Dy(8))] dt
_/ dt+/ —x'(Hy(t)) dt.

Observacao 12 (Integracao sobre curvas contiguas) Pode ser demonstrado que, caso o ponto fi-
nal da curva 71 coincida com o ponto inicial da curva 7y, 7y denote 7y U 7y, e possamos integrar como
em (2.12), temos

fr=]s+] 5

12Nesse exemplo, zg = z; = 1.
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;

onsidere a fun¢do identidade f(z) = zeascurvas y; = {zl(t) =el2t : te |0, 1]}
ey ={z(t) =i+ t(—1—1) : t € [0,1]}, conforme ilustradas na figura 2.9.

Figura 2.9: 2 é 0 segmento de reta entre zyp = iezy = —1,isto é, zo(t) = zo +t(z1 —20), 0 < t < 1;
71 representa a parte da circunferéncia de centro 0 e raio 1 no primeiro quadrante

i

72 !

Consequentemente,

/zdz=/ zdz + zdz
Y 71 T2

1 1

20 (8)2 (#)dt + /0 22(1)24(1)dt

T .. i x 1

gL <Ee‘2t> tt+ [ (i - 0)(-1 - i)

i /1 ei"tdt+/1[1+i(2t—1)]dt
2 Jo 0

it [ el !
:7<.n)+t+i<t2—t)
1

0

)
J

1
“(-1-1)-0
5( )

= -1

Observagio 13 (Estimativa do tamanho da integral) Se, para todoz € vy, |f(z)| < MeLéo
comprimento de -y, entido

/f(z)dz < ML.
7
ara cada z € 7, seja
1
f(2)] = ﬁ‘
1 1

T2+ z=i/

onde 7 representa o segmento de reta entre zgp = 2 e z; = 2 +1i. Logo, pela geometria da
tigura2.10, L = 1 e, para todo z € 7,

lz+i| >+V5el|z—i| >2,
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Figura 2.10: z varia em 7y

i 2 2+i

isto é,

Consequentemente, pela observacgao 13,

1 1
—dz| < —=.13
L z22+1 ‘ ~ 25
Observacao 14 (Curvas de Jordan) Doravante, caso nada seja dito em contrdrio, y representard
uma “curva de Jordan”, em outras palavras:
- oy serd fechada, ou seja, z(a) = z(b);

-y serd simples, isto é, ndo terd auto—intersegﬁo;14

- 7y terd sentido anti-hordrio;"

- 7y representard a fronteira de uma regido R limitada em C, conforme ilustrada na figura 2.11.1

Nesse caso, denotaremos f ., por fy.

Figura 2.11: Regido R limitada por uma curva de Jordan

r

13Em breve, calcularemos essa integral para -y fechada, como definida na observagao 14.
140u seja, z ser4 injetiva em [a, b).

15Como convecionamos na observagéo 5 da pagina 13.

16 A limitacdo de R significa o seguinte:

zp € R= 3r > 0tal que R C D(zg,7) UdD(zg,7),

conforme a observacgao 5.
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Observagao 15 (Teorema de Cauchy-Goursat) Se f é holomorfa em vy U R, entdo

f F(2)dz = 0. (2.13)
A

o lugar da f(z) de (2.13), podemos considerar qualquer uma das seguintes

fungoes: e?, cosz,senzez",n =0,1,2,...De fato, como vimos, essas func¢des sao holomorfas
em C.

Observacio 16 (Integracdo entre curvas de Jordan) Se f é holomorfa em 1 Uy U (R — Ry)
e y1 C Ry, conforme a figura 2.12, entdo

f(z)dz= ¢ f(z)dz.
72

Figura 2.12: f(z) é holomorfa na regido limitada pelas curvas v e 1

Figura 2.13: Agora, 72 = 7y e 71 = dD(zp, ), a0 compararmos com a figura 2.12

7=

71.= 0D(zo,7)

Observacao 17 (Exemplo importante da observac¢do 16) Sejam v, = 7y, zo € Ry e, para r su-
ficientemente pequeno, y; = 0D(zg, 1), conforme a figura 2.13. Portanto,

j{ LR - (2.14)
vyZ—20



22 CAPITULO 2. PARTE I: VARIAVEIS COMPLEXAS

De fato, seja z(t) = zg + ret, t € [0,271], uma parametrizagdo de 7. Assim,

1 1
7( dz:yf dz
vZ—2Z0 7 2 — 20

2t 1 .
= / —jredt
0

reit
=27
t=0
= 27ti.

= it|

Note que, como

flz) = —

z—2

ndo é holomorfa em zy € R, ndo podemos aplicar a férmula (2.13) para a integral (2.14).

Figura 2.14: 9D(0,2) e 9D(i, 1)

1. y=9D(0,2) = §, F5dz = 4ri;

2. y=03D(i,1) = §, F5dz = 27i.

De fato, como (pelo método das fragdes parciais)

2z 2z
242 (z4+iV2)(z—iV2)
1 1
==t
z4+iV2  z—iV2

temos (veja a figura 2.14),

}1{ 222 dz = y{ dz +
aD(0,2) 2% +2 aD(02) z + V2 aD(02) z —iv/2

= 27T + 2711
=47

dz
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7{ 22 7{ LI LR
aD(i1) 22+ 2 aD(i,1) z +iv/2 aD(i,1) z — iV/?2
=0+ 2rmi
= 27ti.

Observacao 18 (Férmula integral de Cauchy) Se f é holomorfa em v U R e zg € R, entdo

f(z) 2 (n) _
ji Tz 2= S (R0 m=012 (2.15)
Note que, se n = 0, entdo, por (2.15),
e, = 27if (z). (2.16)
72720

Além disso, se f(z) = 1 em y UR, entdo, de (2.16) e (2.15) temos, respectivamente, as for-
mulas (2.14) e, param > 1,

Z .
1. Queremos calcular f,y so5dz. Assim:

74 1 o 2.17)
7 (

(2.13)
. 20:2§§’yURef(z):Ze_zzgfwze_zzdz:o;
(2.16)
-zp=2€Ref(z) = Z\:’;/fvndz—Zme

2. Sezg = % € R, entdo

por (2.16), com f(z) = 5 — 3.

3.Sezg=i€Ref(z) = e?’, temos, por (2.15) (com n = 3),
o7 2 (3
$ oomte= g fO)

276“(12 +83)e

__An

3¢’

onde utilizamos amos f"(z) = (12z + 82%) e
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Exercicio 19 da secdo 2.6.

Primeira resolucao I

Como, via fra¢des parciais,

1 . A n B
z(z+2) =z z+2
_(A+B)z+2A
z(z+2)
acarreta
1 1
A= — - __
> eB >
temos
1
—d
j{zz—kZz 2 yz—0 ﬁz—(—Z)Z
1
= 2(2ri) — 5 (0)
= i,

onde, na primeira parcela da diferenca da primeira igualdade, de cima para baixo,
como zg = 0 € R, utilizamos (2.14) e, na segunda parcela, como —2 ¢  UR, utiliza-

mos (2.13) com f(z) = ﬁ

Segunda resolucao I

= ¢ —=dz
v Z
1
=2mi [ ——
m(o+2>
= 7Ti,

onde, como zg = 0 € R, utilizamos (2.16) com f(z) = ﬁ
ei7z

_2r
v 222752+2d

v =9D(0,1) = 2 =12

De fato, como

272 —52—|—2—2(z —gz—|—1)
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temos

7{ er dz—ljl{ 222y
22252427 2 ), 71

onde, na segunda igualdade, de cima para baixo, como zp = % € R, utilizamos (2.16)
einz

com f(z) = £=.

6. Exercicio 18 da secao 2.6.
v =09D(1,5), conforme a figura 2.15, e queremos calcular

1 f{ ShA I ;
27ti Jy (C—2i)(C+3)
Portanto, primeiramente, como {2i, —3} C R, note que:

Figura 2.15: v = dD(1,5)

—4

- f(Q) = @_gf)% = (2.13) (com ¢ no lugar de z) ndo pode ser utilizada, pois
f(Z) ndo é holomorfa nos pontos 2i e —3;8

- (2.16) ndo pode ser utilizada da forma:'?

N

* ﬁr %dg = 27mif(—3), onde f(7) = §2_+i, pois f ndo é holomorfa em 2i;
+

* f,y % d¢ = 2mif(2i), onde f({) = %7, pois f ndo é holomorfa em —3.

|
NI

SN
N]
S

7De fato, |2i — 1| =5 < 5e|-3—1] =4 < 5.
18Cf. p. 21.
19¢Cf. p.23.
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Consequentemente, pela divisdo longa de ((:f;)%, como o dividendo 7 + { é

igual ao divisor {? + (3 — 2i){ — 6i, multiplicado pelo quociente 1, mais o resto
—2(1 —1){ + 6i, temos

’re L, (-9r-3i

(-2i)(¢+3) (C-2i)(C+3)

Logo,

>+ 7{ 7{ (1—-1i)¢ —3i
: Al = ¢ d¢ —2 d
Lo w42 e
(1—1)¢ —3i
— 7{ d
(C—2i)(C+3) G
onde utilizamos (2.13) na primeira parcela da diferenca das integrais. Agora, para

resolvermos a tdltima integral, usaremos a técnica das fragdes parciais. Assim,
como

(1-i¢-3 _ A B
C—2)(C+3) (-2 7+3
_ (A+B)+3A—-2iB
(-2 +3)

acarreta
A + B = 1-j,
3A — 2iB = -3,

podemos multiplicar a primeira equagdo desse sistema por —3 e somar o produto

dai obtido pela segunda equagdo, para obtermos B = ﬁ e A= 32J:2ii.20 Portanto,

1 ?+C 1 (2—i 1 3 1
2ni?€(g—2i)(g+3)d€——ﬁ (3+2i7{§—2id€+3+2i%5+3d€)

:_%(H )( _I%C—ZHS%GH )

(52 (@i

= (3+21> (10 — 2i)

—10+ 2i
34+2i 7

onde utilizamos, na terceira igualdade, a férmula (2.14)2

Observagido 19 (Demonstragdo de (2.15)) Via (2.16),%% podemos demonstrar, por inducio sobre
n, a férmula (2.15).

20Podemos obter o valor de A ao substituirmos o valor B na primeira equagio do sistema.

22Nao demonstramos essa férmula, apenas a enunciamos como caso particular de (2.15) na pagina 23.
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De fato, o primeiro passo da indugdo é a demonstrac¢do de (2.15) paran = 1:

f/(ZO) — lim f(ZO + h) — f(ZO)

h—0 h

L_ f(2) d _
27 [f (Zo+h : fz %0 } (via (2.16))

(z—20) — (—20) =) f(2)
27T1h—>0j{h ZO— Zo+h))0(Z—ZO) *

_ , hf(z)
_ﬁ%ﬂ‘)%ﬁ' (z—(zo+h)) (z — z0)

_ f(z)
N 27rij§ (z — z0)2 2%

Portanto, como a férmula (2.15) é valida para n = 1, podemos demonstré-la para n = 2. De
fato:

= lim
h—0

dz

f"(z0) = (") (z0)
_ i [ (Zo 1) = f'(z0)
h—0 h

1 f'(z) _ & f=)
27 |:3§'y (zf(zo+h))2dz f (z— ZdZ

= },13(1) z ) ((2.15) vélida paran = 1)
. ((z =20)* = ((z—20) = h)?) f(2)
— 1 . d
271 h%% h (Z — (ZO + h))2 (Z — 20)2 z

2(z — zo)h — 1?) f'(2)
—(z0+h))* (z — z)?
2(Z —20) — M) f'(2)
( )
)

dz

2711 ;Ho?{ h

27T1 h‘)O h Z— Zo+h))2 (Z—Z() 2

1 Zf(z—zo)f’(z p
%

- 2mi (z —z0)* z
_ 2 f'(z)
- 2mi %7 (z — 20)3012.

Analogamente, ao supormos que (2.15) é verdadeira para o inteiro positivo 1, podemos
demonstra-la para n + 1.

2.4 Séries de numeros complexos

Estudaremos, quase que exclusivamente, as séries de poténcias em C, que dependem das sé-
ries de poténcias em R,?®> que podem ser revisadas (definicdo, intervalos de convergéncia, tes-
tes/critérios de convergéncia, etc.) nas minhas notas (de aulas) de cdlculo 3, disponibilizadas
em minha pdgina académica institucional, cujo endereco eletrdnico estd destacado na capa
desse manual.

Z3Veremos que, a convergéncia de séries em C depende da convergéncia de séries em R e, em particular, a
convergeéncia de séries de poténcias em C depende da convergéncia absoluta de séries de poténcias em IR.
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Observacao 20 (“Defini¢cao” de séries de ntimeros complexos) Caso ng seja um inteiro nio
negativo e

(Zngs Zng+1, Zng+2, - - -)
seja uma sequéncia em C, a expressio

Yozi= Y

n>nop n=ngp
1’lo+N

= lim ) z,

N—oo o

(2.18)

representa uma série de niimeros complexos.
Y. 1,2 = (1+1i)+ LTI D
n n%) 2 4 39

n>1

Observacao 21 (Parte real e parte imaginaria de (2.18)) Demonstra-se que, se z, = X, + iyn,
onde, para cadan > ng, X, € Yy Sdo niimeros reais, entao,

Y zy<ooi= ) x;<ocoe Y yy<oo

n>nop n>nop n>nop
e, nesse caso,
Yo=Y Xuti} yn
n>ng n>ng n>ng

- A série do exemplo anterior é divergente. De fato, embora

Zi—1+1+1+---<oo
=4n? 4 9 ’
a série
1 1 1
Z—:1+§+§+---
n>1

é divergente.?*

- Para uma série convergente em C, considere
1 i ) 1 . 1
- + - — - + 1 -

n>0 =
1 1 ] 1 1
=(1+s4+-+ J+i(l+5+c+

2 4 39
- 1 1

3i
—24 2

24 Confira as minhas notas de cdlculo 3 supracitadas.
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pois, a parte real e a imagindria sdo séries geométricas, em outras palavras, somas de
termos de progressdes geométricas infinitas com razdes no intervalo (—1,1).

Observacao 22 (Séries complexas via séries reais) Doravante, para cada inteiro n > ng, consi-
deraremos apenas a série (2.18) para

n
Zn = ay (z —20)",
onde cada coeficiente a,, varidvel z e constante zq pertencem a C. Assim, para bem definirmos a série

S(z) =Y an(z—20)", (2.19)

n>ngp

consideremos a série (de niimeros reais ndo negativos na varidvel r) associada a (2.19), ou seja,

Y Janlr", (2.20)

n>ny
onder = |z — zg].

Se zp = 0 e, para cada inteiro ndo negativo, a, = 1, (2.19) e (2.20) sdo dadas,

respectivamente, por

Y ' =1+z+2%+ - (2.21)
n>0

e
Yot =14r+ri+--, (2.22)
n>0

onder = |z| > 0.

Observagio 23 (Intervalo de convergéncia) O intervalo de convergéncia 1(S(z)) da série (2.19)
é definido pelo intervalo de convergéncia da série (2.20), ou seja,

1(S(z)) := {r >0: ) |an|r" < —|—oo},

n>0

e é nio vazio.”> Pelas minhas notas de cdlculo 3 supracitadas, 1(S(z)) é igual a um dos sequintes
conjuntos:

(1) {0},

(2) [0,79) ou [0, o], onde rq é positivo,?

(3) [0,00).

250 € 1(S(z2)).
26Seja rg > 0 tal que Ynzn, |an|rg < co. Pelo teste da comparagao para séries reais, }_,,>, |an|r" < co para
todo r € [0, rg).
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Exemplo
-Como (2.22) é uma série geométrica de termos ndo negativos, ela converge para

1
1—r

em [0,1).%” Por outro lado, séries geométricas em R divergem em (—oco, —1] U [1,0). Assim,
para |z| < 1, temos que
I(S(z)) = [0,1)

é o intervalo de convergéncia de (2.21). Além disso, assim como para as séries geométricas
em R, demonstra-se o seguinte resultado para as séries geométricas em C:

1

1 "= .
z] <1= ) z -

n>0

(2.23)

Observacao 24 (Raio de convergéncia) O raio de convergéncia de (2.19), denotado por p, é dado
por:

- 0, caso a condigdo (1) da observagio 23 seja vilida;
- 10, caso a condigio (2) da observagio 23 seja vdlida;

- 00, por abuso de notagdo, caso a condigdo (3) da observagdo 23 seja vdlida.

o exemplo anterior, p = 1.

Figura 2.16: Sejazp = 0. S(z) converge paraz € D(0, p); pode convergir ou divergir paraz € 0D(0,p);
diverge paraz ¢ D(0,p) UoD(0,p)

;N

on

N, D(0.p)

Observacao 25 (Disco de convergéncia e critérios de convergéncia) O disco (aberto)
D (zg,p) ={z€C : |z—2zy| < p}

é o disco de convergéncia de (2.19), conforme a figura 2.16, sendo vazio para p = 0.
Demonstra-se que:

27(2.21) é a soma dos termos da progressao geométrica

2
(1,r,r,...,r”,...)

derazdor € [0,1).
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o Asérie (2.19):%
- converge absolutamente quando (2.20) converge, isto €,

Y anllz — zo|" < 400

n>mng

para |z — zg| < p, ou seja, z € D(zp,p);

- diverge quando (2.20) diverge, ou seja, quando |z — zo| > p, isto é, z ¢ D(zo,p) U
dD(zo, p);
- pode convergir ou divergir para |z — zo| = p, ou seja, z € dD(zg, p);

conforme a figura 2.16.

e Na pritica, caso todos os coeficientes de (2.19), a partir de um determinado indice n, sejam ndo
nulos, podemos utilizar o teste da razdo para tentarmos obter p, ou seja,
an

o=

Ap41

o
elo teste da razdo supracitado, p é igual a:

- Opara 5(z) = Ly n'2";

- 1 para S(z) dada por qualquer uma das séries: }_,~0z", ¥_,~0 %z” ouy ,-o %z”?g

Observacao 26 (Adicao e multiplicacdo de séries) Sem perda de generalidade, seja ny = 0 na
série (2.19).3° Demonstra-se que, se p é o menor entre os raios de convergéncia de

S1(2) = Y a1 (z—20)" eSa(z) = Y agn (z—20)",

n>0 n>0

entdo, para cada z € D(zo, p),>! podemos obter a soma

S1(z) + Sa(z) = Y (a1,0 + a2,n) (z — 20)"

n>0

e o produto

S1(2) - S2(z) = Y (a1,000 + @11820—1 + -+ + A1 p—1821 + A1,4020) (2 — 20)" .
n>0

ara |z| < 1, temos

n+1 1 1
L = L L
n2 n n?
n>0 n>0 n>0
e
CERIEED SED BEl
n>0 n>0 n>0
ZConfira as notas supracitadas.
2Note que, para |z| = 1, as duas primeiras séries desse item sdo divergentes, enquanto que a tGltima é
convergente.

30Ct. p. 29.
$Logo, |z — 29| < p-
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Observacao 27 (Derivag¢des sucessivas de (2.19)) Sem perda de generalidade, seja ng = 0 em

S(z).3? Defina
S'(z) := Y nay(z—z)" .
n>0

Demonstra-se que as séries S(z) e S'(z) tém o mesmo raio de convergéncia p e, se p > 0, entdo

§'(z) = lim 22 =5(0)

Z—2Z0 zZ— 2

para cada z € D(zg,p). Portanto, S(z) é holomorfa em D(zo,p) e, via derivacdes repetidas, temos
S(z) infinitamente diferencidvel e

—= n=0,1,2...
n!

odemos verificar a validade da observagdo 27 para o polindmio de grau g dado
por

S(z) =ap+ar1z+--- +agz®
=ap+az+---+agz8+0+0+0+---,

onde a, = 0 para cada inteiro n > g.

Observacido 28 (Holomorfismo acarreta analiticidade) Caso f(z) seja holomorfa em zg e z1 seja
o0 ponto mais préximo de z onde f(z) nio seja holomorfa, conforme a figura 2.17, temos f(z) analitica

Figura 2.17: D(zo,|z1 — zo0|)

/ \
s \
' v
i \
| '
Z1 v z0 )
v '
\ ’
\ /
N z 7

em D(zp, |z1 — zo]|), isto é,

o £(n)
flay =y, L0 (o gy 2:24)

n=0 n
da z tal - —zo].8
converge para cada z tal que |z — zo| < |21 — Zo|.

- Para f(z) = €* e zp = 0, ndo existe o z; supracitado, pois f(z) é holomorfa em C.
Assim, como f(”)(zo) =1,n=0,1,..., temos

o n
(32: ZE

n=0

convergente para cada z € C.

32Cf.(2.19), p. 29.
33(2.24) é chamada de série de Taylor.
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- Para f(z) = cosz (respectivamente, f(z) = senz) e zp = 0, ndo existe o z; supracitado,
pois f(z) é holomorfa em C. Portanto,

- (_1)11 2n . - (_1)11 2n+1
Cosz = z=" (respectivamente, senz = 2z
n;) (Qny 2 (respectiv n;) IR

é convergente para cada z € C.

- [Série binomial]
Para f(z) = (1+2z)",m <0ezy=0,temosz; = —1le
m_  (m—1)m
(1+Z)m = 1+ﬁZ+T22

é convergente para cada z € C tal que |z| < 1.

Observacgao 29 (Holomorfismo e analiticidade siao sindbnimos) Pelas observacoes 27 e 28, te-
mos uma equivaléncia entre as fungoes complexas analiticas e holomorfas.

Observacao 30 (Séries com indices negativos) Doravante, admitiremos a possibilidade do in-
dice n da série (2.19) (da pdgina 29) assumir valores inteiros negativos. Por exemplo, (2.23) (da
pdgina 30) gera outras séries, inclusive algumas com indices como o supracitado.

ara |z| < 1, temos

L = 3 z".
1—2z )

n

Portanto:

- Para |z| > 1, ouseja, |1/z| < 1, temos:

1
1—z

- Para |z| < tg, isto &, |z/ty| < 1, temos:

1 1 1
to —z ifol—tE
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- Para |z| >ty > 0, ou seja, |ty/z| < 1, temos:

1
to—z

tn

oo
Ly o
Zn

D

Z n=0

(0]
tng(nJrl)
n=0

—1
= Y "

m=—oo

- Para |z| < 1, ouseja, | — z| < 1, temos:

11
1+z 1-—(—2)

I
=
|‘8£|‘8
—~ —~
| |
— N
~— ~—
= =
N
s

S
Il
o

- Para |z| > 1, ou seja, |1/z] < 1, temos:

3
Il
o

-1

Z (_1)—(m+1)zm.

m=—oo

: VARIAVEIS COMPLEXAS

Observacao 31 (Série de Laurent (SL) em torno de zg) Para estudarmos os exemplos mais im-

portantes da observagdo 30, considere duas curvas dadas por
vi =0D(z0,1:),i =1,2,
0s raios dados por
0<r <r <oco

f analitica na regido

R = Rz— (’)’1UR1)
e uma curva

v CR
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arbitrdria, conforme ilustrada na figura 2.18. Assim, para todo z € C tal que r1 < |z —zg| < 19,
temos a SL

f(z) = i an(z —z0)",

n—=—oo

onde

1 f(w)
= d
= o ?{7 (w — zg)t1 @
para cada inteiro n.3*

Figura 2.18: R é o interior da regido D(zo, 2) — D(zo,11)

T2

20 1§}

e QualaSLde f(z) = ﬁ em torno de zp = 0 para 0 < |z| < 1?

Via fragdes parciais, temos

Aqui, 71 = 0,7, =1,0 € R,y C D(0,1) e

”_1]{ dw | 0 para n < -1,
" omi Jywnt2(w—1) | -1  para n > -1

De fato:

34Note que, a integral anterior, paran = 0,1,2,..., segue de a, = % e (2.15), p.23.
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- Sen = -2, entdo
dw 1 dw
2mi Jy w2 (w —1) 27 Sy w2t 2(w — 1)
1 dw
“omafwo1
=0,

pelo teorema de Cauchy-Goursat;*
- Se —2#mn< —1,istoé,0 #n+2 < 1,ouseja, n+2 < 0, entdo

w n+2
=0,
27t ]{ w”Jr2 —1) ~ 2 %

pelo teorema supracitado;
- Sen > —1,istoé,n+2 > 1, entdo

dw 1 1

27ti Jy w2 (w — 1) T 2m w”+2

Para calcularmos o segundo membro da igualdade anterior, consideremos a fun-
cdo g(w) = 1. Assim,

_1)nt+1 1
(1) _ (D" 1)
8 (w) (w — 1)m+2
e, por (2.15),36
1 =R (n41)
27 ﬁ w2 = s )

1 (=) (41!
(41 (=1)nt2

= —1.
[Pergunta: Qual a SL de f(z) para |z| > 1?}
e Via fragdes parciais, temos
3
f(Z) - 2 +Z - ZZ
B 3
(1+2)(2-2)
_ 1,
14z 2—-2z

Logo, pela série geométrica (2.23),%” temos trés casos:

BCt.p.21.
36Cf. p. 23.
3Cf. p. 30.
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I. Seja |z| < 1. Consequentemente,

Aqui,zon,rle,rzzle

””::{ (-=1)"+2-"+t)  para n > —1.
II. Seja 1l < |z| < 2. Portanto,

—1

fz)= Y (1)t gn g § gl

n=—oo n=0
o0
= Y a.z"
n=—oo

Aqui, zo=0,11 =1, =2e

o (=1)~*)  para n < -1,
" 2~ (n+1) para n > -1

III. Seja |z| > 2. Assim,

—1

f(Z): Z (_1)—(n+1)zn+ _Zl (_2—(n+1))zn

n=—oo Nn=—oo
o
= Z a,z".
n=—oo
Aqui, zo =0,711 =2, 1p=0e

o (=1)~(+1) —2=(+1) para n < -1,
n = 0 para n > —1.

e QualaSLde f(z) = (2_1)(233)(2_5) em torno de zp = 1?38
Via frag¢Oes parciais, temos

(%_11 (3 1,51
) =g, 41)z-3"8z—-5

Vamos analisar cada uma das parcelas dessa soma:

Iparcela: -Lo =Y a,,(z—1)" paraz #1,e

_J 0 para n # -1,
1= 1 para n = —1.

3BExercicio 25.(c) da secdo 2.6.
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II parcela:

1 _ 1 = 1 =~ ) _ ~(n+1) "
z-3 z-1-2 " 2-t Eoz t—n;( R

para |z — 1| < 2. Assim,

- 1 5 = nioo ay3(z—1)",
onde . { 07 para n < -1,
, (-=1)2=*D  para n > —1.
III parcela:
11 (=271 b |t|:< - _ i((nmtn — i( 14~ (z — 1)
z—5 z—-1-4 4—t =0 n=0 ’

para |z — 1| < 4. Portanto,

1 o
= Y aus5(z—1)",

z—5 =

onde
A 0 para n < -1,
T (=14 D) para no> -1

Consequentemente, para 0 < |z — 1] < 2, temos:

f@) = Y anz 1),

n=-—oo

onde
0 para n < -1,
Ay = 1/8 para n = -1,
(3/4)2- (1) 4 (=5/8)4= (1) para n > —1.

[Pergunta: Qual aSL de f(z) para |z — 1| > 2?]

e QualaSLde f(z) = ﬁ em torno de zy = —1?%
_ z z+1-1
f& =GP = e
_ 11
(z+1)3  (z+1)2
= Y a1,

3Exercicio 25.(b) da secdo 2.6.
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0 para n # —3,-2,
ay =4 —1 para n= -3,
1 para n= -2

Note que r; = 0 e rp = o0, isto é, a SL é valida para todo z € C tal que |z + 1| > 0.4

Observacao 32 (Singularidade isolada) Diremos que zo € C é um ponto singular isolado (ou
uma singularidade isolada) de f(z) caso seja o centro de algum disco (aberto) onde f(z) seja analitica,
exceto em zg.

0 € {—1,1} é uma singularidade isolada de f(z) = - =—, conforme a fi-

(14z)(1-=2)
gura 2.19.

Figura 2.19: Singularidades isoladas de f(z)

eixo imagindrio

Lo . — eixo real
/ /

Observacao 33 (Polo de ordem k) Diremos que zo € C é um polo de ordem k da SL da observa-
¢do 31 quandoa_y # Oe

e=ag =0y, 1=0,

isto é,
a_k

k
(z —z0)
é o primeiro termo ndo nulo da SL. Nesse caso, zy é um polo simples quando k = 1, isto é, caso

a1
zZ—2

seja o primeiro termo ndo nulo da SL.

, . - i
0 = 0 éum polo simples de =, = Yo q(—1)z".

Observagao 34 (Critério para que z( seja polo) Caso zg seja uma singularidade isolada de f(z),
demonstra-se que zo é um polo de ordem k de f(z) se, e somente se, existe ¢(z) analitica em z = zg

tal que p(zp) #0e
fla) = 2L

(z —zp)K

40Para a SL em torno de zg = 0, utilize a série binomial em — ﬁ + ﬁ

#1Confira o primeiro exemplo dado apés a observagio 31.
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A28 222
1
22(z+2)(z—1)

tem trés polos, conforme a figura 2.20.

Figura 2.20: Polos de f(z)

eixo imagindrio

‘ I e NI ; - eixo real

De fato:

- zg = 0 é um polo de ordem 2 de

- z1 = 1 € um polo simples de

- Zp = —2 é um polo simples de

o) — 21
fla) = s

Observacao 35 (Comentarios sobre a fun¢ao seno) senz é nula apenas em miiltiplos inteiros
de 7t. Em particular, embora sen z seja nula na origem, podemos escrever

senz = z - g(z),
com g(z) analitica e g(0) # 0.

De fato:

2Aqui, p(z) = DT +12)1(271).

BAqui, ¢(z) = et
1

44Aqu1, (P(Z) m
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- Seja z = x +iy. Assim, como

eiz . efiz
senz — i
e yHix _ py—ix
- 2i '

temos
senz = 0 = ¢ ¥HX _p¥—ix _
[y = i

— e V|e!| = e¥|e ]

1

=Y

ey ¢
— % =1
=y =0.

Nesse caso, senz = sen x, que é nula apenas em multiplos de 7z. Portanto,

senz=0<«—=z=nm,n=0,%+1,+2,...

- Pelo segundo exemplo dado apés a observacao 28,

é analitica e, claramente, ¢(0) # 0.

Exemplo I _ o
alcule os cinco primeiros termos da SL, em torno de zyp = 0, para f(z) = cotz.

Resolu¢ao I

Como f(z) = £ tem um polo simples na origem,* a sua SL é dada por

a_
fE) ="ttt mz 2t

Para obtermos cada coeficiente a,, consideremos (senz)f(z) = cosz. Assim, por um lado,
temos

e e

o (1= )+ (a- ) - )

Por outro,
22 A

cosz:l—i—l—a—---

SDe fato, pela observagéo 35,

Flz) = cosz/g(z)

zZ

7

onde ¢(z) = cosz/g(z) é analitica (e ndo nula) em z = 0. Agora, basta considerarmos as observagdes 33 e 34.
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Logo, igualando-se os cinco primeiros coeficientes de mesma poténcia de z, temos

. . a1 1 ap ai El_l_l
ﬂ—l—l,ﬂo—O,ﬂl—?——E,ﬂz—a—Oeag,—aJr?—a,
ou seja,
a_1=1,a0=0,a ——1 a=0ea ——1
-1 = 4L, 40 — Y, 61 — 3/ 2 — 3 — 45
Portanto,
cotz—l—lz—lz3+ 0<|zl|<m (2.25)
z 37 45 ’ ' '

Observagio 36 (Residuo) Seja zo uma singularidade isolada de f(z) = Y ;o an(z — z0)". O
residuo de f(z) em zq é dado por

1
resg(zo) ;= a1 = 5 j{yf(z)ﬁlz,46

onde v = 0D(zg, |z — zo]).

- Seja
1
f(Z)—E
1
:..._|_0_|_Z+0_|_...
= Y a.(z—0)",
n=—oo
onde

{0 paran # -1,
ay =

1 paran = -1.

Por um lado, res¢(0) = a_1 = 1. Por outro,

resf(0) = 5— ¢ —dz

onde utilizamos a equacao (2.14) da observagao 17.4

- Calcularemos ress(0) para

senz
flz) = 23(2—2)(z—|—1)'48

46Conlfira a observacao 31.
47Cf.p.21.
48Exercicio 27.(g) da secdo 2.6.
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Note que podemos escrever f(z) como um produto de dois fatores do seguinte modo:

f(z) = (Se;;‘z) ((Z+1)1(Z_2)>. (2.26)

Logo, por um lado, como

podemos escrever o primeiro fator de (2.26) como

senz ___, 1 z?

z3 z _§+5!

Por outro, pelos exemplos que seguem a observacio 30,0 segundo fator de (2.26) é
dado por

(z+1)1(z—2) :_% (11?+2iz)

3 (1—z4+22—- )4+ Q14222427322 4...)

NV VT
|z|<1 |z| <2

== —%((1 2 ) (142224 (14273224

(para |z| < 1). Assim, multiplicando-se os dois fatores supracitados, temos
flz) = (-1/3)1+2"Hz72 4 (=1/3) (-1 +27 2z L4 ...

(para |z| < 1). Consequentemente,

Observagio 37 (Célculo dos residuos em polos) Caso z( seja um polo de ordem k de f(z), demonstra-
se que

(k=1)
res () = lim o7 gy (2 = 20)£ ()

Cf.p.33.
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- Consideremos o ultimo exemplo dado. Note que, pela observagéao 35,
=him
z—2)(z+
f (Z) = 2 .

Portanto, 0 é um polo de ordem 2 de f(z). Consequentemente, pela observagao 37,
. 1 4\ 1 5 1_§+§_...
resg(0) = lim 5, (d_z) N\ 2@z2-z22

2 4
20 dz 72 —z-2

L < 224 52° — )(22—2—2)—(1—§+§—--->(22—1)
220 (22 —z—2)*

_1

=7

- Calcularemos a parte principal de
Z

&)= onz”

senz

ondezvariaem D = {x +iy : |x| <1, |y] < 1}.>! Note que f(z) tem um polo simples
na origem.”? Logo, a_1z ! é a sua parte principal. Calcularemos

_ 1 d (=1+1) (z—0)-¢*
= a1 (1-1)! \dz sen z
z

. ez
= lim
z—0 senz
de trés modos distintos:
1.
a_p = lim 2(At+zt--)
Y 0z(1—22/31+ )
=1,
pelo desenvolvimento em séries de e* e de sen z;
2.
Z
a_q = 11m senz
—0 == z
_lim,0€®
111’1’12_>() senz
= 1;

S0y 1 o an(z —2z)" é a parte principal da SL Y52 _ o an(z — z9)".
51Esse é o exercicio 24 da secdo 2.6.
2De fato, f(z) = © -/ s &) onde ¢(z) é a fungdo dada na observagao 35.
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3. Como o limite a ser calculado é da forma 0/0, temos, por L'hopital,

- R
a_1 = lim
z—0 COSZ
=1.

Observacao 38 (Integrais via residuos) Pela observagio 36, temos

j{f(z)dz = 2mia_4
Y

= 2rtires(20)-

ﬁy e?/?dz = 4rmi, onde y = aD(0,1). De fato, f(z) = ¢?/? é analiticaem C — {0} e

2/2_00(2/2)11
¢ _Z n!
0
= +221+21+1
N 2122 7 11z

é a SL de f(z) em torno de zg = 0.>> Consequentemente, res £(0) = 2 e a integral anterior é
vélida.

Observacao 39 (Teorema dos residuos) Em relagio a observagio 38, vale o sequinte resultado
mais geral:

Caso vy seja uma curva de Jordan que delimita uma regido R (como na observagdo 14 da pdgina 20) e
f(z) seja analitica em v UR, excetoem z; € R, i =1,...,n, temos

}I{f(z)dz = 2mi iresf(zi).
7 i=1

: fv Z4+Z3+222dz =0, onde v = 9D(0,3).
De fato, no exemplo dado apds a observagdo 34, vimos que a origem é um polo de

ordem 2 e zy € {1, —2} é um polo simples de f(z) = 2 ) Portanto,

resf(0) = lim i(zzf(z))

z—0 dz
tim A
20dz \ 224242

= lim _ 2zl
20 \ (22 +z —2)2

BAqui, 1y =0ery = co.
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res¢(1) = lim((z —1)f(z))

z—1
1

- (m)

resg(—2) = lim ((z - (-2))f(2))

z——2

= tim (o
22\ Z2(z—1)
1

12°

Consequentemente,

]if(z)dz:zm (_}lJr%_%)

= 2mi - 0.
- Exercicio 28.(b) da sec¢do 2.6.
Como z; = —1 e zp = 0 sd0 os polos simples de
_ et 54
flz) = (z+1)senz’
interiores ao disco D(0,2), temos
eZ
= 1
resy(z1) 0 senz
- 1
~ esenl
e
eZ
— lim(z—-0)—————
resy(z2) zlg(lJ(Z 0) (z+1)senz
eZ
=1.
Portanto,
1 1
— dz = — 1.
27 %31)(0,2) f(2)dz esenl -

54Para z1, note que f(z) = 0z Para z,, note que f(z) = , com ¢(z) dada na observacao 35.
q q g

z+1

z
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2.5 Calculo de integrais reais pelo teorema dos residuos

2.5.1 Integrais de tipo [ = fozn F(cosf,senB)dl, onde F(cos6,senf) é uma
funcio real, racional (em cos 6 e sen 6) e finita em [0, 277]

Pela mudanca de variaveis

eV =z,
temos
cosf = (¥ +e ) = 1 (Z-|- %) ,
senf = (el —e70) = 1L (z - %) ,
dz _ . o : —
0= ie'”, ou seja, d0 = Edz,
F(cos6,sen @) escrita como uma funcdo complexa f(z) racional (em z) e
I = 1 ]Edz,
1Jy Z

onde v = dD(0,1).

. fzn __db
0 2—cosf
De fato, via cos§ = 1(z +1/z) e df = dz/iz, temos

= 27T.

1 1
f:ffizm_%(ﬁg)]dz
= %]{ L dz
iJyz2-2V2241

2 1

dz,

Ri=ni=eE

cujo integrando tem polos simples em /2 + 1 (fora do disco unitario) e v/2 — 1 (interior
ao disco unitédrio). Consequentemente, como

1
rese(vV2—1)= lim ——
f( ) z—>ﬁ—12—\/§—1
1

21

temos
I = (-2/i)2mi(~1/2).

- Sea>b>0,entdo

/2” dao o 2m s
0 a+bcosO® /a2 _p2

Esse é 0 exercicio 29.(a) da secio 2.6.
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De fato, via cos = 1(z +1/z) e df = dz/iz, temos

[— 1% dz
iJy, [a+§ (z+%>]
B 1]{ dz
iJyb24az+8
B Ej{ dz
N bi 722—1—27“2—1—1’
cujo integrando tem polos simples em z_ = —(a/b) — /(a/b)?> — 1 (fora do disco

unitdrio) e zy = —(a/b) + +/(a/b)? — 1 (interior ao disco unitario).”® Assim, como

) 1
rsy(22) = Jim -

B 1
- Z4 —Z—
B 1
2y/(a/b)2 =1
temos 5 b
I= — 27t
bi 2va2 — b2
- Sea>b>0,entdo
/2” de _ 2am
0o (a+bcosh)? (a2 — b2)*/%

De fato,

27 1 1 1
I mde:;ﬁz<a+b<%>>zdz

1 1 J
o ;72 (bz2+2az+b)? “
4z

4 z P
_Eﬁ(zz—kz—”z—kl)z )
b
4

g ¥ e e

4 .
= - 27ti - resy (z4),

0De fato, como a/b > 1, temos z_ < —1 (trivial!) e —1 < z; < 0, pois:
- —(a/b)++/(a/b)2—1>0= (a/b)*>—1> (a/b)> = —1 > 0!

- —(a/b)++/(a/D)2 =1 < -1 = /(a/b)2 -1 < (a/b) —1 = (a/b)®> —1 < (a/b)®> —2(a/b) +1 =
a<b!

57Esse é 0 exercicio 29.(b) da secdo 2.6.
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onde z4 sdo dados como no exemplo anterior, e

. V4
resp(e) = Jim 7\ oy

4(a® —p2)>"*

2.5.2 Integrais reais impréprias de fung¢des f(x) racionais

Pelo cdlculo de funcdes f(x) reais de uma varidvel x real,”® temos

/_o;f(x)dx: lim /_if(x)dx

R—o00
li ' li ¢
_Rf?oo/R f(x)dx—i—Rl_rE;o/O f(x)dx,

caso esses limites existam.>?

Primeiro tipo: f(x) ndo tem polos reais e tem denominador nio nulo e de grau no minimo
duas unidades maior do que o grau do numerador

Figura 2.21: v = 91 U[—R, R]

st

Caso f(x) seja a restrigdo da fungdo complexa f(z) em [—R, R], considere a integral com-

plexa
§ f(z)dz

%8C4lculo 1 na UFPR.
Nessa subsecdo, R denota uma variavel real.
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tal que v = 1 U [—R, R], onde 7 é a semicircunferéncia superior de centro na origem e raio
R, conforme a figura 2.21. Por ser racional, f(z) tem n polos, digamos, z1, ..., z,, no semi-
plano superior. Assim, caso R seja suficientemente grande, <y é a fronteira de uma regido
que contém todos esses polos. Logo,

[ f@z [ s = f faa:

=2mi ) ress(z;)
i=1

Demonstra-se que a integral ao longo de 7 é zero para R — 0.0 Consequentemente,

/_o;f(x)dx = 27 éresf(zl)

® dx _ 7w 61
0 1+x% 22"
De fato:
- f(2) = 1 tem 4 polos simples em z; = e™/4, z; = /4, 23 = 7/ 4 e
24 = o T/462

- z; estd no i-ésimo quadrante, i = 1,2, 3,4, na intersecdo da bissetriz (desse qua-
drante) com a circunferéncia de centro na origem e raio 1;

1,mi/4

e

- Como ress(z1) = — eress(zp) = te~ /4 temos

00 dx _eni/4+e—7ri/4
T — 2
/—oo 1 + x4 i 4

7

5

- Finalmente, note que

/0 1+x4 2/001+x4

o0 _ 63
* | wrnmpdt =~ 5
De fato:
- f(z) = m tem dois polos de ordem dois em z4+ = —2 =+ 3i;

- Apenas z estd no semi-plano superior;

0Como [f(z)] < 2, onde ¢ é uma constante positiva, basta aplicarmos a observagdo 12 para |z| = R — oo.
61Exercicio 30.(a) da secdo 2.6.
0+2km )

6240 7é 0 tem n raizes n-ésimas distintas dadas por riel i(=5 ,k=0,1,...,n—1.
63Exe1rc1c1o 30.(b) da secdo 2.6.
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- Como
. d z
rete) = i i (=)
(24 —z2)? =224 (z4 —2-)
B (z4+ —z-)*
_ Zy—z- —2zy4
o (2 —z)?
B Zy +2z-
S (zr -z )P
4
=&y
temos

/oo il dx = 2mi —2—2
—oo (X2 +4x+13)277 2333§
7T

— 5

Segundo tipo: A origem é um polo simples e o tinico polo de f(x)

Caso a origem seja um polo simples de uma funcdo g(z), obtida de f(x) como no caso do
exemplo vindouro, demonstra-se que

e—0

/oo f(x)dx = lim /7(8) g(z)dz (2.27)

= miresg(0),

onde y(e) é a semicircunferéncia superior de raio (suficientemente pequeno) € e centro na
origem, percorrida na direcdo do argumento crescente, conforme a figura 2.22.

Figura 2.22: A integral ao longo dessa curva fechada é zero, por Cauchy-Goursat. Além disso, como
no primeiro tipo supracitado, a integral ao longo da semicircunferéncia de raio R é zero

Exemplo < sen x s sen x Eix—COSX COSX 4 =
f *-dx = 71, pois, como = = e, para 0 < ¢ < R, <+ é uma funcéo
—00

ix
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impar no intervalo [—R, —e) U (g, R],%* temos

0 1 —e Lix R ,ix
/ SenX v — 2 lim (lim ( / C dx + e—dx))
—0 X 1 R—oo \e—0 —-R X e X

iz
= 1lim/( : * iz (Cf.alegendada fig.2.22)
(e

10 Z
= 1rres,iz ,(0) (via 2.27)
= TT.
64Como ¢(x) = %X ¢ fmpar no intervalo supracitado, ou seja,

¢(x) = —p(—x)

para cada x # 0 pertencente ao intervalo [—R, R], temos
—e R € 'R
/ ¢(x)dx + / p(x)dx = — / o(—u)du + / ¢(x)dx (pela mudanca de varidveis x = —u)
—-R Je JR Je
R R
= / ¢(—u)du —i—/ @(x)dx
€ €

R R
= _/ (p(u)du—i—/ ¢(x)dx (¢ éimpar)
=0.
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2.6 Exercicios e algumas resoluc¢des/sugestoes

2.6.1 Operacoes elementares dos niimeros complexos

1. Escreva cada um dos seguintes niimeros complexos na forma cartesiana x + iy:

(a)% i nez
. 6
(34
s 3
(© (211 +16) (8) <£+£ )
(d) (2i — 4)

Sugestdo para (a), (b) e (c):

x+iy  x+iy 1

u+ivw u+iw

x+iy u—iw
u+iw U —iw
_xu+yw+i(yu — xw)
N u? 4+ w? '

Sugestdo para (f) e (g):

A n-ésima poténcia de z = rel? é dada por z" = r"¢i"? %

2. Obtenha a parte real e a parte imagindria de:

@z=(i+12-1) @ w=
0)z=1"2 ©w=—"0;
2
(C)Z:m (f)w:z4—|—22+6
(a)
z=(G+1)(i+1)(i-1)
= ({i+1)@{E-1)
= 2(1+i)
l

5Cf. p. 10.
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(b)
i1 i1
SR R
(i+1)2
2
24241

(©)

—i—4i+6  —5i+6
B 1 6+5i
~  6-—5i 6+5i
6 + 5i
o6l

(d)

2R(Z) + R g 72
R(w) — (Iz] |Z(223L‘|1‘|2 (z)) —_— ||22|T+1\12§R(Z)

2¢x(% Cx
z Z z
Sy - (9B +3()
EXST
(e) Ao utilizarmos a técnica de completamento de quadrados no numerador, temos
22 -2z24+1+42z—-1
w =
z—1
oz 22 1
z—1 z—1 z-1
z z—1_ 1 z—1
z—1 z—-1 z-1 z-1
zP -z  z-1
z—1]  [z—1]?

=z—1+2-

=z—1+2-
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y

2z 2R(z) R 1
z=1 z=1  |z—1]7  [z-1P

2|z + 1 3
S I i Y ([P S
TP *( |z—1|2) =)

R(w) =R(z) —1+

S(w) = (1 - ﬁ) 3(2).

(f) Claramente,
R(w) =R <z4> +2R(z)+6eJ(w) = <Z4> +23(z2).

3. Determine o médulo de:

@ (2-1)?- (4+6i) @
(b)ﬁ © (+1)-(i+2) (+3)

@© (V3+1i) - (V3—1)

Sugestao:
Lembre-se que o médulo do produto é igual ao produto dos médulos!

4. Para z, w € C arbitrarios, verifique que:

@ (3) =2

(b) R(zw) = R(zw);

() zw+zw =2R(zw);

(d) |1+£z|> =1+2R(z) + |z|%

() |zxw|? = |z|> £2R(z ) + |w|%;

_ZZ _w2
(61— 5" = R

Para (a), multiplique (z/w) ! em ambos os membros da igualdade resultante de

2

N g
N

Ny
[T

SHRRS
|| ru 8l
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(b) e (c) seguem de
R(zw) = Zw er zZw
_ Zw+zw
2
= R(zw);
(d) e (e) seguem de

z+w?=(z+w)(z+w) elz—wf*=(z—w) (z—w),%®

juntamente com o item (c) desse exercicio;
(f) segue de
? |z — w]?
1 —zw]?
1z|? —2R(z@) + |w|?
1-2R(z®) + |z @2
C1-2R(zw) + |zw|? — |z|? + 2R (z @) — |w|?

zZ—w

1—zw

=1

|1 —zw|?
I ol el el A
N T—zwp
_ 1z fw + 2w
N 11—z '

onde aplicamos os itens (d) e (e) (desse exercicio) na segunda igualdade, de cima para
baixo.

5. Obtenha todas as raizes, na forma polar,®” dos seguintes polindmios complexos:

(@) Z2+z+1=0;
(b) w?+2w+i=0;
(c) z2 —1 = 0 (isto &, achar as duas raizes quadradas de 1);

(d) w* +1 = 0 (isto &, achar as quatro raizes quartas de —1).

Resolu¢ao

Note que, pelo teorema fundamental da dlgebra, qualquer polindmio (ndo constante) de
grau n tém n raizes complexas. Assim, os polindmios dos itens (a), (b) e (c) tém duas
raizes e o do item (d) tem quatro. Aqui, resolveremos (apenas) os itens (a) e (b).%3

%6Inclusive paraw = 1!
7Cf. (2.7), p. 10.
%8 As resolucdes dos itens (c) e (d) ficam a cargo do leitor.
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(a) Pela féormula de Bhaskara,

—1++v/-3
2
—1+iv/3

2

2 2

= Cos (2?71) +isen (2;)

por (2.7).%
(b) Como a equacgdo pode ser reescrita na forma

w? +2w(1)+1=—i+1,

ou seja,
(w+1)*=1-i,

sez = w+ 1, temos
22=1-1i

Consequentemente, pela segunda sugestdo do primeiro exercicio dessa se¢do, temos

: i
r2e?% = /2%

Assim,
P2 =21/2a00 — —g+2kn,k: 0,1,
isto é,
r=2V4ep = —%Jrkn,kzo,l.
Portanto,

wE {—1 +21/4e_Tm, -1 +21/4e%m} .
6. Escreva, em notagdo real, ou seja, na forma

u(x,y) +io(x,y),

os polindmios complexos (nas varidveis z e z) dos itens seguintes:

(c) F(z,z) = 2% + 22z + Z°. Sugestdo: Considere (z +Z)2.
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7. Escreva os seguintes polindmios (dados em notagéo real) como polindmios em z e z:”°
(@) F(x,y) = (x —y*) +i(y* + x);
(b) F(x,y) = (x* —y?) +i(2xy); Resposta: z2.
(©) F(x,y) = (x® = 3xy?) +i(—3x%y +v°). Resposta: z°.

Sugestdo: Para z = x +1iy, temos z = x —iy, z+2z = 2x e z —Z = 2iy, em outras
palavras,

z+z z—z
= ey= 5. (2.28)
Contudo, nos itens (b) e (c), ao invés de substituirmos (2.28) nos polindmios (dados
em notacdo real) e fazermos “um monte de conta”, podemos identificar o bindmio de
Newton, ou seja, as expressoes

X

(x +iy)? = x* + 2x(iy) + (iy)*

(x —iy)® = (x + (—iy))°
= x3 4 3x2(—iy) + 3x(—iy)? + (—iy)3,

nos polindmios supracitados.

2.6.2 Derivadas

. Caso a parte real P(x,y) e a parte imagindria Q(x,y) de f(z), dada em (2.1),”! sejam
diferencidveis, podemos definir a diferencial total

_9f . 9f
Af = Gedx 5 dv (2.29)

Em particular, z = x +iy e Z = x — iy acarretam
dz =dx+idy e dz=dx—idy. (2.30)
Consequentemente,
dx = % (dz+dz) e dy= % (dz — dz). (2.31)

Assim, ao substituirmos (2.31) em (2.29), temos

1 /of .of 1/0f .of\ .
df = 5 (a — 1@> dz + 5 (a + 1@> dz. (2.32)

700s termos de polindmios nas varidveis z e Z sdo escritos da forma

az"z",

onde o coeficiente a é complexo e os indices m e n sdo inteiros ndo negativos.
7ICt.p.8.
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Portanto, podemos utilizar as notagdes

d 1 d ; d o 1/9d .0
para representarmos (2.32) por

df = Wd+£w (2.34)

Pelas notagdes supracitadas, verifique a validade das seguintes identidades:
(a) ai(zz) =ze2(22) =z

(b) 3:(42* = 2%) = =327

(© 2(z2+ 2223) = 27 + 32°%%;

@ £ —y) =x+3

(&) F(x+y) = 3(1+1).

Aqui, z = x +1iy, ou seja, Z = x — iy. Além disso, resolveremos apenas os itens 1 e 2,
pois os célculos a serem utilizados podem ser aplicados aos demais itens.

(a) Verificaremos apenas a primeira identidade, pois a verificacdo da segunda é ana-
loga. Assim,

oz
=3 (e () i (247
:%Qx—am
iy
—z
(b)
2@ )= 2 a1 (xtiy))
= % (aax (4 —1y)* — (x +iy)*) — iz (4(x —iy)* — (x + 13/)3))
:;(@w—wxn—su+wfu»_i@u_wx—n—ax+wfon>
:=%@w—un—%x+wf—8u—w>—ux+wf)
= (0 6x 1))

onde utilizamos a regra da cadeia na terceira igualdade, de cima para baixo.
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9. Para f(z) = iQ(x,y),”? obtenha £ f(z), & f(z) e 2 f(z). Conclua que

0——~ 0
)z (z) = &f(z).

10. Demonstre que

990 _0d9
0z0zZ 0z9z
1
4\ 09x2  9y?
_1
=70
onde ) )
0 0

é o operador laplaciano.

11. Demonstra-se que f(z) é holomorfa em zy = xo + iy se, e somente se, f(x,y) é dife-
rencidvel em (xo, o) €, nesse caso,

o L,
ox dy

3

em 20,7 ou seja,

I o

0z
em zg, por (2.33). Portanto, uma condi¢do necessdria e suficiente para que f(z) seja
holomorfa é a seguinte: o coeficiente de dz deve nulo em (2.34), isto é, df deve ser
proporcional a dz, onde f'(z) é o coeficiente de proporcionalidade.
Como exercicio, determine que condi¢des as constantes reais a, b, c e d devem satisfazer
para que a fungdo

f(z) = ax + by +i(cx + dy)

seja holomorfa.

12. Caso f(z) = P(x,y) +1iQ(x,y) seja uma func¢do holomorfa e P(x,y) seja constante,
mostre que f(z) é constante.
Sugestdo: Use as condi¢des de Cauchy-Riemann supracitadas.

13. Determine uma funcio f(z) tal que R(f(z)) = x® +2x — y?> + 1.

P(x,y) = x> +2x — y> + 1 é harmdnica.”* Agora, suponha que existe Q(x,y) tal que

72Note que f(z) = —iQ(x,y).

73Essa condicdo é equivalente as condi¢oes de Cauchy-Riemann, isto é, (2.2) da pagina 8.

74Uma fungdo é harmonica quando o seu operador laplaciano é nulo, ou seja, A = 0, conforme definido
em (2.35). Demonstra-se que, se uma fungdo é holomorfa, entdo ela é harmonica, pelas condi¢des de Cauchy-
Riemann supracitadas.
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f = P +1iQ seja holomorfa em todo C. Assim, pelas condigdes de Cauchy-Riemann,

0Q 9P
Portanto,
Qx,y) = 2xy + h(y).
Consequentemente,
0Q _ /
@ =2x+Hh(y)
_op
o ox
=2x+ 2.

Logo, como I/ (y) = 2, temos h(y) = 2y. Assim,

Q(x,y) = 2xy + 2y.

Portanto,
f(z) = P4+iQ = x* +2x — y* + 1 +i(2xy + 2y).

14. Encontre a fungéo f tal que R(f(z)) = x> — 3xy? (ou explique porque essa fungéo nao
existe).
2.6.3 Integrais

15. Seja 7y a circunferéncia unitdria parametrizada por z(t) = cost +isent = ¢, onde
t € [0,2m].

(a) Por (2.16),”° calcule a integral

s
j{ —dz;
v Z

(b) Por (2.12) (da observagdo 9) e pelo item (a) supracitado, deduza que
27
/ ¢! (cos(sent) +isen(sent)) dt = 2.
0
(c) Por que podemos concluir que
2 2r
/ el cos(sent)dt =2 e / ¢! sen(sent)dt = 0?
0 0

16. Calcule as seguintes integrais complexas:

(a) fv %dz, onde 7y é a circunferéncia unitdria centrada em (0,0) com orientagdo anti-

horéria Resposta: 271i;”®

75Cf.p.23.
76Cf. (2.14), p. 21.
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(b) 3% zZ +z%zdz, onde 7y é 0 quadrado unitario centrado em (0,0) com orientagéo anti-

horéria;”’
(c) fv &dz, onde 7 é o retdngulo com vértices +3 4 i com orienta¢do anti-hordria;’®

(d) f,y g‘%d@‘, onde 7y é a circunferéncia centrada em (0,0) e raio 3 com orientagao

anti-horéria Resposta: 27ti;”
(e) fv %dé‘, onde 1y é a circunferéncia centrada em 2 + i e raio 3, com orienta-
¢do anti-hordria Resposta: 27ti (%) ;80

(f) fv ¢(¢ 4 4)d¢, onde 1y é a circunferéncia centrada em 0 e raio 2, com orientagdo
anti-horaéria; Resposta: 0;31
(8) 3% ¢d¢, onde 7 é a circunferéncia unitdria centrada em 0, com orientacdo anti-

horaria Resposta: 27i.52

Sugestdo para os itens (b), (c) e (g): A fungdo f(z) = z ndo é holomorfa (em z, Vz € C),
conforme o segundo exemplo da subsec¢do 2.2.2.

77Sugestao: Pela sugestao dada no final desse exercicio, resta calcularmos essa integral de linha pela defini-
¢do (2.12), pagina 16. Assim, considere uma decomposicdo do quadrado -y pelos seus lados, ou seja,

Y=1UrnUrUTrs, (2.36)
parametrizados por:
71 z1(t) =t —1,
Y21 22(t) = 1+ 4,
73 z3(t) = —t+1i,
Y4 : Z4(i’) =-1—-*t,

onde t varia em [—1,1]. Para cada z € vy, considere

f2) = (1+2)z.

78Resolugio andloga a do item (b) desse exercicio. Nesse caso, o retangulo supracitado é decomposto como
em (2.36), onde seus lados sdo parametrizados por:

71 :21(8) =3t —1i,
’)/QZZZ(t) =3+ i,
Y3 : Zg(t) = —3t+1,
Va1 2z4(t) = =3 —H,

paracadat € [—1,1].

79Ct. (2.16), p. 23.

801dem.

81Cf. (2.13), p. 21.

82Pela sugestio que acompanha essa questao, resta calcularmos essa integral de linha pela definigio (2.12),
pégina 16. Aqui, para cada ¢ pertencente a circunferéncia supracitada, parametrizada por

[0,277] >t &(t) =eff,

considere f(&) = €.
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17. Calcule

18.

19.

20.

1 1
e ek

onde v = dD(0,4).

Como 1 e 2i sdo pontos interiores a regido delimitada por 7, ndo podemos utilizar o
teorema de Cauchy-Goursat,®> nem a férmula integral de Cauchy.?* Por outro lado,
via fragdes parciais, temos

1 1 1 1
C-1)(¢—2i) 1-2i (5—1 _c—2i>'

Consequentemente,

b e =2 lﬁ (ﬁ%dﬁ_ﬁ@—lﬁd@ﬂ

1 1 . .

pela férmula integral de Cauchy (supracitada). Portanto, a integral do enunciado desse
exercicio é nula.

Calcule

1 >+
T ﬁ =)@ +3) %

onde v = dD(1,5).%

Caso 7 seja a poligonal fechada da figura 2.23, com orientacdo anti-horaria, calcule a

integral
j{ 1 dz.86
v 2242z

Considere D C C aberto, f : D — C holomorfa e que 7y € uma curva fechada (percor-
rida no sentido anti-horario) contida em D. Caso z( seja um ponto interior da regido R
limitada por 7 (que estd orientada positivamente em relacdo a R), demonstre a igual-

dade o)
f(z) _ 1 f(z)
ﬁ—(z—zo)ﬂldz_n! e dz, n € IN.

Sugestao: Utilize a equagio (2.15) no primeiro membro dessa igualdade.?” No segundo
membro dela, considere g(z) = f(")(z) e utilize (2.16).%8

8Cf. (2.13), p. 21.
84Cf. (2.16), p. 23.
85Uma resolucao é dada no sexto exemplo que segue a observagao 18.
86Note que z2 + 2z = z(z + 2).
Para duas resolugdes distintas, confira o quarto exemplo que segue a observagéo 18.
87Ct.p. 23.
81dem.
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Figura 2.23: A curva é dada por uma poligonal fechada

A

(=1,-1) (1L-1

21. Seja v = 0D(0,1).
(a) Via (2.15),% calcule
2n
?{ (Z-l-l) @, n € IN;
v z z

(b) Pelo item (a) dessa questéo e pela observagdo 9,”° deduza o valor da integral

27T

27T
/ cos?" tdt e / sen?" tdt;
0 0

(c) Obtenha os valores de

271 2
/ cos?tldt e / sen? 1 ¢dt,
0 0

Por um lado,

89Ct. p. 23.
NCt. p. 16.
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onde f(z) = (z2 + 1)?". Por outro,

2n 2 , -
j{ (Z—i—l) % :/ (€1t+€_lt)2n€_lti€ltdt
v Z Z 0

27
= 22”i/ cos®" tdt.
0
Consequentemente,

2r Y B 7T Y
/0 cos? tdt = Wf@ )(0).

Analogamente, por um lado,

2n 2 1\2n
7{ (Z_l) d_zzjuzz_ﬂdz
27t

= an)ié @1 (0),

onde ¢(z) = (z2 — 1)". Por outro,

2
7{ . 1 " dz _ /zn(eit ittt gy
¥ Z Z 0

27T
— 22nj2ny / sen?"tdt.
0

Portanto,
27 n
2n _ (_1) T (2n)
/0 sen”"tdt = ((2n)!)22”*1g (0).

O item (c) segue de modo anélogo, trocando-se 2n por 2n + 1.

2.6.4 Séries de Taylor, séries de Laurent e residuos

22. Determine o raio de convergeéncia (o) de cada uma das seguintes séries:
(a) 22023 kzk}
(b) X2, g (z +1)5
(©) T2, p(k)z¥, onde p(k) é um polindmio;
(d) Y2 ke K2k,

23. Para cada uma das seguintes fung¢des, obtenha a respectiva série de poténcias, com o
ponto dado como centro, e o respectivo raio de convergéncia (p):

91

(a) e %, 0; Resposta: Y5y Sl-2", p = co.

91Sugestao: Confira o primeiro exemplo que segue a observagio 28. Considere —z no lugar de z.
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(b) cosz, —m/2; Resposta: Y5 (@B,n (z+ %)2”, 0 = 0092
(c) cos?®z, 0; Resposta: ) ;" %22”, p =00

24. Seja f(z) = e*/senz, comz € D = {x+1iy : |x| < 1, |y| < 1}. Calcule a parte
principal de f(z). Resposta:1/z.94

25. Calcule, no minimo, os primeiros quatro termos da expansdo de Laurent das fungdes
dadas em torno dos pontos dados. Em cada caso, especifique o anel de convergéncia
da expansao.

(@) f(z) = cscz em torno de zg = 0; Resposta:a_1 =1,a9 =0,a1 = %, a, =0,
az = %, ag = 0eas = %; 0 < |z| < 7 (convergeéncia).
(b) f(z) =z/(z+1)3 em torno de zg = —1;
(©) f(z) =z/[(z—1)(z—3)(z — 5)] em torno de zg = 1;%
(d) f(z) =z/[(z—1)(z —3)(z — 5)] em torno de zg = 5;7
(e) f(z) =csczemtornodezy=7; Resposta:a_1=—1,a0=0,a1 = —%, a, =0,
az = —3—20, ag = 0eas = —%; 7T < |z| < 27 (convergéncia).
(f) f(z) = secz em torno de zy = 71/2. Resposta:a_1 = —1,a9 = 0,41 = —%, a, =0,
az = —3—20, ag =0eas = —%; 7 <lz| < 37” (convergéncia).
(g) f(z) = ¢*/z% em torno de zy = 0. Resposta: f(z) = Yo, (mZng), paracadaz € C
ndo nulo.
Sugestao para os itens (a) e (e): Como, pela observagao 35,7 temos
1
cscz =
senz
_1/4(2)
Z 4
92Sugestao: Considere
w=z+ 7. (2:37)
Escreva a expansao de Taylor para
cosw

em torno de wy = 0, como no segundo exemplo que segue a observagdo 28. Reescreva a expansido supracitada
na variavel z via (2.37).
PSugestao: Verifique que
” 1+ cos(2z)

cos“z = —

pelo segundo exemplo que segue a observagdo 3. Calcule a série de
cos(2z)

pelo segundo exemplo que segue a observagdo 28, com 2z no lugar de z.
% Exercicio resolvido no segundo exemplo que segue a observacao 37, p.43.
%Uma resolugao é apresentada no quarto exemplo que segue a observagao 31.
%Uma resolugao é apresentada no terceiro exemplo que segue a observagao 31.
97Sugest.§1o: Conlfira a nota de rodapé do item (c) desse exercicio e faca as adaptacdes devidas!
9BCt. p. 40.
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zo = 0 é um polo simples de csc z.*” Consequentemente, como
(senz)(cscz) =1

é equivalente a identidade

cscr — 1+z+7z3+ 31z° N
z 6 360 15120

é a série de Laurent de csc z em torno de z = 0. Agora, se { = z — 7, entdo

cscz = —csc(z — 1)
= —csc(
:_(1+§+7_€3+31€5 _|_)
' 6 ' 360 15120
1 z—n 7(z—-mn)® 31(z—m)°
z—7 6 360 15120

é a série de Laurent em torno de z = 7.

Sugestdo para o item (f): Utilize a expressao

1
secz =
Ccosz

B 1

"~ sen (z— %)
= —csc <z— 71)
N 2
= —csc(,

onde { = z — 7, e faga como no item (e) desse exercicio.

Sugestao para o item (g): Pelo primeiro exemplo dado ap6s a observagao 28,'% temos,
para cada z € C ndo nulo,

o ,n—=3
fa =55
26. A expansdo de Laurent de
1
f(Z) - ez —1

99Cf. obs. 34, p- 39.
10Confira o exemplo sobre a cot z, dado logo apés a observagao 35.
101Essa observagdo encontra-se na pagina 32.
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em torno de zyp = 0 é da forma

1 1 &, k-1 Be
.t LT G

k=1

onde cada By € R e é chamado niimero de Bernoulli. Calcule os primeiros trés nimeros
de Bernoulli.

27. Calcule cada um dos seguintes residuos:

2

(a) ress(2i), f(z) = (EShIE=)] 2iZ)(z—|—3)' Resposta: — 3+21.
(b) resf(—3), f(z) = ( ;ig)lzz Resposta: 3 3-
(c) resg(i+1), f(z) = (z—?il)3' Resposta: el;
(d) resf(2), f(z) = (erl)Zw Resposta: 3.
(e) resf(—i), f(z) = szgfi)z. Resposta: — csc?(—i) + 2i cot(—1).
(f) ress(0), f(z) = (C;frzl) Resposta: —1.
h(z)
Sugestdo: cotz =z 'h(z) com h(z) = 1— 322 — gzt + - ;12 f(z) = =L,
(g) ress(0), f(z) = %.103 Resposta: 1/4.
(h) res¢(m), f(z) = chéfl). Resposta: m
Sugestdo: Primeiramente, note que, como
COS Z
cotz = ,
senz

z = 7 é uma singularidade isolada de f(z). Portanto, podemos resolver (esse
item) determinando o coeficiente de indice —1 da série de Laurent em torno de
z = 7t ou utilizando a férmula da observacao 37,!% pois, para { = z — 71, temos

cot({ + )
(C+m)?((f+m)+1)
B cot({)
C(C+mA(C+ 1)
B h(e)
G+ m2(g+m+1)
= ¢(2),

onde h é dada na sugestdo do item (f) desse exercicio. Assim,

flz) =

z T {—0

res¢(7r) = resy(0).

102Cf. pp. 4042, da obs. 35até aeq. (2.25).

193Para duas resolugdes, confira o segundo exemplo dado ap6s a observacao 36 e o primeiro exemplo dado
ap0s a observagao 37.

104Cf. p.43.
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28. Utilize residuos para calcular cada uma das integrais seguintes:

(@) 7 faD 05) f(2)dz, onde f(z) = (erl)Zm Resposta: 125 + 125
®) 75 $ap(0,2) f (2)dz, onde f(z) = (Zﬂe)ﬁ Resposta: 1 —1/(esen1).1%
(©) 7 faD 0,8) f(z)dz, onde f(z) = %- Resposta: Y5 m-

(d) z)dz, onde f(z) = ——%— e 7 é o tridngulo com vértices 1 j: ie —3,
2mi Jy z(z+1)(z+2) &

orientado no sentido anti-horario. Resposta: & e-2e41 106

(€) 5 f f(z)dz, onde f(z) = = (Zi3)2 e éo reténgulo com vértices 2+,

—8 £ i, orientado no sentido anti-hordrio. ~ Resposta: — =3 +31) a1 +31) 107
() 7 f7 f(z)dz, onde f(z) = chosz) e v é o quadrilatero com vértices +5i, £10,

orientado no sentido anti-horario.
Resposta incompleta: 108

3 res M y res
m;3 / ( 2 ) +n—z—3 f(nr().

Sugestdo para o item (c): Primeiramente, note que, como

(z—6i)>+64 = (z—6i)> + 8
= (z—6i+8)(z—6i—8)
= (z+(8—6i))(z— (8 +6i)),

z = 8 & 61 sdo singularidades isoladas de f(z). Contudo, como |8 & 6i|] = 10, essas
singularidades ndo pertencem ao interior da regido delimitada por dD(0, 8). Por ou-
tro lado, as outras singularidades isoladas de f(z) (pertencentes ao interior da regido
supracitada) sdo dadas por

z=mnm,n=0,=x1,%2,

pois

195Pela observacao 35 (p. 40), f(z) = %

1060, —1 e —2 sdo polos simples de f(z), pertencentes ao interior do tridngulo supracitado.

197Das singularidades isoladas de f(z), 3i é a tinica que nao pertence ao interior do retangulo supracitado,
enquanto que —3 é um polo de ordem dois e —4 é um polo simples.

1980s residuos dos somatérios (dados na resposta) devem ser calculados. Por exemplo, na sugestio desse

item, que logo apresentaremos, é determinado que res;(0) = 1.
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Como, para { = z — nr, temos, por (2.25),109

cotz = cot(z — nm)
= cot(

1 1, 1 4

' §€_ 4_5§ — ...

1 lp la
“¢ (15t

— (1—%(z—nn)z—%(z—nn)‘l—---),

essas outras singularidades sdo polos simples de f(z).

Sugestdo para o item (f): Como

Zeiz
flz) = 2senzcosz
Zeiz

~ sen(2z)’

as suas singularidades isoladas (pertencentes ao interior da regido delimitada pelo
quadrildtero supracitado) sdo determinadas via

2z € {0, £, £27, £37, 47, £57, L6711},

ou seja,

T 3 S5n
+—,+n,+—, 2, £—,+ .
z € {O, > L 27, > 371}

Além disso, como

(@2, @y

sen(2z) =2z — 3l T
4z 16z*
ﬂz(“?*?"')'

temos, caso denotemos por ¢(z) a série entre parénteses da ultima igualdade (de cima
para baixo),

e, portanto, 0 é um polo simples de f(z) e

res¢(0) = lim

109¢Cf. p. 42.



2.6. EXERCICIOS E ALGUMAS RESOLUCOES,/SUGESTOES 71

Analogamente, todas as outras doze singularidades sdo polos simples de f(z) e, assim,
seus outros residuos podem ser calculados, como fizemos na sugestdo do item (c) desse

exercicio.

29. Calcule as seguintes integrais trigonométricas:

()f a+bcos9 ,coma > b > 0.
(b) f m,comﬂ>b>0.

() f a+hcos292,coma >Db>0.

(d) f m,comaec,ﬂ#il.

cos? 3046
(e) fO 1—2acos0+a?’

la] < 1.

com a complexo, a # +1. Resposta (—

110

Resposta: \/ﬁ
Resposta: m.lll

(2a+Db)ma
la(a+b)3/2"

a] > 1.
(u +1)
IZ

Resposta:

|a

( +1)

se |a| > 1. se

30. Utilize residuos para calcular as seguintes integrais reais:

@) fo gdx.

(b) f—oooo x2—|—4§+13)2dx'
© Jfy x2+ dxa>0
@ f; 2+1 dxne]N

(e)f_ mdxa>0b>0

(f) f0°° x +1d

x4 +1
(8) (1) 7, Stdx.

o0 114
(h) Jo o dx

1 cosax oy
(i) fo op2dx, coma e b positivos.

: ® xsenax oy
0 Jo 124X, com a e b positivos.

©) [T it pramnLe2

O % P raw T R

31. Calcule as seguintes integrais:

1tx

(@) [, Sidx, t > 0.

b) [ Fg

© 7 i

H0Confira o segundo exemplo da subsegao 2.5.1.
M Confira o terceiro exemplo da subsegao 2.5.1.
12Confira o primeiro exemplo da subsegdo 2.5.2.
13 Confira o segundo exemplo da subsecao 2.5.2.
14Note que x sen x é uma fungéo par.

5Confira o tltimo exemplo da secao 2.5.

(2) [0, ey,

. 112
Resposta: 5 N

Resposta: —7/27.113

Resposta: 77/ (4a).

1.35..(2n—3)

Resposta: W

z

2
Resposta: ~ (a ok

Resposta: 7Tv/2/2.

(3) [, Tipdx.

. T ,—ab
Resposta: 53¢~ ".

Resposta: 75(cos1 —3sen1).

Resposta: 375 (3cos 1+ sen1).

Resposta: 77i.11°

Resposta: 7t(2sen2 — 3sen 3).

Resposta: & (cos1 — elz)
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Capitulo 3

Parte II - Séries e transformadas de Fourier

3.1 Série(s) de Fourier (SF)

Para uma revisdo dos espagos vetoriais cujos vetores sdo fungdes e, em particular, dos pro-
dutos internos desses espagos, confira o capitulo 6 do meu livro de dlgebra linear, na minha
pégina académica institucional.!

Observacao 40 (Fungdes periddicas) Uma fungio f 2L-periddica é definida, para cada x perten-
cente a um intervalo real (ou uma unido de intervalos reais) que contenha x + 2L, por

flx+2L) = f(x).
-
ara cada inteiro 7, as fungdes cos 1%, sen = e e /L s30 2L-periddicas.

Aviso importante

Caso nada seja dito em contrario, fungdo, nesse capitulo, significa fun¢do 2L-periddica.

Observacgado 41 (Produto interno) O produto interno das fungées f1 e f, é dado por

(fi, fa) = ZL/ f1(x) fa(x)dx
ara L = 71, f1(x) = senx e fr(x) = cos x, temos

(fr, f2) = 7 / sen x cos xdx = 0.2

Observacao 42 (Propriedades do produto interno) Para o produto da observagio 41, demonstra-
se que:

1. (f1 f2) = {fo, 1)/
2. (cte1f1 +cter fo, f) = cter(f1, f) + ctex(fo, f),?

1Cf. o enderego eletrdnico na capa desse manual.
2Considere integragdo por partes.
3cte denota uma constante.

73
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3. (fcterf1 +cter fo) = cter(f, f1) + ctez(f, f2)

Observacado 43 (Ortogonalidade) As funcoes f1 e f, sdo ortogonais (entre si) quando

(f1, f2) = 0.

1.

B = 0 sem #n,
2Lf_Llex = 1 sem=n.

2. Como sen A cos B = 3[sen (A + B) + sen (A — B)], temos

<einmx/L eimlx/L> _ i/L ein(m—n)x/de
L
2L
L

(sen Y cos 7mx> _ 1 /L sen /% cos M gy
L’ L’ 2L/t L L
1 L

L _
{ / gen LAY, / senwdx}
L _L L

= E .
L[ L fﬂ(m+ﬂ)

4L | n(m+n) J—m(m+n

L t(m—n)

t(m—n) f—n(m—n
sem #n,

1 L 27wmx L

g [f_L sen Ly 4 7 sende}

sem=n

) sen udu + ) sen vdv]

1
_E(
=0,

0+0)

pois a fungdo seno é impar no intervalo [—L, L].4
Observacao 44 (SF 2L-periédica) A SF 2L-periddica é dada por
Y cpet™m/L, (3.1)
m=—o0
onde c,, € C, para cada inteiro m. Caso essa série convirja para a fungiof (x), isto é,
f(x) — Z Cmeimnx/L,
m=—oo
temos

<f(x)’ei7mx/L S — %/L < i Cmeinmx/L> e—iTC?’lX/de
—L

m=—0o0

o
— Z e < elmnx/L,eUmx/L > .

m=—oo

4Cf. o dltimo exemplo da secéo 2.5.
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Consequentemente, para cada inteiro n, temos

1 L .
tn =57 /_Lf(x)em”x/de, (3.2)

pelo exemplo 1 supracitado.

aso  seja 2L-periddica e, para cada x € (—L,L), ¥(x) = x, conforme a fi-

gura 3.1, temos

Figura 3.1: funcdo ¢

1 L p
CO_Z/—LX x=20

e, paran # 0,

1 /L .
cy = Z/_Lxe mnx/de

L
— i x.__Le—innx/L B /L .__Le—innx/de
2L imtn L _Linmn

_L I 1 I \2 -—imn

— -1 n __ -1 n_ - (_— / u
oY T Y oL <i7m) b ©
T (_1\n

_ iL(-1)" 0
™

iL(—1)"
m

Observagio 45 (De Laurent para Fourier) Caso F(z) seja holomorfa em D(0,p) e 0 < r < p
esteja fixado, temos, pela observagio 31 sobre a SL,

F(z) = i anz",

n=—oo

que, para

S5Cf.p.34.
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pode ser reescrita na forma

oo .
Z anrnemﬁl

n=—oo

com n-ésimo coeficiente dado por

1 F(w)
= — d
= o %D(o,r) w1

1 21 | i0 .
= / (re )irelede
271 Jo

27 . .
=r" <%/ F(re‘g)e_‘”9d9> .
0

Assim, caso 0 seja uma varidvel real, x = 6 — 71, f(x) = F(rel6t™)) e ¢, = (=1)"a,1", temos uma
SF 27t-periédica.’

Observacao 46 (Teorema (de convergéncia) de Fourier) Em cada ponto x, a SF de uma fun-
¢io f, caso f seja diferencidvel por partes,” converge para a média (f(x*) + f(x~))/2 dos limites
laterais de f e, assim, converge para f(x), caso f seja continua em x.8

ara a fungao 1 do exemplo anterior, a SF é dada por
w(x) — E 2 (_1)n€i7'(nx/L.

ey

Por um lado, essa série tem soma zero em x € {0, L}, pois, nesse caso, seu termo de indice
n é cancelado com o de indice —n.? Por outro lado, ¢ é continua em x = 0, com ¢(0) = 0, e
descontinua em x = L, com limites (L") = —L e (L~ ) = L. Logo, esses valores estdo em
concordédncia com o estabelecido na observacéo 46.

Ainda nesse exemplo, note que, se x = L/2, entdo o termo de indice 7, isto é,

(_;)neinn/Z _ (—2)" (cos(7r/2) +isen(m/2))"
(1)
n

()"

1

7

n

cancela o termo de indice —n, caso n # 0 seja par, e iguala o termo de indice —n, caso 7 seja
impar. Além disso, a soma dos termos de indices n e —n alterna o sinal para n = 2k 41,

®Cf. a observagao 44, p. 74.

7Isto é, diferencidvel em [—L, L], exceto talvez num nimero finito de pontos.

8No lugar do sinal =, alguns matematicos usam ~ entre f(x) e a sua SF, pois o valor da SF de f(x) num
extremo (direito ou esquerdo) é dado pela média aritmética dos valores de f(x) nos extremos (direito e es-
querdo).

De fato, a série em x = 0 é dada por Yuzo(—=1)"/ne,emx =L, devidoae

Zn#O 1/n.

7t = cos(rtn) = (—1)", por
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onde k representa um inteiro ndo negativo arbitrdrio. Portanto, comoa SFem x = L/2 é

dada por
k

e
S 2k+1) + 1)
e, de acordo com a observagao 46, converge para (L/2) = L/2, temos a série

1 1 —1)k
1—§+——---+< )

=) ...
5 (2k+1) 47

Observagio 47 (SF reais) Caso f seja uma fungdo real, isto é, f = f, temos c_, = ¢,.'0 Portanto,
como podemos escrever ¢, = (an — iby,) /2 (para n inteiro), temos

co=co=—=>cp€ER
—by=0

e, como e /L = cos X — jsen T temos

1 L nx
an—z/_Lf(x)cosde,n—0,1,2,...

1 (L TTnx 11
bn—Z/_Lf(x)seanx,n—l,Z,...

Por outro lado, por (3.1),12 temos a soma dos termos de indices n e —n (da SF) dada por

einnx/L + efircnx/L b eirmx/L o efinnx/L

= a =

" 2 " 2i

Inx + b inx

= 04y COS — sen ——
" L L

Cnemnx/L 4+ C_ne—mnx/L

Logo, uma fungdo f diferencidvel por partes pode ser representada por sua SF real

+ ZancosT—l— Zb sen%

2
Observacao 48 (Funcdes pares e impares) Além das funcoes impares supracitadas, temos as fun-
coes y = f(x) pares, onde f(—x) = f(x) para cada x € Dom(f). Portanto, os grdficos das fungoes
pares sdo simétricos em relagdo ao eixo y e os das impares sio simétricos em relagdo a origem. Além
disso, de modo andlogo ao que foi verificado para as fungdes impares, a paridade de f(x) resulta na

expressio
L L
/Lf(x)dx = 2/0 f(x)dx

Exemplo
As fungdes cos 1 sdo pares, enquanto que sen 74 sao impares.

10De fato, veja (3.2), p.75.
1dem.
12Cf. p. 74.
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Observacao 49 (SF dos cossenos e senos) Considere as mesmas notagoes da observagdo 47. As-
sim, caso f seja par, b, = 0. De fato,

{/ f(x sen—dx—l—/ f(x sen@dx}

onde a primeira integral é dada por

/ f(= (_Sennn(L ) /f sen—du

Logo, apenas termos pares da SF real “sobrevivem”. Assim, temos a SF dos cossenos, que representa
fungdes pares diferencidveis por partes, dada por

a ad Tnx
:§O+’EQ”COS—L . ap L/ fx Os—dx

Analogamente, funcoes impares diferencidveis por partes podem ser representadas pela SF dos senos
dada por

x) = ansen%, b, L/ flx en—dx
n=1

- A funcdo ¢ do exemplo anterior é real e impar. Assim, ao combinarmos os termos
simétricos de sua SF complexa, temos, para n > 0,

iL(_l)n (eirmx/L _efinnx/L> — iL(_l)n (ZISGH@)

m m
2L TNX
= (1)1 = sen —=,
™" L
acarretando
2L i 1)1 Tnx
— sen .
o= L

- Seja ¢ a fungdo (2L-periddica) definida por ¢(x) = |x| para todo x € [—L, L], con-
forme a figura 3.2. ¢ é real, par, diferencidvel por partes, ndo tem descontinuidades e,

Figura 3.2: Funcao ¢

—3L L L 3L

portanto, igual a soma de sua SF dos cossenos. Consequentemente, temos

2 rL
aozz/o xdx =L
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e, paran > 0,

L / X COS —dx

L L
Tnx 2 Tnx
= —sen— —— [ sen——dx
n L |, mnnlo L
L
2L Tnx
=070t gz
2L
= 2al(=1)" 1]
Assim,
L 4L& 1 m(2k —1)x
P =7~ nzz 2k—1)2°€ L
Em particular, para x = 0, temos, pela observacio 46,'3 a série
1+ 1 + 1 +-+ o += 71_2
9 25 (2k —1)2 -8

Solucdo da equacdo do calor 1D via separacdo de variaveis

Figura 3.3: Barra

Barra/Haste

Considere uma barra/haste como a da figura 3.3. Queremos resolver o seguinte problema:

Uy = KUy (edp),
u(0,t) =0 e u(L,t) =0 (condigdes de fronteira/contorno), (3.3)
u(x,0) = f(x) (condigdo inicial),

onde:

- u(x,t) é a temperatura u (da barra) em fung¢do da posigdo x e do tempo ¢;

- k% é a constante de difusdo térmica e depende da condutividade térmica, da densidade

e do calor especifico do material constituinte da barra, conforme ilustramos na tabela
dada a seguir;14

- Assim como edo significa equagio diferencial ordindria, edp significa equagdo diferencial
parcial 1>

13Teorema de Fourier, p. 76.
1442 ¢ medida em unidades de (comprimento)?/tempo.
Bedos e edps representam o plural das frases (em itdlico) supracitadas.
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material K2
prata 1,71
cobre 1,14
aluminio | 0,80
ferro 0,12
granito | 0,011
tijolo 0,0038

e Separacdo de varidveis
Seja u(x,t) = X(x)T(t). Assim, por u; = x>y, temos
18X 14T
Xdx?2 2T dt
= cte,

pois uma funcdo apenas de x iguala uma funcdo apenas de t (para quaisquer x e ¢
admissiveis) apenas quando ambas representam a mesma fungdo constante. Conse-
quentemente,

"é—? = ctex’T = T(t) = Toecter™t,
CX = cteX.

dx?

Caso ndo exista fonte externa de calor, T é decrescente e, portanto, para

cte = —p2,16
temos -
T(t) = Toe P!
e
d?X 9
T2 =P X = X(x) = cte; cos px + ctey sen px.

e Condic¢oes de fronteira

- Como
u(0,t) = X(0)T(t) = 0 = X(0) =0,

temos cte; = 0, ou seja,
X(x) = ctep sen px.

- Como
u(L,t) = X(L)T(t) =0= X(L) =0,
temos
senpL =0,
acarretando
pL = nm, ouseja, p = %, paracadan € Z,n # 0. (3.4)

16Note que cte é negativa.
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Assim,

nirx
Xu(x) = ¢y sen I com ¢, real, n =1,2,...%7

Portanto,

nix
un(x,t) = by sen —— 7 2T gt "zt/Lz, by, = Tocy, n=1,2,...

Consequentemente, como combinagdes lineares de solugdes sao solugdes, temos

o0
nﬂ,—x_ZZZ LZ
t) = b, sen ——— g W TK/LT
) n‘;ln T

e Condi¢ao Inicial
> nix
u(x,0) =Y by sen —— = f(x)

n=1

é uma SF dos senos, com

by L/f en—dx

Note que, como cada termo da solu¢do tem uma exponencial negativa, a temperatura
deve decrescer no tempo e, no final, convergir para u = 0.

U = Uxx,
u0,t) = u(l,t) = 0
B B x se0<x<1/2,
u(xlo) - f(x) o {1—_’)( Se1/2<x<]~/

onde f(x) esta representada na figura 3.4.

Figura 3.4: f(x) é representada pela linha continua

Aqui,comox? =L=1eb, =2 <f01/2xsen(nnx)dx + f11/2(1 —x) sen(nnx)dx), temos

_4)(—1)"
u(x, t) =Y, %sen(mnx)e‘”zn%.
n>1,impar nem

17Xy ndo pode ser calculado, pois, por (3.4), n # 0. Além disso, ndo consideramos indices negativos, pois
X_y = —Xy.
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3.2 Transformada de Fourier (TF)

Para compararmos com a transformada supracitada e revisarmos algumas notagdes e fun-
¢Oes especiais, precisamos do capitulo 4 (Transformada de Laplace (TL) e edo) do meu livro
sobre edos, disponibilizado na minha pédgina académica, cujo enderego eletronico encontra-
se na capa desse manual.

Como ilustragdo do uso da TL (£) para resolvermos edps, de modo similar ao método (para
resolver edos) do capitulo 4 supracitado, considere o seguinte:

Solucdo da equacao da onda via TL
Seja u(x, t) a solugdo da edp do telégrafo, ou seja,

10%u  kou 1k> o%u

2o o Taa" T o (39)

Primeiramente, vamos obter a edp satisfeita por ¢ = ue™*/2. Em seguida, usaremos £ (numa
funcao apenas de t) para obtermos a solugao dessa edp com condigdes de fronteira dadas por

u(x,0) = cos(mx), %—Ltl(x,O) =0, u(0,t) =2

Assim, note que, ao substituirmos
u(x,t) = ¢(x,t)ek’?,
ur = grek2 4 ggbekt/zl
iy = Prekt’? + kyeMt/2 1+ (k/2)2pet/? e
Uy = Prxe !
em (3.5), temos a equagio de onda

1
;‘Ptt - bex (3~6)

e, ao considerarmos
LA{p(x, 1)} = ®(x,5),
a propriedade
L{f"(t)} =sF(s) —sf(0) - f'(0)
e as condicdes iniciais (em t = 0) para u e u;,'® temos a edo
2 2 _k
ZTCE - i—sz S 2 Z cos(mx). (3.7)

Caso ® = Py + Pp seja a soma da solugdo do problema homogéneo e de uma solugdo
particular do problema ndo-homogéneo associados a essa edo, temos, por

d>d B 52
dxz2 2

8Confira o capitulo 4 do livro supracitado.

D =0,
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2

2 . j
re — ‘2—2 =0, isto é, r = 2. Portanto,

Sy _ Sy
Py = ctejec” + ctepe .

e d2®p _

o = —m?cte cos(mx) em (3.7), temos

Por outro lado, ao substituirmos ®p = cte cos(mx)

m?cte + s’cte = s — —,

2

s—k/2
2+c2m2

acarretando cte = Consequentemente,

s—k/2

®(x,5) = ctejec® + ctese ¥ 4+ —— L2

cos(mx).

Logo, para m = 0, temos limy_,o ®(x,s) = S_S# se cte; = 0.

Que condicdo de fronteira sobre ¢(x, t) acarreta esse resultado?
Pela tabela e pela propriedade de linearidade dadas no capitulo 4 supracitado, temos

L {1/s} =1eL] {%} = k¢,

k) 1 k/2  s—k/2
ikl 1wz ek

Portanto,

Logo, ao consideremos limy_,o ¢(x,1) =1 — %t param = 0,1 temos

s—k/2
2 + 2m2

®d(x,s) = ctese™ ¥ + cos(mx).

Entao, pela condigio de fronteira para x = 0, temos ¢(0,t) = e ¥*/24(0,t) = 1, acarretando

®(0,5) = L{9(0,1)}

=L{1}
- 1
s
Logo, cte; = % - Sijr'c‘z/ riz e, assim,
1 s—k/2 s s—k/2
(D(X,S) = (g — m) X mCOS(mX).

9De fato, pela definicdo da TL (confira o capitulo 4 do livro supracitado),

[00)

lim ®(x,s) = lim P(x,t)e Stdt

X—r00 x—o0 J(

_ « k —st
k

s—k/2
p— sz .




84 CAPITULO 3. PARTE II - SERIES E TRANSFORMADAS DE FOURIER

Finalmente, como, pela tabela supracitada,
L1 {e_StOF(s)} = H(t—to)f(t—tp),
L1 {L} = cos(at) e

s + a?

L1 {s —faz} = sen(at),

temos
1 — cos (cm (f—g))—kﬁsen(cm(t—%)) +
p(x,t) = { (cos(cmt) — z5 sen(cmt) ) cos(mx) set>x/c,
cos(cmt) — ﬁ sen(cmt) | cos(mx) se0 < t<x/c,

kt/2

restando agora, considerarmos u = ¢e*'/“ para resolvermos (3.5).

Observagio 50 (Defini¢do da TF) A TF de uma funcio f(t) adequada é definida pela integral

FB)} = Flw)

1 o . (3.8)
=—— [ f(t)e'dt,
V271 /oo
caso essa integral exista. 2
w2
£t = — F) = e e
cte
De fato, por (3.8), temos
1 i 202 &
P(a)) — _/ efcte t em}tdt
V27T J—o0
—cteztz—l—iwtdt.

1 o0
= — e
27T /oo

Agora, completando quadrados do expoente do integrando, ou seja,

2cte?

- 2 2
s (1 iw w w
= —cte” [ t+-—2-t- — —
( 2cte?  4cte? ) 4cte?

= —cte? [ ¢ iw \*_ @
o 2cte? 4cte?’

e fazendo a mudanca de variaveis

iw
—cte?t? + iwt = —cte? <t2 —2-t- >

iw

w=t— -2
2cte?

20A integral existira caso f(t) satisfaca trés hipSteses que apresentaremos na observagao 53. Se nada for
dito em contrario, o operador F serd aplicado apenas em fung¢des que satisfacam essas hipéteses!
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temos -
Flw) = et/ [~ oy,
V271 —00
Finalmente, pela mudanga de varidveis r = cte - 1, obtemos
1 2 4cte2 [ 2
Flw) = — @ /4cte / e " dr
(@) ctev/ 27 —0c0

1 efwz /4cte?
cte\/§

pois, no exemplo da observagdo sobre a convolugio para a TL, dado no capitulo 4 do livro

& 2
supracitado, temos f e Vdx = \/TE Portanto,

0
00 ’ 0 5 o
/ exdx:/ exdx+/ e "
—0o0 —o0 0
0 5 (S
:—/ e_”du+/ e ™
) 0
= 2/ e dx
0
=/
onde usamos u = —x na segunda igualdade, de cima para baixo.

Observacgao 51 (Linearidade) Comoa L, a F é linear.

De fato, sento c1 e c; constantes, temos que

Flet) +eafal)} = —= [ (@fi(t) + cafalt) e

1 « iwt 1 ~ iwt
:C1'\/T—n/_oof1(t)e dt‘i‘CZ'\/T—n/_oon(t)e dt
=aF{A)} +eF{f(H)}

Observagio 52 (Desenvolvimento da integral de Fourier (IF)) Caso f(t) seja uma fungio 2L-
periddica e diferencidvel por partes,

1 /L int
an—z/_Lf(t)cosTdt, n=20,1,2,...,

temos, pela observagdo 47,*!

ZL/ f(t)ydt+ — Zcosnnx/ f(t)cos Lntdt—i— Zsennnx/ f(t) senLntdt

n(t—x)

ZL/f )dt + — Z/f cos T Y) T ———=dt.

2ACt.p.77.
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Consequentemente, se [*. f(t)dt < co, T = w e £ = Aw, entio

L—oo Aw—0 7'[

lim f(x) = lim 1y Y. Aw/ f(t) cos(w(t — x))dt.
1 (o)
Portanto, temos a IF dada por

flx) = %/Om dew /O:Of(t) cos(w(t — x))dt.

A rigor, esse desenvolvimento formal (para a obtencdo da IF) ndo é propriamente uma de-
monstra¢do. Contudo, com as hipéteses da observagdo 53, uma demonstragdo similar a tal
desenvolvimento pode ser encontrada em alguns livros (matematicamente mais rigorosos)
da area.

Observacao 53 (Hipoéteses para existéncia da IF) A IF existe se:
1. f édiferencidvel por partes;
2. f'é continua por partes;
3. [T 1f(B)|dt < 002

Note que f ndo precisa ser 2L-periddica para que a IF seja vélida.

Observacao 54 (Forma exponencial da IF: transformada de Fourier inversa (TFI)) Devidoa
cos(w(t — x)) ser par como fungio de w, temos

Flx) = % [ o [ o) costeolt — x)d.
Devido a sen(w(t — x)) ser fmpar como fungio de w, temos

%/Zdw/o;f(t) sen(w(t — x))dt = 0.

Assim, temos

Flx) = ;ﬁ/ dw/ F() (cos(w(t — x)) +isen(w(f — x)))dt

_ i OO —iwx / iwt
= 27_[/_006 dw _Oof(t)e dt
— L/OO (L /oo f(t)eiwtdt> efiwxdw
V27T J—0 \ V27T J—00
1 o0 .
= —— F(w)e “*dw.
V27T /—oo )

Consequentemente, para x = t, temos a TFI dada por
FHE(w)} = f(t)
1 0
= — F(w
V271 /—oo (

22 Assim, como | [* f(t)dt| < oo, temos [ f(#)dt < oco.

Ve Wi, (39)
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|
onsidere f(t) = 6(t), a fungéo delta de Dirac.® Logo, como

)= 7 e

iw-0

temos

o(t) = L/ e W,

27

Assim, ndo s6 obtivemos que a fungdo J(t) e a fungdo constante 1/+/27 sdo transformadas
uma da outra por F e F 1, mas também um novo modo de representar a fungdo (t).%*

Observagao 55 (“Escolha” das defini¢des (das transformadas) dadas) Poderiamos ter trocado
F por m em uma das transformadas, eliminado \E na outra efou trocado os sinais dos expoentes

nas duas, sem grandes perdas na teoria.

aso

FHF(w)} = f(t)
L /_O:o F(w)e“tdw

27
sejam utilizadas como as férmulas para a TF e a TFI, respectivamente, resolva os seguintes

exercicios:

1. Para a func¢do de Heaviside H(t), dada por

. 0 Set<0, 25
H(t)_{ 1 set>0,

obtenha a TF de f(t) = H(t)e ", com a > 0.

2. Determine o valor de

/ 1wt dw
27 5+ iw iw"
2Confira o capitulo 4 do livro supracitado.

24Em alguns livros, 6(t) é definida por essa integral!

ZConfira o capitulo 4 do livro supracitado.
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3. Utilize a TF para obter uma solugéo y(t) de

y(£)" +3y () +2y(t) = 6(t).

1. Note que
F(w) —]—"{H *ﬂf}

/ —(atiw)t gy
— / u+1w tdt

—(a+iw)t

a—+iw
_ 1
a+iw’

0

Na dltima igualdade, de cima para baixo, usamos o seguinte fato:
E nulo o limite do produto de uma fungdo limitada por uma que converge para 0.
Assim,

L — co = e "t (cos(wL) +isen(wL)) — 0.

Caso as transformadas do enunciado desse exercicio sejam trocadas pelas transforma-
das (3.8) e (3.9),%° temos a seguinte resolucdo: Como

0 set <0

0 ={ ou 2150

temos

F(w u iw tdt

h

e~ (a—iw)t

V2r(a —iw)

[oe]

0

Assim, como

lim ‘e (a— iw)t‘ — lim ’efatHeiwt|
t—o0 t—o0
= lim |e™ |
t—00
=0,
temos 1
F(w) =

26Confira as paginas 84 e 86.
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2.

1 00 eZiw ot 1 eZiw
— [ ety = o
271/005+iwe @ {5+iw}

= F1 {eZi“’]—" {H(t)e_5t}}

— H(t+2)€f5(t+2),

onde usamos o (resultado obtido no) item 1 (desse exemplo) na segunda igualdade e,
na ultima igualdade, a vindoura observagdo 56, adaptada a definicdo das transforma-
das adotada nesse exemplo, isto é,

F{f(t=a)} = e “"F{f()}.

3. Seja F {y(t)} = Y(w). Considerando a vindoura observacao 57, adaptada a defini¢ao
da TF dada nesse exemplo, isto é,

Fly(t)} =iwY(w) e F{y'(t)} = —w?Y(w
além da TF de 46(t) (obtida anteriormente), adaptada a definicdo da TF dada nesse
exemplo, isto é, F {4(t)} = 1, temos
—i i1 1

Y 2 _3jw—-2)=-1 Y = = — .
(w)(w® = Biw —2) = Y(w) =t o iw+l iw+2

Consequentemente, pelo item 1 desse exemplo, temos
y(t) =F ' {Y(w)}

1 1
— 1 _
=7 {iw+1 iw+2}

= (e_t — e_zt) H(t).

Observagdo 56 (Deslocamento)

F{ft—a)} =e“F(w) e F{"f()} = F(w+a).

Demonstracao I ) )
ara a segunda 1gualdade, é facil ver que

F {eiutf( / f i(w+a) tdt
\/_
Para a primeira, pela mudanca de varidveis t —a = u, temos
F{f(t—a) | = apetar
\/_
- u)elw+a) gy
§E[Wf<>

)elrduy.

wa 1 /
V27T J -
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Observagio 57 (Derivadas das fungdes f(t) e F(w))

4

k
f{%fu)} = (i) F(@) e F {0} = (it opw)

Demonstracao I ) L i
Seja k = 1. Para a primeira igualdade, integrando-se por partes, temos

]—"{%f(t)} = —iwF(w).” (3.10)

Para a segunda, ao passarmos a derivacdo em relacdo a w para dentro do sinal de integracéao,
temos

. d
FAtf(t)} = —1%F(w). (3.11)
As férmulas para k > 1 seguem (indutivamente) de (3.10) e (3.11)

Exemplo ) ) o
rovaremos, de um modo diferente do que fizemos no primeiro exemplo dado

ap6s a definicao de TF,?® que
F {efc’ceZt‘2 } — 1 e—ﬁ .
cte\/i

De fato, f(t) = e~’" satisfaz a edo

d
B+ 2cte’tf(t) = 0.
Portanto, aplicando-se a observacdo 57 para k = 1, temos

d
. 2. _
iwF(w) + 2cte l_dwF(w) 0,

ou seja,

d w

_F w -
(w) + 2cte?

10 F(w) = 0.

Assim, temos
F(w) = CTEe @'/4t,

onde

CTE = F(0)
1 /°° —cte2f?
= —— e dt
V21 J -

1 1 © _p
= ——— e " dr (r = ctet)
V271 cte /oo
1

B cte\/i'

¥Pode ser provado que, se f(t) — 0 quando t — Foo, entdo existe a TF de f(t).
28Cf. obs. 50, p. 84.

(Cf. exemplo supracitado)
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Solucdo da equacdo de onda via TF
Essa equacdo é dada por (3.6) e ja foi resolvida via TL.?’ Para resolvé-la por TF, considere
que a amplitude ¢(x, t) de pequenas vibragdes satisfaz a equagdo supracitada, ou seja,

(Pxx = Clz(,btt/ (3.12)

e a condigao inicial
$(x,0) = f(x), (3.13)

onde f(x) — 0 quando x — =£0o, pois, nesse caso, a onda ainda ndo se propagou, ja que
a propagacdo, além de espacial, também é temporal.** Logo, aplicando-se a TF em (3.12)
(como fungdo apenas de x) e sendo ®(w, t) = F {¢(x, )}, temos a equacao

(—iw)?®(w, t) = Clzq)tf(w/t)' (3.14)

Como essa equagdo é uma edo em t e, ao aplicarmos a TF a (3.13), temos a condigdo inicial
®(w,0) = F(w), a solugdo de (3.14) é dada pela expressao

O(w,t) = F(w)e*we,
Agora, aplicando-se a TFI nessa expressado, temos, pela observagao 56,

¢(x, 1) = f(x Fct),

que corresponde a propagacdo de ondas nas dire¢des positiva e negativa do eixo x, respec-
tivamente.

Solucdo da equacdo de calor unidimensional via TF
Essa equacdo, no sistema (3.3),%! ja foi resolvida via SF. Para resolvé-la por TF, caso u(x, t)
seja a temperatura (em func¢do do tempo e do espaco) satisfazendo a edp

Ut = Kty
podemos aplicar a TF nessa equagdo como fungido apenas de x e, denotando-se
U(w,t) = F{u(x,t)},
temos, pela observagdo 57 (na derivada em rela¢do a x), temos a seguinte edo em ¢
Ui(w, t) = —x2w?U(w, t),

cuja solugdo é dada por
U(w, t) = cte - e ¢,

2Cf.p.82.
30Essa condicéo sobre f(x) assegura o uso da férmula da TF para a derivada de f(x).
31Ct.p. 79.
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onde cte depende de w e é determinada pelas condig¢des iniciais. De fato, cte = U(w,0) é a
distribuicdo espacial inicial de U, que é dada pela TF aplicada a distribui¢do espacial inicial
de u, isto é, u(x,0). Entao,

fx 2%t flwxdw

u(x, t) = \/_/ cte(w

Portanto, por exemplo, caso tenhamos u(x,0) = é(x) (e, assim, cte(w) = cte), podemos
completar quadrados em w para —x’w?t — iwx e, por uma mudanga de varidveis adequada,

obtermos
cte _ %

e 42t
K2t

u(x, t) =

De fato, basta considerarmos

_ {(Kﬂ)sz +iwx] = (K t>2 <w+ Z(Kij;z)z)z - 4(;\2)2
e ”_“’Jrzij;t

Observacio 58 (Convolugdo) Se (f * g)(t) := [*_ f(t — T)g(T)dT, entiio

F{(f+8) ()} = V2rF(w)G(w).

Demonstracao I

= (st agmar) i = [T (o [ e mperar) g(rae
_/ “"TF g(T)dT

= V2nrF(w

l(UTdT,

o) 7w |5

onde usamos a observagdo 56 na segunda igualdade, de cima para baixo.

Oscilador harmoénico amortecido
Considere a edo
dy  dy

WJF dt+w°y g(t),

onde k e w} sdo constantes tais que w3 > k?/4. Assim, se

Fly()} =Y(w)e F{g(t)} = G(w),

entdo, aplicando-se a TF em ambos os membros da edo supracitada e usando a observacao 57
em y(t), temos
G(w)

— w? —ikw

Y(w) = 2
0
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Agora, se F(w) = —

e entdo, pela observacdo 58, temos

v() = = [ -,
onde

f(t) = FH{F(w)}

e—iwt

1 o0
V2 /oo w3 — w? — ikw

dw

pode ser calculada calculada por uma integral (complexa) de contorno, resultando em

—kt/2
f(t) = { Wsen(mﬂ set>0,

0 set < 0.

Observacdo 59 (Transformadas de Fourier do cosseno e do seno) Essas transformadas sio de-
finidas da seguinte maneira:

1. TFCe TFCI

Seja f.(t) par. Logo, como cos(wt) é par, temos

F(w) = \/% /_0:0 fe(t)(cos(wt) +isen(wt))dt = \/g/ooo fe(t) cos(wt)dt
épare

fe(t) = \/% /_o:o F(w)e “dw = \/g/ooo F.(w) cos(wt)dw.

2. TFS e TFSI
Seja fs(t) impar. Portanto, analogamente,

Fs(w) = \/%/Ooofs(t)sen(wt)dt e fs(t) = \/%/OOO Fs(w)sen(wt)dw.

A funcéo

1 selt| <1,

f(t):{O se [t| > 1,

é a fungdo de passo unitdrio finita simétrica.
1. Determine F.(w), a TEC de f(t);

2. Utilizando-se a TFCI, mostre que

£(t) = %/000 senwz}os(wt)dw.




94 CAPITULO 3. PARTE II - SERIES E TRANSFORMADAS DE FOURIER

3. Pelo item anterior, verifique que

® sen w cos(wt) 0 se || > 1,
/ dw =< 7m/4 selt| =1,
0 w /2 selt| <1.

| |
Seja f(t) = fc(t). Assim:
1.
=1/= / cos(w
/2 sen(wt) |1
Vo w0
- Esenw
Vo ow
item 1,
\[fo )cos(wt)dw — = 2 o —Senwffs(wt)dw.

3. Pela definigdo de f(t) e pelo item 2 desse exemplo, a verificagdo € trivial para t # +1.
Agora, para t = 1, temos

dw =

/°° sen w cos w
0

® gen(2w) E=2W 1 [ogenx
: fy e T,

1

2

T
= = E’
onde a integral [ 24y pode ser calculada via varidveis complexas.

Observagio 60 (Mudanga de variavel) Se cte # 0, entdo

Fiflete-) = F ().

|cte|  \cte

Demonstracao I

- Para cte > 0, temos

F{f(cte-t)} f(cte - t)e'dt

=
1wu/cteidu

:E/ flu cte

Je gt dy

ctem/ flu

e cte

|cte| \/ﬂ/ flu
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- Para cte < 0, temos

F{f(cte-t)} f(cte - t)e'“dt

=L |

_ \/__/ f(u)elwu/cte&du

= e celldy
cte\/_/
= M—E /Oof(u)elcte”du.

omo F {f(—t)} = F(—w), temos que

f(t) é par (respectivamente, impar)
Portanto,

F(w) é par (respectivamente, impar).

i
Se a e b sdo constantes positivas, entdo
o sen(bw b
/ e_“wﬁdw = arctan —.
0 w a

De fato, a fungéo
1 selt|<b

fo(t) :{ 0 se|t| >b:

como no exemplo da fun¢do de passo unitario supracitada, tem TF

2sen(bw)

Fifo(t)} = e

Portanto, por linearidade, temos

b -

{\/_ (t )} sen(bw).

Por outro lado, resolvendo de modo anélogo a um exemplo dado anteriormente,

95

sO que

dessa vez também considerando a integral para t € (—o0,0) (além da integral em (0, c0) ja

obtida), temos
2a

f{e_”m} — Vi@ i)

Analogamente, s6 que, agora, aplicando a TFI, temos

2a . —a|w\
F{\/E(auﬂ)} -

32Qual?
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Agora, pela observacdo 58, temos
F 1 \/27Tf )] + 2a 1 _ sen(bw)e_a|w|
var\ 2 Vora+ 8 w

Consequentemente, como

a 1
f(t):\/—/baz T)z

\/271 v a2+ u2 u2

temos

1 t+b t—>b
f(t) = — (arctan AL arctan )
V2 a a
1 /°°
= — F
V27T J—co
onde, na primeira igualdade, de cima para baixo, usamos a integral [ ﬁdu = % arctan Z.

Consequentementa, como arctan é impar, basta considerarmos ¢ = 0 para obtermos o resul-
tado desejado.

w)e Widw,



6.

3.3. EXERCICIOS
3.3 Exercicios
1. Seja

para0 <t < 7;
para 57 <t < 7;

f(t) =

] N

% para it <t <27,

Esboce o grafico de f () e determine a SF assumindo f(t) = f(t+2m) paracadat € R.
2. Determine a SF para a fungdo

_ [ H(x) (funcdo de Heaviside) se x € [—1, 71];
flx) = { f(x+2m) (f 2m-periédica)

se x € R.
Dai, obtenha o valor da série

3. Obtenha a SF para

Flx) = { sen(}) se0<x<m,

—sen (5) sem <ux <2,
sendo f(x) = f(x + 2m) para todo x € R.

4. Determine a SF para

(12 sex € [—m, ),
f(x)_{f(xj—Zn) seiG]R.nn

Sugira valores possiveis de f(x) em x = 7.

5. Deduza que a SF para f(x) =

—7T < x < 71, a um numero real, é

s

Dai, obtenha os valores das quatro séries:

S e L 1
nZ‘laz-i—nz' n;wa2+n2' ng‘laz—i—nz © nzz_looa2+n2'
Se

(o]

—t+e

f(t)y=1¢ t+eé

se —mt<t<0,
= se <t<mm,

f(t+2m) seteR,
esboce o gréfico de f(t) para —47 < t < 47 e obtenha a SF para f(t).
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Encontre a SF para a funcdo

2 se — T <t<O0;
— )2 se0<t<
(t+2m) seteRR.

f(8) =

e

Dai determine o valor das séries

1 n+1
"2

oo o0
I
n=1 n=1

Determine a SF de meio periodo para a fungdo do item anterior e esboce os graficos da
funcdo em ambos os casos para t € [—27,27].

Dada a SF de meio periodo

use a Identidade de Parseval
2 0 2
i / dx = — + } (a3 +b3) (IP)

(valida para f : R — R 2L-periédica, sendo f, |f| e |f|* integrdveis) para deduzir o

valor da série
o0

(2n —1)°

n=1

Dai obtenha o valor da série

decompondo-a em duas séries, uma das quais é a série anterior.

4

Verifique que a SF para a fungdo f(x) = x*, —t < x < 71, é dada por

(2n% — 6) cos(nx);

explique porque tal série ndo contem termos com senos; use tal série para obter o valor
da série
o (1)t

considerando que
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11. Dada a SF

o0
2
x~ Y Z(=1)"sen(nx), —m<x<m,

integre termo a termo para obter a SF para x2, calculando a constante de integragao,
integrando ambos 0s membros para x € [—7, 77]. Use a mesma técnica na SF para x*
dada no tltimo exercicio para obter a SF para x° em —7 < x < 7.

12. Num circuito elétrico, a voltagem é dada por

V(t):{40 se) <t <2,

0 se2<t<5b.
Obtenha os 5 primeiros termos da SF complexa para V(t).

13. (a) Seja f(x) = ¥ o cne™*/L uma SF complexa. Desta, obtenha a IP

fofr=) leal®
nN=—oo
(b) Aplique a IP para a fungdo 2L-periddica (x) = x, x € [—L, L], obtendo
LU SRS SV
49 n? 6

14. Usando separacao de varidveis, resolva o PVC
%—”t‘:xg%‘ sex € [0, %],
u(x,0) = x(§ —x) noinstante t =0,
u(0,t) =u(%,t) =0 paratodot € RR,

escrevendo a SF para a fungao x(§ — x).

15. Use TL para resolver novamente o PVC da questdo anterior mas, desta vez, obtendo

u(x,t) = —x>+ %x — 2kt

o {senh(%—x) %}

s?senh (§) /2

B senh(x,/%)
+ 2Lt {52 Senh(%\/g) } .

Use TL para inverter tal expressdo. Explique quaisquer diferengas entre esta solugdo e
a resposta do exercicio anterior.

16. A fungédo u(x,t) satisfaz o PVC

92 0 ou __
aﬁ—bﬁ_a_btl_o parax > 0,a>0,b >0,

u(x,0)=0 para todo x,
u(0,t) =1 para todo ¢,
u—0 quando x — oo, para todo t > 0.

Determine U(x,s) = L{u(x,t)}. (Aviso: Ndo inverta U).
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Resolva o PVC
u _ du
ox2 oy’
u(x,0) = 0 para todo x,

x,0
u(0,y) = 1paratodoy > 0,
u(x,y) — 0 quando x — oo.

Sugestdo: Use a questdo anterior!
Suponha que u(x, t) satisfaga a EDP do telégrafo

182u_k8u+1k2u_82u
2ot2 2ot 42 9x?’

Determine a EDP satisfeita por ¢ = ue */2; dai, use TL (em t) para obter a solugio
com condig¢des de fronteira

u(x,0) = cos(mx), aa—”t‘(x,O):o, u(0,£) = k/2.

A func@o u(x, t) satisfaz o PVC

U — Pty = 0; x>0,t>0; u(0,t) = f(t); u(x,0)=0, xlgn u(x,t) =0,
onde f(t) é continua por partes e de ordem exponencial. Obtenha a solugéo para tal
PVC via TL e CONVOLUCAO. Determine a solugdo explicita para f(t) = 6(t), onde
5(t) é a fungao delta de Dirac.

Um sélido semi-infinito ocupando a regido x > 0 tem temperatura inicial nula. Um
fluxo de calor constante é aplicado a face em x = 0, tal que Ty(0,t) = —a, onde T é a
temperatura do campo e « é uma constante. Supondo condugdo de calor linear, encon-
tre a temperatura para qualquer ponto x > 0 da barra e mostre que a temperatura da
face no instante t é dada por

Kt
IX JE—
T
onde k é a condutividade térmica da barra.
Use
Flw)=F{f(t)} = / f(he @it e f(t)=F H{F(w)} = %/ F(w)e“tdw

como férmulas para TF e TFI, respectivamente, para resolver este e os proximos dois
exercicios.
A fungdo de Heaviside H(t) é dada por

| 0 paratodot <0,
H(t) = { 1 paratodot > 0.

Obtenha a TF de f(t) = H(t)e *, onde a > 0.

Solugdes possiveis: F(w) = H%; Flw) = H%} F(w) = _wiia'
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Determine o valor de
e

1 ) 2iw ot

1w
— —e'“dw.
27 /oo 5+ iwe “

Solugdes possiveis: H(t +2)e~>(2); H(t)e?; H(e 5(t+2)).

Use TF para obter uma solucdo y(t) de

y(£)" +3y () +2y(t) = &(t).

Solugdes possiveis:

e t—e 2t >0, et —e2t t >0, et +e2,t >0,
y<t):{0,t<0; V=<0, YW=10r<0

Resolva os 3 exercicios anteriores, agora usando

1 (ee]

Flw) = % / Z FOSaE e f(1) = | @y o,

W2

e —cte?t? | _ 1 T aete?
Verifique que F {e } = Gyl

Resolva ¢y = Cl_z(Pft (EO) via TF, considerando a condig¢do inicial ¢(x,0) = f(x), onde
f(x) = 0 quando x — =oo.

Resolva a Equagdo do Calor Unidimensional aplicando TFem x a u; = %21, conside-
rando u(x,0) = 6(x).

Resolva, via TF, a EDO do Oscilador Harmoénico Amortecido

d? d
T kg by =),

onde k e wj sdo constantes tais que w3 > k?/4.

Para a fun¢do passo unitario finita simétrica

1, |t <1,

f“):{o, > 1,

resolva os seguintes itens:

(a) Determine F.(w), a TCF de f(t);
(b) Aplicando a TICF, mostre que

2 [®senw cos(wt)
t)=— d
fin == [
(c) Usando o item anterior, verifique que
® gsen w cos(wt) 0, t>1,
/ dw=1{ 7/4 |t|=1,
0

w n/2, |t <1.
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30. (a) Mostre que a TSF e a TCF de e~ sdo dadas (respectivamente) por

/2w /2 a
Flw) = T w? + a2’ Felw) = Tw? +a?’

Sugestdo: Cada uma das transformadas pode ser relacionada a outra via integra-
¢ao por partes.

(b) Mostre que
o0 wsen(wt)dw _Tat s ® cos(wt) we Temat 50
0 w?+a? 2 "o w?+a2 22 '
Tais resultados podem ser obtidos por integragdo complexa de caminhos.

_ n(b
aw S€ ((U(U)d

31. Verifique que fooo e w = arctan 2, onde a e b sdo constantes positivas.



