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CONTEUDO



Capitulo 1

Teoria de I ordem

OBJETIVO DO CURSO I

Estudar equacoes diferenciais ordindrias (edos), bem como séries de fungodes, transformadas de la-
place e teoria qualitativa, para aplicé-las nas edos.

O QUE E UMA EDO? I

Uma equagio diferencial ordindria (edo) é uma equagdo que relaciona uma funcdo incégnita,
digamos x(t) ou y(t), com algumas de suas derivadas. Determinar que funcdes satisfazem
uma edo significa obter suas solugoes.

Seja

d?x

W +x=0. (11)
Por um lado, escrevendo (1.1) como 1-x”(t) = —x, se pensarmos na derivada de segunda

ordem (em rela¢do a t) como a aceleracdo a de uma particula no instante t, m = 1 como
uma massa unitaria e o simétrico aditivo da fun¢do incégnita como uma forga F, resistiva ao
movimento, temos F = ma.! Por outro, cost e sen t sdo solucdes dessa edo, isto é, satisfazem
a equacdo (1.1). Na verdade, combinagoes lineares dessas duas fun¢des trigonométricas, ou
seja,

X = ctej cost +cteysent,

sdo solucdes de (1.1), onde cte; e cte, sdo constantes numéricas.?

TECNICAS DE RESOLUCAO I

Além de resolugdes analiticas, existem ainda resolu¢des numéricas, que estdo fora do es-
copo dessas notas, e qualitativas, que estudaremos posteriormente.

1Sequnda lei de Newton.
Verifique!



6 CAPITULO 1. TEORIA DE I ORDEM

DOMINIO DAS SOLUCOES I

E importate observar o dominio méximo da solugdo de uma edo. Em geral, esse dominio
é um conjunto aberto da reta real, isto é, um intervalo aberto ou uma unido de intervalos
abertos.

EXEMPLO

No exemplo anterior, 0 dominio das solugdes é IR, isto €, o intervalo (—oo, +00).

TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE (TEU) I

O problema de valor inicial (pvi)

% = f(t,x) (edo)
x (to) =xo (condigdo inicial)

admite uma tinica solucio x = x(t) no intervalo aberto maximo 1 contendo to, caso f e fx sejam
continuas num retdngulo aberto

R:{(t,x) Gle|a<t<bec<x<d}
contendo Py = (to,xo) com I C (a,b).
Para uma representacdo geométrica do TEU, considere a figura 1.1.

Figura 1.1: TEU

1.1 Edo linear de primeira ordem
Sejam a,b : I — R continuas, onde I é um intervalo aberto em IR, e o pvi

x'=ax+b; (edo)
x (to) = x¢. (condicdo inicial)



1.1. EDO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM

Pelo TEU, considerando f(t,x) = a(t)x + b(t), tal pvi admite uma tnica solugéao.

Vamos considerar os seguintes casos:

I a é a funcao nula. I

Nesse caso, temos a seguinte solugdo geral, via integracdo simples:

b(t) = J%d’t = Jb(t)dt

dx _
dt
— x(t) = Jb(t)dt + cte.

EXEMPLOS

1 x! = cost;
' x(0) =0.

Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = Jcos tdt 4 cte

= sent + cte.
Por outro, pela condigdo inicial,
0 =x(0) =sen0 + cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = sent é a solugdo desse pvi.3
! 1.

X = 17
2 { x(1) = 0.
Por um lado, a solucdo geral é dada por

x(t) = J %dt + cte
= In [t| + cte.
Por outro lado, pela condigao inicial,
0=x(1) =In|1|+ cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = Int é a solucdo desse pvi com I = (0, o).

I b é a fungdo nula. I

3Note que I = R.
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Nesse caso, a solugdo geral é obtida pela seguinte resolugao:

dx 1dx_

= a(t)x = T a(t)
d
— - Inx(t)] = a(t)
— J % [In jx(t)[] dt — J a(t)dt

= In|x(t)| = J a(t)dt + cteq
— eln x(t) _ ej a(t)dt ecter
= [x(1)] = ctey el <1V
— x(t) = cte el aB)dt,
De cima para baixo, na primeira implicacdo, assumimos que x ndo se anula; na se-

gunda, usamos a regra da cadeia; na pentltima, denotamos cte, = e*1; na ultima,
consideramos cte como sendo qualquer uma das constantes +cte;.

EXEMPLOS

r_ ot
1. x =Tz X

Se u = 1+ t?, a solugdo geral segue de

t
x(t) = cte ef ez 4
= cte e17 J % du

2

=ctey/ 1+ t2.

2
)1/ em relacdo a t, podemos obter a edo desse exemplo.

Derivando x = cte (1 + 12
De fato:

1 ~1/2
x/ :cte-zt-z (1 +t2>
_]+l
=ctet <1 +t2) :

1 N 1/2
:t-—-cte<1+t>
14+ t2

142

Obviamente, uma cte (e portanto uma solugdo particular) é obtida se considerar-
mos um pvi composto de tal edo e de uma condigao inicial.
2. Seja

x' = 2tx;
x(0) = 1.
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Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = cte el 2tdt

2
— ctee'.

Por outro, como ,
1=x(0) =ctee” = cte =1,

~ ., 2
a solugdo do pvi é x = et .4

- a e b podem nao ser identicamente nulas I

Nesse caso, sendo

t
At) = J a(s)ds, (1.2)
to
a solucao do pvi é dada por
t
x = eV (xo +J e Ap(s) ds) . (1.3)
to

Primeiramente, note que, as solu¢des de I e II sdo casos particulares da equagao (1.3).
Além disso, em relacdo a equacgdo (1.2), note que,

—A(t)—0
= A(t) — A (to)
=A(s)]")

s=to’

ou seja, A é a primitiva, isto é, a integral, de a, variando de t até t.
Para demonstrar (1.3), como % = a(t),

d
I [e_A(t)x] = e Ay —q(t)e Ay
=e MY X' —a(t)x]

=eMb(1),

onde usamos a hipotese x’ — ax = b. Assim, integrando de t; até t, obtemos

t d t t
J — [e*A(S]x] ds = J e Ap(s) ds = e Ax — e Alto)y (1) = J e A)b(s) ds
to ds to to

“Note que I = R.
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Embora a formula (1.3) possa ser usada para obter a solugdo do caso III, em vez de
memoriza-la, apresentaremos a técnica do fator integrante, com a qual podemos reobter
(1.3) e, concomitantemente, obter um processo de resolugdo.

O objetivo aqui é escrever o primeiro membro da equagdo
x" —a(t)x =b(t) (1.4)

como a derivada de um produto, para podermos utilizar o caso I. Assim, multiplicando
a equagdo (1.4) por pu(t) # 0, temos

u(t)x” —a(t)u(t)x = pu(t)b(t), (1.5)
onde estamos supondo que p’ = —ap. Nesse caso, pelo caso II,
i = ctey e/ (-althdt,

Aqui, sem perda de generalidade, considere cte; = 1. Agora, voltando a equagao (1.5),
temos

d d
a(ux) =ub = Ja(ux)dt —Jubdt

— ux = J pubdt + cte
— x=p (cte + J u(t)b(t)dt) .

Portanto, utilizando alguma condigdo inicial x (tg) = xo, obtemos (1.3).

EXEMPLO

Seja
tx/ = —x+t%
X(]) = XQ-

Para t # 0, a edo pode ser escrita como

1

/
x +-x=t
t
Entao, pelo fator integrante
H et eJ‘ % dt
_ elnt

d d ,
a(wd =ut —= a(tx) =t

:>tX:§+Cte.
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Note que, a condicdo inicial foi utilizada em In [t| = In t, no cdlculo de 1,° e, além disso,
acarreta cte = xp — % Portanto,

2 1
t X0 — 3
X=—+—3

3 t

el=(0,00).

1.2 Edo nao-linear de primeira ordem

Sendo f(t,x) como no TEU, estudaremos essa edo, dos seguintes tipos:

I SEPARAVEL

f(t,x) = %, onde g e h # 0 sdo continuas. Além disso, h admite uma primitiva
H invertivel, isto é, existe H com inversa H™! tal que % = h. Portanto,
dx g(t) dx
— === h(x) — = g(t
dt Mmzé(wdt 9(t)
dHdx ()
ax at 9
d
—[H(x(t))] = g(t
— L HE(L)] = (1)

= H(x(t)) = Jg(t)dt+cte

— x(t) = H™' <J g(t)dt + cte) ,

onde cte pode ser obtida pela condicdo inicial de um pvi. Além disso, note que, de
cima para baixo, usamos a regra da cadeia na terceira implicagdo e uma integragdo em t
na quarta.

EXEMPLOS

! _ 2.
1 {x =1+x5

x(0) = 0.
Como
;]
x'=-——,
1+x2
temos g(t) = 1 e h(x) = Hﬁ satisfazendo as condig¢des exigidas para essas
fungdes. Portanto,
1 dx

d
o 1= E[arctanx(’c))] =1

— arctanx(t) = J1 dt + cte

= x(t) = tan(t + cte).

SDe fato, to = 1 ndo pode ser ponto do dominio de In(—t).
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Nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo, usamos a regra da cadeia e
uma integragdo em t, respectivamente.
Aqui, a cte é obtida via
x(0) =0 = tan(0 +cte) =0
= cte = arctan 0
— cte = 0.

Assim, x =tant, t € I = (—%,75),% é a solucdo desse pvi.

2
r_t
2. x' = 7.
Analogamente a resolu¢do do exemplo anterior, temos

3
ng—t2:> d lx(t) } = ¢

dt dx | 3
- X(t)3 = ﬁ + cte
3 3 !

= x(t) = V3 +cte,

onde cte = 3 cte;. Note que, nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo,
usamos a regra da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente.

O dominio I de x(t) é R?

Conforme o TEU, x' deve ser continua. Portanto, como

1 1
X () =3t - e 00

3 3/(83 + cte)?
quando t — —+v/cte, temos uma assintota vertical em t = —<{/cte. Assim, I é igual
a (—oo, —+/cte) oua (—+v/cte, 00).
3. xx =—t,x > 0.
Analogamente aos dois exemplos anteriores, temos

dx d [x(t)? B
xa =—t—= o [ > ] =—t
x(t)? t2
- > = ) + ctey

— x(t) = Vcte — 12,

onde cte = 2 ctey. Nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo, usamos a
regra da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente. Na tltima, consideramos
x> 0.

Para o dominio I de x(t), note que, t2 < cte. Na verdade, como x #£0, t2 < cte, ou
seja, t € (—\/@, \/&) I também pode ser obtido, observando que

x(t)2 4+t = (@)2

é a equagdo da circunferéncia de centro (0,0) e raio v/cte. Assim, o dominio de x

é dado por I = (—+/cte, v/cte).

SEmbora o dominio mais geral de uma fungdo tan seja R — {j: w ‘ n=123,.. .}, como solugdo desse

poi, seu dominio é o maior intervalo aberto que contenha ty = 0.



1.2. EDO NAO-LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM 13

f(t,x) = —%, ou seja, a edo pode ser escrita da forma
d
M(t,x) + N(t,x)d—: —0, (1.6)

e existe alguma funcdo F(t,x) com Fy = M e F, = N continuas. Portanto, pela equagao
(1.6),
Fi+Fx’ =0,

isto é, temos o produto interno nulo dado por
(Ftl FX) . (1/X/) - O/

ou seja, pela regra da cadeia, temos

S (it x(1) =0,

isto &,
F(t,x) = cte
é uma solucdo implicita da edo, para qualquer constante cte.

Como saber se uma edo da forma M + Nx’ = 0 é exata?
Em sendo exata, temos, via “calculo I1”,

oM d%F
ox  oxdt
0%
~ dtdx
0N
= =

num conjunto aberto de R?,” ainda que “suficientemente pequeno”, caso F tenha deri-
vadas parciais de segunda ordem continuas nesse aberto. Logo,

My = N¢

é uma condigdo necessdria para que a edo seja exata, para M e N com derivadas parci-
ais de primeira ordem continuas em algum conjunto aberto de IR?.

EXEMPLOS

1 (2tx—3t?) + (2 —2x) & =0.
Como M = 2tx — 3t e N = tZ — 2x, temos

MX :zt — Nt.

"Busque, no Google, informagdes sobre conjuntos abertos.
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Logo, se Fy = M, entdo

F(t,x) = J M(t,x)dt

= J (th — 3t2> dt

=tx—t2+ g(x),

onde g(x) é constante como resultado dessa integracdo em t. Portanto, se F, = N,
entao

dg _

2
t
+dx

t?—2x = g(x) = —ijdx

— g(x) = —x* —cte
2

— F(t,x) = t2x — 2 — x> — cte

e, portanto,

%(F(t,x(t))) =0 <2tx—3t2) - (tz —Zx) x' =0.

{ (cost—tsent+x?) 4+ 2tx & =0;

x(m) = 1.
Por um lado, como M = cost — tsent + xZ e N = 2tx, temos

MX =2x = Nt.

Portanto, se F, = N, entédo
F(t,x) = JN(t,x)dx

= Jthdx
= tx? + h(t),

onde h(t) é constante como resultado dessa integracdo em x. Assim, se F;y = M,
entao

dh
XZ—I—E —=cost—tsent+x> = h(t) :Jcostdx—Jtsentdt

— h(t) =sent+cte; — (—tcost+sent + ctey)
— h(t) = tcost+cte

= F(t,x) = tx% + tcost + cte,

onde cte = cte; — ctey, e, portanto,

d F(t,x(t))) =0 & (cost—tsent+x?) + 2txx’ = 0.
dt

Agora, usando a condigao inicial, temos (7t)(1 )2 + (71) cos () = cte, isto é, cte = 0.
Logo, a solugdo implicita do puvi é

txZ +tcost = 0.
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II1.

Note que, para t # 0, como x(m) =1,

tem dominio dado por I = (7t/2,37/2).

SEPARAVEL E EXATAI
g(t)

P I . Z
Qualquer edo separdvel x” = {75, isto €

~

t
X

¢é exata. De fato,

M(t,x) = —g(t) e N(t,x) = h(x) = My =0 = Nq.

EXERCICIO

Em sendo possivel, resolva os exemplos dados para as equagdes separaveis,
derando, agora, aquelas equagdes como exatas.

BERNOULLI

Nesse tipo de edo,

8 consi-

f(t,x) = —p(t)x + q(t)x",

onde p, q : I — IR sdo continuas, I é um intervalo real e n € R é constante. Assim, pelo
TEU, o pvi associado tem solugdo (tinica). Agora, como f(t,x) é linear paran € {0,1},
considere n ¢ {0,1}. Assim, sey = x!™" sua derivada em relacdo a t é dada por
y' = (1 —n)x "x’. Entao,

X +pt)x = q(x™ = x "% +p(t)x " =q(t)

— (25 v/ +p0y =t

—Nn

que é linear.

EXEMPLOS

1 X'+ 3x = t3%%
x(2) =—1.

8Ttem I da segao 1.2.
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Comon=2,y= I =x"1, cuja derivada em relagdoa téy’ = —x2x/. Logo,
4 4
x’+¥x:t3x2 = x_zx'—k?x_] =
/ 4 3
= -y + = t

4
=y —ry=-t

- <t_4y)/ =7
- t_4y =— J% dt

1
—y=t (ln¥+cte>
1

T (Ini+cte)

Na quarta implicacdo, de cima para baixo, usamos o fator integrante

w(t) = ej(—4/t)dt

— 674 Int

=t

No calculo de pu(t), In|t| = Int, pela condi¢do inicial.” Assim, o dominio de x(t)
s6 pode ter pontost >0 e

—1 = ] z>cte—1n2—l
~ 24(In(1/2) + cte) N 16

Portanto, a solugdo do pvi é dada por

x(t) =
t4(ln%+ln2—%)
B 1
= 2 1\’
th(In§ — )
cujo dominio, comot > 0Oe
2 1 2 1
In-— = In-=_
R T A T
2
ﬁz261/16

é dado por (2e71/1¢,00).10

9De fato, to = 2 nao pode ser ponto do dominio de In(—t).
A outra possibilidade para o dominio de x(t), (O, 2e 171 6) , é descartada pela condigdo inicial.
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) { x' =5x + e 2tx 72
' x(0) = 2.
Comon=-2,y=x"=x
portanto,

3

x' —5x = e 2 = x*x' =5 = e
— %y’—5y =e ™
— y/ — 15y =32
— (e—my)' _ 317t
eIty — 3J€mdt

3
ety — _ﬁe—m 1+ cte

3
_ 15t o -2t
— Yy =-=e cte 176

3 1/3
— Xx = (ewtcte — ﬁe_Zt) )

Na quarta implicacdo, de cima para baixo, usamos o fator integrante

H(t) _ ej(—]S]dt
_ 6_15t.

Agora, pela condicdo inicial, temos

139

0 3 0 13
2=|(e"cte——e = cte = 7

17

Temos, entdo, a solugao

L i/139e15t —3e 2t
B 17
para o pvi, com dominio dado por I = R.

vV HOMOGENEA I

Para esse tipo de edo, f(t,x) = F (%) e

v=-=x=tvex =FWv)

o+ | X

= v+tv =x' =F(v)
= tv/ =F(v)—v
1 dv 1

TRy ovdat v

17

, cuja derivada em relagdo a t é y’ = 3x?x’. Temos,
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que é uma edo separavel. Além disso, note que, nenhuma solucdo x = x(t) pode inter-
ceptar o eixo vertical t = 0.

EXEMPLO

txx! +4t2 +x% =0;
x(2) = —7.

2
"X =4 (ﬁ) — wx' = —4—+?

t t
— v(v+tv) = —4—+?
— vtv' = —4—2v?
dv 4+ 2v?
t— = —
= dt v
v 1
dv =——dt
R A

1 2
— é_lln (4+2v ) = —Int+ cteg

N 174 1
:><4+2v) zcte2€

) cte

1 [cte
2 _
v <t—4—4>

2
1 cte —4t*
2_ 2
= X —Zt <—t4 )

Na sexta implicacdo, de cima para baixo, a condi¢do inicial ty = 2 elimina a possibi-
lidade do uso de In(—t) e indica que o dominio de x(t) s6 contém t > 0. Ainda, pela
condigdo inicial, temos

1 cte —4-24
(—7)2 = 5 .22 (—24 ) — cte = 456.

Portanto, como xop = —7 e t > 0, temos

228 —2t4

X =— 2

7

onde

2282t >0—1t"< 114
—0<t< V114,



Capitulo 2

Teoria de II ordem - equacao caracteristica

Uma edo linear de sequnda ordem é dada por

& c(t)x(t) = d(t), 2.1)

onde as fungdes reais a, b, ¢ e d sdo continuas num intervalo I, a # 0 e qualquer solugdo de
(2.1), ou seja, qualquer fungdo duas vezes diferencidvel x(t) que satisfaga a equacao (2.1),
também é continua em 1.

LEI DE NEWTON I

Considerando x”, x’ e x como a aceleragdo, a velocidade e a posi¢do de um objeto de massa
unitdria m no instante t, respectivamente, e uma forga

b d
F(t,x,x') = —ax' — Ex-ﬁ- "

atuando nesse objeto, a edo (2.1), reescrita como

d?x
F=m—>3,
e

representa a segunda lei de Newton.

2.1 Edo linear de II ordem homogénea

A edo (2.1) é dita homogénea se d(t) = 0 paracada t € I, ou seja,

a(t) — +c(t)x(t) =0. (2.2)

a2
x4+ x’ — 6x = 0 é homogeénea, com a(t) = b(t) =1ec(t) = —6 paracadat € R.

19
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2.1.1 Linearidade das solug¢des

Combinagoes lineares de solugdes da equagio (2.2) também sio solugdes dessa equagdo, isto é, se X1 e
X satisfazem (2.2), entdo
x = ctejx1 + cteyx; (2.3)

também a satisfaz.

De fato, Se
axi +bx] +cx; =0 e axj +bxs +cxp =0,

entdo, pela linearidade das derivadas do “calculo 17,
ax” +bx’ + cx = alcte;x; + cteaxa)” + b(cterx; + cterxa)’ + c(cterxy + cterxs)

= cte (axq’ +bxq + cx1) + ctey (axy + bx; + ¢x)
=0,

ou seja, x também satisfaz (2.2).

212 LDell

Duas fungdes sdo ditas LD quando sdo multiplas escalares uma da outra. Caso contrério, sdo
ditas LI

EXEMPLOS

2 .
1. x1(t) = t? e xz(t) = & sdo LD pois x1 = 2x,.

2. x1 = et e xy = te' sdo L1. De fato, supondo serem LD, existe uma constante « tal que,
paracadat € R,
_ t_ ot
X1 = xxy =— e = «te
= (at—1)et =0
— at=1,
que ndo é uma proposi¢do verdadeira para, por exemplo, t = 0.

Note que, a terceira implicagdo, de cima para baixo, segue de e' # 0 paracadat € R,
conforme a figura 2.1.

Figura 2.1: A reta x = 0 é uma assintota horizontal do grafico de x = e*

X

7
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Portanto, para quaisquer 1,t € R, com r fixo e t varidvel,
eTt — (et)r ?é 0

e, analogamente, e™ e te™ sdo LI

2.1.3 Solucao geral

Via dlgebra linear, demonstra-se que, se x; e x; sdo solugdes LI da equagio (2.2),! entdo qual-
quer outra solucdo dessa equagéo é dada por (2.3).2

Agora, sejam a, b, c e r # 0 constantes e suponha que x(t) = e, para cadat € R, é
solugdo da equagdo (2.2). Portanto, paracada t € R,

ar?e™ + bre™ 4 ce™ = 0 e <ar2 +br+ c) et =0
e arf+br+c =0,

chamada de equagio caracteristica de (2.2), com raizes dadas por

b N Vv b? —4ac

= " 2a 2a

Analisaremos 0s seguintes casos:

I b2—4ac>OI

Nesse caso, T+ sdo reais e distintas e x (t) = e™! sdo solucdes LI de (2.2).> Portanto,
simplificando a nota¢do dos indices via {+, —} ={1,2},

x(t) = ctee"t 4 cteye™t

é uma solucdo geral de (2.2), conforme (2.3).

1. Parax”" +x'—6x=0,comoa=b=1ec = —6, 72 +1—6 = 0. Portanto, como
TE {_312}/

x(t) = cteje?t + cteye 3t

é uma solugdo geral de x” +x’' — 6x = 0.

ICf.p.19.
2Cf. p. 20.
3De fato, supondo serem LD, existe alguma constante « tal que, para cada t € R,

e+t — (Xe'r_t s e(T+*T+]t =«

que ndo é uma proposi¢do verdadeira pois, como v —r_ # 0, a exponencial do primeiro membro assume
infinitos valores, enquanto &, no segundo membro, é constante.
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2. Para3x” +x'—x =0, comoa =3eb=1ec =—1,3r +1r—1 = 0. Portanto,
como
{—1—\/13 —1++/13 }
T‘E 6 VA 6 7 7

x(t):cte1e< 6 )t+cteze( 6

¢ uma solugdo geral de 3x” +x’ —x = 0.

2_4 _
1 B dac=0]

Nesse caso, r_ e v sdo raizes reais e iguais a

b

T:—Z

(2.4)

exi(t) =e™, t € R, ésolucdo de (2.2).4
Verificaremos, agora, que x;(t) = te™, t € R, também satisfaz (2.2). De fato,
ax) +bx)+cxx =a (Zrert - rztert> +b(e™ +rte™) +cte™
= e™(2ar+b) +te™ (arz +br+ c)
=0,

pois (2.4) é raiz da equagdo ar? +br+c = 0. Por fim, como x; e x; sdo LL°
x(t) = cteje™ + cteyte™

é uma solugdo geral de (2.2).

Para 4x” +12x'+9x =0, comoa =4, b = 12ec = 9, 412 + 12r+ 9 = 0. Portanto,
comor:—%,

—3t/2 —3t/2

x(t) = cteje + cteyte

é uma solucdo geral de 4x” 4+ 12x’ +9x = 0.

2 I
4
1L b ac <0

Nesse caso, para obter uma solugdo geral, precisamos de algumas propriedades das
exponenciais complexas,® inclusive da formula de Euler, dada por

e® = cos0+1isend, (2.5)

4Cf.p. 19.

5Conforme demonstrado na subsegdo 2.1.2.

6Tal assunto é parte importante de um curso de varidveis complexas e, para uma rapida revisao do conjunto C
dos niimeros complexos, confira meu livro, LICOES DE ALGEBRA LINEAR, disponibilizado em www.ufpr.br/~jrrb.
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onde o quadrado da unidade imagindria é igual ao nimero real —1, ouseja,i € Ce
i?=-1€eR

Além disso, as raizes da equacgdo caracteristica sdo dadas por
T =& + iﬁ ’

onde
o(__b e p = 4ac — b?
- 2a - 2a !

e, analogamente ao caso 7 x4+ = et sdo0 solucdes LI de (2.2),% acarretando que
x(t) = cteje"t + cteye™t

é uma solucdo geral de (2.2) em C.? Assim, pelas propriedades supracitadas e via (2.5),
uma solugdo geral de (2.2) em R é dada por:

x(t) = cte;e ¥t 4 cte,el B
— cteje®teP! + cteye*te Pt
= Xt (cte1 elPt 4 cteze’iﬁt>

= e*(cter(cos Bt +isen Bt) + ctey(cos Bt —isen Bt))
= e ((ctey + ctey) cos Bt + 1 (cte] — cte;) sen Bt)
(

ot

= e™"(ctey cos Bt + cterp sen 3t),

onde cte; = ctej + cte; e cte;; = i(cte; —cte;), e, como R C C, podemos considerar
constantes ctej e ctey reais.

EXEMPLO

Parax” —6x' +13x = 0, comoa = 1,b = —6ec = 13, ¥2 —6r+ 13 = 0. Portanto,
comor+ =3=E2i,ouseja, x =3eP =2,

x(t) = e3t(cte; cos 2t + cte sen 2t)

é uma solugdo geral de x” —6x’ + 13x = 0.
TEU PARA UMA EDO LINEAR DE II ORDEMI

7Cf.p.21.
8Cf.p.19.
9Como no caso I supracitado, para simplificar a notagdo dos indices, denotamos

{—=+={1,2}.
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Assim como para as equagdes de I ordem do capitulo 1, existe uma tnica solugdo para o
seguinte poi:

a(t)x” +b(t)x" +c(t)x = 0;
x(to) = xo;
x'(to) = Yo

Note que, juntamente com (2.2), temos, agora, duas condi¢des iniciais: “posi¢do e veloci-
dade em t = ty unidades de tempo”.

EXEMPLOS

1.

Uma solucéo geral da edo, conforme o caso I da subsecéo 2.1.3,'° é dada por
x(t) = cte; et +cte; e, t € R.
Essa solugdo, juntamente com
x'(t) = 2cte; e*t —3cte; e, t € R,

e as condigdes iniciais do pvi, determinam cte; e cte,. De fato, de

cte; +cte; = x(0) = 0,
2cte; —3cte; = x'(0) = 1,
temos cte = % e cte; = —%. Portanto, a solugao do pvi é dada por
Voo 2 3t
t)=-et—Ze3 teR
x(t) 5 e = e €
’ SISTEMA MASSA-MOLA SEM FORCAMENTO I11

x"+x=0;
x(0) = 2;
x'(0) = 3.

Como 12 + 1 = 0 &= r = +1, uma solugio geral da edo é dada por
x(t) = ctejcost +cterrsent, t € R.
Essa solugdo, juntamente com
x'(t) = —ctersent + cterycost, t € R,

e as condigdes iniciais do pvi, determinam cte; e cter;. De fato, como

ctep = x(0) = 2,
ctef = x'(0) = 3,

a solucdo do pvi é dada por

x(t) =2cost+3sent, t € R.

10Cf. p. 21.
Na figura 4.4, pagina 81, estd ilustrado um sistema massa-mola com forcamento.
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3 PENDULO SIMPLESI

Figura 2.2: Péndulo simples

Conforme a figura 2.2, considere um péndulo oscilando livremente, sem sofrer re-
sisténcia do ar, em torno de um ponto fixo P, onde nédo ha atrito. O péndulo é formado
por uma haste rigida de massa desprezivel, medindo L unidades de comprimento, co-
nectada a uma massa unitdria puntiforme, fixada na extremidade oposta a P, e oscila
sob a agdo da aceleracdo da gravidade g. Seja x(t) a amplitude do péndulo, ou seja, o
angulo entre o péndulo e a sua posigdo vertical de repouso.'? Assim, a forga atuando
sobre a massa supracitada é dada por

—gsenx(t).

O periodo T é o tempo necessdrio para o péndulo completar um ciclo, isto é, uma
oscilacdo para a esquerda seguida de uma para a direita. Para oscilagdes “suficien-
temente pequenas”, temos senx(t) ~ x(t), ou seja,

—gsenx(t) ~ —gx(t),

T~ 2n 2.13
g

Pela sequnda lei de Newton, como esse movimento oscilatério depende apenas de ge L,
temos a edo
Lx" + gsenx(t) =0,

que, para oscilagoes “suficientemente pequenas”, pode ser escrita como
2
Lx" +gx =0,

ou seja,

com solugao geral dada por

x(t) = ctej cos ((M) t> + ctery sen ((M) t) ,teR.

12Caso houvesse atrito e/ou resisténcia do ar, a amplitude diminuiria com o tempo, até que o movimento
oscilatorio cessasse na posigdo de repouso do péndulo.
13pesquise no Google!
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Portanto, para condigdes iniciais x( “suficientemente pequenas”, podemos considerar

0 pui
X"+ 9x = 0;
X(T) = xo;
x(T) =0.
Utilizando a solugédo geral supracitada, juntamente com as condi¢des iniciais desse puvi,
temos

V9/L (—ctersen (Tv/g/L)) + +/g/L(cterrcos (Ty/g/L)) = 0,ouseja, (2.6)
—ctersen (Tv/g/L) + ctery cos (Tv/g/T) = 0.

Multiplicando a primeira equagdo, de cima para baixo, de (2.6) por cos (Ty/g/L), a
tltima por —sen (T+/g/L) e somando as equagdes obtidas dessas multiplicacdes, ob-

temos
cte; = x( cos (T\/ g/L) :

Substituindo essa constante na tltima equacgao de (2.6), temos

—Xp sen <T\/ﬁ> + cterp = 0.

Assim, a solugdo do pvi supracitado é dada por
x(t) = xo (cos (TM) cos ((M) t) + sen (TM) sen ((M) t))
= X COS <(T — th/ﬁ) .

{ ctercos (T+/g/L) - cterrsen (Tv/g/L) = X0;

2.2 Edo linear de Il ordem nao homogénea

Essa edo é dada por (2.1),!* agora com d # 0.

SOLUCAO GERAL I

Se xyn é uma solugdo geral da edo homogeénea associada a edo (2.1), isto é, solugdo geral de (2.2
e xp € uma solugio particular de (2.1), entdo

)15

X = Xp +Xp (2.7)

é uma solugio geral de (2.1).

De fato,
ax” +bx’ +ex = alxn +xp)" +b(xn +xp)" +clxn +xp)
= a(xy +x5) + b (xp +xp) +clxn +xp)
= axy, + bx{, + cxp + ax{j’ + bx]/3 +cxp
=0+d
=d.
4Cf.p.19.

15Tdem.
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SENDO a, b E ¢ CONSTANTES, COMO OBTER X7 I

Considere, por exemplo, a =1,b = -3 e c = 2, ou seja,

x" —3x"+2x =d,
e d(t) dada por uma das seguintes fungdes:
1. &%
2. 22 +4t+1;
3. cost;
4. 3+ 2t> + 4t + 1+ cost.

Para cada d, como

x" 3 +2x =0&=12—-3r+2=0
—re{l,2},

uma solucdo geral é dada por (2.7), com

xn = ctejel + ctese?t.

27

Agora, para determinar uma solugdo particular x,,, dependendo da d considerada, usaremos

o método seguinte:

2.2.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados, ou, a serem determinados

Nesse método, testamos “candidatas” para x, conforme o tipo de fungdo d dada.

1. Para d(t) = €%, testaremos x, = Ae3t16

Assim, paracadat € R,

" / 3t 3t) " 3t)/ 3t 3t

xp—3xp+2xp—e :><Ae > —3(Ae > +2Ae’t =e
— 9ASt 3(3Ae3t) +2Aet = &3t
— 2A—T1)et =0.

onde A é o coeficiente a ser determinado.

Entdo, 2A — 1 =0, ou seja, A = % Portanto, uma solugéo geral de x”' — 3x/ + 2x = €%

é dada por

1
x = ctejet + cte,e?t + =3, t € R.

2

16por queé?
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2. Para d(t) = 2t2 + 4t + 1, testaremos Xp = At? + Bt+ C,17 onde A, B e C sdo os coefici-
entes a serem determinados. Assim, paracadat € R,

1 /
X =3+ 2xp = 288 + 4t +1 — (A +Bt+C) —3(At +Bt+C)
+2 (A2 +Bt+C) =26 4441

— 2A —3(2At+B) + 2At2 + 2Bt +2C =2t + 4t + 1
— 2A—2)t> + (—6A + 2B —4)t
+2A—-3B+2C—-1=0.

Entdo, 2A =2, -6A+2B =4e2A—-3B+2C =1,0ouseja, A=1,B=5eC =7.
Portanto, uma solugéo geral de x”" — 3x/ + 2x = 2t? 4+ 4t + 1 é dada por

x = cteje' + ctese?t + P +5t+ 7, t € R.

3. Para d(t) = cost, testaremos x, = A cost + Bsent,!® onde A e B sdo os coeficientes a
serem determinados. Assim, paracadat € R,

Xp — 3%, 4 2xp = cost => (Acost+Bsent)” —3(Acost+Bsent)’
+2(Acost+Bsent) =cost
— —Acost—Bsent—3(—Asent+ Bcost)

+2A cost+2Bsent = cost
— (A—3B—1)cost+ (3A+B)sent =0.

Entdo, A—3B =1e3A+B =0, ouseja, A = ]1—0 eB = —%. Portanto, uma solugéo
geral de x” — 3x’ 4 2x = cos t é dada por

1 3
X = c’te1et + Cteze2t + 10 cost— 10 sent, t € R.

4. Analogamente aos itens 1, 2 e 3 da subsecdo 2.2.1, para d(t) = e+ 2t2 + 4t + 1+ cost,
uma “candidata” para solugdo particular pode ser escrita como
Xp = AeSt + Bt? 4+ Ct+D + Ecost+ Fsent.

A resolucéo do sistema nas varidveis A, B, C, D, E e F, fica como exercicio.'”

EXEMPLO

Considere a edo
x" —6x' +9x = e, (2.8)

71dem.
81dem.
9Resolvendo o sistema supracitado, obtemos
1 1 3
A=-,B=1,C=5D=7FE=-—eF=——.
2 10°° 7 10
Portanto, uma solugdo particular do item 4 é a soma das solucdes particulares obtidas nos itens 1, 2 e 3 supra-
citados.
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Assim, como

x"—6x'+9x =0&= 12 —61+9=0
<:>T:3/

uma solucdo geral da equacdo homogénea associada a (2.8) é dada por
xn = cteje’t + cteytet.

Agora, escolhendo x, = Ae3t como “candidata” a uma solucio particular de (2.8), temos,
paracadat € IR,

x{,’ — 6x]'3 + 9xp = et — 9A 3t — 6<3Ae3t> +9Ae = &3t
— (9—184+9—-1)e3 =0
- 631: - O/

que é uma igualdade invéalida. Tentaremos, entdo,

onde y é uma fungdo a ser determinada. Logo, para cada t admissivel,

X} —6x), 4+ 9%y = et = (y" + 6y’ + 9y)e’t —6(y + 3y)et + Jye’t = &
— (y//_])e?)t —0

:> y// — ]
— y'(t) =t +cte3
2
= y(t) = ?+cte3t+cte4.

Para uma solugdo particular, considere cte; = 0,1 = 3,4. Portanto, paracadat € R,

tz
xp(t) = =et.

: (2.9)

Agora, estudaremos outro método para obter uma solugdo particular, que também funciona
caso d(t) admita termos que ndo sejam exponenciais, polinomiais ou trigonométricos.

2.2.2 Método de variacao de parametros

WRONSKIANO DE x1(t) E x2(t)

E definido como o determinante

X1 X2

para todo t € IR, com x;(t) e x(t) diferencidveis.
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EXEMPLO

Paracadat € R, se x;(t) = e3t e x5(t) = te3!, entdo

eSt t e3t

3e3t &3t 4 3tedt
_ o3t (e3t I teSt) _ te3tedt

= e,

FORMULA DA VARIACAO DE PARAMETROS I

Se x1 e x, sdo solugdes li da equagdo homogénea (2.2) e W (t) é o wronskiano dessas fungdes, pode ser
demonstrado que

_ X2 (t)(—=d(t)) X1 (t)d(t)

W(t) =

¢ uma solucdo particular de (2.1).2°

EXEMPLOS

1. Para a edo (2.8),%!
x(t) = ctere® + cteyte® +x,(t)

é solugdo geral e x;, ¢ uma de suas solugdes particulares. Como a(t) = 1 e, pelo exem-
plo supracitado, W(t) = e, temos

te3t _eSt eSte3t
xXp(t) = et (J % dt> + tet (J s dt>
— et <—J t dt) + te3t <J 1 dt)
t2
— 3t <—?> +tedtt

coincidindo com (2.9).22

2. Para a edo
x" +x = sec t,

como 12+ 1 =0,isto é, 1 = £i,ouseja, r=0+£1-1,

x(t) = %! (ctef cos(1 - t) +cterysen (1 - 1)) +xp(t)
= cteycost + cteyrsent + xp(t)

20Ct. p. 19.
21Ct. p. 28.
22Cf.p. 29.
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é solugdo geral e x,, ¢ uma de suas solucdes particulares. Como a(t) =1Te W(t) = 1,3
temos
xp(t) = cost (J' sent (—sect) dt) +sent (J cost sect dt)
=cost (J (—tant) dt) +sent (J 1 dt)
=cost In|cost|+ tsent.
Na segunda igualdade, utilizamos sect = ﬁ Na dltima, de cima para baixo, utiliza-
mos

— t
J(—tant)dtzj%dt (u=cost = du = —sentdt)

:Jldu
u

= Infu| + cte
= In| cos t| + cte.

Para uma solugao particular, considere cte = 0.

BVerifique!
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Capitulo 3

Teoria de II ordem - séries de Taylor

3.1 Séries numéricas

Seja (aj,ay,...,an,...) uma sequéncia numérica. A expressao
(0.0
a1+a2+---:Zan (3.1)
n=1

é uma série associada a sequéncia supracitada. Nesse caso,
Sn:=aqr+ay+---+an

é a n-ésima soma parcial dessa série.

EXEMPLO

Para a progressdo geométrica (pg)

1T 1 1 > 1
§+Z+§+”'_Zz_n’ (3.2)

n=I1

temos as seguintes somas parciais:

—_—

s1===0,5 s ==+

OBSERVACAO I

O primeiro indice de uma série pode ser algum inteiro ndo-negativo ny # 1. Nesse caso,
podemos representa-la por

1 1
:0,75, ngz—l-— 520,875,

NI —
Iy

1
2

o

EXEMPLO

33
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Acrescentando o numero 1 a (3.2), temos
1 1 1
) I I .
+5+g+ > o

Retirando o nimero 1/2 de (3.2), temos

1

— 1
+ +16"':Zz_n'

Bl =
oo | —

3.1.1 Convergéncia ou divergéncia

Suponha que a sequéncia
(S1,Sz,...,$n,...)

de somas parciais converge para o nimero s, ou seja, existe o limite dessa sequéncia e esse
limite é igual a s. Nesse caso, dizemos que a série aj + a + - - - converge (para s) e denotamos

s = lim s,
n—oo

= lim (a1 +-- -+ an)

n—oo
(o.@]
= Z an.
n=1
Caso o limite s ndo exista, a; + a, + - - - é dita divergente.

EXEMPLO

Considere a pg
(a, aq, aqz, e, aq“_1, aq™,.. )

comrazdoq #0e primeiro termo a; = a + 0.! Temos, entdo, os seguintes casos:

DIVERGENCIA PARA [q] > 1 I

Nesse caso, temos o0s seguintes subcasos:

Aqui, as somas parciais sdo dadas por

siT=aq1=aq, S=aq1+ta=2a, ..., spn=a1+---+an=naq, ...

Portanto,
aj+ay+---= lim na
n—oo
_ ocosea > 0;
| —cosea<O.

1 Assim, 0 n-ésimo termo é a,, = aq“*1 .
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q=—1 . N
Aqui, as somas parciais sdo dadas por
s1 = ar=aq,
$9 = aqt+a=a+(—a)=0,
3 = ay+a+a3=0+a=aq,

sS4 = qt+tat+azt+a=a+(—a)=0,

Ou seja,
s —J asen ¢ impar;
n 0 semnépar.

Obviamente, essa sequéncia diverge.

Por um lado, como
sn=a+aq+aq’+---+aq",
temos
qsn = aq+aq’+---+aq™ ' +aq™

Assim, da diferenca s,, — qsy, temos

(1—q)sn=a(1—q").
Logo, como q # 1,

a(l—q")
Sn:—.
1—q
Portanto,
a+aq+aq2+---znlgglosTl
= lim —a(1 —q"

n—oo ]—q

é divergente. De fato, [q"| pode assumir valores tdo grandes quanto se queira.

CONVERGENCIA PARA |q| < 1 I

Nesse caso, como

lim (1—q") =1,

n—oo

2 a
a+aq+aq +"':m,

por (3.3).

Para os dois primeiros exemplos desse capitulo, temos, via (3.4),

1T 1 1 1/2 1 1 1 1T 1 1 1/4

§+Z+8+”'_1_% 272 1-17°% 3786 11

=1, 1+=4+-+---= =2e - +—4+—4+---=—"—

35

(3.3)

(3.4)
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Podemos, ainda, utilizar esse exemplo para ilustrar o seguinte resultado:

PROPOSICAO 1 I

A convergéncia/divergéncia da série (3.1), pdgina 33, nio é alterada pela exclusdo de um niimero
finito de seus termos e nem pela inclusio de um niimero finito de outros termos.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 1 I

Seja oy a soma de k termos da série (3.1). Assim, se spx = spn — 0, N = 1,2,..., a existéncia
de hm Snk € equivalente a existéncia de lim s;.

n—oo
PROPOSICAO 2 I

Considere o constante e um niimero s tal que a; + ay + - - - = s. Assim,

xar+oay+ - = «s
=a(ai+ay+---).

EXEMPLO

Pelo exemplo anterior, temos

1 1 1 11
20542 g2 gt =l oo
=2
=21

PN AL
274738 '

DEMONSTRAGCAO DA PROPOSICAO 2 I

o0 n

E (xan) = lim E xa;
n—oo

n=1 i=1

()

= « lim E a;
n—oo

i=1
o0
—o) o
n=1

= «KS.
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PROPOSICAO 3 I

Sejam s e S niimeros tais que a; +a +---=seAj+ Ay +--- =S. Entio,

ar+Ar+ay+Ay+---=s5+S
=(ar+a+- )+ (A +A2+-).

Note que,

1
Stytgtg T =Tyt

N —
I I

I

N —

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 3 I

o0
3 (en A= fm 3 (o Al
n=

PROPOSICAO 4 I

Se Y 27, an converge, entio limn_,0o an = 0. Portanto, se limn_,oo an # 0, entdo Y 2 | an
diverge.

EXEMPLO

A série
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diverge pois

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 4 I

SeS1=0eS,=s,_1,n=2,3,..., como fo’:] an converge, entao
lim s, = lim S,
n—oo n—oo

é igual a um (Gnico) ntimero s. Assim,

Iim a, = lim (sp — Sn)

n—oo n—oo
= lim sy — lim S,
n—oo n—oo
=s—S§
=0.

PROPOSICAO 5 I

A reciproca da proposigio 4 ndo é verdadeira, ou seja, é possivel que limn_,0o an = 0e Y 7 an
seja divergente.

EXEMPLO

Embora lim + =0, a série harmonica
n—oo ™

o0

1 T 1 1 1 1 1 1
]H=1+§+§+Z+g+g+7+g+~~ (3.5)

diverge. De fato, como

111 T LI I O B0 0 SR t
374747272 5'6'7"38°8"'8'8's8 2 ¢

(3.5) ndo pode ser maior que a série

1T 1 1
T4ty =T+14T+,

que é divergente.
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PROPOSICAO 6 I

(0] [e 0]
Considere 0 < an < Ay, para cada indice n > my. Assim, ) an converge se » Ay con-
n—=mop n=mop
verge.
EXEMPLO
A série

> 1 1 1
Zﬁ:‘+ﬁ+3_3+"'
n=1

converge. De fato, como (1/n)™ < (1/2)" para cada inteiron > 1, temos
(0.0 o0
1 1 3
n=2 n=2

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 6 I

Como 3 7 Ay converge, existe um ntimero S tal que

N (3.6)
= Jim ) A
1="Ny
Além disso, para cada indice n > ny, como 0 < an, < Ay, temos
O0<spn=a;+---+an
<A+ +AL =S5,
<S§,

por (3.6) e pela monotonicidade da sequéncia (Sno, Sng+1/-- ) 2 Portanto, a sequéncia cres-
cente (Sny, Sny+1, - - -) também ¢ limitada. Assim, existe um ntimero s tal que

s = lim s
n—oo

0.9]
— E an.

n=—no

PROPOSICAO 7 I

o0 o0
Considere 0 < An < an para cada indice n > ny. Assim, Y an divergese ) Ay diverge.
n—ngo n—=—mop

2Essa sequéncia é crescente.
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EXEMPLO

1+ \/Li + \/Lg + - -+ diverge. De fato, 1/n < 1/4/n, para cada inteiro positivo n, e a série
(3.5) diverge.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 7'

o0 o0
Suponha que ) an converge. Logo, pela proposi¢ao 6, ) A, converge.

n—nop n—nop
PROPOSICAO 8: TESTE DA RAZAO (RESPECTIVAMENTE, RAIZ) I

Sejam an > 0 para todo indice n > ng e L um niimero tal que

.oa
lim ' — 1

(respectivamente, lim Va, = 1L).
n—oo (dn P " nSoo " )

Entdo,
00 converge se L < 1;
Z an { divergese L > 1;
n=ng pode convergir ou divergir se L = 1.

=1+ ]]—2 + 1173 + - converge. De fato,

—_
M8
eI

s
I

Qnt1 1/(n+1)'
a,  1/n!
n!
(n+1)!
n!
(n+1)n!
1

=—— 590
n+1

quando n — oo.

3De fato, pela proposigio 6, basta observar que

e a série

converge.
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N
M8
3%
I
N
+
(S
+
wﬁ“
+

... diverge,4 De fato,

3
I}

2n+1
An+1 _ nfl
= =
an ey
2n+1 1
:Z_n Nl
n
1
=2 3 — 2
1+1

quando n — oo.

N
+
N —

quando n — oo.

4.

M3

_|_

IR

+ % + -+ - converge ou diverge?

N —

_n_
n+1

n=I1

“De fato, pela proposigio 7, basta observar que

1 2n

— < —,paran > 1,
n n

e a série

5

n=1

21—

diverge.

41
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Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

an+1

an

quando n — oo. Por outro lado,

n

quando n — oo. Entdo, pela proposicdo 4, a série é divergente.

Outro modo de verificar que a série diverge, é observar que, para cada inteiro positivo
__n

n, an = o7 <Tle

an+1 _n2+2n+1
an,  n2+4+2n

-
- n2+2n

>1,
isto é, a1 > an. Assim, como
O<ay<my<...<ap<app <...<1

é uma sequéncia de termos positivos, estritamente crescente e limitada superiormente
por 1, existe o limite

lim a, € (0, 1].

n—oo
o0
Portanto, } 7 diverge, pela proposigéo 4.
n=1
5 E 1 — L. L4+ L 4+... converge ou diverge?
: nntl) 12 7237 34 8 ge!
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Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

1
Any1 (n41)(n+2)
an 1
n(n+t)
1
- nt2
n
1
= 5 — 1
T+

quando n — oo. Por outro lado, como, para cada inteiro positivo n,

1
nn+1)
_1_ 1
n n+1’

an

segue que

isto ¢, a série converge para 1.

PROPOSICAO 9: TESTE DE LEIBNIZ I

Considerem vilidas as sequintes condigdes:

lL.agg>a>--->a,>--->0;

2. lim a, =0.
n—oo

o0
Entdo, a série ) (—1 )““ an converge para um niimero no intervalo (0, ai], isto é,
n=1

O<a—aqp+az—az+---<a.

EXEMPLO

43

o0
> (—1 L = — % + % — % + -+ converge para um numero em (0, 1]. De fato, as duas

n
n=I1

condi¢des da proposicdo 9 sdo satisfeitas para an = %
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3.2 Séries de fungoes

Considere uma sequéncia de fung¢des, digamos f1, f2, ..., fn,...,e umconjunto I # @ contido
no dominio de todas essas funcdes.
Note que, paracadat € I,

f1(t) + fa(t an

é uma série numérica. Assim, todos os resultados apresentados (para as séries numéricas)

o0
permanecem validos para ) fn(t), para cada t € I. Portanto, caso exista um ntimero f(t),
n=1

para cada t € I, tal que

o0
diremos que ) fn converge para f (em I) e denotaremos ) >, fn = f. Nesse caso, I é dito
n=1
dominio de convergéncia de f.

3.2.1 Exemplo fundamental: série geométrica

0
T+t+t2+-- +t"+ Zt“ L

(o]

Z
m=

B ’
T—t

7

para |t| < 1,isto é,t € I = (—1,1).° Por outro lado, a série geométrica é divergente para
[t| > 1,0ouseja, t € (—oo,—1]U[1,00 ).6

Utilizando a série geométrica, podemos obter representacdes em série de fungdes e I para:

1 g(t) = 7

2. h(t) = 25

3. @(t) =5

4 ¢t) = £
De fato:

5Na segunda igualdade, utilizamos a mudanca de indices m = n — 1. Na terceira, de cima para baixo,
utilizamos (3.4), pagina 35.
°Cf. (3.3), pagina 35.
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1. Se u = —t3, entdo

parat eIl = (—1,1).7

h(t) = 2t39( t)

— Z 2 ntS (n+1)

:2t3—2t6+2t9—2t12—|—---,

parat el = (—1,1).8

3. Sev = &, temos

Ith<1= |t <1
:>‘t3‘<1
:>\—1\‘t3‘<1
:>‘—t3’<1
= |u| < 1.

8Por definicao, o dominio de convergéncia de h é igual ao de g.

45
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parat eI = (=5,5).2

4.
() = —to(t)
0 tﬂ+2
— ﬁ
n=0 =
2 Bt
~ 5 B 7T
parat € I=(-5,5).1°
3.2.2 Definicao de convergéncia absoluta
o0 o0
> fn converge absolutamente (em 1), isto é, Y fn(t) converge absolutamente, para todo t € 1,
n=0 n=0

9]
quando )_ |fy| converge (em I).
n=

EXEMPLO

o0

sennt converge absolutamente, para todo t € R. De fato, como, para quaisquer t € R e

n=0

nei{0,1,2,...},

sennt 1
lsennt| <1 —= o ’ S on
e1+%—|—%+--- converge,
sent sen 2t
2 4

converge, para todo t € IR, pela proposi¢do 6 da se¢do 3.1.

Pode ser demonstrado que convergéncia absoluta implica em convergéncia.!'! Contudo,
a reciproca nao é verdadeira.

EXEMPLO

[t| <5 =

t
- <1
;|

= <1

10Por definicio, o dominio de convergéncia de ¢ é igual ao de .
1 Assim, a série do exemplo anterior converge.
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o0
No tltimo exemplo da segdo 3.1, vimos que a série Y (—1)""'1/n converge. Contudo, a
n=1

o0
série harmonica )_ ‘(—1)““1 / n| diverge.12
n=1

3.3 Séries de poténcias

o0
Uma série de fungdes ) fy, é uma série de poténcias em torno de ty quando
n=0

fn(t) = Un (t_t())n/ n:01112/°"/

isto é, quando a série é dada por

(e @]
Zan(t—to)“:ao-i—a] (t—to)+az(t—to)2+"'

n=0
Nesse caso, I é chamado de intervalo de convergéncia se

o0

D an(t—t)"=f(t) Vte L
n=0
o0
Para a série geométrica, pagina 44, temos ) t" = IITt comI = (—1,1). Aqui, f(t) = 11th

n=0
to = 0 e an, = 1, para cada indice inteiro ndo negativo n.

OBSERVACAO I

Demonstra-se que, para ‘t — to‘ <R, se

f()=) an(t—to)"
n=0

= ao+ar (t—to) +az(t—to) +- -,

entdo

f'(t) = Y nan (t—to)""
; 3.7)
= aj+2a; (t—to) +3az (t—to)> + - - -

EXEMPLO

12Confira (3.5), pagina 38.
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Seja x(t) = = t) . Portanto,

=anli=)
(} y

I
l\’lgﬁ[\/lg &IQ QIQ

— 3
I

+2t4+ 324,

paracadat € (—1,1).

TEOREMA DE CONVERGENCIAI

0
Se,paratodot € 1, ) an(t— to)" converge, entio 1 é, exatamente, um dos sequintes conjuntos:
n=0

L {to};
2. R;
3. (to—R,to +R);
4. [to—R, to+R);
5. (to — R, to +RJ;
6. [to— R, to+ R

Nesse caso, R é dito raio de convergéncia da série de poténcias e, por abuso de notagdo, R =0
e R = oo para as condig¢des 1 e 2, respectivamente.

EXEMPLO

Para a série geométrica, pagina 44, comoI = (0—1,04 1), temos to =0e R =1.

TESTE DA RAZAOI

Considere que:

e a, #0,paran > ny;

. a
o [ = lim |+
n—oo

, ou seja,

1
anpg (t—to)™"
an (t—to)"

n—oo

‘ =|t—tp| L
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(0.0
Entdo, > an (t—to)™
n=0

e converge absolutamente, para [t — to| < %;
o diverge, para [t —to| > %;
e pode convergir ou divergir, se [t —to| = %

Note que, aqui, R = %

EXEMPLOS

o0
1. Considere a série 5 (—1)""'n(t—2)". Assim, por um lado, como
n=0

(_1)n+2(n+1)(t_2)n+1 ] n+1 5
Cime—zn |- e
=t—2] (1+l>
n
—t—2]-1

sen — oo, segue que L =1, R =1 e a série dada convergeem (2—1,2+1) = (1,3) e
diverge em (—o0, 1) U (3, 00). Por outro lado, a série também diverge em {1, 3}. De fato:

e t = 1 acarreta

00 00
Z n—H n(t— z)n — Z(_])Zn-i-ln
n=0 n=0

- n
n=0
—(1+24+3+4+4+---);

e t = 3 acarreta
o0 o0

Z n—H t z)n _ Z(_1 )n—Hn
n=0 n=0
—1-243—4+4---

Pela proposicdo 4, secdo 3.1, essas séries numéricas divergem.

Portanto, I = (1, 3).

2. Considere a série E (trygn. Assim, por um lado, como
n=1
(t+4 1)t n2" | |t+1 n
(m+ 120 (t+1)n ‘ 2 HnH'
t+11 1
2 141
1
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sen — oo, segue que L = %, R = 2 easérie dada convergeem (—1—2,—-1+42) = (-3,1)
e diverge em (—oo, —3) U (1, 00). Por outro lado, a série converge para t = —3 e diverge
parat = 1. De fato:

e t = —3 acarreta

e (t+1)" & (=2
Z n2n _Z nan

n=1 n=1

que converge, pelo teste de Leibniz;

e t = 1 acarreta

© (41 & on
Z nan _Z@

n=1 n=1

que chamamos de série harmonica e verificamos ser divergente.

Portanto, I = [-3,1).

o0
3. Considere a série ) (2n)!(t—2)". Assim, se n — oo, entdo

n=0
Q-+t =2 . (2n+2)!
(2n)!(t—2)n N (2n)!
—t_2 2n+2)2n+1)((2n)!)
(2n)!
=t—-2[(2n+2)2n+1)
—0

somente em t = 2. Portanto, [ = {2}.

3.4 Séries de Taylor e funcdes analiticas

Se a fungdo f(t) pode ser representada por uma série de poténcias em torno de t = t, isto ¢,
existe R > 0 tal que

f()=) an(t—t)"
n=0

—ap+aj(t—to) +az(t—to)> +---

para ‘t — to} < R, e tem derivadas de todas as ordens num intervalo contendo (tg — R, to + R),
entdo:
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(0)
o fty) =ap=>ap=" Oo(!tO)"

e Como, via (3.7),13

PO =3 nan (t—to)™
n=I

= a7 +2ay (t—to) +3az (t—to) 2+ -

para |t —to| < R, temos

e Como, via (3.7),

() = (£)(t)
=Y nn—TNan(t—to)"?
n=2

)2_|_...

=2ay+6az(t—1ty) +12(t—tp
para !t — t0] < R, temos

@) (t)
217

f'(t)) =20y = ap =

e Como, via (3.7),
f/”(t) — (f//)/(t)

=Y nn—T)(n—2an(t—to)"

n=3

—6a3 424 (t—to) + 60 (t —to)* + - - -
para |t—t0‘ < R, temos

3 (to)
37

f///(to) =6a3; — a3 =

e Repetindo esse procedimento para a n-ésima derivada de f, demonstra-se, por indugio

finita, que
(¢
an = ( O),n:0,1,2,3...
n!
Portanto,
(0]
(¢
f(t) = n(, O g
n=0 ' (3.8)
f(to) | f'(to) " (to)
—O—!O+ ],0 (t—to) + 2!0 (t—to)? +--

13Cf. p.47.
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é a série de taylor de f em torno de t = ty ou, especificamente, em I = (ty — R, to +R),* e f(t) é
dita analitica em 1.

EXEMPLOS

o0
e Para a série geométrica,15 ﬂj = ) t" paralt| < 1. Podemos confirmar esse resultado,
n=0
verificando que f(t) = ]L é analiticaem I = (—1,1),16
f0) = % =1 = agy
! _ 1 _ _ .
f(o)—W—1—a1,
rO R Ly _ g
Note que, utilizamos f/(t) = i t)Z’fH( ) = ﬁ, etc.
e f(t) = et é analitica em I = R, com
(0.0
tn
t — _—
€= Z n!
n=0
_q t2 13
=T+t o+ o+
De fato,
f(0) = e = 1 = ap,
f/0) = e =1 = aj;
£(0) 0 1T )
2 v 2 = a4
Note que, utilizamos fMi)=et,n=0,1,2,...
e f(t) =In(1+1t) é analiticaem I = (—1,1),18
(o]
=Y (- n+1t
n=0
2 B ¢!
—t—— 4+ — —
237"
De fato,
f0) = In(1+0) = 0 = agy
f0) = 5 = 1 = a;
1
f7(0) T (a+0)Z 1 .
poo o
') .  0+03 1 _ )
3T = z+-3 = 3 = 4

14Ge t =0, (3.8) é a série de maclaurin de f.
15Cf. p.44.

16Aqui, to =0eR=1.

7Aqui, to =0e R = oo.

BAqui, to=0eR=1.
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Note que, utilizamos f/(t) = 11?, f'(t) = —w, (1) = U%)g, etc.

Verifique que as fung¢des seno e cosseno sdo analiticas em I = R, com

2t
=t— ? + a —
e
o0 n th
cost = Tg)(—U 2n)!
t2
. I TRTh

OBSERVACAO I

A analiticidade, em I = IR, das fung¢des seno, cosseno e exponencial, pode ser utilizada
para demonstrar a férmula de Euler,

et =cost+isent,!?
observando que

P09=1, i'=1{ i?=-1,
*=1, P=1 i®=-1,

= i,
7 _ s

i
i i,

3.4.1 Séries de poténcias e edo

OBSERVACOES I

e O indice de uma série é invariante por permutacédo de letras, ou seja,

00 00
Sh=3
n=0 m=0
— Z f;
i=0
00
=) f
j=0

19Cf. pagina 22.
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e Aigualdade de duas séries de Taylor em torno de ty = 0 implica na igualdade dos seus

coeficientes de mesmos indices, 2’ ou seja,
o0 o0
Y an(t—t)" =) bul(t—t))"=0= an=by, n=0,1,2,...
n=0 n=0
Assim,
o
Y an(t—t)"=0=an=0,n=0,1,2,... (3.9)
n=0
e Seja
a(t)x” +b(t)x' +c(t)x =0 (3.10)

como na péagina 19, com a, b e c analiticas em I = (tp — R, to + R). Demonstra-se que
suas solugdes também sdo analiticas em I. Portanto, para obter uma solucdo geral de
(3.10), via séries de Taylor em torno de ty = 0, considere as seguintes etapas:

o0
- Assuma que x = )_ ant™ é solugdo de (3.10).
n=0

(0.0 (0.0

- Substituax, x’ = Y na,t" 'ex” = Y (n—1)na,t" % em (3.10).
n=1 n=2

- Caso seja necessdrio, reindexe alguma série.?!

- Determine a,,n=0,1,2,..., utilizando (3.9).

EXEMPLOS

20De fato, para cada indice n, ap6s ter obtido a,, = b, via t = tp, calcule a derivada de ordem n + 1 das
duas séries e repita o processo.

21 EXEMPLOS

- Param=n-—2,

X\
I
™M

(m+1)(m+2)am2t™.
0

3
[

- Param=n-+1,

o0
tx = Z apt™t!
n=0

)
= Z am_1t™.
m=1
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1. x"+x=0.

o0 (o]
x'+x=0= Z(n— Dnant™2 + Z apt™ =0
n=2 n=0

= ) (DM +2ant"+ ) ant™ =0

n=0 n=0

— > [(M+1n+2)ans2+ap]t" =0

n=0
= n+1)n+2)an2+an =0, n=0,1,2,...
an
= — ,n=0,12,...,
= = T T i) "

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (via m = n —2, na
primeira série) e, depois, trocamos m por n. Entdo, para ay e a; constantes, temos:

a
Q= -7
aji.
as —25
a a
ag = —33 = 31
a ag .,
as —73 5t
a ag .
a = 4k =
a a .,
@ = & = %
Assim, paran =0,1,2,..., temos
ap aj
n n
ay = (—1 e wmi1=(—1"——-—.

Portanto, a solugdo de x”" 4+ x = 0 é dada por

%) oo
x = Z a2nt2n + Z azn_Hth—H
n=0 n=0

_ _1\n _1yn__-
_‘10;)( R (2n)1+‘”;}( Va1

=qagpcost+ ajsent.
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2. x"—tx =0.

o0 o0
x'—tx=0= Z(n— Dnapt™? — Z ant™! =0
n=2 n=0
o0 o0
= Y m+1n+2anot" =Y angt" =0
n=0 n=I1
o0 o0
= (N@)axt’+ ) (n+1)n+2anat" =) ant" =0
n=1 n=1

=202+ ) [(n+1)(n+2)ani2—an]t" =0
n=1
an—1
m+1)(n+2)

— a; =0, a2 = ,n=12,...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 1, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar =0, se ap e aj sdo constantes, temos:

G = oy
_ a; .
a4 = IRk
G = @) 0
— as _ ap
% = 6o — 2BIG6)
a = asq = ai
7 (6()1(57J BIBIGCIWE
a = qg =
Entdo, paran=1,2,3..., temos
ap aj

e

ST 2)B3)5)6)- - Bn—1)(3n) B =B @)(6)(7) - BB+ 1)

enquanto que, paran =0,1,2,..., temos

azny2 = 0.

Portanto, a solugdo de x”" — tx = 0 é dada por

(o] o0
x=ap+ajt+ Z az 2+ Z A3y 5]

="

- ”;(z)(s)(S)(e)---(3n—1)(3n)]
_OO t3n+1

Yo ) EaEEm GG T |
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3. x" —t2x = 0.

o0 o0
X" —tx =0 = Z(n— Dnapt™? — Z ant™? =0
n=2 n=0
o0
= Y (n+1)(n+2)anot" Zan Ht"
n=0

= (N(2)axt’ + (2)(3)ast’ + Z(n 1)+ 2anat" = ) apot" =0
n=2 n=2

= 20y +6a3t+ Y [(n+T1)(n+2)anis—anJt" =0
n=2
an—2

n=2>3...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 2, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar = a3 = 0, se ap e aj sdo constantes, temos:

ay = (33‘2’4);

a5 = (431(25)"

Qg = (5()126) 0;

az = (6()127) = 0 o

ag = 7]18) = BIIOK

d = BO — @0

Entdo, paran=1,2,3..., temos

_ ag o aj
T B@D®) - (n—1@En) © U T @ G)8)(9) - dn)@An+ 1)

enquanto que, paran =0,1,2,..., temos

Q4ni2 = Q4ny3 = 0.

Portanto, a solugdo de x” — t?x = 0 é dada por

o0 o0
x=ap+ajt+ Z amt + Z Ay £

o

= |1+ 2 Gamm) --(4n—1)(4n)]
0 gt

ra ) GEEE)  @nan e
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4. (2 +1)x" —4tx' +6x = 0.

2x” +x" —4tx +6x =0 = Z(n —nant™ + Z(n —Dnapt™?
n=2 n=2

— i Inapt™ + i 6apt™ =0

=Y -1 nantn+Z M+ 1) (N +2)ant"
n=0

n=0
— ) 4nant™+ ) 6ant" =0
n=0 n=0
— Z n—1nan+ M+ 1) +2)an s —4nan + 6a,] t™ =0

- Z [<n2—5n+6) an+(n+1)(n+2)an+z} th =0
T e a

,n=012,...
m+m+2) "

:>an+2:—

Portanto, se ay e a; sdo constantes, temos:

a = —3(10,

a3 = —3

ag = —0% 0;

as = —0'2% = 0

ag = —Z% = 0
6-as5 0’,

az = —a

Assim, a solucdo de (tz + 1) x" —4tx’ + 6x = 0 é dada por

X =ap+at+ azt2+ c13t3

= q (1 —3t2) + a (t— %t3) .
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(t2+1)x" +tx/

2.1

tx" +x" +tx —

—x=0
x(0) =0;
0 1

5

n=0

=>Z

:>Z (M= 1) an+ (1) +Dangz| 2 =0

:> an+2:

59

+ Z na,t" — Z apt" =0

n=0
o o
+ Z na,t" — Z apt™ =0
=0 n=0

n—1na,+n+1)(n+2)an +na, —ay]tt =0

1

Assim, se ap e a; sdo constantes, temos:

Portanto,

e, assim, a solucdo de (tz + 1) x" + tx’

Por outro lado, como ay = x(0)

x(t) =t.

axy = (-1 )n—1

ap
as
ay
as
ag
az
ag

(n—napt™ + Z(n +1)(M+2)aneath

+2an, n=01,2,.
= jag;
= —%az = . 7.4 40/
= —s543 = ’
= —§a4 = 81.236610;
= —Sas = 0
_ _g . __ 135
= g§de = 7.4.6.8 407
1-3:5---(2n—3)
2468 (2n) ap,n=2,3...,

A2 41 =O,Tl = ],2,...

o0
X =aqap+ a1t+Z azntzn

n=

1

—x = 0 é dada por

.. (2n—3)t2n> + (l]t.

-~ (2n)

= 1, a solucdo do PVI é apenas
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x" —2tx" +x =0;

6. x(0) =0;
x'(0) = 1.

(0.0 o0 o
X" =2tx'+x=0= Z(TH— 1)(n—|—2)an+zt“—ZZnant“+Z ant™ =0

n=0 n=1 n=0
o0 o0 o0
— Z(n—i— Dn+2)apot" — Z 2na,t" + Z ant™ =0
n=0 n=0 n=0

= Y [(n+1)Mn+2anz—(2n—Tan]t" =0
n=0
2n—1

= Gni2 = Mm+T1)(n+2)

anp, n=0,1,2,...

Assim, se ap e a; sdo constantes, temos:

@ = —mymlo

as = (2)1?(11; ;

Qs = @02 = :54—100;
as = @03 = 5—13F;1}
ag = WCM = :5§—;a0}
ARG DS Py
a = o = — s o

Portanto,
3-7-11---(4n—5)
B (2n)!
1-5:9---(4n—3)
(2n+1)!

e, assim, a solugdo de (t* +1) x” — 2tx’ +x = 0 é dada por

ao,n:2,3...,

Antl = (1],1’121,2,...

o0 o0
x =ap+ajt+ Z Wnt?™ + Z Qopp 1 2]

n=1 n=1
B 2 S [3-7-11---(dn—5)1t™ = [1-5-9--- (4n —3)|t2H!
_a°{1_2_!_z n)! Tarqtt) Znt )
n=2 n=1
= apx1(t) + arxa(t).
Por outro lado, como ay = x(0) = 0 e a; = x/(0) = 1, a solugdo do pvi é apenas
x(t) =xa(t).

OBSERVACAO I

Esse método de resolucdo, via séries, também é valido para toda edo de primeira ordem
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com coeficientes analiticos. De fato, basta considerar a = 0 em (3.10)

1. x'—x=0.

(o] (0.0
x'—x:O:>Znant“*] —Zant“:O

n=1 n=0
o0 o0
= ) M+Napt" =) apt" =0
n=0 n=0

— Y [+ Dana —an =0

n=0
an
- any1 = n——H, TL:O,1,2,...
Assim, para ap constante, temos:
Qa ap .
a = ¢ = 7
a ap .
a = 3 = 35
a ap .
a3 = F = 3
a ap .
@ = F o=

Logo, esses coeficientes sdo dados por
ap
an = —, n=0,12,...,
n!

e a solugdo de x’ — x = 0 pode ser representada por

o0
x(t) = Z ant"
n=0

o0

2. x' = t2x.

o0 o0
x —t?x =0 = Z na,t" ! — Z ant™t? =0

n=1 n=0
(o] o0
= ) M+ Danat™ =) an ot =0
n=0 n=2

S o0
= qq +Za2t+Z(n+ 1)an+1tn—z ant" =0

n=2 n=2
o0
— a; +2at+ Z [(m+TDan—an2th =0
n=0

an—2
ap=a;=0,a =—= n=23...
— 2 n+ = T
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Assim, para ay constante, temos:

a a
as TO 31(?!)/
— 9 .
as = (153 Olao
G = % = 3200017
a.
_ U5 .
Cl8 - (186 0/(10
Q9 = 5 = 3ay

Portanto, esses coeficientes sdo dados por

03n=3n(n!) e a3ni1=a3n2=0n=0,12...,

e a solucdo de x’ — t%x = 0 pode ser representada por
¢ P P P

(e 0]
t) =) a;t™
n=0

- 3“(n!)
t3/3

3
= aoet /3.



Capitulo 4
Transformada de Laplace (TL) e edo

41 TL

Figura 4.1: Problema a ser resolvido

L
pvi da edo
Problema de algebra

L— 1
Solugao do poi Solucao do problema de dlgebra

A figura 4.1 ilustra a passagem, via TL, do pvi de uma edo, para um problema algebrico.
Resolvido esse problema, aplicamos a TL inversa em sua solugdo, para obtermos a a solugdo
do pvi original.

DEFINICAO

A TL de uma fungédo f(t), t € [0,00), € uma fungdo F(s) calculada pelo operador L tal que

_ * —st
LA{f(t)} = L e *Hf(t)dt 4.1)
= F(s).
Nesse caso, f(t) é a TLI de F(s) e denotamos
L7{F(s)} = f(t).

63
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Além disso, o dominio de F, por (4.1), é formado por todo numero s tal que e 'f(t) é in-
tegravel em [0, c0).

EXEMPLOS

1. Para s( fixo, se s > s,

o
E {eSQt} — J e—SteSOtdt
%
[ et
0
t=L
= lim J e (s—soltgy
L—oo t=0
o [etssoe |
= lim |[——
Looo | — (S —Sp) o
= — ] lim (e_(S_SO)L — 1)
S —Sp L—oo
]
 s—sp

Na quarta igualdade, de cima para baixo, utilizamos a integral

b eot|b
J eMtdt = —1| (4.2)
a x a
que pode ser tanto real quanto complexa.
Assim, para s > s,
L£{e"'} = L = L] 1 = eSot, (4.3)
§— 98 S—98p

2. Se s > 0, temos, por (4.3),

Assim, para s > 0,

5{1}:%@5—‘{%}:1. (4.4)
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3. Se s > 0, temos, via integragdo por partes,

L{t) = J e Sttdt
0

t=L t=L e st
= lim (t- —J dt)
L—oo —S t=0 t=0 —S
{ LesL 1 [est]¥h
= lim < — - { }
L oo S s | —s Jioo

onde aplicamos L'hopital em Le ™t = eSLL Logo,ses >0,

1 1
Lit)=5 & L] {—z} = 1.
s s
4. Sejam n um inteiro positivo e s > 0. Assim, via integragao por partes,

L{t") = J the Stdt

e—st 0 o) e—st
= [—t“- } —J nt" 1 ——adt
0 0 —S$

Portanto, como L {t] } = 51—2,

Entao,

Logo, supondo que

prova-se, por indugdo, que

LY = —= (4.5)
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para cada inteiro positivo n.!

ADMISSIBILIDADE I

Em relacdo a (4.1), f(t) é dita admissivel quando existe sua TL F(s).2

LINEARIDADE I

Para cte; e cte; constantes, se f(t) e g(t) sdo admissiveis com transformadas F(s) e G(s),
respectivamente, entao:

L{cte1f(t) + cteag(t)} = cter L{f(t)} + ctea L {g(t)}
= cte1F(s) + ctey G(s)

L7 {cte1F(s) + ctesG(s)} = cte; £ {F(s)} + cte2 £ {G(s)}
= cte; f(t) + cteyg(t).

1. Seja p(t) = —t* + 2t3 +t — 7. Portanto, para s > 0,
jap p

P(s) = L{p(t)}
:_g{ﬁ}+2£{§}+¢Xﬂ—7cﬂ}

w17
¢ s4 2 s
—24 4+ 125+ 83 —7¢4

onde, na terceira igualdade, de baixo para cima, utilizamos a equacao (4.5).
2. Por um lado, temos

L {eit} = L{cost+isent}
= L{cost}+1iL{sent},

Na verdade, essa férmula também é vélida para n = 0. De fato, por (4.4),

L{W}:ﬁﬂ}
1

S
0!
T og0+1

2Embora nao sejam apresentadas, nesse texto, condigdes suficientes para a existéncia de uma F(s) associada
a uma f(t) arbitraria, em cada exemplo, para f(t) ser admissivel, basta que o dominio da F(s) associada seja
néo vazio.
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por linearidade. Por outro, por defini¢do, temos

L {eit} = J:o e Steltdt

o0
= J ell=s)tgt
0

e(i—s)t 00

1i—s

1

s—1i
s i 1
s2+1  s2417

0

caso s seja positivo. De fato, na terceira, quarta e quinta igualdades, de cima para
baixo, utilizamos, respectivamente, a equagédo (4.2),

e(l—s)t _ e—stelt

st(

=¢e “(cost+isent)

— 0,

parat — 00, e que
s 1

s2+1 +lsz+1

é o inverso multiplicativo de s — 1.4 Entao, paras >0,

L{cost} = e L{sent}=

1
Yol {Szj_]}:cost e L7} {SZ+1}:sent.

: 4 ips 5 w _ 1 1 1 6
3. Se]a s > w, onde w é uma constante positiva. Como Tl = 2 (s_w — s+w), temos,
por linearidade e pela equacao (4.3),

= {ﬁ}%(ﬁ‘ {S_]w}_ﬁl {sle

s?2+1 s2+1

1
wt —wt
=—-(e"" —e
5 )
= senh(wt).
3cost e sent sdo limitadas e tlim e st =0.
—00
4De fato, se i = —1 e{a, b} C R, entdo

. a—1ib

5 Assim, também, s > —w.
®Utilizamos, aqui, a técnica das fragdes parciais, estudada no cdlculo de fungdes reais de uma varidvel real.
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Analogamente, para s > w > 0, temos

S

h(wt)} = ——.
L{cosh(wt)} R
4. Paras > 1,7 como
s+3 __i+ 4 N 1
s(s—1)(s+2) 25 3(s—1) 6(s+2)
temos
—1 S+3 __§ | 1 i —1 ] 1 -1 1
£ {s(s—])(s+2)}_ 2~ {s NG s § G Py
3 ATy
= 2+Se +6e ’
por (4.3), pagina 64.
5. Se s > 2,8 entdo
s—1 B s—1
s2+2s—8 (s+4)(s—2)
B 1 n 5
6(s—2) 6(s+4)
Portanto,
o s—1 LT RR T
£ {sz+23—8}_6e A
por (4.3).

MUDANCA DE VARIAVEL I

Para qualquer constante cte positiva, se f(t) é admissivel, temos

1 S

L{f(ctet)} = —F (—) .

cte cte

De fato, como f(cte t) é funcdo de t, temos, por definigéio,9
o0
L{f(ctet)} = J e Stf(ctet)dt.
0
Agora, se T = ctet, essa integral é igual a

. ro e et ()dT = —F (=)

cte Jy cte \cte

7 Assim, s > —2.
8Portanto, s > —4.
9Cf. pagina 63.
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EXEMPLO
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Utilizando as transformadas do seno e do cosseno e a mudanga de varidvel supracitada,

sendo w uma constante positiva e s > 0, temos

1 s
L{cos(wt)} = — “2)
w (i)
w
s
_ _w?
C s24w?
CUZ
S
s? + w?
e, analogamente,
w
L{sen(wt)} = ——.
{sen(wt)} = 5——
DESLOCAMENTO-I I
Sendo cte constante e f(t) admissivel,
o0
£ ctetf } J e—st ctetf )d
0
o0
— e (s—cte) tf )dt
0
= F(s —cte),
para s > cte.!’
1. Por (4.5), temos
n!
f(t) =t" & F(s) = P
Portanto, para s > cte,
n!
E tnectet —
{ ; (s — cte)nt]

e, assim,

-1 n! _ 4n ctet
L {—(s—cte)““}_t e“cn.

s 6 9

2. Seja s > —3. Assim, como

paras >0en=0,1,2,...

(5137 5413 (5132 (s13)%

10Cf. 0 caso para f(t) = 1, pagina 64.

(4.6)
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temos

R (e e b e s R (e
(s+3)3) s+3 (s +3)2 (s+3)3

9
—e 3t _gte St ¢ ztze%t.

3. Sejam s e w positivos. Como, por (4.6),

w

f(t) = sen(wt) & F(s) = Tl

temos, para s > cte,
L{e“ sen(wt)} = F(s — cte)

w
(s —cte)? + w?’

Analogamente,
s —cte
(s —cte)? + w?’

L{e"" cos(wt)} =

4. Como podemos escrever

3547 3547

s2—2s+5 s2—2s+1+4
 3s+7
R
3s—3+3+7
T
3(s—1)+10
X

temos, paras > 1,

- 35+7 . -1 S—] -1 2
£ {32—25+5 =3 (s—1)2+4 oL (s—1)2+4

= 3e'cos(2t) + 5e' sen(2t).

FUNCAO DE HEAVISIDE DE PASSO UNITARIO I

Para ty > 0, define-se

0 set<ty,
H(t—to) '_{1 set > tg,
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Figura 4.2: Gréfico de H(t — tg)

cujo grafico esta ilustrado na figura 4.2. Nesse caso, note que, se s > 0, entdo

L{H(t—1)} = J:O e STH(t —tg)dt

o0
= J e Stdt
to

—st |00

e

—S

to
e—to S

S

Essa transformada pode ser generalizada pela seguinte propriedade:

DESLOCAMENTO-II I

Se s > 0 e f(t) é admissivel, entdao

L{H(t—ty)f(t—to)} = [~ e STH(t — to)f(t — to)dt

JO
oo

=| e SY(t—tp)dt
-Ato
e

= | e swtolf(y)du
Jo

o0
— g tos J e S%f(u)du
0

= e 'OSF(s).

Na terceira igualdade, de cima para baixo, utilizamos a mudanga de varidvel u =t — to.

EXEMPLOS

1. Determine a TL da fun¢do seno “acionada” em t = 3, conforme a figura 4.3.

Essa funcédo é dada por

S(t):{ 0 set<3;

sent set > 3.

HNote que, a funcdo de Heaviside “aciona” outras fungdes, a partir de t = to.

71
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Figura 4.3: Gréfico de S(t)

Como S(t) = H(t—3)sente
sent = sen(t—3+3) =sen(t —3) cos3 +sen3cos(t—3),
temos
L{S(t)} =cos3L{H(t—3)sen(t—3)}+sen3L{H(t—3)cos(t—3)}

1 S
— cos3e 3" sen3e 35—~
s2 41 + s2 41

caso s seja positivo.

2. Considere s > 3. Logo, como

obtemos

TL E DERIVADAS DE f(t)

Para s > 0 e cada inteiro ndo-negativo n tais que

lim e stfM(t) =0,

t—o0

r {f(n](t)} — $"F(s) — Snf]f(o)(o) B Sn—zf(ﬂ(o) . Sf(anJ(O) _ f(n—1)(0).12
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o L{f'(t)} =sF(s) —f(0), pois, via integragdo por partes,
LA{F'(1)} = J:O e St/ (t)dt
= e SH(t)

T JOO f(t) (—se ") dt
0 0

= s L{f(t)}—f(0)

= sF(s) — f(0);

o L{f"(t)} = s?F(s) — sf(0) — £'(0), pois

ci{tw}=c{(r) v}
=sL{f'(t)} —£'(0)
= s?F(s) — sf(0) — f'(0);

Podemos aplicar, agora, indugdo finita sobre n.

1. E possivel reobter a TL de cos(wt), utilizando a férmula (4.6).1> De fato, basta observar
que

w (L{cos(wt)}) = L{w cos(wt)}
= L {sen’(wt)}
=sL{sen(wt)}—sen0

B w
I\ 21l
2. L {senzt} = S(;

s
=w|5—-]).
(sz+w2>
s24+4)"

De fato, seja f(t) = sen?t. Entdo, f(0) =0 e

f'(t) = 2sentcost
= sen 2t.

Por sua vez, a TL dessa derivada é dada por

L {f’(t)} = L{sen 2t}
2
s2+4

Agora, basta utilizar a férmula

LA{f'(t)} =s L{f(t)}—f(0).

13Cf. pagina 69.
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TLI E DERIVADAS DE F(s)

Para cada inteiro n ndo-negativo onde exista a n-ésima derivada em relagdo a s, temos
fom {F(nJ(s)} — (1) (1), (4.7)
ou seja,
LTHF(s) =f(t); LT{F(s)} =—tf(t); L£L7{F'(s)} =t*f(t); etc.

A férmula (4.7) é (trivialmente) valida para n = 0 e, como

d d ([*
=) =5 (J tf(t)dt)

— J:o % (e™Y) f(t)dt

— Joo (—te™") f(t)dt
0

= —J e SYtf(t)dt

0
= —LA{tf(t)},

também é valida para n = 1. Além disso, caso (4.7) seja vélida para o inteiro ndo negativo
n==¢

r {tH]f(t)} _ ro estt T e(t) dt

Joo (t)dt
0

* d e S f
JO & Y thf(t)dt

_ eiﬂ
~ (- )ds (( D)

d€+1
+1
dstt! F(s),

ou seja, (4.7) também é vélida paran = £ + 1. Portanto, por inducao finita, (4.7) é valida para
todo inteiro n ndo negativo.

EXEMPLOS
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1. E facil ver que, se s > 0, entdo
d s
L{tcost} = ~3s (52—1—1)
1-(s?4+1)—s-2s
(sz+1)z
s2—1
(2+1)"

s
ds? \ s2+9

2. Note que,

L {tz cos(3t)}

—
—
~—

cuja resolugdo fica como exercicio.

CONVOLUCAO I

Se f(t) e g(t) sdo admissiveis, entdo

£V IF(s J
= f(t) %
:g(t)*f( )

De fato, considere os dominios de integracdo

Dy = {(u,v) e]R2|u>o,v>o} e DtT:{(t,T) €R2|t>T>O}

e a mudanca de variaveis
t=u+v,
T=u

Portanto,

F(s)G(s) = e Uf(u)du J~oo e *Vg(v)dv
J 0

e S g(u)g(v)dudvy

0
l,

= J e S'f(1)g(t —T)dTdt
Jp

- t
=| et U f(’t)g(t—’t)d’t} dt

JO 0

= L{f(t) x g(t)}.
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EXEMPLOS

1. QualéaTLIde H(s) = ( 2+] 2)2?
S w

Primeiramente, note que,

F(s) = G(s) = sz—:—wz — f(t) =¢g(t) = %sen(wt).

Assim, por convolugéo, temos:

h(t) = (f*g)(t)

] rt
= sen(w(t—1))sen(wT)dt
JO

] rt

= — | sen(wt— wT)sen(wT)dt

JO
1 rt
= (sen(wt) cos(wT) sen(wT) — sen(wT) cos(wt) sen(wT)) dt
JO
1 t t
= (sen(wt)J sen(wT) cos(wT) dT—COS(wt)J' senz(wT)dT)
0 0
1 wt wt
=3 (sen(wt) J senucosu du — cos(wt) J sen’u du>
0 0
1
=303 (sen(wt) — wtcos(wt)).
) TL DA FUNGCAO ERRO I
' t
Seja erf(t) := Lﬂ | e’ dx. Portanto,
0
:
£ —eb-erf (V1
{ﬁ(s—n} ot erf (V3)
De fato, para F(s) = \/lg eG(s) = 51?1, temos f(t) = \/Lth e g(t) = et e, se T = x?, entdo
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Vejamos, agora, como f(t) foi calculada:

N

onde, na segunda e quarta igualdades, de cima para baixo, efetuamos, respectiva-

mente, a mudanca de varidveis st = u? e os calculos seguintes:

Para Dyy = {(x,y) € lelxz—l—y2 <at, x>0, y > 0},x=rcose ey = rsen 6, temos

a—oco=1= J e %) dxdy
Dyy
— J e T rdrdo
DTG

r1t/2 a 5
= U e’ rdr} do
JO 0

Por outro lado, para « qualquer, temos
X ro 2 2
o — 00 => I“:J J e~V ) dxdy
0 Jo
o4 [0
= (J e dx) (J eV’ dy)
0 0
o 2
= (J e dx)
0
o 2
— <J e dx) :
0
Seja, entdo, o € {a, a/ﬁ}. Como I, »<I< I, temos

00 5 2
(1—>OO:>I—>(J e"dx) )
0

14No primeiro quadrante, o quarto da circunferéncia de centro (0,0) e raio a, esté inscrito num quadrado de
lado a e circunscrito num de lado a/+v/2.
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Portanto, pela unicidade do limite,

[evanst

e Xdx =
0

Para concluir a se¢do 4.1, seguem mais duas propriedades e uma tabela onde estao elencadas
algumas transformadas calculadas nesse capitulo. Nessa tabela, figuram, por exemplo, as
transformadas das fungdes erfc(t) = 1 —erf(t) e 6(t), dita delta de Dirac e estudada na secao
4.2. Além disso, a apresentacdo das trés tltimas linhas da tabela objetiva estabelecer que
existem intimeras outras transformadas que podem ser obtidas utilizando os resultados desse capitulo.

VALORES INICIAIS E FINAIS I

Se f'(t) é admissivel, ou seja,

L{f'(t)} = sF(s) —£(0),
entao

lim f(t) = lim sF(s) e lim f(t) = lim sF(s), (4.8)

t—0 s—00 t—o0 s—0

caso esses limites existam.

EXEMPLO
1

Seja X(s) = <—==7. Entdo, por um lado,

s(s+2)
. 1 (1
timxtt = i (767515

_! lim (1 — e*2t>

2 t—o0

N —

Por outro,

1
lim sX(s) =1i
SE)I(l)S (S) sl—r{(% s+2

TL DE FUNCAO T-PERIODICA I

Sef(t+T)=f(t), t € [0,00), com f admissivel e continua por partes num periodo T, entdo
T

L{f(1)} = ]_]ﬁ L e St (t)dt.

EXEMPLO
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. ) 2
Seja f(t) = sen wt, w > 0. Logo, f tem periodo T = ‘" e

2n

1 o
LA{f(t)}) = ——= J e Stsen(wt)dt
1—e o Jo
2n
w —st - S —st w
B [_—52+w26 cos(wt) P sen(wt) .
- 2ns
l—e o
w _Zﬁ
_ s?4w? <1_e ¢ >
1— e_z%s
W
2w

TABELA DE TRANSFORMADASI

Pode ser conveniente alocar os resultados das transformadas em algum tipo de tabela ou
planilha, para utilizagdo posterior. Na verdade, existem muitos livros dedicados apenas a
essas tabelas. Segue, agora, uma delas, onde coletamos, no lado esquerdo, algumas fungées
admissiveis estudadas nesse livro, enquanto que, no lado direito, suas respectivas transfor-
madas.’® Além disso, o significado das trés tltimas linhas da tabela é o seguinte: existe um
numero infinito de transformadas e, muitas delas, podem ser obtidas com as apresentadas
nesse capitulo.

15Nas duas linhas da tabela relacionadas ao limite (finito) ¢, a segunda coluna decorre da primeira, como
consequéncia da proposi¢do “Se ..., entdo ...” da pagina 78.
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| f(t) | F(s)
thectet n=0,1,2,... n!/(s —cte)""! paras > cte
e“®tsen(wt) w/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
et cos(wt) (s —cte)/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
senh(wt) w/ (s*—w?) paras > w >0
cosh(wt) s/ (s —w?) paras > w >0
5(t — cte) e ctes
sZ /4cte?
erf(ctet) £ - erfc(s/2cte)
erf (v/ctet) S\/%
erfc <cte / 2\/E> e—ctevs /g
_cte e—cte2 /4t e—ctey/s
2v/mt3
f(ctet) L F (<) para cte > 0
eCtetf(t) F(s —cte) para s > cte
H(t—to) f(t—1tp) e StoF(s)
f(t) * g(t) := jéf(T)g(t—T)dT F(s)G(s)

£ ()

n . .
s"F(s)— > snif(i=1) ()
i=1

f'(t) com lim;_,o f(t) = ¢

sF(s) — f(0) com limg_,, sF(s) = ¢

f/(t) com lim¢_,oo () = ¢

sF(s) —f(0) com limg_,o sF(s) = ¢

(1™t (t)

FU(s)

f(t+T) = f(t)

]76+5T f;)r e_Stf(t) dt

2Vt e—c’ce2 /4t

N — cte: - erfc <cte / 2\/E>

1_p—ctey/s
sv/s
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42 EdoeTL

Para resolver um pvi via TL, siga, em sequéncia, 0s passos seguintes:

1. Aplique a TL em ambos os membros da edo a ser resolvida;
2. Resolva o problema de élgebra resultante do passo 1;

3. Aplique a TLI em ambos os lados da solucdo obtida no passo 2.

EXEMPLO: SISTEMA MASSA-MOLA COM FORQAMENTOI

Sejam m e k a massa e a constante de Hooke, respectivamente, de um corpo sob a agdo
de uma forca f(t) horizontal.!® Considere, agora, o seguinte pvi:

my”(t) +ky(t) = f(t);
y(0) = yo;
y'(0) = yi

Para uma ilustracdo desse sistema mecanico, confira a figura 4.4.

Figura 4.4: Sistema massa-mola com for¢camento

Logo, seguindo os passos supracitados, temos:
1.

L{my"(t)+ky(t)} = L{f(t)} = mL{y" (1)} +kL{y(t)} = L{f(t)}
— ms?Y(s) — msyo — my{ + kY(s) = F(s);

F(s ms my|
Y(s) = g ) . Yo ;Jo ;
msc+k msc+k msc+Kk
160 uso de “horizontal” com y(t) e ndo x(t) é proposital!
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. l 1 F(s) 1 S ! p—1 1
y(t)_mﬁ {sz+k/m}+y0[' {sz+k/m}+y°£ sZ+k/m/f’
Agora, se w = v/k/m, como

1 sen wt S
—1 _ —1 _
L {sz+ 2}— e L[ {—sz+ 2}—coswt,

1 1 !
y(t) = n—lﬁq {F(s) g wz} + Yo cos wt + 1%sen wt.

entao

Portanto, via convolugdo, temos:

1 t /
yt) = — J f(t)sen(w(t —7))dT+ypcos wt + Y% sen wt.
mw Jo w

Por exemplo, seja f(t) = sen wt. Assim, procedendo como no primeiro exemplo dado
ap6s a definicdo de convolugio,'” temos:

1 0

y(t) = Tl (sen(wt) — wt cos(wt)) +yg cos(wt) + % sen(wt)
2my/ 1 2 2_ wt
_ (MY 1 sen(wt) + MYod” — cos(wt).
2mw? 2mw?

EXEMPLO

Considere o seguinte puvi:
y” —6y’ + 15y = 2sen 3t;

y(0) =—1;
y'(0) = —4.

Aplicando £ na edo desse sistema, temos:

3
s2Y(s) —sy(0) —y’(0) — 6 (sY(s) —y(0)) +15Y(s) =2 - a3
Portanto,
s2Y(s) +s+4—6sY(s)—6+15Y(s) = 6 - <52—6s+15) Y(s) = 6 —s+2
s2+9 s24+9

—s3 + 252 — 95+ 24
(s2+9)(s2—6s+15)

— Y(s) =

Via frag¢oes parciais, como
—s3 4282 —9s+24 _As+B+ Cs+D
(s2+9) (s2—6s+15)  s$2+9  s2—6s+15
(A+C)s®+ (—6A +B+D)s? + (15A — 6B +9C)s + 15B + 9D
(s2+9) (s> —6s+15) ’

17Cf. secao 4.1.
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obtemosA:B:ﬂ—O,C:—%eD:%—g.Logo

1 (s+1 —11s+25)

Y(s) = —
)= a9 T 6115

Para a primeira parcela da soma entre parénteses, como

S n 1 s +1 3
249 $249 249 3 2497

sua TLI é dada por
1
cos 3t + 3 sen 3t.

Para a segunda, como

—11s+25 —11s+25

2—6s+15 $2—6s+9+6
B —11s+25

 (s—3)2+6
C 11(s—3)-8
T (s—3)2+6
s—3 8 NG

sua TLI é dada por

—11e3t cos \/gt — ieyL sen \/gt.
V6

Portanto,

1 1 8
t) = — t4 - t—11e% t— ——e3t t
y(t) 10 (COS3 —I—Ssen3 et cos V6 \/ge sen\/€>

é a solugdo do pui supracitado.

Considere o seguinte puvi:

y(0) =0;

y" 43y’ —6y = 2;
y'(0) =0.

Assim, como

£{ty'} =—1 (£{y'))

d
— = (s¥(5) ~y(0))

=—sY'(s) = Y(s),
a aplicagdo de £ (a ambos os membros da edo do pvi) resulta em

s2Y(s) —sy(0) —y'(0) +3 (=sY'(s) = Y(s)) —6Y(s) = %/

83
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para s > 0, conforme a tabela de transformadas apresentada no final da secdo 4.1. Portanto,

—3sY'(s) + (sz — 9) Y(s) = él
ou seja,
Y/(s) + (% - %) Y(s) = —32?, (4.9)

cujo fator integrante é dado por

conforme visto no capitulo 1. Entdo, multiplicando os dois membros de (4.9) por u(s) e
integrando, temos:

s2
=2e 6 +cte
Logo,
2 t e%
cte
el =gt—a
Por outro lado, como lingy(t) =0, temos ILm sY(s) =0, por (4.8).18 Contudo,
t— S—00
2 5
. ctees
I et |70
apenas para cte = 0. Assim,
2 2

Y(S):S—3:>y(t):t .

4.2.1 Funcao delta de Dirac (56(t))
O impulso I de uma forga f(t), num intervalo de tempo [ty, to + €], é definido como
tote
I = J f(t)dt,
to

caso essa forca seja integravel nesse intervalo de tempo. Caso o impulso seja intenso mas de
curta duragdo, no lugar de f(t), consideramos a forca

1/¢, parat € [to, to+ €],
fo(t—1g) = .
e ( o) { 0, caso contrario,

18Cf. pagina 78.
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Figura 4.5: Forca f, (t —to)

Ve

i
vt >t

conforme a figura 4.5. Assim, para 0 < ¢ << 1, o impulso instintaneo é definido (e calcu-
lado) da forma seguinte:

o+£ 1
J Lat
t

o

T qtot
= L
= 1 uw.i. (unidades de impulso)

Por outro lado, como

fe(t—to) = — [H(t—to) —H(t—(to+¢))],

;| —

1

L{fe (t—to)} = — (etos — e (torel)
ES

‘l _ eSS

ES

— e—tos .

DEFINICAO E PROPRIEDADES DE 6(t)

A funcdo 5(t) modela pulsos de curtissima dura¢do, como na figura 4.5, caso ¢ — 0, ou
seja,

d(t—tg) :=1limf, (t—tp).
e—0

Demonstra-se que:

0, parat =ty;
d(t—1ty) = L.
° 5 o) { 0, caso contrario.

Para t # to, considere ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que t € [ty, to + €];

o [Co(t—to)dt=T1%

Ysto ¢, ¢ ¢ um ntimero positivo, arbitrariamente pequeno.
20De fato, ¢ — 0 = I, — 1.
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e Se ty € [ty,ty] estd contido no dominio de f(t), com f(t) continua em ty, entdo

1%

Jtz f(t)d (t —to) dt = J f(to) & (t —tp) dt

tH tH
=1 (to);

o L{5(t—1y)} = e %, De fato,

. B . ‘I o e—ES
lim £ {fe (t —tg)} = e % lim
e—0 e—0 ES
s e, S€7 %S
= e % lim
e—0 S
— e 105 Jim e ¢S,
e—0

Note que, utilizamos L'hospital na segunda igualdade, de cima para baixo.

EXEMPLO

Para o sistema massa-mola da pégina 81, considere m = 1, k = 2, f(t) = d(t—1) e
Yo = yy = 0. Além disso, ao primeiro membro de sua edo, adicione o triplo da derivada
de sua fungédo incégnita. Em suma, considere

y’"+3y +2y=5(t—1);
y(0) =0;
y'(0) =0.
Ao aplicarmos £ aos dois membros da edo desse sistema, temos
s2Y(s) —sy(0) —y’(0) +3 (sY(s) —y(0)) +2Y(s) = e = s?Y(s) +3sY(s) +2Y(s) = e*
— Y(s) = e °F(s),

onde, via fra¢Ges parciais,

Portanto, como

y(t) =L {e5F(s)}
— f(t—T)H(t—1)
B 0, se0<t<1,;
T et —e2(tT)) set>1.

A figura 4.6 é uma representacdo qualitativa da solucdo desse sistema mecanico.
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Figura 4.6: Representagdo qualitativa da solugdo y(t)

{(t)

ot

»t

4.2.2 TL e Sistemas
Nos dois exemplos seguintes, vamos obter as solucdes x(t) e y(t) de cada sistema dado.

1.
x'=2x+vy; x(0)=T1;
y' =3x+4y; y(0)=0.

Aplicando £ em cada edo desse sistema, temos:

sX(s) —x(0) = 2X(s) +Y(s);
{ sY(s) —y(0) = 3X(s) +4Y(s).

A substituicdo das condiges iniciais dadas em cada equacao algébrica desse sistema,

resulta em:
sX(s)—1 = 2X(s) + Y(s);
sY(s) = 3X(s) + 4Y(s).
Manipulando algebricamente esse sistema, temos:
(s—=2)X(s) — Y(s) = 1;
—3X(s) 4+ (s—4)Y(s) = 0.
Portanto, A 3
S_
X(s)= —————— Y($) = —————.
e P TS B S el po P
Entdo, via fra¢des parciais,
3/4 1/4 -3/4 3/4
X(s) = / + / e Y(s)= / + /.
s—1 s—5 s—1 s—5

Assim, aplicando £~! em cada uma das duas equagdes anteriores,

23 1 s 3 i3 st
x(t)—é—1 e+L—1 et e y(t)= 1 e+4—1 e’
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/ —1-
{x —3x 3y+2;  x(0 —}, (4.10)

y'=—6x—t; y(0) =
Aplicando £ em cada edo de (4.10), temos:

sX(s) —x(0) = 3X(s) —3Y(s) + %
{ sY(s) —y(0) = —6X(s) — 2.

Substituindo as condig¢des iniciais em cada equagdo algébrica desse sistema, resulta
em:

(s —3)X(s) +3Y(s) = &,
6X(s) +sY(s) = SSH

Agora, multiplique a equagdo de cima, desse sistema linear, por s, a de baixo por —3 e
adicione as equagdes resultantes, desses produtos, para obter:

3s? +3

<52—33—18> X(s) =2+s+
Assim, via fragdes parciais,

s$3+5s2+3
X = 253369

B 1 133 B 28 +3_18
108 \s—6 s+3 s s2/)°

Aplicando £~ em ambos 0s membros dessa equacao, temos:

x(t) = (1 336t — 283t 43— 18t) .

108

Por outro lado, a equagdo de baixo do sistema (4.10) pode ser escrita como:

y :J(—6x—t) dt
1

=7 J (133.e6t 2873t 4 3) dt

1
=102 (133e6t +56e 3t ¢ 18t> + cte.

Substituindo a condigdo inicial, associada a equagdo supracitada, nessa tltima, temos:

1 3
—1 = —@(133—#56) + cte = cte = 7

Portanto,

1
y(t) =~ (133e6t + 56673t + 18t — 81) .



Capitulo 5

Exercicios para os capitulos anteriores

Aqui, cada exercicio desacompanhado de resposta/solucdo esta resolvido como exemplo,
no capitulo relativo a esse exercicio. Sugiro que o leitor tente resolver cada um desses
exercicios, sem consultar seu exemplo associado e, somente apds um esfor¢o genuino, caso
ndo consiga resolvé-lo, que tal exemplo seja revisado.

1. Nos itens seguintes, obtenha a solucdo geral de cada edo e a solugdo particular de cada
poi. Além disso, quando possivel, determine o dominio I de cada solugdo obtida.

(a) LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

) x! = cost;
"1 x(0)=o0.

i { =1
o x(1)=0.

! t
iii. x* = 352 %

. x! = 2tx;
VU x(0) = 1.
tx! = —x+t%;
x(1) = xo.

(b) NAO-LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
i. SEPARAVEIS

I _ 2.
A {x =1+x5

x(0) =0.
B. x' = )t(—z
C.xx'=—t,x>0.
ii. ExaTAs!

A 2tx =3t + (-2 & =0.
B. (Cost—tsent—i—xz)—i-(th)% =0;
x(m) =1.
iii. BERNOULLI
A [ X =
x(2) =—1.

Primeiramente, utilize a condigao necessaria para ser exata.

89
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B { x' =5x + e ?tx7Z;
' x(0) = 2.
iv. HOMOGENEA
A { txx! + 42 +x% = 0;
) x(2) =—7.
(c) LINEARES DE SEGUNDA ORDEM
x"+x"'—6x =0;
i x(0) =1;
x'(0) = 0.
ii. 3x" +x'—x=0.
iii. 4x” +12x" +9x = 0.
iv. x”" —6x’ +13x =0.

x"+x=0;
V. x(0) = 2;
x'(0) = 3.

vi. Podemos modelar oscilagdes “suficientemente pequenas” para um péndulo
simples, rigido, de massa desprezivel e comprimento L u.c. (unidades de com-
primento), oscilando livremente, sem atrito em torno de um ponto fixo P, sem
sofrer resisténcia do ar, conectado a uma massa unitéria puntiforme na extre-
midade oposta a P, sob a acdo da aceleracdo da gravidade g, pelo povi:?

X"+ 2x=0;
x(T) = xo;
x(T) = 0.

vii. x” —3x" 4 2x = d(t), para:
A. d(t) =&
B. d(t) =2t +4t+1;
C. d(t) = cost;
D. d(t) = et +2t2 + 4t + 1+ cos t.
viil. x”" —6x’ +9x = e3t,
ix. x”" +x =sect.

2. Para cada item abaixo, obtenha a solucdo de cada edo/pvi e, caso seja possivel, seu
respectivo dominio 1.3

X/+3t2X :tz’ ) .
(a) { x(1) = %. SOLUGAO: x = § + ;I = R.
e
I3y — lgenl:
(b) { LS ti (__it)se_n?;, SOLUCAO x = tcos %’ I = (_O0,0)
n) T m
/ P — .
© { XX—E—OX; ;C’ SOLUCAO: x =t—1+ eZ_t; I=1R.

X =6t A 1 28 /28
(d) { X(1) = 5. SOLUGAO: X = 35z, 1 = (_ /2, /?).

2Aqui, T representa o periodo do péndulo.
3Lembre-se: I = IR para cada edo linear homogénea de segunda ordem com coeficientes contantes.
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(e) 3t2 —x®+ (2x —3tx3) x' = 0. SOLUCAO: t3 — tx3 4+ x? = cte.
(f) 2tx —3t> + (t* —2x) x/ = 0. SOLUCAO: t?x —t3 —x? = cte.
I _ By Bi43 9ES: x — - V10e%t
(g) x" =5x—5tx°. SOLUCOES: x et et I0r T

A | C o Q1/3gt/3
(h) 6x" —2x = tx". SOLUCAO: x = et )
@ x =1+2+ (%)% SOLUGAO: x = ttan(In [t| + cte).
() 4x" +x"=0. SOLUCAO: x = cte; + cteye /4,

(k) x" +4x = 8t2 — 20t + 8 + 5sen 3t —5cos 3t + 24e 2t +8cos2t.  SOLUCAO: x =
ctej cos 2t + cte; sen 2t 4+ 2t2 — 5t 4+ 1 + cos 3t —sen 3t + 3e 2t + 2t sen 2t + %

(1) x" +2x" = 6e2t +12t%. SOLUCAO: x = cteje 2t + cte, — 3te 2t 4 23 — 3t2 + 3t.

(m) x"”" —6x" —7x =13cos2t + 34sen2t + 8¢ t — 7t —6.
SOLUCAO: x = cteje™t + cteye’t 4+ cos 2t —2sen2t +t —te™t.

x"" —4x' +4x = 2e** — 12 cos 3t —5sen 3t;

(n) x(0) = —2;
x'(0) =4.

SOLUCAO: x = —2e?t + 5te?t + t2e?t 4 sen 3t.

RESOLUCAO DO ITEM (k) I

Por (2.7), pagina 26, basta obter x = xy + X, onde xy, é a solugdo geral de x" +4x =0
e Xp é uma solucdo particular da edo

d4(t) = 8cos 2t.

Por um lado, 12 + 4 = 0 acarreta v+ = 0 + 2i, onde i* = —1. Assim,

xn = €%t (cteg cos 2t + ctey; sen 2t)
= ctej cos 2t + cteyy sen 2t.

Por outro, determinando um solugédo particular x,, de x"+4x = di, 1 € {1,2,3,4},
temos uma solucéo particular

Xp = Xpy + Xp, + Xp3 + Xp,

de x” + 4x = d.* Portanto:

4Veriﬁque!
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Para A e B constantes,
xp, (1) = At? + Bt + C = x/, (t) =2At+B
— X, (t) = 2A
acarreta
X)) +4xp, = dy = 4At2 + 4Bt +4C + 2A = 8t7 — 20t + 8
— A=2,B=-5eC=1.
Assim,
Xp (t) = 22 =5t + 1;

Para D e E constantes,

Xp,(t) = Dcos3t+ Esen3t = x]’gz (t) = —3D sen 3t + 3E cos 3t
— Xy, (t) = —9D cos 3t — 9E sen 3t

acarreta
Xp, +4xp, = dy = —5D cos 3t — 5E sen 3t = —5cos 3t + 5sen 3t
—=D=1eE=-1.
Assim,
Xp, (t) = cos 3t — sen 3t.

Para F constante,

Xps (1) = Fe 2 = x] (t) = —2Fe >
— X/ (t) = 4Fe 2

acarreta

X)), +4xp, = di = 8e 2 =24e M
—F =3,

Assim,

i=4
Para G e H constantes,

Xp, (t) = Gcos2t + Hsen 2t —> X{M(t) = —2Gsen 2t + 2H cos 2t
— X, (t) = —4G cos 2t —4H sen 2t

Xp;(t) = 3e2t,

acarreta

1
Xp4 +4X‘p4 — O

£ dg.
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Logo, como G e H ndo podem ser constantes, podemos considerar
Xp, (t) = g(t) cos 2t + h(t) sen 2t,

onde g e h sdo fungdes a serem determinadas. Contudo, utilizaremos outro procedi-
mento para obter x,,: a formula da variacdo de parametros da subsegdo 2.2.2. Assim,
como

Wit) :‘ cos2t  sen2t ‘

—2sen2t 2cos2t
=2 <c:os2 2t + senZZt)

=2,
2t(—8 cos 2t 2t(8 cos 2t
Xp,4 (t) = cos th > (1 ZCOS ) dt + sen ZtJ €os 1( ;05 )

= —4cos2t J sen 2t cos 2t dt + 4 sen 2t J cos? 2t dt.
Entdo, parau = 2t
Xp, (t) = —2cos Zthenucosu du+ 2sen2t J cos’udu

= —cosZthenZudquZSenZthoszudu

2 2
= cos 2t (COS u> + 2sen 2t (%L + sen u)

2 4
cos 2t cos 4t sen 4t
= — > +sen2t | 2t +

cos4t cos 2t + sen4tsen 2t

=2t 2t
sen 2t + 3

cos 2t

=2t 2t
sen 2t + 3

Note que, na segunda (respectivamente, tltima) igualdade, de cima para baixo, utili-
zamos a férmula do “seno da soma” (respectivamente,”cosseno da diferenca”). Além
disso, como

Xp, (t) = 2sen 2t + 4t cos 2t — sen 2t
= sen 2t + 4t cos 2t,

Xp, (t) = 2cos 2t +4 cos 2t — 8tsen 2t
= 6c0s2t — 8tsen 2t

e, portanto,
Xp, T 4xp, = da.

SLogo, dt = %du.
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3. Quais das seguintes séries convergem/divergem? Justifique suas respostas e apresente
os dominios e raios de convergéncia para as séries de poténcias convergentes.

@ 3 ok
n=0

®) 3 o

© 3 o
n=2

@ 3 i

o0
3 . .
(e) Z e g e RESPOSTA: A série diverge.

(0) 2 t%
n=0

( ) o sennnt’.

P n=1 2

(@) Z D™t —2)%

(s) Z 2n)!(t—2)™
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4. Utilizando a série geométrica, obtenha representacdes em série de fungdes e I para:

(@) g(t) = ;1
() h(t) = 255;

143

© o(t) ==

d) P(t) = L

(e) X(t) = (1—1t)2;
(f) y(t) = (1_2t)3.6 RESPOSTA: y(t) =246t +12t> +- .- paracadat € [ = (—1,1).

5. Verifique a analiticidade de f(t) em I = (—R, R) escrevendo a série de Maclaurin de f
em [ se:

() f(t) = g, R=1;
(b) f(t) =e', R = o

(c) f(t) =In(1+1t),R=1;
(d) f(t) =sent, R =o0;
(e) f(t) =cost,R =00

6. Resolva as edos seguintes via séries de Taylor em torno de zero.

(@) x'—x =0.

(b) x’ = t*x.
() x"+x=0.
(d) x”" —tx = 0.

(e) x"" —t?x = 0.
) (+1)x" —4tx' +6x = 0.
(Z+1)x"+tx' —x=0;
(&) x(0) = 0;
x/(0) = 1.

x" =2tx' +x = 0;
(h) x(0) =0;
x'(0) = 1.

7. Nos itens seguintes, dada uma fungdo na varidvel t, obtenha a sua TL na varidvel s e,
reciprocamente, dada uma funcdo na varidvel s, determine a sua TLI na varidvel t.

(@) p(t) =t +283+t—7.
_ 3
(b) F(s) = —s(s—sﬁ(sm-

(© Gls) = 255
(d) X(s) = 5.

®Note que % =y.
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_ _3s+7
(e Y(s) = 2555

0, set<3;
(B S(t) _{ sent, set > 3.

7s

(g) Als) = (56:—3)3
(h) x(t) =sen?t.

(i) g(t) =tcost.

(G) h(t) = t% cos(3t).
(k) H(s) = —-

(sz+w2)2 '

8. Resolva, usando uma tabela de transformadas de Laplace, os sistemas seguintes:

(a) Sistema massa-mola com forcamento horizontal f(t), massa m e constante de Ho-

oke k:
my”(t) +ky(t) = f(t);
y(0) = yo
y'(0) = i

y” —6y’ + 15y = 2sen 3t;

y(0) =—1;
y'(0) = —4.

y(0) =0;
y’(0) = 0.

{ y"+3y’ +2y =5(t—1);



