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VIII

PREFACIO

O objetivo principal deste texto é propiciar aos estudantes um material
bésico para um curso introdutorio de Inferéncia Estatistica usualmente minis-
trado em programas de bacharelado em Estatistica. Lecionando ha varios anos
a referida disciplina em cursos de bacharelado e de pés graduagao no Departa-
mento de Estatistica do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
de Sao Paulo, experimentamos varias alternativas diddticas, mas sempre nos
ressentimos da auséncia de textos adequados em portugués e até mesmo em
inglés para o nivel em questao. E foi pensando em preencher essa lacuna que
resolvemos elaborar este trabalho, destinado aos estudantes com conhecimentos
bésicos de probabilidade e calculo.

O texto estd elaborado para um curso de um semestre com seis horas sema-
nais, duas das quais devem ser reservadas para exercicios. E dividido em seis
capitulos, tendo no final de cada um uma série de exercicios.

O Capitulo 1 é dedicado a descricao de alguns modelos comumente uti-
lizados em situagoes praticas. Sao apresentados métodos de comparagao entre
estimadores, com énfase especial ao método do Erro Quadréatico Médio minimo.

O Capitulo 2 apresenta a obtencao de estimadores eficientes, utilizando a
desigualdade da informacao, a partir da qual se obtém o limite inferior da
varidancia dos estimadores nao viciados. Usando esses resultados em alguns
modelos importantes, é possivel a obtencao de estimadores 6timos, ou seja,
de menor variancia. Uma familia importante em que tais estimadores sao obti-
dos é a bem conhecida familia exponencial de distribuigoes, apresentada no
texto com algum detalhe. A utilizacao de estatisticas suficientes, no sentido de
apresentarem um resumo dos dados sem perda de informagao, é também consi-
derada nesse capitulo. Mostra-se também que estimadores que nao sao fungoes
de estatisticas suficientes podem ser melhorados por meio do conhecido Teo-
rema de Rao-Blackwell.

O Capitulo 3 é dedicado a técnicas de obtencao de estimadores, dentre
as quais destacamos os métodos de méaxima verossimilhanca e dos momen-
tos. Propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca em grandes
amostras sao também consideradas. Essas propriedades permitem a realizacao
de inferéncias em modelos mais complexos que sao comumente utilizados em
situagoes praticas.

No Capitulo 4 consideramos as idéias basicas da teoria das decisoes, en-
fatizando a importancia da fungao de risco como um meio de obtencao de
bons estimadores. A utilizagdo da funcéo de risco permite a derivacao de es-
timadores do tipo minimax e também de estimadores de Bayes, incorporando
uma distribuicao a priori para descrever conhecimentos subjetivos a cerca dos
parametros de interesse.

A construcao de intervalos de confianca com coeficientes de confianca exa-
tos e aproximados é considerada no Capitulo 5. Um método importante de
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construgao de intervalos é o uso de quantidades pivotais. Tal enfoque propicia a
construgao de intervalos exatos para véarios modelos importantes e aproximados
em situagoes mais complexas. Intervalos Bayesianos baseados na distribuigao a
posteriori sdo também considerados.

O Capitulo 6 é dedicado a construgao de testes de hipéteses. Testes 6timos
para o caso de hipdtese nula simples contra alternativa simples sao derivados
a partir do Lema de Neyman-Pearson. Algumas generalizacoes para hipdteses
compostas sao também consideradas. Problemas mais complexos que podem
envolver hipdteses bilaterais sao tratados utilizando a estatistica da razao de
verossimilhancas generalizada que, apesar de nao possuir propriedades 6timas,
leva em geral a bons procedimentos que nao apresentam muita dificuldade de
implementacgao.

Nao incluimos no texto tabelas estatisticas, pois a énfase maior é dada
a problemas tedricos. No caso de haver necessidade de utilizagao de tabelas,
sugerimos aos estudantes utilizar as tabelas em Bussab e Morettin (1987).

Agradecemos as colegas Elisete da Conceigao Quintaneiro Aubin, Marcia
D’Elia Branco e Silvia Lopes de Paula Ferrari que leram as versoes preliminares
e contribuiram com varias sugestoes. Agradecemos também a aluna Jacqueline
Sant’Eufemia David pela elaboragao das figuras.

Sao Paulo, setembro de 2000

Heleno Bolfarine e Moénica C. Sandoval



1. Elementos Basicos

1.1 Alguns Modelos Especiais

Nesta secao consideramos alguns modelos probabilisticos que sao comumente
utilizados na anédlise de dados em problemas praticos. O modelo probabilisti-
co (ou estatistico) é de suma importancia para inferir resultados da amostra
para a populacao toda. E importante que, na selecao do modelo a ser utilizado,
o estatistico tenha em mente que o modelo deve representar, na medida do
possivel, a complexidade que envolve o mundo real da populagao em estudo.
Entre os modelos mais utilizados, temos

1.1.1 O modelo normal

Dizemos que X tem distribuicio normal com média p e varidncia o2, que
denotamos por X ~ N(u,0?), se a funcdo de densidade de probabilidade de X

é dada por
1 _(@—w?
e 22 . —oo<x <00,

flalp, %) =

2ro

em que —0o0 < p1 < 0o e o2 > 0. Nesse caso, it e 0% sdo denominados parametros

da distribuicéo e o suporte de X, isto é, A(z) = {z, f(x) > 0}, é a reta toda.
Notemos também que

EX]=p e Var[X]=o>

Situacoes praticas em que o modelo normal é comumente utilizado incluem
caracteristicas populacionais, tais como: peso, altura, pressao arterial, quociente
de inteligéncia, etc.

1.1.2 O modelo exponencial

Dizemos que X tem distribuicao exponencial com parametro 6, que denotamos
por X ~ Exp(d), quando a funcao de densidade de probabilidade de X é dada
por
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f(z|) =67, x>0,

em que @ > 0. Nesse caso, A(x) = {x,2 > 0}. Notemos também que

1 1
E[X] = g °© VarlX] = 7
O modelo exponencial é comumente empregado para descrever tempo de vida
de equipamentos. Lembremos que o modelo exponencial tem a bem conhecida
propriedade da falta de memoria, ou seja, se o tempo de vida de um equipa-
mento segue a distribuicao exponencial, entao, em qualquer instante, o equipa-
mento é como se fosse novo, nao importando o quanto ele ja tenha sido utilizado.

1.1.3 O modelo binomial

Dizemos que a variavel aleatéria X tem distribuicao binomial, com parametros
n e 6, que denotamos por X ~ Binomial (n, ), se sua fungdo de probabilidade
é dada por

£(z]0) = (Z) 61— 0)"*, x=0,1,...,n,

em que 0 < 6 < 1. Nesse caso, o suporte de X é discreto e é dado por A(z) =
{z,x =0,1,...,n}. Temos também que

E[X]=nf e Var[X]=nb(1-0).

Lembremos que, se X tem distribuicdo Binomial(n, ), entdo, podemos escre-
ver X =Y1+...+Y,, sendo Yi,...,Y, n varidveis aleatorias independentes e
de Bernoulli, ou seja, a fungao de probabilidade de Y; é dada por

f(yz|9) = 0y7(1 - e)l_yia Yi = 07 1)

i = 1,...,n. O modelo binomial (ou de Bernoulli) é comumente empregado
em situagoes em que associamos a cada observacao da amostra dois tipos de
resposta (como, por exemplo, sim e ndo, ou sucesso e fracasso) aos quais as-
sociamos os valores 0 e 1. Tais situagoes envolvem, por exemplo, pesquisas
eleitorais, em que os individuos na populagao sao ou nao favoraveis a determi-
nado partido ou candidato; proporg¢ao de pecas defeituosas produzidas em uma
linha de producao e assim por diante.

1.1.4 O modelo de Poisson

Um outro modelo comumente empregado na pratica é o modelo de Poisson.
Dizemos que a varidvel aleatéria X tem distribuicao de Poisson com parametro
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0, que denotamos por X ~ Poisson(f), quando a funcdo de probabilidade é
dada por
—0px
e 0
Flal) =
em que 6 > 0. Nesse caso, o suporte de X é o conjunto A(z) = {z,z =0,1,...}.
Temos também que,

, x=0,1,...,

E[X] = Var[X] = 6.

O modelo de Poisson é bastante utilizado para descrever situagbes que en-
volvem, por exemplo, o numero de chamadas que chegam a uma central
telefonica, o nimero de particulas o emitidas por uma fonte radioativa ou
o numero de pessoas que chegam a determinada fila, sempre em um intervalo
de tempo fixado.

1.1.5 O modelo uniforme

O modelo uniforme é bastante importante do ponto de vista tedrico. Dizemos
que X tem distribuigdo uniforme no intervalo (0, 6), que denotamos por X ~
U(0,6), se a funcao de densidade de X é dada por

1
f($|9)={g’ 0<z<8,

caso contrario,

1
= 51(0,9)(1),

f# > 0, em que
1, 0<x<é,
To,0) (%) = { 0, caso contrario,

ou seja, I(g 9)(x) é a fungao indicadora do intervalo (0, ). Notemos que, nesse
caso, A(z) = {x,0 < & < 6}, ou seja, o suporte da varidvel X (ou de f(z|f))
depende do parametro 6. No caso dos modelos normal, exponencial, binomial
e de Poisson, isso nao acontece, ou seja, nesses casos, o suporte da distribuigao
de X ¢ independente de 8. Temos também que, se X ~ U(0, 6), entao,

2
EX] = 0 e VarlX] = f—2

No decorrer do texto, outros modelos paramétricos, como por exemplo, o mo-
delo uniforme discreto e o modelo gama, serao apresentados. Veremos também
que os modelos normal, exponencial, binomial e de Poisson sao membros de
uma familia bastante geral de modelos, que é a familia exponencial.
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1.2 Tipos de Problemas

No presente texto, vamos nos ater exclusivamente a problemas de estimacao e
de testes de hipdteses.

Definicao 1.2.1. Seja X uma varidvel aleatdria com funcao de densidade (ou
de probabilidade) que abreviamos por f.d.p. (f.p.) e que denotamos por f(x|6),
em que 0 € um parametro desconhecido. Chamamos de inferéncia estatistica o
problema que consiste em especificar um ou mais valores para 0, baseado em
um conjunto de valores observados de X .

Vamos assumir que a distribuicao da variavel aleatéria X pertence a certa
familia de distribuigoes em que um particular elemento é especificado, quando
o valor do parametro 6 é especificado.

No caso de um problema de estimagao, o objetivo é procurar, segundo al-
gum critério especificado, valores que representem adequadamente os parametros
desconhecidos. No caso de problemas de testes de hipéteses, o objetivo é ver-
ificar a validade de afirmagdes sobre um valor (ou valores) do(s) parametro(s)
desconhecido(s). Por exemplo, quando o interesse é verificar se a proporgao 6
de eleitores de determinado candidato é maior que 1/2 (ou 50%), as hipéteses
a serem testadas sdo Hp : 0 < 1/2 versus Hy : 6 > 1/2. Quando estamos
interessados em verificar se o peso médio, u, de pacotes de um quilograma
empacotados por determinada méquina realmente é um quilograma, entao, as
hipéteses a serem testadas podem ser representadas por Hy : u = 1 versus

H1‘LL7é].

1.3 Amostras, Estatisticas e Estimadores

Nesta segao os conceitos de estatistica e estimador sao introduzidos. Critérios
para a comparacao de estimadores sao também considerados.

Defini¢ao 1.3.1. O conjunto de valores de uma caracteristica (observdvel)
associada a uma colecdo de individuos ou objetos de interesse € dito ser uma
populacdo.

Qualquer parte (ou subconjunto) de uma popula¢do é denominada uma
amostra. De maneira mais formal, temos

Definigao 1.3.2. Uma sequéncia X1, ..., X, den varidveis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com func¢do de densidade (f.d.p.) ou,
no caso discreto, fungao de probabilidade (f.p.) f(x|0) é dita ser uma amostra
aleatoria de tamanho n da distribuicdo de X. Nesse caso, temos,
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n

(1.3.1) f@r,. o wnl0) =[] £(@il0) = F(21]0) ... f(zal0).

=1

Concluimos, a partir da Definigao 1.3.2, que usamos a amostra Xi,..., X,
para obter informagdo sobre o pardmetro §. A fun¢do de densidade (ou de
probabilidade) conjunta dada em (1.3.1) é denominada funcéo de verossimi-
lhanga de 6, correspondente a amostra observada x = (x1,...,2,) e serd

denotada por
n

L(6;x) = [ ] £ (x:l0)-

i=1

Definigao 1.3.3. Qualquer funcdo da amostra que nao depende de parametros
desconhecidos € denominada uma estatistica.

No exemplo que apresentamos a seguir, consideramos varias estatisticas que
serao utilizadas com freqiiéncia nos capitulos seguintes.

Exemplo 1.3.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X, com f.d.p. ou f.p. f(x|f). Exemplos de estatisticas sao
(1) X(l) = min(Xl, ce ,Xn),

i) X(ny = maz(Xy,...,Xn),

(i) X

(iii) X = med(X1,...,Xn),
(iv) X = % Z?:l Xi,

( 6% =1 Z?:I(Xi _7)2-

T n

v)

Em (i), (ii) e (iii) acima, min(.), maxz(.) e med(.) denotam, respectivamente,
o minimo, o méximo e a mediana amostral observada. Por outro lado, X e &2
denotam, respectivamente, a média e a variancia amostrais.

Definigcao 1.3.4. O conjunto © em que 6 toma valores € denominado espago
paramétrico.

Exemplo 1.3.2. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,o?).

i) Se 02 =1, entdo 0 = p é o pardmetro desconhecido e
: 1
O = {u, —0o < p < ool
(ii) Se u = 0, entdo 6 = 0 é o parametro desconhecido e

0 =1{0% o*>0}
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(iii) Se p e 0% sdo desconhecidos entdao 6 = (u,02) e

6 ={(p,0%),—c0c<p<oo e o*>>0>.

Definicao 1.3.5. Qualquer estatistica que assuma valores em @ € um esti-
mador para 6.

Em muitas situagdes, o interesse é estimar uma funcao g(é). Suponha, por
exemplo, que no caso (iii) do exemplo anterior, o objetivo é estimar somente
u, sendo o2 um parametro de pertubacio. Nesse caso, g(6) = p.

Definigao 1.3.6. Qualquer estatistica que assuma valores somente no conjunto
dos possiveis valores de g(0) € um estimador para g(0).

Um dos grandes problemas da estatistica é o de encontrar um estimador
razodvel para o parametro desconhecido 6 ou para uma funcao g(). Um dos
procedimentos comumente utilizados para se avaliar o desempenho de um es-
timador é o seu erro quadratico médio que é considerado a seguir.

Definicao 1.3.7. O erro quadrdtico médio (EQM) de um estimador 6 do
parametro 6 € dado por

EQM]IA) = E[(6 — 6)?].
Pode-se mostrar (ver Exercicio 1.1) que
(1.3.2) EQMIA) = Varld) + B*(9),

em que

B(0) = E[§] — 0
é denominado o vicio do estimador 6. Dizemos que um estimador 6 é nao
viciado para 6 se A
Ef] =0,

para todo 6 € O, ou seja B(f) = 0, para todo 6 € . Se Zimn_,ooB(é) = (0 para
todo 6 € O, dizemos que o estimador § ¢ assintoticamente nao viciado para
f. No caso em que 6 é um estimador nao viciado para 6, temos que

EQM]I0) = Var[f),

ou seja, o erro quadratico médio de 6 se reduz a sua variancia. Um outro conceito
importante em grandes amostras (n — oo) é a propriedade de consisténcia que
serd considerada na Secao 3.7.

Exemplo 1.3.3. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X com E[X] = pue Var[X] = o?. Temos, entdo, que
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EX|=E

1 & 1 &
EZXZ] :EZE[XJ:M
=1 =1

— 1 « o?
Var(X] = — ZVar[Xi] =
i=1

Portanto X é um estimador nao viciado para u. Com relagdo a variancia
amostral, temos

(1.3.3) _n=Do»

Portanto 62 é viciado para o2, mas é assintoticamente nao viciado, ou seja, &

medida que o tamanho da amostra aumenta, o vicio diminui.

O erro quadratico médio é comumente empregado na comparacao de esti-
madores. Dizemos, entao, que 6; é melhor que 6> se

(1.3.4) EQM([6:] < EQM 6y,

para todo ¢, com < substituido por < pelo menos para um valor de 6. Nesse
caso, o estimador ¢y ¢ dito ser inadmissivel. Se existir um estimador 6* tal
que para todo estimador 6 de 6 com 6 # 6*

(1.3.5) EQM[0"] < EQM]6),

para todo 6 com < substituido por < para pelo menos um 6, entao 6* ¢ dito
ser 6timo para 6. Notemos que, se em (1.3.5) os estimadores sdo nao viciados,
entdo 6* é dito ser o estimador nao viciado de variancia uniformemente minima,
se

Var[é*] < Var[é],

para todo 8, com < substituido por < para pelo menos um 6.

Exemplo 1.3.4. Sejam X7, Xo, X5 uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria
X com E[X] =60 e Var[X] = 1. Consideremos os estimadores

X+ Xa+ Xy

A — 1 1 1
0h=X= 3 92:§X1+ZX2+ZX3.
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Como no Exemplo 1.3.3,
Ef))=0 e Var[] =<

Temos também (ver Exercicio 1.3) que

(1.3.6) Elfy] =60 e Var[fy] = 166

Como 6; e 05 sao ambos nao viciados, segue de (1.3.4) que X é melhor que ég,
pois Var[X] < Var[fs], para todo 6.

Exemplo 1.3.5. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X com E[X] =0 e Var[X] = 0?, em que 0 é conhecido. Consideramos agora

os estimadores lineares
n
Xp = E l; X3,
i=1

em que l; > 0,7=1,...,n sao constantes conhecidas. Como
> liXi] =Y LEX]=0> 1,
i=1 i=1 i=1

temos que X7, é um estimador nao viciado para 6 se e somente se

(1.3.7) zn:li =1.
1=1

O estimador X1 com a condi¢do (1.3.7) é entdo uma combinagao linear con-
vexa de X1i,...,X,. Notemos que 6; e 05 considerados no Exemplo 1.3.4 sao
combinagoes lineares convexas de X7, X2, X3. Temos também que

(1.3.8) Var[Xg) = ZlQVaT J=0>> 1.

Portanto o estimador X, que é nao viciado e apresenta a menor variancia,
¢ obtido minimizando-se (1.3.8) sujeito & condigao (1.3.7). Para atingir tal
objetivo, sendo I = """ | l;/n = 1/n a média dos [;’s, temos que

n

Z(li*Z)QZZ —nl 21271/71

=1

de modo que
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VarXp] = o) I

=1

(1.3.9) :aQ{zn: (li—%)Q-i-%}.

i=1

Assim, a expressao (1.3.9) serd minima quando I; = 1/n, ou seja o estimador
X com menor variancia é a média amostral X. Portanto, dentre todos os
estimadores lineares nao viciados Xy, o que apresenta a menor variancia ¢é a
média amostral X. De (1.3.9) segue também que Var[X| = ¢2/n. Uma outra
forma de minimizar a variancia (1.3.8), sob a condi¢ao (1.3.7), é feita utilizando-
se de multiplicadores de Lagrange. Nesse caso, temos o ”Lagrangeano”

n n
L) =0"> 17—\ <Zzi - 1) :
i=1 i=1
Derivando sucessivamente com relacao a [y, ..., [l,, temos as equagoes
202, —A=0, ... ,20%,—\=0,
de modo que
202 = 21,02,

logo
Z'L' = l’n;

. n .
i =1,...,n. Sendo . ;l; = 1, segue que l; = 1/n, i = 1,...,n, como
concluido acima.

Exemplo 1.3.6. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,0?). Conforme visto no Exemplo 1.3.3, % é um estimador viciado
para 2. De (1.3.3) segue que

s2= 5o LS x, - X

n—1 n—1~4
1=1

¢ um estimador ndo viciado para 2. Por outro lado, temos (ver Exercicio 1.4)
que

(1.3.10) EQM][S?) = Var[S? = n2i417
e que

o 20 (3n—1)
(1.3.11) EQM|[6%) = oD [1 — 5z ]
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Notemos que 62, apesar de viciado, apresenta um FQM menor que o EQM
do estimador S2.

Exemplo 1.3.7. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
variavel aleatoria X, com distribuicao de Bernoulli com parametro 6, ou seja
Binomial(1, ). Conforme visto no modelo binomial, ¥ = X1 + ... + X, tem
distribui¢ao Binomial(n,d). Consideremos os estimadores

b—X=Y o g YTV
n n++/n

Como E[X]| =0, temos que

(1 — 0)

EQM][0,] = Var[X] = -

Por outro lado,

Elly] = E [YnJrJr\/\/ﬁﬁ/Q] _ nd + /n/2 " Vn/2

n++/n n+yn  n+n’

de modo que A3 é um estimador viciado para 6. Notemos que, na verdade, o
vicio é uma funcao linear de 6. Portanto

EQMI6,) = E (M - 9) 2]

n++/n

-t - 3]

- m {Var[Y] tn (% - 9)2}

n

A+ /n)?
Um fato importante a ser notado é que o EQM do estimador 0 & independente
de 8. O EQM dos dois estimadores é representado graficamente na Figura 1.1,
paran =9.

Temos, entao, que nenhum dos estimadores é melhor uniformemente, isto é,
para todo 0. Para ¢; < 0 < cq, EQM[ég] < EQM[él], ou seja, B ¢ melhor que
6,. Por outro lado, para 6 < ¢; ou 6 > co, temos que EQM[él] < EQM[ég],
ou seja, 6, é melhor que 6. Para o calculo de ¢; e ca, ver Exercicio 1.5.
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Figura 1.1. EQM de §; = 01 e 5 = 0,

EQM

1/36 61

1/64

0 ¢ 112 c,

Exemplo 1.3.8. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria
X ~ U(0,0). Vamos considerar ; = X e 6 = X(,) como estimadores de 6.
Como E[X]=0/2 e Var[X] = 62?/12 (ver o modelo (1.1.4)), temos que

(1.3.12) Elf] = E[X] = g,
(1.3.13) Var[f,] = %.

Portanto o estimador 6 é viciado para #. Combinando (1.3.12) e (1.3.13) em
(1.3.2), temos que

A 62 9 > (1+3n)
EQM[) = — + (2 —0) = "2p2,
QM) =35, (2 9) o ©
Por outro lado, a funcao de densidade de X,y (ver Exercicio 1.6) é dada por
n—1
(1.3.14) P, (@]0) = m;n L 0<z<0,
logo
(1.3.15) ElXm]= ——0 e VarlXu) = S
. (= T 12+ 2)

Portanto

- no? 62 26>

EQMI[6;] = =

Mt 1212 il mtrDmr)
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A Tabela 1.1 mostra o valor do EQM dos dois estimadores para vdrios va-
lores de n. Notemos também que, quando n — oo, EQM|[0;] — 6%/4 e que

EQM][f,]) — 0.

Tabela 1.1. EQM de él e ég

n | EQM[0.] | EQM[65] | EQM[6>]/ EQM[6:]
3| 562/18 62/10 0,27
5| 46%/15 62 /21 0,12
10 | 3162/120 | 6%/662 0,04
20 | 6162/240 | 62/2312 0,01

Portanto X(,) ¢ melhor que X para todo # e n > 1.

Exemplo 1.3.9. Consideremos uma urna com N bolas idénticas marcadas
com os numeros 1,...,N. O objetivo é a estimacao de N, o numero de bolas
numeradas na urna. Esse problema esta muitas vezes associado ao problema
da estimacao do niimero N de téxis em uma cidade, em que os taxis estao
numerados de 1 a N. Portanto uma determinada quantidade (n) de bolas (téxis)
é observada, com reposi¢ao. Associada a i-ésima observagao, temos a varidvel
aleatoria

X;: nimero da i-ésima bola (tdxi) retirada da urna,

i =1,...,n. Nesse caso,

Portanto a distribuigao de X; é uniforme discreta, pois a distribuicao de X;
associa a mesma probabilidade a todos os possiveis valores de X;, i =1,...,n.
Como possiveis estimadores de N, consideremos inicialmente Ny =Xe N, =
X(n)- Nao ¢ dificil verificar que

_N+1

(1.3.16) 5

Por outro lado, desde que

PXn) =k = P[X(n) < k] = P[X(n) <k —1] = <%>n - <%)n

temos que

N
EX(]=N" [N”“ > (k- 1)"] :
k=1
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Usando a aproximacao (Feller, 1976),

N

N N7t
Z(kfl)":1"+...+(N—1)"g/ vy ="
k=1 0 n
(para N grande), temos que
~ Nn+1 n
1.3.17 E[N3] = E[X(n)) 2 N~ " [N — = N
(1.3.17) (o] = BlX () [ HJ —

De (1.3.16) e (1.3.17), podemos definir novos estimadores. Por exemplo,

N3 =2X —1,
que é nao viciado e
- n+1
Ny = X(n)s
n

que é aproximadamente nao viciado. Se n = 8 bolas sao retiradas com reposigao
da caixa e os nimeros observados sao: 124, 212, 315, 628, 684, 712, 782, 926,
entao, N1 = X = 547,875, N3 = 2X — 1 = 1095, N2 = X(,,) = 926, e
N4 = 1042. Podemos considerar também o estimador

_ Xy~ X - D™
_ (X(n) _ 1)n ’

Ny =

Xy

que é um estimador néo viciado para N (ver Exercicio 1.7).

1.4 Exercicios

1.1. Verifique a validade da expressao (1.3.2).
1.2. Verifique a validade da expressao (1.3.3).
1.3. Verifique a validade da expressao (1.3.6).
1.4. Verifique a validade das expressoes (1.3.10) e (1.3.11).

1.5. Encontre ¢1 e ¢z na Figura 1.1. que sao os pontos de intersecgao dos erros
quadraticos médios de 61 e 05.

1.6. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
U(0,0). Mostre que a funcdo de densidade de probabilidade de X(,) é como
dada em (1.3.14), com esperancga e variancia como dadas em (1.3.15).
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1.7. Mostre que o N5 no Exemplo 1.3.9 é um estimador nao viciado para N.

1.8. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribui¢ao da
varidvel aleatéria X, em que X ~ N(u,1). Considere os estimadores ji; = X e
ft2 = 10. Encontre o EQM de ji; e de fiz como fungao de p. Faga um grafico
do EQM para n = 10.

1.9. Seja X uma unica variavel aleatéria com distribuicao de Bernoulli com
parametro 6. Sejam 6, = X e 6y = 1/2 dois estimadores de 6.

(i) Verifique se ; e A, sdo ndo viciados para 0.

(ii) Compare os EQM s. Faga um grafico dos EQM s como funcédo de 6.

1.10. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao
da variavel aleatoria X com f.d.p. dada por

f@)f)=e @D z>0 6>0.

(i) Especifique o espago paramétrico e o suporte associado & distribuicao de X.
(ii) Verifique se 0, =X eby= X (1) sao estimadores nao viciados para 6.

(iii) Encontre e compare os EQM s dos dois estimadores. Faga um gréfico como
funcao de 6.

1.11. Sejam Xi,..., X, um amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao
da variavel aleatéria X com f.d.p. dada por
2x

f(ac|0)=9—2, 0<z<8, 6>0.
(i) Especifique o espago paramétrico e o suporte associado & distribuicao de X.
(ii) Verifique se 6; = X e 0y = X (n)y 880 nao viciados para 6.
(iii) Encontre e compare os EQM s dos dois estimadores. Faga um grafico dos
EQM s como fungao de 6.

1.12. Sejam X3,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigao
de uma variavel aleatéria X ~ U(0, ). Considere os estimadores 61 = ¢1 X e
92 = CQX(n).

(i) Encontre ¢; e ¢o que tornam os estimadores nao viciados.
(ii) Encontre e compare os EQM s dos dois estimadores.

1.13. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao
da varidvel aleatéria X ~ N(0,02). Seja S? = I | X2. Considere os esti-
madores

62 = ¢S
(i) Encontre o EQM do estimador acima.
(ii) Encontre o valor de ¢ que minimiza o EQM em (i).



2. Estimadores Eficientes e Estatisticas
Suficientes

Neste capitulo serd apresentada a nocao de estimador eficiente, como sendo
aquele que atinge o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados.
Estimadores eficientes sao obtidos apenas para distribuicoes que sao membros
de uma classe especial, que é a familia exponencial de distribuicoes. Veremos
também que todo estimador para ser 6timo, segundo o critério do menor erro
quadratico médio, deve ser fungao de uma estatistica suficiente. De modo in-
formal, estatisticas suficientes para um parametro (ou para uma distribuigéo)
sao aquelas que condensam os dados sem perder nenhuma informagao contida
nos mesmos. Ou seja, elas sdo tdo informativas para o pardmetro (ou para a
distribui¢do) quanto a amostra toda.

2.1 Estimadores Eficientes

Eficiéncia de um estimador 6 de um parametro 6 é definida a seguir.

Definicao 2.1.1. Chamamos de eficiéncia de um estimador 0, nao viciado para
o parametro 0, o quociente
A LI(6
e(f) = ( 2 ,
Var[]

onde LI(0) é o limite inferior da varidncia dos estimadores nao viciados de 0.

Convém notar que:

(i) e(d) = 1 quando LI(9) = Var[d], ou seja, quando a varidncia de
coincide com o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados de 6.
Nesse caso, 6 ¢ dito ser eficiente;

(ii) como veremos no teorema seguinte,

1
2 b)
dlog f(X]|0)
E{(i )}

quando certas condigoes de regularidade estao satisfeitas;

(2.1.1) LI(§) =
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(iii) as condigoes de regularidade a que nos referimos no item (ii) sdo basi-
camente duas, isto é, que o suporte A(x) = {z, f(z]|0) > 0} seja independente
de 6 e que seja possivel a troca das ordens das operacoes de derivacao e de
integragao sob a distribuicao da variavel aleatéria X;

(iv) a na@o ser que mencionado o contrério, todo logaritmo utilizado no texto
é calculado na base e.

Exemplo 2.1.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,0?), em que o é conhecido. Temos que

1 (@—w?
flzlp) = ——e~ 22, —00 < < 00,
2o
) - (e~ )?
1 9 T —
log f(z|p) = —log 27T—§1oga TSI
Portanto
1 _
1) Dlog f(xlu) _ (2~ p)
o o2
Assim,

- <8logf(Xlu))2

: - B[ - o) -

ot ot

logo concluimos, juntamente com (2.1.1), que

Conforme visto no Exemplo 1.3.3, temos que

- 2

Var(X] = = = LI(),

de modo que X é um estimador eficiente para p. De (2.1.2), temos também que

dlog f(X|p) 1
2.1. EF|l——————————| = =SFEX —pu]=0.
(213) 2Nt LBIX ] =0
Definigao 2.1.2. A quantidade
0log f(X16)

00

€ chamada fungdo escore.
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O resultado (2.1.3) na verdade vale em geral quando valem as condigdes de
regularidade, ou seja,

(2.1.4) E {%;le] = 0.

Portanto o valor esperado da fungao escore é sempre igual a zero.

(alogga(xw)ﬂ |

€ denominada informacdao de Fisher de 6.

Definicao 2.1.3. A quantidade

Ir(0)=E

Como consequéncia de (2.1.4) temos que

Olog f(X16
Ir(0) = Var [7%5 | )} :
pois para uma varidvel aleatéria X qualquer com E[X] =0, Var[X] = E[X?2].
Um resultado importante (veja o Exercicio 2.6) estabelece que

(alogf(xw)ﬂ L [62 logf(X|9)] |

E 00 062

Uma outra propriedade importante estabelece que para uma amostra aleatéria,
X1,...,X,, da varidvel aleatéria X com f.d.p (ou f.p.) f(x|6) e informacao
de Fisher Ir(f), a informagao total de Fisher de 6 correspondente & amostra
observada é a soma da informacgao de Fisher das n observagoes da amostra, ou
seja, sendo

n

(2.1.5) L(0;%) = f(x1,...,20]0) = [ ] £(xil0),
i=1
a densidade conjunta de Xj, ..., X,, temos que
. 2 2 .
B 0log L(6; X) _ F 0%log L(0;X)
00 06?

(216) =-E

3~ 2o f(XA@)] SE { 0 log f(Xi/6)

06? N 06° } =nlr(®),

=1 =1
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pois X;, i = 1,...,n tém a mesma informacao que X. Lembremos que, sendo
X1,...,X, uma amostra aleatoria da varidvel aleatéria X, entao Xq,...,X,
sao independentes e identicamente distribuidas com a mesma distribuigao que
X.

Teorema 2.1.1. Desigualdade da Informacao. Quando as condigoes de
reqularidade estao satisfeitas, a variancia de qualquer estimador ndao viciado 0
do parametro 0 satisfaz a desigualdade

Var[é] > T @)

Prova. Vamos considerar o caso em que X é uma varidvel aleatéria continua.
Sendo X7,..., X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X, temos que

(2.1.7) / / L(0;x)dzy ...dx, =1,

onde L(6;x) é dada em (2.1.5). Desde que 8 é nao viciado, ou seja, E[f] = 0,
temos também que

(2.1.8) / / OL(6;x)dzx, . ..dx, = 6.

Derivando ambos os lados de (2.1.7) com relagdo a 6, temos que

6L9
89/ / L(6;x)dxy .. dxn—/ / x) ...dx, =0.

Por outro lado, de (2.1.8), temos que

8 oo SR ' _ oo OOA@L(@,X) B
%[m...[meL(H,x)dm1...xn—/700.../70097dx1mdxn_1.

Como

OL(0;x) o '
T = t(@,x)L(G,x),
onde Dlog L(9: %)
og ;X
tl;x) = ——
(0:%) = =05
temos das expressoes acima que
Et(8; X)] =0,
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E[0t6; X)] = 1.

Como
E[0t(6;X)] — E[G]E[t(6; X)]

\/Var[é]Var[t(O; X)]

Pt =

)

onde p;, denota o coeficiente de correlagao entre e t, de tal forma que pzt <1,
temos que

N 1
Var[d] > —————.
ol 2 e X))
Como as variaveis X1, ..., X, sao independentes e identicamente distribuidas
com densidade f(z]0), temos de (2.1.5) e de (2.1.6) que
Odlog L(0; X
Vart(0; X)] = Var [%] =nlp(0),
0 que prova o resultado.
Exemplo 2.1.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ Poisson(#), com fungao de probabilidade dada por
e 09"
f(l'|9): 2z z:()a]-a"'a

Nesse caso, temos que
log f(x]0) = —logz! + zlogb — 0,

de modo que
Olog f(z]0) =

00 9 "
ou seja,
o [PPlos f(XI0)] 1
062 0
Portanto 9
LI(#) =—.
)=~

Como Var[X] = 6/n, concluimos que X é um estimador eficiente para 6.

Enfatizamos que a desigualdade da informagao (inicialmente chamada de
Cramér-Rao) ndo é um método de construgao de estimadores. Ela apenas possi-
bilita verificar se determinado estimador é ou nao eficiente. E entdo importante
que sejam estabelecidos métodos para construgao de estimadores que tenham
alguma propriedade interessante, ou que levem a estimadores com “boas” pro-
priedades. Contudo, antes de estabelecermos tais métodos (ou critérios), vamos
considerar estatisticas que reduzam (condensem) os dados sem que haja perda
de informagao. Tais estatisticas sao conhecidas como estatisticas suficientes.
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2.2 Estatisticas Suficientes

Sejam X7, ..., X, uma amostra aleatéria da variavel aleatéria X com fungao
de densidade ou de probabilidade f(x|6). Quando resumimos a informagéao que
os dados contém sobre @, utilizando uma estatistica, é importante que nao haja
perda de informacao sobre 6. Ou seja, a estatistica a ser considerada deve,
dentro do possivel, conter toda a informacgao sobre 6 presente na amostra. Em
outras palavras, se pudermos usar uma estatistica T'= T'(X7, ..., X,,) para ex-
trairmos toda informacao que a amostra X1, ..., X, contém sobre 6, entao dize-
mos que T' (que pode ser um vetor) é suficiente para 6. Desse modo, o conhec-
imento apenas de T' (e ndo necessariamente da amostra completa Xi,..., X,,)
é suficiente para que sejam feitas inferéncias sobre 6. A seguir apresentamos a
defini¢ao formal.

Definigao 2.2.1. Dizemos que a estatistica T = T(X1,...,X,) € suficiente
para 0, quando a distribuicdo condicional de X1, ..., X, dado T for indepen-
dente de 6.

Os exemplos a seguir ilustram a obtencao de estatisticas suficientes pela
utilizagao da Definigao 2.2.1.

Exemplo 2.2.1. Sejam Xj,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuicao
Binomial(1,0), ou seja, de Bernoulli(f). Vamos verificar se a estatistica
T = Z?zl X; é suficiente para 6. De acordo com a Definicao 2.2.1, T é su-
ficiente para 6, se a probabilidade condicional P[X; = z1,...,X,, = z,|T = t]

for independente de 6. Temos, para z1,...,2, =0oulet=0,...,n,
0 S m At
P[Xl =T1,... ,Xn = l‘n|T = t] = I;[Xlzzl"u7X,n:I,”7T:t] 'ln_l ‘ _ t’
PIT=t] s = T =1

ou seja, sendo > | x; = t, temos que

P[Xlle,...,anxn,TZt]

P[Xlle,,Xn:In|T=t]=

P[T ={]
_PXi=a1,..., Xy =2,]  P[Xi=ux1]... P[X, = z,]
(7)6r (1 — o)n—t B (7)ot (1 — o)n—t
-t et (1—-0) e g1t 1
. (o — oy CDea-er @)

pois sabemos que T' ~ Binomial(n, ). Portanto

07 Z?:lzi#t’
PXi=w1,...., Xp=2,|T =t] = { (_%”)’ YT =t
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de modo que, pela Definicao 2.2.1, T' = Z?zl X, é suficiente para 6.

Exemplo 2.2.2. Consideremos novamente a situagao do Exemplo 2.2.1, com
n=3eT = X; 4+ 2X5 + X3. Vamos verificar se T ¢ suficiente. Notemos que
para X; =1, X9 =0, X3 =1, temos que T = 2. Logo

PX;:=1,X,=0,X3 = 1]
P[X; +2X5 4+ X3 =2]

(221) P[X;1=1,X,=0X3=1T=2] =

P[X; =1]P[X3 = 0]P[X5 = 1]
CPX1=1,Xo=0,X3=1]+P[X; =0,Xa =1, X3 = 0]
_ 02(1—0) _
C02(1—-0)+(1-0)20
Portanto, como a probabilidade (2.2.1) depende de 6, concluimos que T' nao

é suficiente para 6, pois, nesse caso, a distribuicao condicional de X1,..., X,
dado T depende de 6.

0.

Exemplo 2.2.3. Sejam X,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuicao de
Poisson com parametro 6. Vamos verificar se T = 22;1 X, é suficiente para
6. Sabemos que T' = """ | X; tem distribui¢ao de Poisson com parametro nf.

Assim, para z; =0,1,2,...,i=1,...,net=0,1,..., temos
0; Zr‘l—lxi#ta
PlX; = o Xp=x,|T =t = - — ~
K= Ko =l =] {P[Xl‘faw:ff"‘“”; S =t

n ~
de modo que se ), z; = t, entao,

P[Xlil‘l,...,Xn:l‘n|T:t]:

P[T =1
e 09 e 0fn t!
z1! T my! e P (nh)t
I
z1!, .., xn!nt’

que ¢ independente de . Segue, entao, da Definicao 2.2.1 que Z?zl X; é sufi-
ciente para 6.

Notemos que a Definicao 2.2.1 permite, apenas, que possamos verificar se
determinada estatistica é ou nao suficiente. Contudo nao pode ser utilizada
como um método para obtencgao de estatisticas suficientes. Um procedimento
para a obtencao de estatisticas suficientes é o critério da fatoracao que apre-
sentamos a seguir.
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Teorema 2.2.1. (Critério da Fatora¢ao de Neyman) Sejam X1,..., X, uma
amostra aleatoria da distribuicao da varidvel aleatoria X com funcao de densi-
dade (ou de probabilidade) f(x|0) e funcao de verossimilhanga L(0;x). Temos,
entao, que a estatistica T = T(X1,...,Xn) € suficiente para 0, se e somente
se pudermos escrever

(2.2.2) L(0;x) = h(z1,...,zn)g0(T(z1,...,2n)),

onde h(x1,...,2,) € uma funcdo que depende apenas de x1,...,x, (ndo de-
pende de 0) e go(T(x1,...,2,)) depende de 6 e de x1,...,x, somente através
de T.

Prova. Vamos provar o teorema apenas para o caso discreto. Nesse caso,
L(6;x) = Py[X = x]. Suponhamos em primeiro lugar que (2.2.2) esteja verifi-
cada e entao,

PX = x| = F(x19) = h(x)g0(T(x)).
Como
T(x)#t

0;
PX=x|T(X)=t] = { Py[X=x,T(X)=t]. T(x) = t,

PT(X)=t]

quando T'(x) # t, P[X = x|T'(x) = t] = 0, que é independente de 6, logo a
condigdo da Definigdo 2.2.1 estd verificada. Quando T'(x) = t, o evento {X =
x, T(X) =t} estd contido no evento {T'(x) = t}, entao

PX=xT(X)=1] PX=x
PQ[T:t] - PQ[T:t]

R k)
Z{x;T(x):t} h(x)go(t) Z{x;T(x):t} h(x)’
que é independente de 6, portanto T' = T'(X) é suficiente para 6.

Suponhamos agora que T' = T'(X) seja suficiente, de modo que a distribuicao
condicional de X dado T é independente de . Sendo T'(x) = ¢, temos que

fxl0) = B[X = x] = Pp[X = x,T(x) = ]

= P[X =x|T(x) = t]P[T'(X) = 1] = h(x)gs (1),
de modo que (2.2.2) estd provada.

Exemplo 2.2.4. Consideremos novamente o modelo de Poisson do Exemplo

2.2.3. Temos, entao, que
n

L(0;x) = [ ] f(xil0)

i=1

—0pxq —0 Tn
_ e "0 e "0 _ 1 e—néeml—i-...—i-;cn.

! T ! 1! . xp!
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Portanto, tomando

1 n 3 no
h(:El,...,:En) = WHI{O,LQ,__}(QCZ') e ge(T(X)) =e ”9921:1 ’,
=17 =

temos, pelo critério da fatoragdo, que T(X) = Z?Zl X; é suficiente para 0,
onde X = (X1,..., X,).

Exemplo 2.2.5. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ U(0,6). Conforme visto no Capitulo 1, temos que (veja o Modelo 1.1.5)

7(16) = 5Toa (@)

Temos entao 1 1
L(@, X) = 5[[0’9] (Il) e 5[[0’9] (In)

1
= gl (@) oeq1 (@),

de modo que, pelo critério da fatoragao, X (,) ¢ uma estatistica suficiente para

6.

Exemplo 2.2.6. Sejam Xj,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuicao
N(p,1). Temos, entao, que

1 7(081*#)2 1 _ (zn—p)?
(& 2 .. 2

L(p;x) =

1 \" < @i-w?
= | —— e i=1 2
21

2

1 \" sy = no

= | — e i=1 2le 2 +“Zi:1 xl,
V2T

Portanto, pelo critério da fatoragao, T'(X) = Y. | X; é uma estatistica sufi-
ciente para p.

5

2.3 Estatisticas Conjuntamente Suficientes

Na segao anterior vimos o caso uniparamétrico, ou seja, a distribuicao dos
dados depende de um tinico parametro 6. Nesta secao consideramos o caso
multiparamétrico em que € é um vetor de parametros, que denotamos por 6.
Em muitas situacoes, o modelo estatistico depende de mais de um parametro.
E o caso do modelo N(u,0?), em que 8 = (u1,0?), sendo p e o desconhecidos.
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E o caso também do modelo Gama(a, 8), em que « e 3 sdo desconhecidos e,
portanto, 8 = («, ).

Teorema 2.3.1. (Critério da fatora¢ao. Caso Multiparamétrico) Sejam X1, . . .,
X, uma amostra aleatoria da distribuicdo da varidvel aleatdria X, com funcgdo
de densidade (ou de probabilidade) f(x|0). Temos, entdo, que a estatistica r-
dimensional T = (Ty,...,T;), T; = T;(X) € conjuntamente suficiente para 0
se

n

L(0;x) = f(21,...,2nl0) = [ [ £(@il0) = h(z1, ..., 20)g0(T2(x), ..., Tr(x)),

i=1

onde h(xy,...,2,) € uma fungao que nao depende de 0 e gg(T (X), o T (%))
depende de 0 e de x = (z1,...,x,) somente por meio de (T1(x) T, (x)).

No caso do Teorema, 2.3.1, dizemos que a estatistica suficiente é de dimensao
r, que em muitos casos é também a dimensao do espago paramétrico ©. Mas
existem situagdes em que tal fato nao ocorre, ou seja, a dimensao de © é menor
que r.

Exemplo 2.3.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ N (u,0?), onde p e 0% sdo desconhecidos. Temos, entdo,
que 0 = (u,0?). Nesse caso, a funcdo de verossimilhanca pode ser escrita como

1 " _ZW (zi—m)?
L(G;x)z( _27TU) e i=1 202

<—\/12—) e Mot Dl
T g

com —o0 < p < 0o e 02 > 0. Tomando h(z1,...,2,) = 1/(v/2m)"

1 1 n
ot () 12(x)) = e 57 Sl R i,

temos, de acordo com o critério da fatoragao, que T = (3°1 | X;, > i, X?) é

conjuntamente suficiente para (p,o?).

Definicao 2.3.1. Dizemos que duas estatisticas T1 e T» sao equivalentes se
existir uma relagao 1:1 entre elas.

Em outra palavras, T} e T, sao equivalentes se T7 puder ser obtida a partir
de T e vice-versa. Nesse caso, temos que, se T é suficiente para 6, entao 15
também é suficiente para 6. Esse resultado vale também para o caso multidi-
mensional.
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Exemplo 2.3.2. Consideremos novamente a situacao do Exemplo 2.2.6. Vi-
mos que 17 = ZZ 1 X; é suficiente para p. Como T é equivalente a Tp =
S Xi/n =X, temos que T» = X também 6 suficiente para .

Exemplo 2.3.3. Consideremos novamente a situagao do Exemplo 2.3.1. Nao é
dificil verificar que Ty = (31, Xi, > X?) e Ta = (X, 5?) silo equivalentes.
Como T é suficiente para § (Exemplo 2.3.1), temos que Ts também é suficiente
para 0 = (u,0?).

Exemplo 2.3.4. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X com distribuicdo Gama(a, 3). Dizemos que X ~ Gama(w, 3), se sua f.d.p.
é dada por

5@ a— 1
f(zle, B) = 7”@) , x>0, a,f>0.
onde I'(.) é a fungdo gama definida por I'(¢ fo ~le=®dz, para t > 0.

Entao, 6 = (a, ). Temos que a fungao de verossmnlhanga correspondente a
amostra observada é dada por

L(6;x) = ﬂm H?l P2 g ) (),

a > 0, B > 0. Portanto, pelo critério da fatoragao, temos que T; =
(ITiZ; X, >"i—4 Xi) é conjuntamente suficiente para 6. Notemos que a es-
tatistica To = (3, log X;, X) ¢ equivalente a T;.

2.4 Familias Exponenciais

Muitos dos modelos estatisticos considerados nas secoes anteriores podem ser
considerados como casos especiais de uma familia mais geral de distribuicoes .

Definicao 2.4.1. Dizemos que a distribuicdo da varidvel aleatoria X pertence
a familia exponencial unidimensional de distribuicdes, se pudermos escrever
sua f.p. ou f.d.p. como

(2.4.1) F(2]f) = cOT@+AO+5@) 4 e 4

onde ¢, d sao fungdes reais de 0; T, S sdo funcgdes reais de x e A ndo depende
de 6.

Notemos que no caso em que X é continua, para que f(z|0) em (2.4.1) seja
uma fungao de densidade, é necessario que

/ ec(é)T(;c)—i—d(G)—i—S(m)dx =1,
A
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ou seja,
/ (cOT@+5@) gy _ (=d(6),
A

de modo que d(f) estd associado & constante de normalizagdo da densidade.
Resultado similar vale para o caso em que X é uma variavel aleatdria discreta.

Exemplo 2.4.1. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao de Bernoul-
1i(9). Entéo, podemos escrever

flalo) =07(1—0)' " = (%) (1—0) = eloa(rg)Hlea=0) 5 — {01},

Portanto a distribuicao de X pertence a familia exponencial unidimensional

¢(6) = log (ﬁ) . d(8) = log(1—0),

T(x)==2«, S(x)=0, A={0,1}.

Exemplo 2.4.2. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigdo N (u,1).
Temos, entao, que

falp) = 1 ——(z}”)z — e;m—”—f—%—log\/ﬁ.

Portanto a distribuigao da varidvel aleatoria X pertence a familia exponencial
unidimensional com

2
T(x)=z e S(I)=—%—1og\/2w, A= IR.

Outras distribuigoes que podem ser colocadas na forma da familia exponen-
cial unidimensional sao, por exemplo, binomial, de Poisson e exponencial. O
préximo resultado estabelece que amostras aleatérias de familias exponenciais
unidimensionais sao também membros da familia exponencial unidimensional.

Teorema 2.4.1. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria de tamanho n da
varidvel aleatdria X, com fun¢do de densidade (ou de probabilidade) dada por
(2.4.1). Entao, a distribui¢io conjunta de X1,...,X, € dada por

(2.4.2) Flan, .. z0l0) = ec*(G)Z:":lT(mq,)+d*(9)+s*(x)7 x €A™,

que também € da familia exponencial com T(x) = Y i T(x;), ¢*(8) = ¢(9),

d*(0) = nd(0), e S*(x) = >, S(z;).
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Notemos de (2.4.2) que considerando

h($1, s 7l‘n) = er:l S H IA(x’L')7 € gQ(T) = eC(e) Zz;l T(xi)+nd(9)7
i=1

temos, pelo critério da fatoracdo, que a estatistica T'(X) = > | T'(X;) ¢ sufi-
ciente para 6.

Definicao 2.4.2. Dizemos que a distribuicdo da varidvel aleatdria (ou de um
vetor aleatdrio) X pertence a famdlia exponencial de dimensdo k se a fungao
de densidade (ou de probabilidade) de X € dada por

k n
(24.3) f(@]f) = e2oim SOT@HOSE ¢y
onde cj, T;, d e S sdo funcgoes reais, j = 1,...,k, e como no caso unidimen-
sional, d(0) estd associado & constante de normalizagdo de (2.4.3) e A nao
depende de 0.

Também, no caso de dimensao k, amostras de familias exponenciais de di-
mensao k tém distribuicoes que sdo membros da familia exponencial de di-
mensao k. Para uma amostra X, ..., X, de uma varidvel aleatéria com fungao
de densidade (ou de probabilidade) dada por (2.4.3), temos que a funcao de
densidade (ou de probabilidade) conjunta de X;, ..., X, é dada por

k * n (% * (%
f(xh s ,.I'nle) = er:1 K @ Zi:l T3 G+ (0)+57( )a

onde .
Ti(x) =) Ty(wi), ¢(0) = ¢;(0),
i=1
S*(x) =Y _S(x;), d*(0) =nd(0).
i=1
Nesse caso, (17, ...,T}) é conjuntamente suficiente para 6.

Exemplo 2.4.3. Consideremos mais uma vez a situacao do Exemplo 2.3.1.
Nesse caso, temos que 6 = (u,0?), com

1 _@=w?

V2mo ’

2
1 2 L 1 2
P +25a— L5 —5logo®—log V2n

)

(2.4.4) F(a]f) =

que ¢é da familia exponencial bidimensional com
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1

Ti(z) =z, Talx) =22 01(9):%, e2(0) =~ 5.
H 1 2

d(0) 552 ~ 510877, S(z) og V2, R

A distribuicdo de uma amostra aleatéria da densidade (2.4.4) é também da
familia exponencial com T1(X) = Y7 X; e To(X) = >_i; X2, que sdo con-
juntamente suficientes para (u,o?)

Exemplo 2.4.4. Vamos considerar agora o caso em que o vetor (X,Y) é dis-
tribuido de acordo com a distribuigao normal bivariada com 6 = (i, f1y, 02, 05,
p), que denotamos por

X 1 o? pao))
Ny ((Fe ) e PRIV
()~ () (s

e com densidade

2.4.5) f(z,y|0) = ——=Lee 07
(2.4.5) f(z,yl0) )

A densidade pode ser escrita como

©

1 z PHY . 1 HFy _ _ppax
o o s [

_ 1 22— 1
2(1—p2)o2 2(1—p2)

2 P
-2 BT p——

2 2
_ Kz _ Py Phzby /1_ 2
o 205202 2(17p2)g%+(17p2)0wy log 0,044/ 1—p2%—log 2w

)

que corresponde a uma densidade na forma da familia exponencial de dimensao
5, em que

ea(0) = ﬁ [’(j—:; = Of’LJJ . Da(z,y) =y,
(0) = g D) =4
l0) = gz o) =1,
cs(0) = P T5(z,y) = zy.
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As funcoes d(0) e S(z,y) sdo obtidas de maneira similar.
Consideremos uma amostra aleatéria (Xi,Y1),...,(Xp,Y,) da densidade
normal bivariada (2.4.5). Temos, portanto, que a estatistica

Tl = (iXuiY;ainaiY;ainY;)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

é conjuntamente suficiente para 6 = (ux,,uy,ag,az,p). Notemos que a es-
tatistica
Ty = (X,Y,S2,5% 5,,)
2 9 y Ry Pyr Py )y

onde 87 = 371, (X; — X)*/n, Sj =YY —Y)*/ne Soy = 3L (Xi -
X)(Y; — Y)/n é equivalente a Ty e, portanto, ¢ também conjuntamente sufi-
ciente para 6. Estimadores comumente considerados para 6 e que sao fungoes
de T5 sao

(24.6) jio =X, fy,=Y, 62=> (X;=X)*/n, &

=1 i=1

Z?:1(Xi — 7)(Yz - 7)

Vo (X - XL,V

O estimador p é conhecido como coeficiente de correlagao de Pearson. Podemos
mostrar que os estimadores de 6 dados por (2.4.6) e (2.4.7) s@o estimadores de
maxima verossimilhanca.

(2.4.7) p=

2.5 Estimadores Baseados em Estatisticas Suficientes

Sejam X7,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X com funcao
de densidade (ou de probabilidade) f(z|0). Seja T' = T'(X1,...,X,) uma es-
tatistica suficiente para 6 e S = S(X1,...,X,) um estimador de 6 que nao é
funcao da estatistica suficiente T. Entao,

(2.5.1) 0 = E[S|T],

é um estimador de 6, ou seja, é uma funcao de T que nao depende de 6,
pois, sendo T suficiente, a distribuicao condicional de Xi,...,X,, dado T é
independente de 6. Notemos que S = S(Xi,...,X,) é uma funcdo apenas de
X1,...,X,. Temos, também, que se S é um estimador nao viciado de 6, entao
0 ¢ também néo viciado para 6 (veja o Exercicio 2.8). Contudo o resultado mais
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importante, conhecido como Teorema de Rao-Blackwell, estabelece que, se S é
um estimador nao viciado de 6, entao,

(2.5.2) Var[f] < VarlS],
para todo . Para provar esse resultado, notemos que
Var[S] = E{Var[S|T]} + Var{E[S|T]}

> Var{E[S|T]} = Var[é],

pois E{Var[S|T]} > 0. Portanto temos de (2.5.2) que o estimador § baseado
na estatistica suficiente T' apresenta uma varidncia menor (ou igual) que a
variancia do estimador nao viciado S. Desse modo, qualquer estimador S que
nao ¢é funcao de uma estatistica suficiente pode ser melhorado pelo procedi-
mento (2.5.1).

Exemplo 2.5.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Poisson(). Queremos estimar P(X = 0) = 7 = e~ . Temos que a
estatistica "= >_" ;| X; ¢ suficiente para 6. Consideremos

(1, X;=0,
5{07

caso contrario.

Temos que E(S) = P(X; =0) = e logo S é ndo viciado para e~?. Notemos
que, parat=0,1,2,...,

e (D ((n — no)' ot (n—1 ¢
B t! e (ng)t  \ n ’

portanto de acordo com (2.5.1) temos que o estimador

n

. <nn1)2ilxi

é nao viciado e é melhor que o estimador .S, pois apresenta EQM menor.

A seguir apresentamos a definicdo de estatistica completa que, em conjunto
com a definigao de suficiéncia, possibilita a obtencao do estimador 6timo, isto
é, o estimador nao viciado de varidncia uniformemente minima.

Definigao 2.5.1. Uma estatistica T = T(X1,...,X,) € dita ser completa em
relagao a famdia f(x|0) : 0 € O, se a inica funcao real g, definida no dominio
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de T, tal que Elg(T)] = 0, para todo 0 é a func¢ao nula, isto é, g(T) =0 com
probabilidade 1.

Exemplo 2.5.2. Consideremos novamente o Exemplo 2.2.1. Temos que
Elo(0)] = Y afa) (7)1~ 0" " =0 para todo 6
T
z=0
se e somente se

n n
2.5. T = tod
(25.3) §g<z>(x)p 0, para todo p

onde p = 6/(1 — 6). Como o lado esquerdo de (2.5.3) é um polinémio em p de
grau n temos que g(z) = 0 para todo z. Portanto T' = Y"1 ;| X; é completa em
relagao a familia Binomial.

Exemplo 2.5.3. Sejam X;, X uma amostra aleatéria da varidvel X ~
Bernoulli(d). Seja T = X; — Xo. Temos que E(T) = E(X; — X2) = 0, logo
existe a fungao g(T') = T tal que E(g(T)) = 0, mas g(T') # 0 com probabilidade
1. Portanto T' = X; — X5 nao é completa.

A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrada em Lehmann
(1986).

Teorema 2.5.2. Suponha que X tenha distribuicao da familia exponencial k-
dimensional (como definida em 2.4.2). Entao, a estatistica

T(X)= (Zn:Tl(Xi)a e Zn:Tk(Xz))

é suficiente para 0. T(X) serd também completa desde que o dominio de
variag¢ao de (c1(0),...,ck(0)) contenha um retdngulo k-dimensional.

No caso uniparamétrico, é necessario que o dominio de variagdo de c¢(6)
contenha um intervalo da reta. No caso bidimensional, um quadrado e assim
por diante.

Teorema 2.5.3. (Lehmann-Scheffé) Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatéria
da varidvel aleatdéria X com f.d.p. (ou f.p.), f(x|f). Seja T uwma estatistica
suficiente e completa. Seja S um estimador néo viciado de 6. Entio 6 = E(S|T)
€ 0 unico estimador nao viciado de 0 baseado em T e é o estimador nao viciado
de variancia uniformemente minima (ENVVUM) para 0.

Prova. De (2.5.1) e (2.5.2) temos que § é um estimador nio viciado de 6 e que,
na procura de ENVVUM’s para 6, basta procurar entre os que sao funcao de
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T (pois os que nao sdo podem ser melhorados). Falta provar, entdo, que hd um
unico estimador néo viciado de ¢ que ¢ fungao de T'. Para isso, suponha que
existam #; e 02, ambos fungoes de T, tais que

E(6,) = E(fy) =0,

de modo que E(él - ég) =0 e como T é completa, §; — 5 = 0, e portanto
#1 = 05 com probabilidade 1.

Exemplo 2.5.4. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuicao de
Poisson com parametro 6. Pelos Exemplos 2.2.4 e 2.5.2 temos que T = 22;1 X;

¢é uma estatistica suficiente e completa. Como X é um estimador néo viciado
de 6 e é funcao de T', é o ENVVUM.

2.6 Exercicios

2.1. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
N(0,0?).

(i) Encontre o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados de o2,
(ii) Encontre uma estatistica suficiente para o2.

(iii) Obtenha a partir desta estatistica um estimador nao viciado para o?.

(iv) Verifique se este estimador é eficiente.

2.2. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
Binomial(2,6).

(i) Encontre o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados de 6.
(ii) Encontre uma estatistica suficiente para 6.

(iii) Obtenha um estimador nao viciado para 6 que seja funcao da estatistica

suficiente.
(iv) Verifique se o estimador ¢ eficiente.

2.3. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da distribuicdo da varidvel
aleatéria X com fungao densidade de probabilidade dada por

f(z|o) =021, 0 <z <1, 6>0.

(i) Mostre que a f.d.p. pertence a familia exponencial.

(ii) Encontre o limite inferior da variancia dos estimadores nao viciados de 6.
(iii) Encontre uma estatistica suficiente para 6 e sua distribuicao.

(iv) Sugira um estimador ndo viciado para 6 que seja funcdo da estatistica
suficiente e verifique se é eficiente.

2.4. Sejam X7, X5 uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~ Poisson(6).
Mostre que T'= X1 + 2X5 nao é suficiente para 6.
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2.5. Sejam Xj,...,X,, uma amostra aleatéria da varidavel aleatoria X com
funcdo de densidade (ou de probabilidade) f(z|f) para a qual as condigoes
de regularidade estdo satisfeitas. Seja 4 um estimador nao viciado para g(6).

Mostre que
(9'(0))*

nE [(aloggéXW))Q] '

2.6. Seja f(x|0) uma funcao densidade para a qual as condigdes de regularidade
estao satisfeitas. Mostre que

Var(3) >

00 062

2.7. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria X com
f.d.p. dada por
f(@0)=e =D 206, 6>0.

(i) Encontre uma estatistica suficiente para 6.
(i) Baseado nesta estatistica, obtenha um estimador nao viciado para 6.

2.8. Mostre que se S é um estimador néo viciado de 6, entao 6 dado por (2.5.1)
também é nao viciado para 6.

2.9. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
N(p,1).

(i) Mostre que o estimador 4 = X - 1/n é ndo viciado para g(u) = u?.
(ii) Existe ENVVUM para p??

(ili) Encontre o limite inferior da varidncia dos estimadores nao viciados de
g(p) = p? e verifique se 4 é eficiente.

2.10. Sejam X1,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria. X ~
Bernoulli(f). Obtenha o ENVVUM para 6(1 — ).

Sugestao: verifique se S% = ey X (1 = X) € nao viciado para 6(1 — 6).

2.11. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X com
distribuicao geométrica com parametro 6, isto é,
f(z|0) =01 -0)*, +=0,1,2,..., 0<6<]1.

Encontre o ENVVUM para 1/6.

2.12. Sejam Y7, . .., Y, varidveis aleatérias independentes onde Y; ~ N (Bz;,0?),
onde z; é conhecido, i = 1,...,n. Note que, neste caso, as varidaveis Y; nao sao
identicamente distribuidas.
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(i) Encontre uma estatistica conjuntamente suficiente para 3 e o2.
(ii) Baseado nessa estatistica, obtenha os ENVVUM para 3 e para o2.



3. Métodos de Estimacao

No capitulo anterior consideramos um critério para verificar se determinado
estimador é ou nao eficiente. Contudo tal procedimento nao é um método que
possibilita, em geral, a obtencao de estimadores em situagoes especificas. Vimos
também que todo bom estimador deve ser funcao de uma estatistica suficiente.
Neste capitulo vamos considerar alguns métodos que possibilitam a obtencao
de estimadores em situagoes especificas. O primeiro método que consideramos é
o método de méaxima verossimilhanca em que estimadores sao obtidos a partir
da maximizacao da funcao de verossimilhanca. O segundo método considerado
é o método dos momentos em que estimadores sao obtidos igualando-se os
momentos amostrais aos correspondentes momentos populacionais.

3.1 O Método de Maxima Verossimilhanca

O conceito de fungao de verossimilhanga, enunciado a seguir, é central na teoria
da verossimilhanga.

Definigao 3.1.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatoria de tamanho n da
variqvel aleatéria X com fungdo de densidade (ou de probabilidade) f(x|0),
com 6 € ©, onde O € o espaco paramétrico. A funcdo de verossimilhanga de 0
correspondente a amostra aleatoria observada € dada por

n

(3.1.1) L(0;x) = [ £(x:l6).

i=1
Definigao 3.1.2. O estimador de mdzima verossimilhanca de 6 € o valor € ©
que mazximiza o fungao de verossimilhanga L(0;x%).

O logaritmo natural da fungao de verossimilhanga de 6 é denotado por
(3.1.2) 1(0;x) = log L(6; x).

Nao é dificil verificar que o valor de 6 que maximiza a funcao de verossimi-
lhanca L(0;x), também maximiza {(0; x) dada por (3.1.2). Além disso, no caso
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uniparamétrico onde © é um intervalo da reta e I(6;x) é derivével, o estimador
de méxima verossimilhanca pode ser encontrado como a raiz da equacao de
verossimilhanca

al(0;x)
06

(3.1.3) I'(0;x) = =0.

Em alguns exemplos simples, a solugao da equagao de verossimilhanca pode ser
obtida explicitamente. Em situacoes mais complicadas, a solugao da equagao
(3.1.3) serd em geral obtida por procedimentos numéricos. Para se concluir que
a solugdo da equagao (3.1.3) é um ponto de méximo, é necessdrio verificar se

i 2log L(6;
(3.1.4) 1" (6; %) = 802792(”%:@ <0.

Em situagbes em que © é discreto ou em que o maximo de [(;x) ocorre na
fronteira de ©® (Exemplo 1.3.8), o estimador de maxima verossimilhanca nao
pode ser obtido a partir da solugdo de (3.1.3). Em tais situages, o maximo é
obtido a partir da inspegao da funcao de verossimilhanca.

Exemplo 3.1.1. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribuicao da
varidvel aleatéria X ~ N(u,1). Nesse caso, a funcao de verossimilhanga é dada

por
I 27T Y

com O = {u; —oo < p < oo}. Como
1 n
:x) = —nlogV2r — = C— 1)
l(p;x) = —nlog V2m 2;:1(301 1),

segue de (3.1.3) que a equagao de verossimilhanca é dada por

n

Z(CE% - ﬂ) = 07

=1

logo o estimador de maxima verossimilhanga de u é dado por

Nao é dificil verificar nesse caso que (3.1.4) estd satisfeita.
Entao X, além de ser eficiente (Exemplo 2.1.1) e fungao da estatistica sufi-
ciente, é também estimador de méxima verossimilhanca.
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Exemplo 3.1.2. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Bernoulli(f). Nesse caso, a funcao de verossimilhanca de 6 é dada por

n

L(0;%) = 022i=1 4 (1 — )" 2ima ™,

com O = {#;0 < 6 < 1}. De modo que

1(0;x) = sz log 6 + (n - Z%) log(1 — ).
i=1 i=1
Portanto segue de (3.1.3) que a equagao de verossimilhanca de 6 é dada por

D T _(n— i1 %)
0 1-6

=0,

logo o estimador de maxima verossimilhanca de 6 é dado por

1 n
i=1
pois neste caso, (3.1.4) também estd verificada.

O exemplo a seguir ilustra uma situacao em que a equagao (3.1.3) ndo pode
ser utilizada.

Exemplo 3.1.3. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ U(0,0). Conforme visto no Exemplo 2.2.5, podemos escrever a funcao de
verossimilhanga como

1
(3.1.5) L(@; X) = g_nI[Oﬁ] ($(n))I[o,z(n)] (x(l)),

onde © = {6;60 > 0}. Nesse caso, a equagao de verossimilhanca (3.1.3) néo leva
a nenhum estimador para 6. Por outro lado, o grafico da fungao de verossimi-
lhanga de 6 é dado pela Figura 3.1.

Como a funcao de verossimilhanca (3.1.5) é nula para 6 < x(,) e vale 1/6"
para 6 > X(,), temos que o méaximo de L(6;x) é dado por 6 = X(n), que é uma
estatistica suficiente para 6. Nesse caso o estimador de maxima verossimilhanga
de 0 é viciado (ver Exemplo 1.3.8.).
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Figura 3.1. Funcao de Verossimilhanca

L(8,x)

|
Xy

0 Xn) 8

No caso discreto, o estimador de maxima verossimilhanca de 6, 6, pode ser
interpretado como o valor de # que maximiza a probabilidade de se observar a
amostra que foi selecionada. O exemplo a seguir ilustra bem esse fato.

Exemplo 3.1.4. Temos uma caixa com bolas brancas e vermelhas. Sabe-se
que a proporcao 6 de bolas vermelhas na caixa é 1/3 ou 2/3. Portanto © =
{1/3,2/3}. Para obtermos informacao sobre #, uma amostra de n = 3 bolas
é observada com reposicao e apresenta bola vermelha na primeira extragao e
branca na segunda e na terceira extracoes. Definindo

Y. — 1, se a i-ésima retirada apresenta bola vermelha
¢ 0, se a i-ésima retirada apresenta bola branca,

parat = 1,2, 3, temos que a funcao de verossimilhanca de 6 associada & amostra
observada é dada por

L(0;x) = Py[X1=1,X2=0,X3 =0 =0(1 — 0)(1 — 0) = 0(1 — ).

Como
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temos que a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 é dada por 6=1 /3,

pois
1 2
L (g;x) > L (g;x) .

O exemplo que apresentamos a seguir ilustra uma situagao em que o esti-
mador de maxima verossimilhanga nao é tnico.

Exemplo 3.1.5. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribui¢ao da
varidvel aleatéria X ~ U(0 —1/2,0 + 1/2), isto é

f(@]0) = Tig_1/2:041/2(2),
# > 0. Temos, entao, que
L(0;x) = Lig_1/2:011/2)(x1) - - - Ljg—1/2:0+1/2)(%n)

= I[l‘(n)—l/Q;l‘u)-i-l/Q] (6),
pois
0—1/2<z;,<0+1/2, i=1,...,n,

se e somente se
< Z(1) +1/2 e T(n) — 1/2<6.

A Figura 3.2 apresenta o gréfico da funcao L(6;x).

Figura 3.2. Funcao de Verossimilhanca

L(8,X)

0 Xy L/12 Xqy*t12 )
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Como L(0;x) é nula para § < x(,) —1/2 e para 6 > x(1) + 1/2 e constante
no intervalo [z(,) — 1/2; 21y + 1/2], temos que qualquer ponto desse intervalo
é um estimador de maxima verossimilhanga de 6. Em particular,

X+ X
2

b=

é um estimador de maxima verossimilhanca de 6.

Em alguns casos, principalmente quando a verossimilhanca estd associada
a modelos mais complexos, a fungao de verossimilhanca nao apresenta solugao
analitica explicita. Em tais casos, os estimadores de méaxima verossimilhanga
podem ser obtidos por meio de métodos numéricos. Vamos denotar por U(f) a
funcao escore, ou seja,
_ Olog L(6;x)
B 00

temos que, para o estimador de méxima verossimilhanca 6,

U)

U(9) =0,

de modo que, expandindo U (é) em série de Taylor em torno de um ponto 6y,
obtemos . R
0=U(0)=U(0) + (0 —6o)U’' (o),

ou seja, chegamos a equagao

_ Ulbo)
U'(6o)

IR

(3.1.6) 6= 6,

Da equagao (3.1.6), obtemos o procedimento iterativo (Newton-Raphson)

U(;)
U'(6;)’

(3.1.7) 9j+1 = 9]‘ —

que ¢ iniciado com o valor 6y e entdo um novo valor #; é obtido a partir de
(3.1.7) e assim por diante, até que o processo se estabilize, ou seja, para um
dado € pequeno, |0;41 — ;] < e. Nesse caso, o ponto  em que o processo
se estabiliza é tomado como o estimador de méxima verossimilhanga de 6.
Em alguns casos, a substituicao de U’(6;) em (3.1.7) por E[U’(6;)], ou seja, a
informacao de Fisher em 6; correspondente a amostra observada multiplicada
por —1, apresenta significativa simplificagao no procedimento. Esse método é
conhecido como método do escore. O exemplo a seguir ilustra uma aplicagao
de tal procedimento.

Exemplo 3.1.6. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribui¢ao da
varidvel aleatéria X com funcao de densidade dada por
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(3.1.8) f(z]0) =z(14+0z); -1<z<1l, -1<6<1.

N =

Nesse caso,

de modo que

U(o)

_810gL(9;x)_zn: x;
B a0 1A by

i=1

Assim
n

2
€T
U’ 0) = — [
=1
de modo que o procedimento iterativo (3.1.7) se reduz a
Yim1 TR0
(3.1.9) Ojr1=10; + T

n ;Ci
Zi=1 (1+9jibi)2

Podemos verificar que a informagao de Fisher de 6 é dada, para 6 # 0, por

1 1+46

de modo que um procedimento alternativo a (3.1.9) é dado por

o
=1 14+0,x;

1.1 0.1 =0, —
(8.1.10) AR nlr(0;)

Uma amostra de tamanho n = 20 é gerada a partir da densidade (3.1.8) com
0 = 0,4. Os dados foram gerados a partir do método da funcao de distribuigao,
ou seja, sendo F(X) = U, temos que U ~ U(0, 1). Nesse caso, como

1 r+1 (22 -1)
Fac——/ —(1+0y)dy = + ,

temos que se U ~ U(0, 1), entao,

i +24/1/4—0(1/2 — 0/4 — u)
- 0

tem distribuigdo com fungao de densidade dada por (3.1.8), ou seja, para u
gerado a partir da U(0,1), « obtido a partir de (3.1.11) é um valor gerado a
partir da distribuigdo com fungéo de densidade dada por (3.1.8). As observagoes
geradas sao dadas na Tabela 3.1.

(3.1.11)




42 3. Métodos de Estimagao

Tabela 3.1. n = 20 observagoes da densidade (3.1.8) com ¢ = 0,4

0,3374 | 0,9285 | 0,6802 [-0,2139 ] 0,1052
-0,9793 | -0,2623 | -0,1964 | 0,5234 | -0,0349
-0,6082 | 0,7509 | 0,3424 |-0,7010 | -0,2605
0,4077 | -0,7435 | 0,9862 | 0,9704 | 0,5313

Escrevendo um programa em Fortran (outra linguagem poderia também ser
facilmente utilizada) para calcular o estimador de méxima verossimilhanga,
obtemos, apds 10 iteragoes do programa, a Tabela 3.2 em que a segunda coluna
corresponde ao procedimento dado em (3.1.9) e a terceira coluna corresponde
ao procedimento (3.1.10). Como valor inicial para o procedimento iterativo foi

usado 6 = X =0, 1282.

Tabela 3.2. Valores de  obtidos nas 10 iteracoes

Iteracao | Usando (3.1.9) | Usando (3.1.10)
1 0,128188 0,128188
2 0,358745 0,371861
3 0,351170 0,349163
4 0,351140 0,351328
5 0,351140 0,351123
6 0,351140 0,351142
7 0,351140 0,351140
8 0,351140 0,351140
9 0,351140 0,351140
10 0,351140 0,351140

3.2 Propriedades dos Estimadores de Maxima
Verossimilhancga

O teorema a seguir apresenta uma propriedade importante dos estimadores de
maxima verossimilhanca, estabelecendo que o estimador de maxima verossimi-
lhanga é fungao de uma estatistica suficiente.

Teorema 3.2.1. Sejam X, ..., X,, uma amostra aleatoria da varidvel aleatoria
X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(x|0). Seja T = T(Xq, ...,
X,) uma estatistica suficiente para 0. Entdo o estimador de mdrima verossi-
milhanca 6 (se existir) € fungdo de T .

Prova. De acordo com o critério da fatoracao, temos que se T' é suficiente para
0, entao,
L(0;x) = h(x)go(T'(x)),
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onde go(T'(x)) depende de x somente através de T. Como h(x) ¢é constante
com relacdo a 6, temos que maximar L(6;x) com relacdo a 0 é equivalente a
maximizar go(7(x)) com relagdo a 6. Como go(T(x)) depende de x somente
através de T, temos que 6 serd obrigatoriamente uma funcao de 7T'. Outras
propriedades sao apresentadas nas subsegoes seguintes.

3.2.1 Invariancia

A seguir apresentamos uma propriedade bastante importante do método de
méxima verossimilhanca. Seja ¢g(.) uma funcado real 1 : 1 (inversivel) definida
em 6.

Teorema 3.2.2. (O principio da invaridincia.) Sejam X1, ..., X, uma amostra
aleatdria da varidvel aleatdria X com fungao de densidade (ou de probabilidade)
f(x]0). Se 6 € um estimador de mdazima verossimilhanga de 0, entio g(f) é um
estimador de mdxima verossimilhanga de g(6).

Prova. Provamos o resultado para o caso em que g é 1:1. Sendo ¢(.) uma
fungao 1: 1, temos que g(.) é inversivel, de modo que 6 = g~1(g(#)). Assim

(3.2.1) L(6;x) = L(g~"(9(0)); x),

de modo que § maximiza os dois lados de (3.2.1). Logo

—

0=g""(9(0)),
portanto -
9(6) = g(9),

ou seja, o estimador de méxima verossimilhanga de g(6) é g(0).

Exemplo 3.2.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ Bernoulli(f). Nesse caso, o parametro de interesse é
g(0) = 6(1—0). De acordo com o principio da invariancia, temos que o estimador
de méxima verossimilhanga de g(#) é dado por

(3.2.2) 9(6) =X (1 -X).

De acordo com o Exercicio 2.10 temos que o estimador dado em (3.2.2) é viciado
para g(6). Por outro lado, usando o Exercicio 2.10, temos que

Blg(6)] - 9(6) = 601 - 0),

que decresce & medida que n aumenta.
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Exemplo 3.2.2. Sejam X7, ..., X, uma amostra aleatéria da distribuicao da
variavel aleatéria X ~ N(u,1). Vimos que 1 = X é o estimador de médxima
verossimilhanca de p. Suponhamos que queremos estimar

9(p) = P [X < 0] = &(—p).

Pelo principio da invariancia, temos que

9(p) = ¢(=X)
é o estimador de maxima verossimilhanga de g(u).

Exemplo 3.2.3. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribuigao da
varidvel aleatéria X ~ Exp(6) com densidade

F(a]6) = 6=,

A=, . (. .
0 >0ex>0. Nesse caso, # = X = é o estimador de maxima verossimilhanca
de 6. Suponhamos que é de interesse estimar

g(0) = P[X >1]=e"".

De acordo com o principio da invariancia, temos que o estimador de maxima
verossimilhanca é

g(6) = e V/¥.

Nos trés exemplos acima, vimos situacoes em que o estimador de maxima
verossimilhanca é uma fungao complicada da amostra observada. Certamente,
nio é uma tarefa facil encontrar a distribui¢ao do estimador &(—X), por exem-
plo. Contudo, se o tamanho da amostra for grande, o estimador de méxima
verossimilhanga apresentard uma distribuigao aproximadamente normal, como
veremos adiante. Além disso, veremos que o estimador de méxima verossimi-

lhanga é eficiente, em grandes amostras.

3.2.2 Distribuicao em grandes amostras

No caso em que o tamanho da amostra é grande, e as condigoes de regularidade,
especificadas no Capitulo 2, estao satisfeitas, temos que

(3.2.3) Vn(f—0) & N <0, ﬁ) :

(3:24) Vila(0) — g0 & (0. L),
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”

onde ”~7significa distribuicio assintética. Temos entdo que, para amostras
grandes, os estimadores de méxima verossimilhanca de 6 e g(f) sdo aproxi-
madamente nao viciados, cujas variancias coincidem com os correspondentes
limites inferiores das varidncias dos estimadores nao viciados de 6 e g(6). Por-
tanto, em grandes amostras, temos que o estimador de maxima verossimilhanga
é eficiente.

Exemplo 3.2.4. Considere o modelo do Exemplo 3.2.1. De acordo com (3.2.4),
temos que a distribuigdo do estimador de mdxima verossimilhanca (3.2.2) é
dada por

Vi(g(®) — 6(1 — ) & N (0, (1 - 20)20(1 - 0)) .
pois ¢'(8) =1 — 26.
Exemplo 3.2.5. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Poisson(f). Nesse caso, temos que o estimador de méxima verossimi-

lhanga de 6 é § = X (verifique!). De acordo com o principio da invariancia,
temos que o estimador de méxima verossimilhanca de e=? é dado por

9(0) = e X,
Do resultado (3.2.4), temos que

Valg(0) — ™) & N(0,06%).

3.3 Verossimilhanga para Amostras Independentes

Existem situagoes em que temos duas ou mais amostras independentes de dis-
tribui¢coes que dependem de um parametro 6 de interesse. No caso de duas

amostras aleatérias independentes, Xq,..., X, e Y1,...,Y,, podemos escrever
(3.3.1) L(0;x,y) = L(0;x)L(6;y),

devido a independéncia entre as amostras. Portanto a verossimilhanga conjunta
é igual ao produto da verossimilhanga correspondente a amostra Xi,..., X,
pela verossimilhanga correspondente & amostra Yy, ..., Y;,. De (3.3.1), podemos
escrever

1(0;x,y) = 1(0;x) +1(0;y),

de modo que o logaritmo da verossimilhanca conjunta é igual & soma do logari-
tmo das verossimilhangas correspondentes a cada uma das amostras. O exemplo
que apresentamos a seguir ilustra uma tal situagao.

Exemplo 3.3.1. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria correspondente a
X ~ N(u,4)eYq,...,Y, uma amostra aleatdria correspondente a Y ~ N (u, 9).
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Assumindo que as duas amostras sdo independentes, temos que a verossimi-
lhanga correspondente a amostra conjunta é dada por

(3:3.2) L(pw;x,y) = L(;x)L(1;y)
2V2m Vo

( 1 )n ( 1 )'rn _Z" (%‘;#)2 _ m (yi*SM)Q
= e i=1 i=1 1 .
2421 3V 21

Usando o critério da fatoragao, nao é dificil verificar que uma estatistica sufi-
ciente para u é dada por

T X, ™Y
(333 T(xy) = 2t Xi 2 ¥

Além disso, o logaritmo da verossimilhanca (3.3.2) pode ser escrito como

n

1 __™ m, (i = 1)? = (i — p)?
(Naxay)**g Og87Tf5 0g187r—ZszT7

=1

~.
—

de modo que
dlog L(1%,y) _ N~ (@i —A) | x~ (yi — 1)
— = = —+ -t =0,
cuja solugao é dada por
i Z?:l Xi+ % 221 Y;
1%

o=

Podemos notar que o estimador de maxima verossimilhanca é funcao da es-
tatistica suficiente dada em (3.3.3).

3.4 O Caso Multiparamétrico

Nas secOes anteriores discutimos a obtencao dos estimadores de méxima
verossimilhanca e estudamos suas propriedades no caso em que a fungao de
verossimilhanga depende apenas de um parametro. Nesta se¢do vamos consi-
derar situagoes em que 6 = (01,...,6,), ou seja, a verossimilhanga depende de
dois ou mais parametros. O espaco paramétrico serd denotado por ©. Nos casos
em que as condigoes de regularidade estao satisfeitas, os estimadores de méxima
verossimilhanca de 61, ..., 6, podem ser obtidos como solucao das equagoes
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dlog L(0;x) 0
00; -
i =1,...,7. Nos casos em que o suporte da distribuicao de X depende de 6 ou

o0 méaximo ocorre na fronteira de ©, o estimador de méxima verossimilhanca é
em geral obtido inspecionando o grafico da fungao de verossimilhanga, como no
caso uniparamétrico. Nos casos em que a funcao de verossimilhanga depende
de dois parametros, 6, e 05, utilizando a equacao

9 log L(61, 02; )

00, =0

obtemos uma solugao para ¢; como fungao de 62, que podemos denotar por
01(02). Substituindo a solugdo para 6; na verossimilhanga conjunta, temos agora
uma fungao apenas de 6, ou seja,

9(02;x) = 1(01(62), 02 %),

conhecida como verossimilhanga perfilada de 63 que pode ser usada para que o
estimador de méxima verossimilhanca de 63 possa ser obtido. A maximizagao
de g(f2;x) pode, entdo, ser feita de maneira usual, ou seja, através de derivagao,
quando possivel.

Exemplo 3.4.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,0?), onde i e 02 sdo desconhecidos. Temos, entdo, que 6 = (u,0?),

com /2
1 " no(w;—w)?
L(0;%) = <_) e Dimn Et

2mo?

de modo que
Assim

que leva ao estimador /i = X. Portanto o logaritmo da verossimilhanca perfilada
de 02 ¢ dada por

n
g(o?;x) = 7510g27r02 =P 1
1=

logo o estimador de méxima verossimilhanca de o2 é obtido como solucdo da
equagao



48 3. Métodos de Estimagao

do2 262

dg(0?%;x) n n i (z; — )2 —0

que leva ao estimador

2

de modo que os estimadores de maxima verossimilhanca de p e 0 sao dados,

respectivamente, por

U R 1 —
:X:E;Xi e aQ:EZ(XFX)Q.

No caso multiparamétrico, as mesmas propriedades como invariancia, fungao
da estatistica suficiente e outras, continuam valendo. O mesmo se aplica ao
caso de varias amostras independentes, conforme ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.2. Sejam X, ..., X, uma amostra aleatéria de X ~ N (ju,,0?)
e Y1,...,Y, uma amostra aleatéria de ¥ ~ N(u,,0?). Nesse caso, § =
(ta, ty, o?). Portanto a verossimilhanga correspondente & amostra observada é
dada por

n m
L(H;x,y):( ! ) ( 1 ) DN GRS D DN (T uy)
\V2mo V2mo

logo

1(0;x,y) = —%log%r—( loga Z 202 Z TQ).

=1 =1

Derivando [(0; x,y) com relagdo a pu, p, € 02, chegamos as equagoes

olb;x,y) P
aux - Z(xl /J/:C) - 0)

U _ Sy, ) =

dUb:xy)  _(mim) 1 1 > (@i — i) + i(yj —fiy)* p =0

Oo? 2 62 26

cuja solugao apresenta os estimadores
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3.5 Familia Exponencial e o Método de Maxima
Verossimilhancga

Se a distribuicao da varidvel aleatéria X pertence a familia exponencial unidi-
mensional de distribuic¢oes, entao o estimador de maxima verossimilhanca de 6
baseado na amostra X = (X1,...,X,,) é solucdo da equagao

(3.5.1) E[T(X)] = T(X),

desde que a solugao pertenca ao espaco paramétrico correspondente ao para-
metro 0. Esse resultado pode ser estendido para o caso k-paramétrico em que
os estimadores de méxima verossimilhancga de 64, ..., 0, seguem como solugoes
das equagoes

(3.5.2) E[T;(X)] = T;(X),
i=1,.. ..k

Exemplo 3.5.1. Consideremos uma populagao com 3 tipos de individuos de-
nominados (rotulados) 1, 2, e 3, ocorrendo nas propor¢oes de Hardy-Weinberg

p(1;0) = 0%, p(2;0) =20(1—0), p(3;0) = (1-0)?

0 < 6 < 1. Por exemplo, p(1; 0) = 6? significa que a probabilidade de se observar
um individuo do tipo 1 é #2. Para uma amostra de n = 3 individuos, se z; = 1,
ro =2 e x3 = 1, onde x; = 1 significa que o primeiro individuo observado é do
tipo 1, xo = 2 significa que o segundo individuo observado é do tipo 2 e x3 =1
significa que o terceiro individuo observado é do tipo 1, temos que a fungao de
verossimilhanca correspondente é dada por

L(0;x) = p(1;0)p(2; 0)p(1;0) = 26°(1 — 0),
de modo que de (3.1.3),

1
=0

U'0;x) == — —
(6;x) 7

| Ut

leva ao estimador 6 = 5/6 (verifique que l”(é;x) < 0). Em geral, para
uma amostra de n individuos, sendo ni,n2,n3 o numero de elementos de
{z1,...,2,} iguais a 1, 2 e 3, respectivamente, temos que
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0 2n1+n2

L(f;x) = 2m202" 2 (1 — g)2natne = gne (Te) (1—0)>".
Entéao c(6) =log(8/(1 —0)) e T(X) = 2N1 + N2 de modo que
E[T(X)] = E[2N; + Na] = 2n6? + 2n0(1 — 0) = 2né.
Assim a equagao (3.5.1) torna-se
2N1 + Np = 2nd

que produz o estimador § = (2Ny 4+ Ny)/2n.

Exemplo 3.5.2. Consideremos (X1,Y7),...,(X,,Y,) uma amostra aleatéria
da distribuicao normal bivariada dada no Exemplo 2.4.4, em que é obtida a
estatistica suficiente T = (T4, T, T3, T4, T5), com Ty = Y1 X;, To = > i Y3,
T3 = Z?:l XiQ’ Ty = Z?:l Y?’ T5 = Z?:l XY, para 0 = (N:Cvuyaaiaaivp)'
Como EIXi) = ftay EIY] =y, ELX?) =12 + 02, E[YZ) = 122+ 02 ¢ E[X,Yi] =
Palhy + pogoy, © = 1,...,n, segue que E[T1] = nuy, E[Ts] = nuy, E[T3] =
npi +noz, BTy = nul +no; e E[T5] = npgpy + npogoy, entao de (3.5.2),
temos que o estimador de maxima verossimilhanca de 6 tem componentes dadas
pelas expressoes (2.4.6) e (2.4.7).

3.6 O Método dos Momentos

O método dos momentos é um dos métodos de estimacao mais simples e antigos.
Esse método tem sido utilizado desde o século XVIII. Seja

1 n
mT = E Z X;r,
1=1
r > 1, o 7-ésimo momento amostral de uma amostra aleatoria Xy, ..., X,. Seja
pr = E[XT],

r > 1, o r-ésimo momento populacional. O método dos momentos consiste na
obtengao de estimadores para § = (01, ..., 0;) resolvendo-se as equagoes

My = [y,
r=1,...,k.

Exemplo 3.6.1. Consideremos novamente o problema da estimagao do ntimero
de tédxis em uma cidade. Sendo N o ntimero de taxis, vimos que
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onde X; é o numero do ¢-ésimo taxi observado. Como o primeiro momento
populacional é dado por

N+1
o = B[X] = =,

temos que um estimador para N, utilizando-se os primeiros momentos popula-
cional e amostral, é dado pela solucao da equacao

N+1 -

%
de onde segue que A o

N=2X —1.
Notemos que, nesse caso, o estimador obtido pelo método dos momentos nao é
funcao da estatistica suficiente X,).

Exemplo 3.6.2. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribui¢ao da
variavel aleatéria X, com densidade gama com parametros « e 3 dados por

5axa—le—ﬁa:

fz|a, B) = o) , x>0,aa>0,0>0.
Como o o
EX]=-= e VarlX]=—,
[X] 3 [X] 72
temos que estimadores para a e 3 sao obtidos como solucao das equagoes

™|
i
I

X

que fornece os estimadores

—92 —
. X L X
(3.6.1) d=—3, ¢ B = 52

onde 62 = 31" (X; — X)?/n, como antes. Nesse caso, ndo é possivel obter-
mos estimadores de méaxima verossimilhanga explicitos para « e 3. Métodos
computacionais como o método do escore considerado na Se¢ao 3.1 devem ser
utilizados. Como valores iniciais para esses métodos computacionais, podemos
utilizar os estimadores dados por (3.6.1). Notemos também que os estimadores
dados por (3.6.1) ndo sao fungoes da estatistica conjuntamente suficiente, que
nesse caso é dada por ([[;—, Xi, > iy Xi)-
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3.7 Estimadores Consistentes

Os métodos de estimagao considerados nesta se¢ao produzem, em geral, esti-
madores consistentes, ou seja, a medida que o tamanho da amostra aumenta, os
estimadores ficam tao proximos do parametro que esta sendo estimado quanto
desejado. Consisténcia esté ligada ao conceito de convergéncia em probabilida-
de (veja James, 1981).

Definigao 3.7.1. Sejam Xy, ..., X, uma amostra aleatoria da distribuicao da
varidvel aleatéria X que depende do parametro 6. Dizemos que o estimador
0=0(X1,...,Xn) € consistente para o parametro 0, se,

limy, oo P(|6 — 0] > €) = 0.

Em geral, usamos a desigualdade de Chebyshev (veja James,1981) para a veri-
ficacao dessa propriedade.

Exemplo 3.7.1. Sejam X;,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribuicdo da varidvel aleatéria X com média 6 e variancia o2. Temos, usando
a desigualdade de Chebyshev, que

0.2

P(X -9 <
(X —0l>0 <2,

de modo que o
limp—ooP(|X — 0] > €) =0,

e portanto X é consistente para 6.

3.8 Exercicios

3.1. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria da variavel aleatéria X com
funcao de densidade de probabilidade

6
f(30|6’):§7 x>0, 0>0.

Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de 6 e de Ey[1/X].

3.2. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel
aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade dada por

f(z|o) =62°71, 0<x<1,6>0.

(i) Encontre os estimadores de mdxima verossimilhanga de 6 e de g(6) = 0/(1+
). (ii) Encontre a distribui¢ao aproximada dos estimadores em (i) quando n é
grande.
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3.3. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatdoria X ~
N(p,1). Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de g(u) = P,[X > 0]
e sua distribuicao aproximada quando n é grande.

3.4. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel
aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade dada por

x
f@lf) = 5567, 2>0,0>0.

(i) Encontre o estimador de méxima verossimilhanca de 6 e verifique se ele é

eficiente.

(ii) Encontre o estimador de méxima verossimilhanca de Var[X] e encontre

sua distribuicao aproximada em grandes amostras.

3.5. Encontre a distribuigao aproximada para grandes amostras do estimador
de méxima verossimilhanga de ¢(—6), considerado no Exemplo 3.2.2.

3.6. Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 62 no Exercicio 2.9
e compare seu erro quadratico médio com o do estimador eficiente 4 dado no
Exercicio 2.9, (i).

3.7. Considere uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao da varidvel
aleatdria X onde cada observagao apresenta um de trés resultados possiveis (por
exemplo, favordvel, contra e indiferente), que denotamos por “0”7, “1”7 e “2”.
Suponhamos que a probabilidade de “0” é p; = (1 — #)/2, a probabilidade da
ocorréncia do resultado “1” é ps = 1/2 e do resultado “2” é p3 = 6/2. Seja n:
o numero de vezes que “0” ocorre, ng: 0 numero de vezes que “1” ocorre e ns:
o numero de vezes que o “2” ocorre.

(i) Encontre, como funcdo de n1,ns2, n3, uma estatistica suficiente para 6.

(ii) Encontre o estimador de méxima verossimilhanca de 6.

3.8. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel
aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade dada por

fz0) =00 +1)2’1(1-2), 0<z<1,0>0.

(i) Encontre, usando o método dos momentos, um estimador para 6.
(ii) Encontre o estimador de mdxima verossimilhanca de 0 e sua distribuicao
aproximada em grandes amostras.

3.9. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel X com
funcao de densidade de probabilidade dada por
(z—a)

1 _(3*@) 7e7 B
f(:c|t9):Be e , —oo<r<oo,—00<a<oo,F>0.
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(i) Encontre a distribuicdo de Y = eX.

(ii) Discuta a obtencdo do estimador de mdxima verossimilhanca para [,
quando o = 0.

(iii) Encontre estatisticas conjuntamente suficientes para « e 3.

(iv) Discuta a obtengao dos estimadores de méxima verossimilhanga para « e
B e verifique se sdo fungoes das estatisticas obtidas em (iii).

(v) Usando (i), gere uma amostra aleatéria de tamanho n =20 da varidvel
aleatéria Y. A partir desta amostra, obtenha uma amostra de tamanho n=20
para a variavel aleatéria X e usando um programa de computador, obtenha os
estimadores de maxima verossimilhanga de a e 3.

3.10. Sejam X1i,...,X, uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel
aleatoria X com funcgao de densidade de probabilidade
(@+1) .0
0) = —— e %% £>0,60>0.
J@l6) = 513 v

(i) Encontre o estimador de méxima verossimilhanga para 6 e sua distribuicao
em grandes amostras.
(ii) Obtenha um estimador para 6 usando o método dos momentos.

3.11. Refaca o Exercicio 3.7 supondo agora que p; = 62, py = 20(1 — 0) e
pP3 = (1 — 9)2

3.12. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao
N(0,0?). Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de o e sua dis-
tribuicao em grandes amostras.

3.13. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria X com
distribui¢ao exponencial com parametro 6. Encontre o estimador de méxima
verossimilhanga de g(f) = P[X > 1] e sua distribuicao aproximada quando n
for grande.

3.14. Sejam X1,...,X, uma amostra aleatdria da varidvel aleatéria X com
funcao de densidade de probabilidade Weibull dada por

f(z|0,a) = Qaz® e " £, a,0 > 0.

(i) Suponha que a seja conhecido. Encontre o estimador de méxima verossimi-
lhanca de 6 e sua distribuicao aproximada para quando n for grande.

(ii) Suponha agora que 6 e a sdo desconhecidos. Encontre as equagdes de
verossimilhanga para os dois parametros. Proponha um procedimento iterativo
para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca dos dois parametros.
Discuta a implementagao do procedimento no computador.

(ili) Gere uma amostra com n = 10 elementos da distribuigdo de X assumindo
que a = # = 1. Usando o procedimento iterativo em (ii), obtenha estimadores
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de méxima verossimilhanca de a e de . Compare as estimativas com os valores
usados para simular a amostra.

3.15. Obtenha a informacao de Fisher I () no Exemplo 3.1.6.

3.16. Obtenha, os estimadores de méaxima verossimilhanca de 8 e 02 no modelo
de regressao dado no Exercicio 2.12.

3.17. Verifique se os estimadores obtidos nos Exemplos 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1, 3.2.3
e 3.6.2 sao consistentes.

3.18. Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatérias independentes com Y; ~ N(a +
Bxi,02), onde z; é conhecido, i = 1, ..., n. Encontre os estimadores de maxima
verossimilhanca de o, (5 e o2.

3.19. Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatdrias independentes com Y; ~ N(fxz;,
o%x;), onde x; > 0 é conhecido, i = 1,...,n. Encontre os estimadores de

méxima verossimilhanca de 3 e o2.

3.20. No caso do modelo do Exercicio 3.18, os estimadores de o e 3 obtidos
através do método de minimos quadrados minimizam a soma de quadrados
S (Y; — o — Ba;)?. Verifique que os estimadores de minimos quadrados co-
incidem com os estimadores de maxima verossimilhanca de « e (.

3.21. Defina o critério correspondente para obter os estimadores de minimos
quadrados para o modelo do Exercicio 3.19.






4. Introducao a Teoria das Decisoes.
Os Principios Minimax e de Bayes

Neste capitulo apresentamos uma breve introducgao a teoria das decisoes. Os
problemas usuais de estimacao e testes de hipdteses sao vistos pela 6tica da teo-
ria dos jogos, em que os adversarios sao o estatistico e a natureza. Em primeiro
lugar, apresentamos os elementos basicos da teoria das decisoes, sendo o obje-
tivo principal a minimizagao da fungao de risco. Como, em geral, nao é possivel
a obtengao de um procedimento que minimize a fungao de risco uniformemente
em 6, outros critérios para a obtengao de procedimentos 6timos sao necessarios.
Dois desses procedimentos sao discutidos neste capitulo. O primeiro é o pro-
cedimento minimax, em que o estatistico procura precaver-se contra o risco
maximo. A seguir apresentamos o principio de Bayes em que a caracteristica
principal é a formulagdao do problema de decisao, assumindo que a natureza
utiliza um procedimento aleatdrio, representado por uma distribuicao de pro-
babilidade, para escolher um valor para 6. Solugoes gerais sao apresentadas
para o estimador de Bayes com respeito a alguns tipos especiais de fungoes de
perda, dentre as quais destacamos a perda quadratica.

4.1 Os Elementos Basicos

Os elementos béasicos de um problema de decisao sao:

(i) um conjunto nao vazio © dos possiveis estados da natureza que na verdade
representa o espaco paramétrico. A natureza escolhe para 6 um valor nesse
conjunto;

(ii) um conjunto nao vazio A das possiveis acdes que podem ser tomadas pelo
estatistico. No caso de problemas de estimagéo, A = @, em geral. No caso de
problemas de testes de hipdteses, geralmente A consiste nas agoes de se aceitar
ou rejeitar uma hipétese formulada;

(iii) uma funcdo d : X — A, denominada fungdo de decisdo, em que X é o
espaco amostral associado a uma variavel aleatéria X correspondente a um ex-
perimento idealizado pelo estatistico para “espionar” (obter informagdes) sobre
a escolha de 6 feita pela natureza. Seja D o conjunto (ou classe) das possiveis
funcoes de decisao. Nessa classe, o estatistico procura um procedimento que
seja “melhor”, segundo algum critério;
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(iv) uma funcdo real I(6,a), definida em @ x A, que serd chamada de funcao
de perda e que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) I(6,a) >0, paratodo € O, a € A,

(b) 1(0,a) = 0, quando a = 6,
ou seja, quando a acao correta é tomada.

Portanto a funcdo (6, a) representa a perda incorrida pelo estatistico ao
tomar a acao a quando 6 é a escolha feita pela natureza. Algumas funcoes
de perda comumente empregadas em problemas de decisdo sao: (i) 1(6,a) =
(6 — a)?, comumente conhecida como perda quadratica; (ii) 1(0,a) = |6 — al,
conhecida como perda do valor absoluto e (iii) 1(6,a) = ¢(0)|0 — a|", ¢(8) > 0,
r > 0, que é uma perda mais geral, tendo as perdas em (i) e (ii) como casos
particulares.

Como nao é possivel a implementagao de procedimentos que minimizem
diretamente a fungao de perda, pois essa depende de 6, que é desconhecido, o
estatistico procura minimizar a fungao de risco, definida a seguir.

Definigao 4.1.1. A fun¢ao de risco correspondente ao procedimento (fungao
de decisio) d e a fun¢do de perda 1(0,a) é dada por

(4.1.1) R(9,d) = E[I(6,d(X))] = Y 1(6,d(x))f(x]6),
{xex}

no caso discreto. No caso continuo, o somatorio na erpressao acima € sub-
stituido por uma integral definida em X .

Em (4.1.1), f(x|0) corresponde a funcdo de verossimilhanca da amostra

observada (ver Definigdo 3.1.1). Portanto a funcdo de risco nada mais é do

,

que a perda média sobre o espaco amostral X', e é funcao do parametro 6.
Podemos entao comparar procedimentos mediante a utilizagao da funcao de
risco, conforme definido a seguir.

Definigao 4.1.2. Dizemos que wm procedimento dy € melhor que um procedi-
mento do, quando

(4.1.2) R(6,d1) < R(0,dy),
para todo 0, e
(4.1.3) R(0,d1) < R(0,d2),
para algum 6.

No caso em que (4.1.2) e (4.1.3) estdo satisfeitas para todos os procedi-
mentos dy em uma certa classe D de procedimentos, entao dizemos que dy é o
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melhor procedimento em D. Além disso, estando as condigbes (4.1.2) e (4.1.3)
satisfeitas, temos que o procedimento dy € dito ser inadmissivel. Graficamente,
temos a situacao da Figura 4.1.

Figura 4.1 Figura 4.2

R RBd))

Contudo, em geral, ocorre a situacao da Figura 4.2, em que o procedimento
dy é preferivel para alguns valores de 6, enquanto que para outros valores de 6,
ds € preferivel. Portanto, em geral, nao existe um procedimento que seja melhor
para todos os valores de . Em situagoes como essa, outros critérios devem ser
utilizados para se decidir sobre um procedimento em certa classe D. O exemplo
que apresentamos a seguir ilustra uma tal situagao.

Exemplo 4.1.1. Suponha que uma moeda apresenta cara com probabilidade
0 igual a 1/3 ou 2/3, ou seja, © = {1/3,2/3}. E entiio adequado tomar como
espago das agoes A = {1/3,2/3}. Para obter informagao sobre 6, o estatistico
faz um lancamento da moeda e observa a varidvel aleatéria X que denota
o numero de caras obtidas no langamento. O espago amostral associado ao
experimento é, portanto, X = {0, 1}. Nesse caso, podemos definir entdo quatro
funcoes de decisao, dy,ds,ds e dy4, que sao dadas por

di(0) =1/3, d2(0) =1/3, d3(0) =2/3,

(0) = 2/3,
di(1) =2/3, da(1)=1/3, ds(1)=2/3, (1) =1/3.

Considerando a fun¢ao de perda do valor absoluto I(f,a) = |§ — a|, e como a
distribuigao de X é discreta, temos que,

dy
dy

R(0,d) = 1(8,d(0))Py[X = 0] + (0, d(1)) Py[X = 1],

onde Py[X =1] =60 =1— Py[X = 0]. Portanto, para § = 1/3, temos que
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R(1/3,d1) =1(1/3,d1(0)).2/3 +1(1/3,d1(1)).1/3
=0.2/3+4+1/3.1/3=1/9,
R(1/3,d2) =0.2/34+0.1/3 =0,
R(1/3,d3) =1/3.2/3+1/3.1/3=1/3,
R(1/3,d4) =1/3.2/34+0.1/3=2/9.
Por outro lado, para § = 2/3, de maneira similar, temos que
R(2/3,d1) =1(2/3,d1(0)).1/3+1(2/3,d1(1)).2/3
=1/3.1/34+0.2/3=1/9,
R(2/3,d2) =1/3.1/3+1/3.2/3=1/3,
R(2/3,d3) =0.1/34+0.2/9=0,
R(2/3,d4) =0.1/3+1/3.2/3=2/9.
Resumindo os cédlculos acima, temos a Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Riscos de d1, ds2, ds, dy

d|0=1/3|60=2/3|mazxR(9;d)
di| 1/9 1/9 1/9
da 0 1/3 1/3
ds| 1/3 0 1/3
di| 2/9 2/9 2/9

Da Tabela 4.1 podemos concluir que R(6,d1) < R(0,d4), para 8 = 1/3 e
0 = 2/3, de modo que d4 é inadmissivel. Com relagéo a di, da e ds, temos a
situagao da Figura 4.2, em que nenhum procedimento é melhor para todo 6.

4.2 O Principio Minimax

Conforme mencionado na introdugao, o procedimento minimax é o procedi-
mento que protege o estatistico contra o risco maximo.

Definicao 4.2.1. Dizemos que o procedimento dg € um procedimento minimazx
numa classe D de procedimentos, se

sup R(0,dy) = inf sup R(0,d).
ee@( ) dGDee@( )

Conforme notamos a partir da Defini¢ao 4.2.1, o principio minimax compara
simplesmente o maximo dos riscos dos procedimentos.
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Exemplo 4.2.1. Consideremos novamente a situagao do Exemplo 4.1.1. Vimos
que o procedimento d4 é inadmissivel. Com relacao aos procedimentos dy, ds e
ds3, temos da Tabela 4.1 que o procedimento d; apresenta o menor risco maximo
e, portanto, é o procedimento minimax nesse caso.

Exemplo 4.2.2. Seja X uma unica observagao de uma varidvel aleatéria X
com distribui¢do de Poisson com parametro 6. Portanto consideramos A = @ =
(0,00), com X = {0,1,2,...}. Considerando a classe das fungoes de deciséo
D ={d;d(X) = ¢X}, onde ¢ é uma constante, temos, para um procedimento d
em D, com relagao a funcao de perda

~_(0—a)?
Z(@,a) = T7
que
R(0,d) = E[I(0,d(X))]
& [%} _ %E[C(X —0)+6(c— 1)
(4.2.1) = 0(c—1)%

Como R(0,d) dado em (4.2.1) é uma fungéo linear em 6 e § > 0, temos que
R(0,d) tem maximo finito somente quando ¢ = 1, pois, nesse caso, R(6,d) =1,
para todo 6, ou seja, quando ¢ =1,

max R(6,d) = 1.
0co

Portanto, na classe D, d(X) = X é o procedimento minimax.

4.3 O Principio de Bayes

Nesta secao consideramos que a natureza utiliza um mecanismo aleatério para
escolher um valor para o parametro . Esse procedimento aleatério é repre-
sentado por uma distribui¢ao de probabilidade que chamamos de distribuicao
a priori com funcao de densidade de probabilidade (ou fungao de probabili-
dade, no caso discreto), representada por 7(#). Com relagao a priori , temos
a seguinte definicao.

Definicao 4.3.1. O risco de Bayes do procedimento d, com relagao a perda
1(0,d) € dado por
T(ﬂa d) = Ex [R(ov d)]
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(4.3.1) = Y R(,d)m(0)

{oco}

no caso discreto. No caso em que © € continuo, o somatdrio em (4.8.1) é
substituido pela integral correspondente, ou seja,

r(m,d) = /@ R(0,d)m(0)do.

Notemos que se R(6,d) é constante (isto ¢, independente de ), entao r(w, d) =
R(0,d).

Definigao 4.3.2. Uma funcao de decisao dg é chamada uma func¢ao de decisao
de Bayes com respeito a priori ™ e a classe D das funcoes de decisao, se

r(m,dp) = mig r(m, d).

Exemplo 4.3.1. Consideremos mais uma vez a situacao do Exemplo 4.2.1,
sendo m(1/3) = p e m(2/3) = 1 —p. De acordo com a Definigao 4.3.1, temos que

(i) = 5m(1/3) + 5m(2/3) = 5p+ g (1—p) = 1/9,

1 1—p
r(md) = Op+ 3(1—p) = —

1 P
r(m,ds) = 3p—i—O(l p) = 3
Portanto temos que, se p < 1/3, d3 é a solugao de Bayes. Se p = 1/3, entao d;
e d3 sao solugoes de Bayes. Notemos que nesse caso a solugao de Bayes nao é
unica. Se 1/3 < p < 2/3, entdo d; é a solugdo de Bayes. Se p = 2/3, entdo d; e
ds sao solugoes de Bayes, de modo que nesse caso também a solugao de Bayes
nao é dnica. Se p > 2/3, entdo a solugdo de Bayes é ds.

Exemplo 4.3.2. Com relagdo ao Exemplo 4.2.2, vimos que d(X) = X é a
solucio minimax com relagao a perda [(f,a) = (6 — a)?/0. Considerando a
priori exponencial com parametro um para 6, ou seja,

(@) =e? 0>0,

temos que
T(ﬂa d) = Ex [R(ov d)] =Er [02 + 9(6 - 1)2]
=2+ (c—1)*Eq[0]
=+ (c—1)>%
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Como
or(m,d)

Jdc
temos que r(m,d) é minimo quando ¢ = 1/2, ou seja, com relacao a priori e a
perda acima, o estimador de Bayes na classe D é dado por dg(X) = X/2.

=2c+2(c—1)=0,

4.4 Estimadores de Bayes com Perda Quadratica

Com relagao a perda quadratica, é possivel a caracterizagao dos estimadores
na classe D de todas as fungoes de decisao. Notemos que no Exemplo 4.3.2,
o estimador de Bayes foi obtido numa particular classe de estimadores, ou
seja, D = {d;d(X) = ¢X}. Contudo a func¢éo de perda nao era quadratica. O
resultado para perda quadrética é enunciado e provado a seguir para o caso em
que X é uma variavel aleatéria continua.

Teorema 4.4.1. Sejam X, ...,X,, uma amostra aleatoria da distribuicao da
varidvel aleatdria X, com fungao de densidade de probabilidade f(x|0). Consi-
deremos para 0 a distribuicdo a priori com funcao de densidade de probabilidade
(). Entdo, com relagio & perda quadrdtica, o procedimento (estimador) de
Bayes na classe D de todas as funcoes de decisao é dado por

dp(X) = E[0]X],

ou seja, € o valor esperado de 0 calculado na distribuicdo condicional de 0 dado
X1,..., Xy, que € denominada “distribuicao a posteriori de 0”.

Prova. Com relacao a perda quadratica, a fungao de risco de um procedimento
qualquer d(X) é dada por

(4.4.1) R(0,d) = /X(o — d(x)?) f(x|0)dx,

onde x = (21,...,%,), X é o espago amostral e f(x|0) = [[I_, f(z:]0) é a
funcao de verossimilhanca correspondente & amostra observada. Com relagao a
priori 7, temos de (4.4.1) que o risco de Bayes do procedimento d(X) é dado
por

i) = [ | [ (60 - 0721 (xi0)ax| m(o)as

(4.4.2) - /O /X (d(x) — 0)2f (x|0)7(6)dxdb.

Como
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(4.4.3) fx[0)m(8) = f(x;0) = 7(0]x)g(x),

temos de (4.4.2) que

r(m,d) = /@/X(d(x) — 0)27(0)x)g(x)dxdd

(4.4.4) :/X {/@(d(x)9)27r(9|x)d9 g(x)dx.

De acordo com a Definicao 4.3.2, temos que o procedimento de Bayes é o
procedimento que minimiza (4.4.4), ou seja, para cada x, é o procedimento que
minimiza

(4.4.5) /@(d(x) —0)*1(0]x)do = E[(d(X) — )% X].

Derivando (4.4.5) com relagao a d(X) e igualando a derivada a zero, chegamos

ao procedimento
dp(X) = E[0]X],

que é a forma geral do estimador de Bayes com relacao a perda quadratica.

De (4.4.3) temos que

(4.4.6) m(0x) = f(x|0) _ f(X|9)7T(9),

9(x) 9(x)
onde
(4.4.7) g(x) = /@ F(x]0)7(6)d0
é a densidade marginal de x = (21, ...,2,). A densidade w(#|x) é denominada

funcao de densidade de probabilidade a posteriori e pode ser interpretada di-
retamente a partir do Teorema de Bayes, ou seja, a densidade (ou fungdo de
probabilidade) condicional é igual & densidade (ou fungdo de probabilidade)
conjunta dividida pela densidade (ou funcdo de probabilidade) marginal de x.
O Teorema 4.4.1 pode ser generalizado para o caso de uma funcao qualquer de
0, 7(0), ou seja, o estimador de Bayes de 7(f) com relagdo & perda quadrética
é dado por
dp(x) = E[r(0)|X] :/ 7(0)7(6]x)d6.
e

Notemos, portanto, que os estimadores de Bayes nao sao invariantes, como
sao os estimadores de méxima verossimilhanga no sentido de que sendo 6 um
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estimador de Bayes de 6, T(é) nao é necessariamente um estimador de Bayes
de 7(0).

Exemplo 4.4.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X com distribuicao de Bernoulli com parametro 6. Conside-
remos para 6 a funcao de densidade a priori

I'la + b]

a—1 _ -1
= Tarp’® O

0 <0 <1,a,b> 0, usualmente conhecida como densidade beta com parametros
a e b, que denotamos por Beta(a,b) e onde I'[a] é a fungdo gama avaliada no
ponto a, ou seja,

(4.4.8) I'la] = /000 e " dx.

Como

_ F[a + b] /1 92:;1 xi+a—1(1 o 9)"727:1 Iri’b*lda

Ilall’[b] Jo
_Tfa+0b I [Z?zl x;+a]I'n— Zyzl x; + b]
~ I[a]T'[b] I'ln+a+0 '

Portanto de (4.4.6) temos que

I'[a+b] 92?:1 :Ci+a—1(1 _ 9)"-2?21 T;+b—1

_ TTa]T]0]
) = e T e Ty e
I'[a]T'[b] I'ln+a+b]
_ I'ln+a+?] P, mita=l (] gyn- Yo, merbo1

S wi+alln =Y x + b
ou seja, a distribuicao a posteriori de # dado X é uma distribuicao beta com
parametros Z?zl ri+aen— Z?zl z; + b que denotamos por

01X ~ Beta (ixiJra;nizier).

=1 i=1
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Entao, o estimador de Bayes de 6 com relacao a perda quadratica é dado por

S iwita

(4.4.9) dp(X) = E[0|X] = ===~

Notemos, dos célculos acima, que as distribuigoes a priori e a posteriori per-
tencem a mesma familia de distribuicoes, ou seja, no caso em que a distribuicao
de X é Bernoulli e a distribuicao a priori é da familia Beta, a distribuicao a
posteriori é também da familia Beta. Dizemos, entao, que a distribuicao Beta é
conjugada para a Bernoulli. E também verdade que a distribuicao Beta é conju-
gada para as distribuicoes Binomial e Binomial Negativa. Os parametros a e b
da priori beta devem ser escolhidos de modo que 7(6) expresse o conhecimento
a priori que o estatistico tem sobre 6. No caso particular em que a = b = 1,
temos que

(4.4.10) ) =1, 0<6<1,

ou seja, nesse caso a distribuicao U(0, 1) é escolhida como priori para 6. No
caso da priori uniforme, temos de (4.4.9) que

_ Z?:l Xi+1

(4.4.11) dp(X) L

A priori uniforme indica que, inicialmente, o estatistico tem pouca informagao
sobre 6, pois com relagao a essa priori, qualquer intervalo de mesmo compri-
mento tem a mesma drea (probabilidade).

Para calcularmos o risco de Bayes do estimador (4.4.11) com relagéo a priori

uniforme, temos que
Z?:l Xl + 1 _ 9 ?
n -+ 2

2
1 n
:mE <2Xin9+129>

R(O,d)=E

i=1
= #[(441)92 —(4—n)o+1]
- (n+2) '

Com relacdo a priori uniforme dada em (4.4.10), temos que Er[f] = 1/2,

Var,[0] = 1/12 e E.[0*] = 1/3, de modo que

1 (4-n) (“d-n)
(n+2)2 3 2

r(m,d) = +1
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1

B 6(n+2)
Certamente, o estimador de Bayes em (4.4.11) tem risco de Bayes menor, com
relagao a priori uniforme acima, que o risco de Bayes do estimador de maxima
verossimilhanga 6 = X.

Exemplo 4.4.2. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatdria da distribuicao da
varidvel aleatéria Xcom distribuigdo de Poisson(d). Consideremos para 6 a
distribuicao a priori com fung¢ao de densidade de probabilidade

a a—le—éb
(4.4.12) () = %7

0 >0,a>0,b>0, ou seja, gama com parametros a e b, que denotamos por
Gama(a,b). Em (4.4.12), I'[a] é como definido em (4.4.8). Como

n
e’"%zi:l o ga—1le—0bpa
7 "

Fecdoyn(o) = — =

bae—é(n—kb)ozz;l z;+a—1
L=y ! [a] ’

6 > 0, temos que

do

oo baefe(ner)@Z:':lxiJrafl
o) = /0 T, ! d]
= b F[Z?:1 T+ a]
[T, @il Tla] (4 py iy weta’

Portanto
o—0(n+b)gd_,_, wita—1

T
(n+b)zi:1 wite

m(0]x) =

ou seja, a distribuicao a posteriori de 8 dado X é uma distribuicao gama com
parametros Z?:l r; +a e n+ b que denotamos por

n
Z:EZ-Jra;ner

i=1

9X ~ T

Assim,
Blo|X] = 2= % e
n+b
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Além disso, no caso da Poisson, como visto acima, priori gama leva a uma
posteriori gama, de modo que a distribui¢ao gama é conjugada para a Poisson.
Apés algumas manipulagoes algébricas, nao é dificil verificar que (ver Exercicio

4.5)
(B o)

1
= 72[a2 + b%0% + O(n — 2ab)],

R(O,d) = E

(n+0b)
de modo que
a
d)=E;[R(0,d)] = ——.
Exemplo 4.4.3. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da

varigvel aleatéria X com distribuicio N(u,03), onde o3 é conhecido. Conside-
remos para p a priori N(a,b?), ou seja,

1 (p—a)?

e 202

m(p) = N ,

onde a e b sdo conhecidos. A priori N(a,b?) expressa o fato de que a é um valor
razoavel para u enquanto que b? (ou b) quantifica a confianca (ou certeza) de
que a é um valor razodvel para u. Quanto maior b2 (ou b), mais incerto o
estatistico esta com relagdo a escolha feita pela natureza com relagao a p. Apds
uma série de manipulagoes algébricas (verifique!), temos que

1 n 1 _ n (%’*;)2 _ (M*;)z
x T — e i=1 2/:70 2b
f(x|p)m () ( mg@) N

b%
— —_ _a _ - L 7
n - .
1 1 0 2 jﬂ,%)
= e 0 X

V2mog
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de modo que (verifique!)

+L
I b2
—%(Tnzﬂ%) Hm—Z T
0 52 T2
1 0
m(julx) = —— e ,
V2T T
o2 ' b2
ou seja, a distribuicao a posteriori de p dado X1, ..., X,, é normal com média

(i @i/og+a/b?)/(n/od +1/b?) e varidncia 1/(n/o +1/b?), que denotamos
por

Temos, portanto, que a priori normal é conjugada para a distribuigdo normal
) )

quando queremos estimar g com variancia o2 conhecida. Com relagao a perda

quadratica, temos, entao, que

L% + 4

1
2 —_—
90

n 1
&+

2

o
o

X +

+ |z

o

1 a,
12

o
SR
=

+
=

de modo que o estimador de Bayes de i é uma combinagao linear convexa (co-
eficientes somam um) entre a média amostral X (que é o estimador eficiente
e de méxima verossimilhanga de ;1) e a média a priori a. Notemos que quanto
maior n, maior o peso atribuido a X. Portanto para n grande a distribuicao a
priori tem pouca influéncia na distribuicao a posteriori. Por outro lado, valores
pequenos de b aumentam a contribuicao de a no estimador dp acima. Lem-
bramos que b pequeno indica uma maior confianga do estatistico de que a é um

valor razodvel para p. Temos também que (verifique!)

2

n? a n (a—lt)2
o Tz =+
R(p,dp) = B ZT*M e a—
AL (3 +2)
¢ 1
r(m,d) = — T
a e

Além disso,
o
R(:U/7dB) - _07
n

quando b — oo, ou seja, a informacgao a priori é pouco precisa.
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Para finalizar o capitulo, apresentamos a seguir um resultado importante,
relacionando os estimadores de Bayes a uma estatistica suficiente.

Teorema 4.4.2. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria de tamanho n da
distribuicdo da varidvel aleatdria X com fungao de densidade (ou de proba-
bilidade) f(x|0). Seja T = T(Xy,...,X,) uma estatistica suficiente para 0.
Consideremos para 0 a fungdo de densidade (ou de probabilidade) w(0). Entao,
o estimador de Bayes de 6 com relagao a perda quadrdtica € funcao de T.

Prova. Vamos considerar a demostracao apenas para o caso em que X e 6
sao variaveis aleatérias continuas. Sendo T uma estatistica suficiente para 6,
usando o Critério da Fatoracao, podemos escrever

f(x(0) = h(x)gs (t(x)),

ou seja, go(t(x)) depende de x somente por t(x). Podemos, entdo, escrever a
fungéo de densidade (ou de probabilidade) a posteriori como

__f(x|0)m(6)
m(Blx) = T F(x[0)0d6
h(x)ge (t(x))m(6) go(t(x))m(6)

Jo M(x)ga(t(x))m(0)d0  [o go(t(x))m(0)d6’
de modo que a fungao de densidade a posteriori depende de x somente através
de T'=T(x). Como o estimador de Bayes de 6 com relagao & perda quadratica
é a média da posteriori, ele dependera de X somente através de T'.

O resultado do Teorema 4.4.2 vale na verdade em situacoes mais gerais no
que diz respeito a fungao de perda. Na verdade qualquer que seja a funcao
de perda considerada, o estimador de Bayes s6 dependera de X através de
T =T(X1,...,Xn), pois qualquer que seja a func¢ao de perda, o estimador de
Bayes é obtido utilizando a distribuic¢do a posteriori m(6]x).

4.5 Exercicios

4.1. Seja X uma tnica observacao da distribuigdo N (u, 1), onde —oo < p < 0.
Considere a perda quadratica.

(i) Encontre o risco R(u,d) para a classe D = {d;d(z) = ¢X}.

(ii) Encontre, na classe D, o estimador minimax de p.

(iii) Encontre em D o estimador de Bayes de p com relagdo a priori 7(u) =
1/2;-1<pu<1.

4.2. Seja X uma unica observagao da varidvel aleatéria X com fungao de
probabilidade
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2!
ﬂ%l—@%ﬁ r=0,1,2,

falf) = z!(2 — x)!

onde 0 < 6 < 1. Considere os estimadores dq(X) = X/2 e da(X) = (X +1)/4
e fungao de perda quadratica.

(i) Verifique se existe um estimador uniformemente melhor (melhor para todo
), ou seja, verifique se um dos estimadores é inadmissivel.

(ii) Qual dos estimadores é minimax?

4.3. Considere uma tinica observagio da varidvel aleatéria X ~ Binomial(m, 0).
Seja 1(0,d) = (6 — d)>.

(i) Encontre o risco de d(X) = X/m.

(ii) Encontre o risco de Bayes de d(X) em (i), com relagdo a priori 7(8) =
L,0<0<1.

4.4. Refaca o Exercicio 4.3., considerando agora a perda [(0,d) = (0 —
a)?/0(1 —0).

4.5. Seja uma tnica observagdo da distribuicdo Poisson(f). Encontre o risco
de Bayes do estimador d(X) = X, com relagdo & perda quadritica e a priori
Gama(a, ).

4.6. Counsidere o problema de se estimar 8 € © = {0, 1}, baseado em uma tnica
observagao da variavel aleatéria X, com densidade

fzlo)=2"E+) 2=1-02-0,3—-9,..
Considere a perda 0-1, ou seja,

1(0,0)=1(1,1)=0 e 1(0,1)=1(1,0)=1.
Considere também os estimadores

1, X=0,
dl(X){O X >0 € d2(X){

(i) Encontre R(0,d;(X)),i =1, 2.
(ii) Qual dos estimadores é minimax? Alguns dos estimadores é inadmissivel?

0, X<1,
1, X>1,

4.7. Seja X uma tnica observagao da distribuigao U (0, §), onde 6 é uma varidvel
aleatéria com densidade

7(0) =0e7? 6>0.

(i) Encontre a densidade a posteriori de 6.
(ii) Encontre o estimador de Bayes de 6 com respeito a perda quadrética.
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4.8. Seja X o tempo de vida de uma lampada (em mil horas) fabricada por
certa companhia. Considera-se que X é uma varidvel aleatéria com densidade

f(z|) =670, x> 0.
Considere para 6 a priori
7(0) = 160e= %, 6> 0.

(i) Encontre a distribui¢do a posteriori de 6.
(ii) Encontre o estimador de Bayes de E(X) e Var(X) com relagdo a perda
quadrética.

4.9. Em uma &rea de reflorestamento, o niimero de arvores de determinada
espécie, por hectare, com certa doenca tem uma distribuigdo Poisson(6). A
distribuigao a priori de 6 é exponencial com média igual a 1. Encontre o esti-
mador de Bayes de Pyp(X = 0) com relagdo & perda quadratica..

4.10. Sejam X3, ..., X, uma amostra aleatdria da distribuigao U(0,6). Supo-
nhamos que 6 seja uma variavel aleatéria com fungao de densidade de proba-
bilidade (Pareto)

_ [ ba’/0"*t 0 >a,
7r(9){0, 0 < a,

Encontre a distribuigao a posteriori de 6 e o estimador de Bayes de 6 com
relagao a perda quadrética.

4.11. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria da varidavel aleatéria X ~
Bernoulli(6). Considere para 6 a priori

77(9):{29’ 0<0<1,

0, caso contrério,

Encontre o estimador de Bayes de 6 com relagao a perda quadratica e seu risco
de Bayes.

4.12. Sejam X1, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da densidade
f(z|o) =021 0<z<1, 6>0.
Vamos assumir para 6 a priori gama
m(0) = A"0" e/ (1),

onde r e A sao conhecidos. Encontre a distribuicao a posteriori de 6 e o estimador
de Bayes de 0 com relagao a perda quadratica.



5. Estimacao por Intervalo

Neste capitulo consideramos o problema de estimagao de parametros utilizando
intervalos de confianga. Os intervalos cldssicos sao obtidos a partir de variaveis
aleatorias especiais que denominamos quantidades pivotais. Os intervalos de
confianca Bayesianos sao obtidos utilizando a distribuicao a posteriori. Em
primeiro lugar, discutimos propriedades da média e da variancia amostrais
quando as amostras sao obtidas a partir de populagoes normais. A seguir in-
troduzimos os métodos de construgao de intervalos.

5.1 Amostras de Populagoes Normais

Os resultados que apresentamos a seguir sao utilizados com bastante freqiiéncia
na construgao de intervalos de confianga e testes de hipdteses para populagoes
normais.

Teorema 5.1. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria de tamanho n da
distribui¢ao N(p,0?). Entdo
(i) X e S? sao independentes;

.. -1)8?
(i) B 2
(iii) w ~ b1
onde X2 denota uma varidvel aleatéria com distribuicio quiquadrado com v
graus de liberdade, isto €, com f.d.p. dada por

1

_ v/2=14-u/2 5 .
f(y|1/) 2D/2F(V/2)y € ? y )

t, denota uma varidvel aleatoria com distribuicdo t de Student com v graus de
liberdade,isto €, com f.d.p. dada por

I'((v+1)/2)
I'(v/2)

(1412/v)~ D2 o0 < t < o0;

flylv) =
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e como antes, X =3 1 X;/n e S? =301 (X;—X)?/(n—1).

Prova. (i) Temos que o
X ~ N(ILL,O'2/’I7J),

enquanto que X; — X ~ N (O, 02@) . Por outro lado, a fungao geradora de
momentos (James, 1981) de Y1 = X e Y2 = X; — X é dada por

My, v, (s1,82) = E [esl?“?(x*_?)} =F [e”XiJr?(sl_s?)}
_ B |: (52-{-(91 22)yx, +(91 52) ZJ;& j:|
—E [e<82+@>x7} B [eg P XJ} .
Como X; ~ N(p,0?) e > e X~ N((n = 1) (n — 1)o?), temos que

MY1,Y2(51,52) _ e (52_’_(&1 bg))_i_ (5 +(51 52))

X e(n;l) (ﬁ—&)u*‘%{(%)?("_l)‘#}
202 s2(n—1)o2

— ehsit s T

que € o produto das fungoes geradoras de momentos das distribuicoes de X e
X, — X. Portanto temos que X; — X e X sdo independentes, pois a funcio gera-
dora da distribuicao conjunta é o produto das fungoes geradoras de momentos
das distribuigoes marginais. Como Z 1 (X — X)? é fungio de X; — X que é
independente de X, temos que S? é mdependente de X.

(ii) Nao é dificil verificar que

(5.1.1) zn: & X2 K ow?

=1 =1

Como (X; — p)/o ~ N(0,1), temos que (X; — p)?/0? ~ x3,i=1,...,n, de
modo que

n
(Xi —p)®
=) 5"~

‘ g
i=1

Também n(X — p)?/0? ~ x2. Como a fungao geradora de momentos da dis-
tribuicao quiquadrado com g graus de liberdade é dada por

My(s) = (1— 25)79/27
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temos que as fungoes geradoras das distribuicoes quiquadrado com g = 1 e
g = n graus de liberdade sao dadas respectivamente por

(5.12)  Mi(s)= (12577 e My(s) = (1—25)"/>.

Além disso, como X e S? sdo independentes, temos que os dois termos do lado
direito de (5.1.1) que denotamos por Y2 e Y3, respectivamente, sdo indepen-
dentes, de modo que

MYI (S) = MY2 (S)MYS (5)7

ou seja, de (5.1.2) segue que

o MY1 (S)

MYz (5) - My (S)

logo a distribuigao de Y2 = (n — 1)5%/0? é quiquadrado com n — 1 graus de
liberdade.

(ili) Note que podemos escrever

(5.1.3) g = =t

(n—1)02

que corresponde ao quociente entre duas varidveis aleatérias independentes
em que o numerador é uma varidvel aleatéria com distribuigdo N(0,1) e o
denominador é a raiz quadrada de uma varidavel aleatéria com distribuicao
quiquadrado com n — 1 graus de liberdade (veja (ii)) dividido pelo niimero de
graus de liberdade, de modo que a varidvel (5.1.3) tem distribuigao ¢ de Student
com n — 1 graus de liberdade.

5.2 O Método da Quantidade Pivotal

A construgao de intervalos utilizando quantidades pivotais é considerada a
seguir.

Definigao 5.2.1. Uma varidvel aleatdria Q(X, ..., X,;0) = Q(X;0) € dita ser
uma quantidade pivotal para o parametro 0 se sua distribuicao for independente
de 6.

Notemos que uma quantidade pivotal nao é uma estatistica, pois ela depende
de um parametro 6 desconhecido. Podemos, entao, para cada v = 1 — « fixado,
encontrar A1 e Ay na distribuicao de Q(X;6) de modo que

(5.2.1) Pl < Q(X:0) < Xo] = 1.
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Sendo a distribuicao de Q(X;60) independente de 6, A1 e Ay também néo de-
pendem de 6. Além disso, se para cada X existirem t1(X) e t2(X) tais que

A <Q(X;0) <X se e somente se 1(X) <80 <ty(X)
e entdo de (5.2.1),
(5.22) Pl(X) < 6 < 1(X)] = 7,

de modo que [t1(X); t2(X)] é um intervalo (aleatério) que contém 6 com proba-
bilidade (coeficiente de confianga) v = 1 — «. Nos casos em que a distribuigao
da varidvel aleatéria X é discreta, em geral, nao se consegue determinar A\ e Ay
de tal forma que (5.2.1) esteja satisfeita exatamente. Em tais casos, podemos
escolher A\; e Ay tal que (5.2.1) esteja satisfeita para um coeficiente de con-
fianga maior ou igual a vy (0 mais préximo possivel). Quando n é razoavelmente
grande, uma alternativa seria considerar os intervalos de confianca baseados
na distribuicao do estimador de maxima verossimilhanga que consideramos na
Secao 3.5. Um outro ponto a salientar é que, na maioria dos casos, existem
muitos pares (A1, \2) satisfazendo (5.2.1). Sempre que possivel, devemos esco-
lher (A1, A2) que produz o intervalo de menor comprimento. Tal procedimento
é facilitado em situagbes em que a distribuigdo de Q(X;#) é simétrica, como
no caso da distribuicao normal.

Exemplo 5.2.1. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribui¢ao da
varidvel aleatéria X, com densidade

(5.2.3) f(x|0) =07 6>0, z>0.

Como vimos no Capitulo 2, a estatistica T'= """ | X; ¢é suficiente para §. Mas,
como a distribui¢do de T é Gama(n;0), temos que T' ndo é uma quantidade
pivotal para 6. Por outro lado, a densidade de Q(X;8) = 20 Z?zl X; é dada
por

yn—le—y/2

(5.2.4) fQ(y) = W,

y>0

que corresponde a densidade de uma distribuigao quiquadrado com 2n graus de
liberdade, que denotamos por x3,,. Portanto Q(X; 6) pode ser considerada como
uma quantidade pivotal, pois sua distribuicao é independente de 6. Entao, dado
o coeficiente de confianga v = 1 — «, obtemos A1 e Ay na tabela da distribuigao
X2,,, de modo que

(5.2.5) P

n
M <20 X SAQ] =1,

i=1
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logo um intervalo de confianca para € com coeficiente de confianca v é dado
por

M A
2 Z?:l Xi '2 Z?:l Xi '

Conforme enfatizado anteriormente, existem infinitos pares (A1, A2) para os
quais (5.2.5) estd verificada. Sempre que possivel, (A1, A2) devem ser escolhidos
de modo que o intervalo (5.2.6) seja de comprimento minimo. Tal intervalo
existe, mas (A1, A2) deve ser obtido por métodos computacionais. Uma alterna-
tiva é considerarmos intervalos simétricos em que (A1, \2) sdo obtidos a partir
da distribuicdo x2,, de modo que a 4rea & esquerda de \; seja igual & 4drea &
direita de A2 e igual a a/2. Ver Figura 5.1.

(5.2.6)

Figura 5.1. Determinacgao de A1 e Ag

f(x)

a/2

a/2

0 M A, X

Denotando estes pontos por ¢; e g2, temos que o intervalo simétrico é dado
por

q1 q2
(5.2.7) o ; o .
2§ i=1Xi 2§ i=1Xi

A nao ser que o tamanho da amostra n seja muito pequeno, o intervalo (5.2.7) é
bastante préximo do intervalo de comprimento minimo. Consideramos a seguir
n = 20 observagoes simuladas a partir da distribuicao exponencial com 6 = 2.
Como

F(z)=1—e""
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e como qualquer que seja a fungao de distribuigdo F'(x)

U = F(X) ~ U(0,1),
ou seja, a distribuigdo de F(X) é uniforme no intervalo (0, 1), gerando ob-
servagoes u a partir da distribuigao U(0, 1), temos que

(5.2.8) x = —% log(1 — u)

é uma observacgao simulada da distribuigao exponencial com parametro 6 e com
densidade dada em (5.2.3). As n = 20 observagoes simuladas a partir da U(0, 1)
sao dadas na Tabela 5.1 abaixo.

Tabela 5.1. n = 20 observagoes da U(0, 1)

0,659 ] 0,591 | 0,381 | 0,658 | 0,012
0,469 | 0,017 | 0,128 | 0,328 | 0,166
0,353 | 0,594 | 0,051 | 0,757 | 0,045
0,847 | 0,749 | 0,535 | 0,700 | 0,781

Usando os valores da Tabela 5.1 na relagao (5.2.8) temos na Tabela 5.2 as
n = 20 observagoes simuladas da distribuigao exponencial (5.2.3) com 6 = 2.

Tabela 5.2. n = 20 observagoes da distribuicao Exp(2)

0,5380 | 0,4470 ] 0,2398 | 0,5365 | 0.0061
0,3165 | 0,0086 | 0,0064 | 0,1995 | 0,9008
0,2177 | 0,4507 | 0,0262 | 0,7073 | 0,0230
0,9339 | 0,6912 | 0,3829 | 0,6020 | 0,7593

Considerando as primeiras n = 10 observagoes na Tabela 5.2, temos que
2321 X; = 3,1992. Tomando o = 0,05, temos da tabela da distribuicao qui-
quadrado com 20 graus de liberdade que q; = 9,59 e g2 = 34,17, entao de
(5.2.7) segue que o intervalo [1,50;5,34] é um intervalo de confianga para
0 com coeficiente de confianca v = 0,95. Considerando n = 20, temos que
Zfﬂl X; = 7,9934 e usando a aproximagao normal para a distribuicao qui-
quadrado (a maioria das tabelas da distribuigdo quiquadrado nao trazem per-
centis para 40 graus de liberdade), ou seja,

2 B 2 a
Xan [XQn] 2 N(O,].)

Var(x3,)

temos, usando a tabela da distribuicdo N(0, 1), que

1 =—-1,96v80+40 e go=1,96v30 + 40,
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de modo que, nesse caso, o intervalo é dado por [1,41; 3, 60] que, conforme era
esperado, tem comprimento bem menor que o comprimento do correspondente
intervalo com n = 10.

Exemplo 5.2.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X com distribuigdo uniforme no intervalo (0, ), ou seja, X ~
U(0,0). Vimos no Capitulo 2 que uma estatistica suficiente para 6 é dada por
Y = X(n) = max{X1,..., Xy}, com funcdo de densidade dada por

nyn—l

fy(y) = on

10,01 () 110,00) ().

Logo X(,) nao ¢ uma quantidade pivotal jd que sua distribuigao depende de 6.
Por outro lado, a distribui¢ao da quantidade Q(X;60) = X(,)/60 ¢ dada por

(5.2.9) falq) =ng" o1y(q)

que nao depende de §. Portanto a varidvel aleatéria Q(X;6) é uma quantidade
pivotal, de modo que dado v = 1—«, podemos encontrar A\; e Ay na distribui¢ao
de Q, tal que

A2

(5.2.10) A folg)dg=ry=1-q.

Como existem infinitos pares (A1, A2) satisfazendo (5.2.10), consideramos o
intervalo simétrico, ou seja, consideramos o intervalo satisfazendo
A1 a 1 a
(5.2.11) fo@da=2 e [ folg)dg="2.
0 2 A2 2

Resolvendo as equagoes (5.2.11), chegamos a

1/ 1/
y=(5) " e x=(1-5) "
2 )

de modo que

Plyn< o o] op[Em g 2wl
0 A2 A1

que leva ao intervalo

Xm) X 1
5.2.12 : =
0212 [(1—a/2>”" (a/2)"
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Considerando as primeiras n = 10 observacoes da Tabela 5.1 e v = 0, 95, temos
que o intervalo (5.2.12) se reduz a [0,659/(0,975)/10;0,659/(0,025)'/19] ou
seja, [0,661;0,953]. Considerando as n = 20 observagoes da Tabela 5.1, o in-
tervalo se reduz a (0,848;1,019). Notemos que § = 1 néo estd contido no in-
tervalo com n = 10, mas estd contido no intervalo com n = 20. Como a dis-
tribuigdo de @ ndo é simétrica, o intervalo (5.2.12) néo é o de menor compri-
mento para um dado . No Exercicio 5.3 apresentamos um intervalo de menor
comprimento que o do intervalo (5.2.12). E importante ressaltar que o coefi-
ciente de confianga v estd associado ao intervalo aleatdrio que segue de (5.2.2).
Quanto ao intervalo numérico que segue do intervalo aleatério, afirmagoes do
tipo P[0,848 < 6 < 1,019] ndo sdo apropriadas, pois ndo existem quantidades
aleatorias associadas a desigualdade 0,848 < 6 < 1,019. O que se aplica no
caso numérico ¢ a interpretacao freqlientista, ou seja, para cada 100 intervalos
numéricos construidos a partir do intervalo aleatério, aproximadamente 100y%
deles vao conter 6. Para um problema particular, o intervalo que construimos
a partir de uma amostra observada pode ser ou ndo um daqueles 100(1 — )%
que nao contém #. Mas nao temos condi¢oes de sabé-lo.

5.3 Intervalos para Populagoes Normais

Consideremos em primeiro lugar (Se¢ao 5.3.1) o caso de uma tnica amostra. A
seguir, na Secao 5.3.2, abordamos o caso de duas amostras.

5.3.1 O caso de uma tnica amostra

Sejam X1, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao N (u, o2).
Assumindo o2 conhecido, temos que ‘uma quantidade pivotal para u, baseada
na estatistica suficiente Y ;- , X; =nX ¢é dada por

X—u
X;u) =
QXsp) = — NG
que tem distribuicao N(0,1). Portanto, dado o coeficiente de confianga -, de-
terminamos A1 e A2 de modo que

— M

< )Ao| =17.
R
Conforme enfatizado anteriormente, existem infinitos pares (A1, A2) que satis-
fazem (5.3.1). Como a distribui¢do N(0,1) é simétrica, o intervalo de menor
comprimento é o intervalo simétrico, ou seja, aquele em que a drea a direita de
A2 € igual a drea a esquerda de A1 que ¢é igual a /2. Sejam entdo A\; = —24/2 €

(5.3.1) P\ <
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A2 = Zq 2, onde P(Z < z4/5) =1 —a/2, Z ~ N(0,1) de modo que o intervalo
de menor comprimento é dado por

e 0 = g
(532) X*ZQ/QE;X+ZQ/2%

Por outro lado, sendo o desconhecido, temos pelo Teorema 5.1. (iii), que

X—p

X, u)=—— ~ty_
que nesse caso é uma quantidade pivotal. Entao, dado ~, existem A; e A2 na
distribuicao t,,_1; de modo que

X —u
< — < = .
phv S <] =

Como a distribuicao da quantidade pivotal @ é simétrica, devemos escolher \;
e A2 de modo que a area a direita de Ay seja igual a drea a esquerda de A1, ou
seja A1 = —tq2 € Ao = tq 0, onde P(T < tq/5) =1—a/2, T ~ t, 1 de modo
que o intervalo de menor comprimento é dado por

— S = S

2, considerando p desconhecido, temos, de acordo com o Teorema

Quanto a o
5.1. (ii), que

(n—1)82
—— ~ Xa1

QX,0%) =

g

¢ uma quantidade pivotal para o?. Portanto, dado v, podemos determinar \;
e Ao de modo que

(5.3.3) P [Al < (”;721)52 < AQ} = .

Considerando o intervalo simétrico, ou seja, A\; = q1 € Ay = g2, onde P[x2_; >
q2] = P[x%2_; < ¢1] = a/2, temos de (5.3.3), o intervalo

[(n 152 (n— 1)52} |

Y

q2 q1
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5.3.2 Duas amostras independentes

Vamos considerar o caso em que temos Xi,...,X,, uma amostra aleatdria
da varidvel aleatéria X ~ N(u1,02%) e Y1,...,Y,,, uma amostra aleatéria da
varidvel aleatéria Y ~ N(uz,0?), onde X e Y sdo independentes. Sabemos que

— = 1 1
X_YNN<N1—M2702<—+—)>
n.m

de modo que, sendo 6 = p — pe, consideramos a quantidade pivotal

XY — (1 — p)

QRX,Y,0) = ~ N(0,1).

onde z, /5 é obtido como em (5.3.2). Sendo 02 desconhecido, temos que uma
quantidade pivotal é dada por

XY — (1 — po2)

(5.3.4) QR(X,Y,0) = ~ tnim—2
Sp l+i
onde ( )2 ( )2 .
o (n—1)57+(m—1)5] s 1 =2
Sy = o an_li;(xz X)
1 —
2 _ - 2
e Sy_—mfli;(yl Y)2.
Como ) ( )52
n—1)8 m—1
(0# ~ Xi—1 e o2 Lo X?n—la

e, pela independéncia de S? e S; , temos que

(n+m—2)S2  (n—1)SZ+(m—1)S;

(5.3.5) > = g ~ Xntm—2-

Entao do Teorema 5.1, (iii) segue o resultado (5.3.4). Um intervalo de confianca
para 8 = uy — pe, com coeficiente de confianga v é, entao, dado por
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— 1 — =
X*Y*ta/gsp —+E,X*Y+ta/25p -+ —

onde t,/o € obtido na tabela da distribui¢ao ¢ com n+m —2 graus de liberdade.
Para construirmos um intervalo de confianca para ¢2, podemos considerar a
quantidade pivotal (5.3.5).

No caso em que X ~ N(p1,02) eY ~ N(p2,02) e o interesse é a construcao
de um intervalo de confianca para o? /02, notando que

(n—1)S3 ~ 2 o (m—1)S; ~ 2
O'% n—1 O'% m—1

temos que

(m —1)S7/o3(m — 1)
(n—1)83/oF(n — 1)

Q(X7Y59) = ~ Fm—l,n—17

onde Fj,_1 -1 denota a distribuicao F' com m—1 e n—1 graus de liberdade, é

uma quantidade pivotal para 6. Entao, dado v, obtemos A1 e A\s na distribuigao
Fy—1,n—1, de modo que

2Q2

s
ane ys&]ﬂ

P
0352

Considerando o intervalo simétrico, ou seja, A1 = F} e Ay = F5, de modo que
PlFm—1n-1> F] = P[Fp_10-1 < Fi] = /2,

onde Fi e F» sao obtidos na tabela da distribuicao F' com m — 1 e n — 1 graus
de liberdade, temos o intervalo

S2 S2
Fl_xQFQ_x] .
[ Sy TSy

5.4 Intervalos de Confianca Aproximados

Nesta secao consideramos intervalos de confianca aproximados para um para-
metro 6 baseados na distribuigao assintética do estimador de méxima verossi-
milhanca 6 de 6. De acordo com (3.2.3), temos que

6—0

N OEOR < N(0,1).
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Como, Ir(0) pode depender de 6, que ndo é conhecido, substituindo Ir(6) por

Ir(0), temos que

(5.4.1) Q(X,0) = 00 . N(0,1),

(nIp(0))~1

de modo que Q(X,0) é uma quantidade pivotal com distribuigdo aproximada-
mente igual a distribuicdo N(0,1) em grandes amostras. Com relagdo a uma
funcao g(0), podemos considerar a varidvel aleatéria

(g ()

(5.4.2) Q(X,9(0)) =

que para amostras grandes é uma quantidade pivotal.

Exemplo 5.4.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Bernoulli(). Como o estimador de maxima verossimilhanca de 6 é § = X
e Ip(f) = 1/0(1 —0), de (5.4.1), temos que uma quantidade pivotal para 6 é
dada por

e

fa
3

-0

1-X

Q(X,0) = <~ N(0,1),

de modo que para valores grandes de n, um intervalo de confianca para 6 com
coeficiente de confianca aproximadamente v é dado por

Suponhamos agora, que seja de interesse a obtencao de um intervalo de
confianga para g(f) = 6(1 — 0). Como g (f) =1 —20 e Ir(0) = 1/6(1 — 0),
temos de (5.4.2) que uma quantidade pivotal para g() é dada por

0(1—0) —6(1—0)
/6(1—6)(1—20)2

de modo que um intervalo de confianga aproximado para g(6) = (1 —6) é dado
por

Q(X,G) = iN(Ovl)a

n n
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onde z, /o ¢é obtido na tabela da distribuicao N(0,1).

Exemplo 5.4.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ FExp(f) , com fungio densidade

f(x|0) =07, x>0, 6>0.

Como 151(9) =02ecf= 1/X, segue de (5.4.1) que uma quantidade pivotal
para 6 é dada por

Qx.8) = LE=0 2 o 1),

de modo que um intervalo de confianga com coeficiente de confianca aproximado
v=1—« é dado por

(5.4.3) = L. + !
X o2 nX. X o2 nX:

Considerando a amostra da Tabela 5.2, temos que para n = 10 o intervalo
(5.4.3) se reduz a (1,189;5,063) e para n = 20, temos o intervalo (1,405;3,599).
Notemos que o intervalo aproximado para € com n = 20 coincide com o intervalo
exato obtido no Exemplo 5.2.1.

5.5 Intervalos de Confianca Bayesianos

Sejam X1, ..., X, uma amostra aleatoria de tamanho n da variavel aleatéria
X com fungao densidade de probabilidade (ou fun¢ao de probabilidade) f(x|6).
Consideremos para 6 a fungio de densidade a priori 7(6). Portanto a fungao de
densidade a posteriori para 6, é, de acordo com (4.4.6), dada por

_ I @0 ()
"OX) = T T F @) @)

Definigao 5.5.1. Dizemos que [t1;t2] € um intervalo de confianca Bayesiano
para 0, com coeficiente de confianca v =1 — « se

t2
(5.5.1) / m(0|X)db = ~.
t1
Como no caso cldssico existem, em geral, infinitos intervalos [t1;t2] satis-
fazendo (5.5.1). Sempre que possivel, o comprimento do intervalo [t1;t2] deve
ser minimo. Nos casos em que a funcao de densidade a posteriori é simétrica,
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os intervalos simétricos sao em geral os de menor comprimento. O intervalo
Bayesiano de menor comprimento é usualmente conhecido como o intervalo
de densidade a posteriori maxima “highest posterior density (HPD) interval”.
Métodos computacionais sao em geral necessarios para a obtencao do intervalo
HPD.

Exemplo 5.5.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribui¢do N(u,1). Consideremos para p a distribui¢do a priori N(pog, 1).
Do Exemplo 4.4.3, temos que a distribuicao a posteriori de p dado X que
denotamos por p|X, é dada por

S Xi+p 1 )

X~N
wl ( n+l ‘n+1

Sendo v = 0,95, temos entao de (5.5.1) e da tabela da distribuicao N(0, 1) que
[t1;t2] deve ser escolhido de modo que

21;1 Xitro Z:L:l Xit+po
fh— =5 g— bp — =g —
1,96 ¢ ———nFL  _ 1 96,

[ - [
n+1 n+1
ou seja,
T X, 1 T X, 1
tl:w_l,% —— e tgzw—i—lﬁﬁ _
n+1 n+1 n+1 n+1

logo o intervalo Bayesiano de menor comprimento (HPD) para p com coeficiente
de confianca v = 0,95 é dado por

X; X; 1
Yim Xitpo 961/~ Z@ 1 +”° 41,96/ ——
n+1 n+1

Exemplo 5.5.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ U(0,0). Consideremos para 6 a priori com densidade
(Pareto)

ba®
7T(9) = WI(G’OO)(G)
Do Exercicio 4.10, temos que a densidade a posteriori de § dado X1,..., X, é
dada por
(n + b) (maa(a, X))+
(5.5.2) h(6|X) = e O Timas(a, X )00 (6)-

Entao, temos de (5.5.1) que o intervalo Bayesiano “simétrico” para 6, com
coeficiente de confianca v = 1 — a é obtido pela solucao das equagoes
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gn+o+1 do = 9

/tl (n + b)maz(a, X(,))"*° o«

maz(a,X(n))

g = =,

/°° (n + bymaz(a, X (,))" " o
t Hrn+b+1 2

o que leva a

b maz(a, X)) . max(a, X))
T (1= a/2)i/nt 2= (a/2) /"

de modo que o intervalo Bayesiano simétrico para #, com coeficiente de con-
fianca vy = 1 — «, é dado por

(5.5.3)

max(a, X)) maz(a, X))
(1 _ a/2)1/n+b’ Oé/21/n-i-b

Desde que a densidade a posteriori (5.5.2) nao é simétrica, temos que o intervalo
(5.5.3) ndo é o HPD que nesse caso deve ser obtido numericamente.

5.6 Exercicios

5.1. Verifique a validade da expressao (5.1.1).

5.2. Considere o Exemplo 5.2.1. Mostre que a distribuicao da quantidade pi-
votal

Q(X,0) =20 zn: X;

=1

¢ quiquadrado com 2n graus de liberdade com densidade dada por (5.2.4).

5.3. Considere o Exemplo 5.2.2. Mostre que a distibui¢ao de Q(X, 0) = X(,,y/0
é dada por (5.2.9). Considere o intervalo

X(n)

Encontre seu coeficiente de confianca, compare seu comprimento com o do
intervalo obtido no Exemplo 5.2.2, e mostre que o intervalo (5.6.1) é o de menor
comprimento dentre todos os intervalos com coeficiente de confianga v = 1 — .

5.4. Seja X uma tunica observacao da densidade

f(x|0) =021 0<z<1, 6>0.
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(i) Mostre que —flog X é uma quantidade pivotal e use-a para construir um
intervalo de confianga para 6 com coeficiente de confianga v =1 — a.

(ii) Seja Y = (—log X)~'. Encontre o coeficiente de confianga associado ao
intervalo (Y/2,Y).

5.5. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
N(6,0). Sugira uma quantidade pivotal para construir um intervalo de con-
fianca para 6 com v =1 — a.

5.6. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria X com
funcao de densidade de probabilidade dada por

f(@l0) = Lio-1/2,011/2) ().

Seja [X(1); X(»)] um intervalo de confianca para . Calcule seu coeficiente de
confianca. Mostre que o resultado vale para qualquer distribuicao simétrica em
torno de 6.

5.7. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatéoria X com
funcao densidade de probabilidade dada por

f(x|0) =67, 2>0, 6>0.

Encontre intervalos de confian¢a para E(X) e Var(X) com coeficientes de
confianca v =1 — a.

5.8. Sejam X7, X5 uma amostra aleatéria de tamanho 2 da distribuicao N (u, 1).
Seja Y7 < Y5 a amostra ordenada correspondente.

(i) Encontre o coeficiente de confianca associado ao intervalo (Y1, Y2).

(ii) Considere o intervalo de confianca para p baseado na quantidade pivotal
X —p, onde X = (X1+X2)/2. Compare o comprimento esperado deste intervalo
com o comprimento esperado do intervalo em (i) usando o mesmo +.

5.9. Sejam X1, ..., X,,+1, uma amostra aleatéria de tamanho n+1 (n > 1) da
distribuigdo N (u,0?), onde p e 0% sdo desconhecidos.
(i) Encontre ¢ tal que
C(Y — Xnt1)
S

~ tn—l;

onde

(ii) Se n = 8, encontre k de modo que

P[X — kS < X9 < X +kS]=0,80.
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5.10. Sejam Xji,...,X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
Exp(61) e Y1,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria Y ~ Exp(62).
Assumindo que as duas amostras sao independentes,

(i) obtenha uma quantidade pivotal para construir um intervalo de confianga
para 61 /6.

(ii) Suponha que ;7 = 1,5 e 2 = 2,0. Simule uma amostra aleatéria com
n = 10 da varidvel Xe com m = 15 da varidvel aleatéria Y. Como fica o seu
intervalo obtido a partir da quantidade pivotal encontrada em (i)?

5.11. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigao
Poisson(6), com priori
@) =e? 0>0.

Construa um intervalo de confianga Bayesiano simétrico para 6 com v = 0, 95.
Sen=10e > ; X; = 18, como fica o intervalo?

5.12. Considere o Exercicio 4.9. Obtenha um intervalo de confianga Bayesiano
para 6 com coeficiente de confianga v = 0,95. Como fica seu intervalo se x = 47

5.13. Considere o Exercicio 4.12. Construa um intervalo de confianca para 6
com coeficiente de confianca v = 1 — «, sendo r = A = 2. Considere § = 2 e
simule uma amostra de X com n = 10. Como fica o intervalo com v = 0,957

5.14. Usando a amostra de tamanho n = 20 no Exemplo 3.1.6, construa um
intervalo aproximado para 6, onde f(z|f) é dada em (3.1.8).






6. Testes de Hipoteses

Neste capitulo apresentamos a teoria de testes de hipdteses em um nivel bas-
tante introdutério. Testes 6timos, como os testes mais poderosos para hipdtese
nula simples contra alternativa simples e testes uniformemente mais poderosos
para hipdteses compostas, sao obtidos utilizando o conhecido Lema de Neyman-
Pearson. Situagoes mais complexas, como o caso de hipoteses bilaterais, sao
tratadas utilizando-se a estatistica da razao de verossimilhancas generalizada
que, apesar de nao apresentar propriedades étimas, tem um comportamento
bastante satisfatério.

6.1 Idéias Basicas

Em muitas situagoes temos interesse em tomar a decisao de aceitar ou rejeitar
determinada afirmagao baseando-se em um conjunto de evidéncias. Um exem-
plo comum € o caso em que um individuo estd sendo julgado por determinado
delito. Com base nas evidéncias (testemunhas, fatos, etc.), o juri terd que de-
cidir pela culpa ou inocéncia do individuo. Podemos, entao, concluir que o juri
formula duas hipéteses: “Hy : o individuo é inocente” e a alternativa “Hj : o
individuo é culpado”. Com base nas evidéncias apresentadas, o juri terd que
se decidir por Hy ou por Hy. Ao tomar, por exemplo, a decisdo de aceitar H;
(entdo rejeitar Hp) como verdadeira, o juri pode estar cometendo um erro, pois,
apesar das evidéncias, o individuo pode ser inocente. O mesmo pode acontecer
com relacao a aceitagao da hipétese Hy como verdadeira. Nesse caso, o juri
estaria considerando como inocente um individuo culpado.

Um problema mais préximo da drea de atuagao da estatistica (apesar de que
muita estatistica tem sido utilizada em problemas juridicos), é o problema de se
decidir sobre a eficiéncia ou nao de certa vacina utilizada no combate & determi-
nada doenca. Os pesquisadores formulam entao as hipdteses “Hj : a vacina nao
é eficiente” e “Hi: a vacina é eficiente”. Nesse caso, um experimento é plane-
jado, envolvendo um grupo possivelmente grande de individuos em que uma
parte (escolhida ao acaso) recebe a vacina e o restante recebe uma substéncia
inéqua. Com base nos resultados desse experimento, os pesquisadores terao
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entao que se decidir por Hy ou H;. Novamente, nao estda descartada a possi-
bilidade de que erros sejam cometidos ao se considerar, por exemplo, a vacina
eficiente (Hp falsa) quando, na verdade, ela ndao o é (Hy é verdadeira), o que
seria bastante prejudicial a populagao. O estatistico envolvido na pesquisa deve
procurar utilizar técnicas que tornem minima a probabilidade de se cometer
erros.

6.2 Formulagao Estatistica

Nesta secao os principios basicos da teoria sao especificados. Formalizamos a
seguir a nogao de hipdtese estatistica.

Definicao 6.2.1. Chamamos de hipdtese estatistica qualquer afirmacao acerca
da distribuicao de probabilidades de uma ou mais varidveis aleatorias.

Denotamos por Hy (hipdtese nula) a hip6tese de interesse. Caso Hy seja re-
jeitada, aceitamos como verdadeira a hipotese alternativa H;. Sendo a varidvel
aleatéria X distribuida de acordo com a funcdo de densidade (ou de probabi-
lidade) f(x]0), com 6 € O, dizemos que a distribui¢do de X estd totalmente
especificada quando conhecemos f(z|0) e 6. A distribuicdo de X serd dita estar
parcialmente especificada quando conhecemos a fungao de densidade (ou de
probabilidade) f(z|0), mas nao 6. Associados as hipéteses Hy e Hy, definimos
os conjuntos Oy e O1, ou seja, Hy afirma que 6 € Oy (notagao: Hy : 0 € Op) e
H; afirma que 6 € ©; (notagdo: Hy : 0 € ©1). No caso em que Oy = {6y} dize-
mos que Hy é simples. Caso contréario, dizemos que Hy é composta. O mesmo
vale para a hipdtese alternativa Hi.

Definicao 6.2.2. Chamamos de teste de uma hipdtese estatistica a func¢ao
de decisao d : X — {ap,a1}, em que ag corresponde & agdo de considerar a
hipétese Hy como verdadeira e ay corresponde a acdo de considerar a hipdtese
Hy como verdadeira.

Na definicao acima, X denota o espago amostral associado a amostra
X1,...,X,. A fungao de decisao d divide o espaco amostral X em dois conjun-
tos

Ao ={(z1,...,2,) € X;d(x1,...,20) = ag}

Ay ={(x1,...,2pn) € X;d(x1,...,2,) = a1},

onde AyUA; =X e AgNA; = 0. Como em Ag temos os pontos amostrais
x = (21,...,Z,) que levam & aceitacdo de Hy, vamos chamar A de regido de
aceitagao e, por analogia, A de regiao de rejeicao de Hy, também chamada de
regiao critica.
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Exemplo 6.2.1. Uma caixa contém duas moedas. Uma apresenta cara com
probabilidade p = 0,5 (equilibrada) e a outra apresenta cara com probabili-
dade p = 0,6. Uma moeda é escolhida aleatoriamente e langada trés vezes.
Suponhamos que as hipéteses de interesse sdao Hy : p = 0,5 e Hy : p = 0,6.
Seja X; a varidvel de Bernoulli que assume o valor 1 se ocorre cara no i-ésimo
lancamento e 0 caso contrario, ¢« = 1,2, 3. Nesse caso,

X = {(0’ 07 0)’ (17 0’ 0)7 (0’ 17 0)’ (07 0’ 1)7 (0’ 17 1)7 (1) 07 1)7 (1) 1) 0)7 (1) 1) 1)}
Podemos considerar, por exemplo, a regiao critica
Ay = {(z1, 22, 23); 21 + 22 + 13 > 2},

de modo que
Ay ={(x1,22,23); 1 + 22 + 23 < 2}.
Notemos que AgUA; =X e AgNA; =0.
No caso em que Hy : 0 = 6y (simples) e Hy : § = 07 (simples), considerando

a fungao de perda [(0,d) = 0 ou 1, se a decisdo correta ou incorreta, respecti-
vamente, é tomada, a funcao de risco é, entao, dada por

R(6y,d) = E[l(6y,d)] = 0.P[X € Ao|fo] + 1.P[X € A|0]
= P[X € A1|6p] = a = Py, [Rejeitar Hy)
e
R(6y,d) = E[l(61,d)] = 0.P[X € Ay|0] + 1.P[X € Ao|0]

= P[X € A¢|61] = B = Py, [aceitar Hy).

Os riscos a e B sao conhecidos na literatura como probabilidades dos erros
dos tipos I e II, respectivamente. Mais precisamente, o erro do tipo I ocorre
quando rejeitamos Hy, sendo Hy verdadeira, enquanto que o erro do tipo II
ocorre quando aceitamos Hy, sendo Hy falsa. A situacdo descrita acima estd
ilustrada na Tabela 6.1 dada abaixo.

Tabela 6.1. Tipos de erros em testes de hipbteses

Decisao Hy é verdadeira Hy é falsa
Aceitar Hy | Decisao correta | Erro do tipo II
Rejeitar Hy | Erro do tipo I | Decisao correta

Definigao 6.2.3. O poder do teste com regiao critica Ay para testar Hy : 0 = g
contra Hy : 0 = 0, ¢ dado por
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(621) 7T(91) = ]DH1 [X S Al] = P[X S A1|91]

Notemos de (6.2.1) que 7(f1) = 1 — 3, onde 3 é a probabilidade de se cometer
o erro do tipo II.

Exemplo 6.2.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribuicao da varidvel aleatéria X ~ N(u,1). Consideremos as hip6teses Hy :
uw=0e Hy:pu=1. Consideremos o teste com regiao critica A; = {x;T > ¢},
onde, como nos capitulos anteriores, T = (x1 + ... + 2,,)/n. Suponhamos que
n = 16 e que temos interesse em fixar « = 0,05. Entao, para determinar c,
temos que resolver a equagao a = P, [X > c], ou seja,

0,05 = Py, [X > ] = P[Z > ey/n,

onde Z = X\/n ~ N(0,1). Entdo, ¢c\/n = 1,64, pois na distribuicdo N(0,1), o
valor 1,64 é o percentil 95%. Logo ¢ = 0,41, de modo que A; = {x,T > 0,41}.

6.3 Hipd6tese Nula Simples contra Alternativa Simples.
Testes Mais Poderosos

Nesta secao, fixada a probabilidade do erro do tipo I, o, também conhecida
como nivel do teste, procuramos a regiao critica Aj que tenha a menor pro-
babilidade de erro do tipo II, ou seja, maior poder dentre todos os testes com
nivel menor ou igual a a. Enfatizamos que, no caso discreto,

a(Ar) = Py [X € Ai] = > f(xlf) e B(A1)= Y f(x|6r),

x€EA; x€EAo
onde Ay = A, conforme enfatizado anteriormente.

Exemplo 6.3.1. Consideremos o problema de se testar Hy : 0 = 0y versus H; :
f# = 61, com uma Unica observagao da varidvel aleatoria X, com distribuigao
de probabilidade dada na Tabela 6.2 abaixo.

Tabela 6.2. Fungao de probabilidade da varidvel aleatoria
X sob H() € H1

X 0] 1] 2] 3] 4715
F(x]60) [0,02]0,037]0,05 [ 0,05 | 0,35 | 0,50
f(x]61) 0,04 0,05 | 0,08 0,12 |0,41 | 0,30

Notemos que as possiveis regides criticas A; de nivel (A1) = 0,05 com os
respectivos 3 = B(A;) sdo dadas na Tabela 6.3 abaixo.
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Tabela 6.3. Regides criticas A; com nivel a(A1) = 0,05

A1 « AO ﬁ
0,11[0,05] {2,3,4,5} |0,91
{2} 10,05]|40,1,3,4,5}| 0,92
{3} 10,05]{0,1,2,4,5} | 0,88

Portanto, dentre todas as regioes criticas de nivel « = 0,05, a mais poderosa
(menor ) é dada por A; = {3}.

O resultado que segue apresenta o teste que minimiza uma combinagao
linear dos erros, do tipo aa 4+ b3, com a e b conhecidos.

Lema 6.3.1. Consideremos o teste com regiao critica

Ll(X) a
Al =<{x; > -
1 { ’LO(X) = )
onde a e b sao especificados e b > 0. Entao, para qualquer outro teste com
regido critica Ay, temos que

ac(A7) +b8(AT]) < aa(A;) +06(Ay),

onde

n n

(6.3.1) Li(x) =[] f(zil61) e Lo(x) =[] f(xil6o)-

i=1 i=1

Prova. Conforme visto acima, para qualquer teste com regiao critica A1, temos
que

a(A) =) fxlfo) e B(A)= ) f(xI6),

XEA, XEAo

para uma variavel aleatéria X discreta. Entao,

ac(Ay) +bB(A1) =a Y f(x|60)+b Y f(x]61)

xEA1 x€Ao
=a Y f(xlfo) + (1 3 f(X|91)> =b+ > [af(xlfo) — bF (x|6n))
xXEA; xEA, xEA,

Portanto a soma aa(A1) + bB(A1) serd minima quando a regido critica incluir
somente os pontos amostrais x tais que af(x|6p) —bf(x]61) < 0, ou seja, quando

Fxloy) _ Lix) S a

f(x[60)  Lo(x) — b’
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o que conclui a prova.

Para o caso em que X é uma varidvel aleatéria continua, a demostracao é
analoga, bastando substituir as somas por integrais correspondentes.

Exemplo 6.3.2. Consideremos o Exemplo 6.3.1 novamente. Temos que o teste
com «+ 3 (a = b= 1) minimo tem regido critica dada por AT = {0,1,2,3,4},
de modo que o =0,5e 3 =0,3 sendo a + § = 0, 80.

O resultado que apresentamos a seguir considera o teste mais poderoso
(M.P.) de nivel « para testar Hy : 8 = 6y contra Hy : 0 = 6.

Lema 6.3.2. (Lema de Neyman-Pearson) Consideremos o teste com regigo
critica

(6.3.2) A = {x; E;Ez; > k}

em que Lo(x) e Li(x) sio dados em (6.3.1). Entdo A% €é a melhor regido
critica de nivel « = a(AY) para testar Hy : 0 = 0y contra Hy : 0 = 61, isto é,
B(AT) < B(A1) para qualquer outro teste Ay com a(Aq) < .

Prova. Do Lema 6.3.1, temos que
(6.3.3) ka(A]) + B(A]) < ka(A) + A(A1),

para qualquer outra regido critica A;. Como a(A;) < a(A}), a desigualdade
(6.3.3) implica que B(A7) < 5(A1), o que conclui a prova.

O teste com regiao critica (6.3.2) é também conhecido como teste da razao
de verossimilhangas. Calculando a func¢ao de verossimilhanca dada em (3.1.1)
sob Hy (Lo(x)) e sob Hy (L1(x)), o teste mais poderoso rejeita Hy quando
Ly(x)/Lo(x) > k, ou seja, quando a evidéncia em favor de H; (expressa por
L;(x)) é maior que a evidéncia em favor de Hy (expressa por Lg(x)). Portanto,
a seguir, quando nos referimos ao teste M.P., nos referimos a regiao critica A7j.

Exemplo 6.3.3. Sejam X;,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribuicao de X ~ N(u,1). O objetivo é encontrar o teste M.P. para testar
Hy : =0 contra Hy : p = 1. Nesse caso, a funcao de verossimilhanga é dada

por
1 \" n (wi—w?
Lipx)=| — efzmle,

i) = (=)

de modo que o teste M.P. rejeita Hy quando

()" e T2

Ly(x) _ Vo Sk

Lo(x) (\/%)"e—zz;le/g Z R,
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ou seja, quando
E " _n
elui=1TiT2 >k,

que é equivalente a rejeitar Hy quando Z?zl x; > logk +n/2 = c. Portanto a
regiao critica do teste M.P. é dada por

(6.3.4) Al = {x, le > c} .
i=1

Dado a = 0,05, por exemplo, ¢ é tal que

i=1

0,05 = Py,

Como, sob Hy, Y1 ; X; ~ N(0,n), temos que ¢ = 1,64/n. Sendo n = 9, temos
que ¢ = 4,92, de modo que, de (6.3.4),

(6.3.5) Al = {x; > wi>4, 92} :
i=1
Associada & regiao critica (6.3.5), temos que

S Xi—n - 4,92 —n
vn N

ecomon =9, = P[Z < —%} = 0,09, onde Z ~ N(0,1). O poder do
teste é, entdo, dado por (1) =1 — 8 =0,91. Sendo as hipSteses de interesse
Ho:p=poe H : = p1 > po, o teste M.P. tem regiao critica dada por
(6.3.4) com ¢ dado por

B = Pp,

ZH:XZ-<4,92

i=1

le[

c=1,64/n + nuo.

Exemplo 6.3.4. Sejam X,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
varidvel aleatéria X ~ N(u,0?), onde u é conhecido. Queremos o teste M.P.
para testar Hy : 02 = 02 contra H; : 0% = 0?(> 03). De acordo com o Lema
6.3.2, temos que o teste M.P. rejeita Hy quando

)2

n.o_ n (x;—p
1 > e Zq,:l 202

1

= n c— )2
LO(X) 1 " ei Zq,:l (x;aé)
4/ 27ra§

que é equivalente a
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& log(k(Z+)")
)2 _ OV Yool 7
Z(xl 2 21(1 1)70'
= 2\~
Entao, a regiao critica do teste M.P. é dada por
(6.3.6) Al = {x; > (@i —p)? = c} .
i=1

Fixando «, temos que o valor de ¢ em (6.3.6) é dado pela solucdo da equagao

0= Py S - 2o =P | EIE S 5,
i=1 i=1 0 0
Mas, sob Hy,
(X — p)? ~ 2
i=1 i .

entao, sendo a = 0,05, n =10 e 08 = §, temos

0,05 =P [x}y > ]

onde x3, é a varidvel aleatéria com distribuigao quiquadrado com 10 graus de
liberdade. Portanto temos que a regiao critica é dada por

10
(6.3.7) Af = {X;Z(l‘i —p)?> 146,456}.

=1

Nesse caso, sendo o7 = 10,0 temos que

10
8 =Py X; — p)? < 146,456 | = P [x3, < 14,646] = 0, 85,
1 10
=1
pois, sob Hq,

10
3 (Xi —p)? 5
, 10 X10-

Assim, associado & regido critica (6.3.7) temos o poder 7(0?) =1 — 3 =0, 15.

Exemplo 6.3.5. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribui¢do da varidvel aleatdéria X com distribuicdo Bernoulli(f). Conside-
remos o problema de testar Hy : § = 0y contra Hy : § = 61 (61 > 6). De
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acordo com o Lema de Neyman-Pearson e a funcao de verossimilhanga dada
em (3.1.1), a regido critica do teste M.P. rejeita Hy quando

elzizl THL = 0y)" 2
902:"':1 o (]. — 90)”72:’;1 Ti

> k,

que pode ser escrita como

n

(s = (5"

que se reduz a

R =
Zzi - 1 91(1790) =¢
i=1 Og[ao(l_gl)]

Portanto a regiao critica do teste M.P. é dada por

Al = {x;ixi > c}.
i=1

Sob Hy, Y1 | X; ~ Binomial(n, ), entao sendo a = 0,055, 8y = 0,5, 6, =
0,6 e n = 10, temos que

a:PHO

zn:XiZC]a

i=1

leva a regiao critica

10
(6.3.8) Ar = {x; > owi> 8} :
1=1

Assim, associada a regido critica A} em (6.3.8), temos que

10

ZXi < 7] =0, 833.

i=1

B8 = Py,

Portanto o poder associado a regiao critica (6.3.8) é dado por 7(0,6) = 1 —
0,833 = 0,167. Sendo n grande (maior que 20, pelo menos), podemos usar a
aproximacgao normal, ou seja,

2ie1 Xi —nf

W01 _0) N, D).
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Dado «, podemos obter o valor de ¢ na regiao critica (6.3.8), como solugao da
equacao

a=P

7> c—nby 17

o \/Tl@@(l — 90)

onde Z ~ N(0,1).

Definimos a seguir nivel descritivo que esta associado ao valor efetivamente
observado da estatistica do teste.

Definigao 6.3.1. Consideramos como nivel descritivo, que denotamos por &,
como o menor nivel de significancia o para o qual a hipdtese nula Hy seria
rejeitada.

Notemos que, se a > &, rejeitamos Hy e, se a < &, nao rejeitamos Hy, onde
«a é o nivel de significancia adotado.

Exemplo 6.3.6. Consideremos novamente o Exemplo 6.3.3 e suponhamos que
para uma amostra de n = 9 observacgoes, T = 0, 68. Portanto

& = Py,[X > 0,68 = P[Z >2,04] = 0,02,

onde Z ~ N(0,1). Nesse caso, tomando « = 0,05, rejeitamos Hy : = 0.

6.4 Testes Uniformemente Mais Poderosos

Na secao anterior consideramos testes étimos (M.P.) para testar hip6teses nu-
las simples contra alternativas simples. Nesta secao generalizamos os resultados
da Segao 6.3 para o caso de hip6teses mais complexas. A Secao 6.4.1 apresenta
testes 6timos para o caso em que temos hipétese nula simples e alternativas com-
postas. Na Secao 6.4.2, discutimos brevemente o caso em que as duas hipoteses
sao compostas.

6.4.1 Hipdtese nula simples contra alternativa composta

Consideremos que as hipéteses de interesse sao Hy : 8 = 6y contra Hy : 6 € O1.

Definicao 6.4.1. Um teste A} é dito ser uniformemente mais poderoso
(U.M.P.) para testar Hy : 6 = 6y contra Hy : 6 € ©1, se ele é M.P. de
niel o para testar Hy : 0 = 0y contra Hy : 0 = 61, qualquer que seja 61 € O1.

De acordo com a Definigao 6.4.1, a regiao critica A] nao pode depender
particularmente de #,, para qualquer 6, € ©1.
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Exemplo 6.4.1. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribui¢ao N (u, 1). Consideremos as hipéteses Hy : = 0 contra Hy : u > 0.
Neste caso, ©1 = {u;u > 0}. Para testar Hy : p = 0 contra Hy : = pg > 0,
temos do Exemplo 6.3.3 que o teste M.P. tem regido critica dada por A} =
{x; 3", x; > c}. Como A} ndo depende do particular py especificado acima,
segue da Definicao 6.4.1 que Aj é a regiao critica do teste U.M.P. para testar
Hy: p=0 contra Hy : p > 0.

Exemplo 6.4.2. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribuicao Bernoulli(8). Consideremos as hipéteses Hy : 8 = 0,5 contra
H, : 0 <0,5. Para testar Hy : § = 0,5 contra H; : 8 = 61 < 0,5, temos que o
teste MLP. tem regiao critica dada por Af = {x,Y ;" ; x; < c¢}. Como A} néo
depende do particular valor de ; especificado em Hj, temos que A} ¢ a regiao
critica do teste U.M.P. para testar Hy : § = 0,5 contra Hy : § < 0, 5.

Exemplo 6.4.3. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,1). Consideremos as hipdteses Hy : p = 0 contra Hy : u # 0.
Para testar Hy : © = 0 contra H; : p = 1, o teste M.P. é dado por A} =
{x, 22;1 x; > c}. Por outro lado, para testar Hy : p = 0 contra Hy : p = —1,
o teste M.P. tem regido critica dada por A7 = {x;> ., z; < c¢}. Portanto a
regiao critica do teste M.P. depende do particular valor de p; escolhido para
Hjy, ou seja, a regiao critica nao é tnica. Portanto nao existe teste U.M.P. para
testar Hy : p = 0 contra Hy : p # 0.

Definigao 6.4.2. A fun¢io de poder w(0) com regigo critica A} para testar
Hy : 0 =0 contra Hy : § € ©1 € dada por

w(0) = Py[X € A]],
ou seja, € a probabilidade de rejeitar Hy para 0 € ©. Notemos que 7(6y) = a.

Exemplo 6.4.4. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da
distribuicao N(p,1). Consideremos o problema de testar Hy : u = 0 contra
H; : p > 0. Conforme visto no Exemplo 6.4.1, a regiao critica do teste U.M.P.
é dada por A} = {x,> 1", x; > c}. Sendo n = 9 e a = 0,05, temos, como
no Exemplo 6.3.3, que ¢ = 1,64v/9 = 4,92, de modo que AT = {x; Z?zl T; >
4,92}. A fungdo de poder é, entdo, dada por

9
4,92 —
ZXi24,92] :1-@(%),

i=1

(641)  w(u)=P,

onde &(.) denota a funcado de distribuigdo acumulada da distribuigdo N (0, 1).
Entao,
7(0,3) =1—¢(0,74) =1—-0,77 =0,23.
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De modo similar, 7(0,5) = 1 — ¢(0,14) = 0,44 e w(1,0) = 0,91 e 7(0,0) =
0,05 = a.. Graficamente, temos a Figura 6.1 que representa a funcao poder do
teste.

Figura 6.1. Fun¢ao poder dada em (6.4.1)

ey

0517

0 05 1 u

6.4.2 Hipdteses compostas

Nesta secao consideramos brevemente testes U.M.P. para situacoes onde as
hipéteses nula e alternativa sao compostas. Mais especificamente, consideramos
o problema de se testar as hipoteses Hy : § € Oy contra H; : 8 € ©1. O
resultado apresentado a seguir estabelece condicoes para que se tenha o teste
U.M.P. para testar as hipoteses compostas acima. A demonstragao pode ser
vista em De Groot (1975).

Teorema 6.4.1. No caso em que Xi,...,X, sequem uma distribuicdo da
famidlia exponencial (Secao 2.4), temos que o teste U.M.P. para testar Hy :
0 = 0y contra Hy : 0 > 0y € também U.M.P. para testar Hy : 0 < 6y contra
Hy:0>0y. Também o teste U.M.P. para testar Hy : 0 = 60y contra Hy : 0 < 0y
€ U.M.P. para testar Hy : 0 > 0y contra Hy : 0 < 0.

Exemplo 6.4.5. Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da
variavel aleatéria X ~ N(u,1). De acordo com o Teorema 6.4.1, temos do
Exemplo 6.4.1 que o teste U.M.P. para testar Hy : p < 0 contra Hy : 4 > 0
tem regido critica dada por A} = {x; 3", x; > c}.

Exemplo 6.4.6. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Bernoulli(). De acordo com o Teorema 6.4.1 e Exemplo 6.4.2, segue que
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o teste U.M.P. para testar Hy : 8 > 0,5 contra H; : § < 0,5 é dada por

T={x > @ <c}

A funcdo de poder do teste U.M.P., nesta situagdo mais geral, é também
como na Defini¢do 6.4.2, ou seja, m(0) = Py[X € Aj], 0 € 6.

6.5 Testes da Razao de Verossimilhancas Generalizada

Na Secgao 6.4 vimos que os testes UMP existem apenas em situagoes especiais.
Essas situagoes compreendem o caso das familias exponenciais unidimensionais.
Vimos também que, em geral, nao existem testes UMP para testar Hy : 6 = 6
versus Hi : 6 # 6y. Também nao existe teste UMP na maioria dos casos em que
a distribuicao envolve mais de um parametro desconhecido como, por exemplo,
a N(u,0%) com u e o desconhecidos. Um procedimento que produz testes
razoaveis e que pode ser utilizado em muitos casos, sem muita dificuldade, é o
Teste da Razdo de Verossimilhangas Generalizada (TRVG).

Consideremos uma situacao bastante geral onde as hipdteses de interesse
sao

Hy:0€ 60y versus H;:0€ 6,

Ond69:90U91,90ﬂ91:®, 90%@6917&@.

O TRVG pode ser definido como o teste com regido critica dada por (ver
Bickel e Doksum(1976))

- {x; suppeco, L(0;x) > c}.
suppeo, L(0;x)

Podemos notar que, quando as hip6teses sdo simples, ou seja, Oy = {6y} e
01 = {61}, o TRVG coincide com o LNP dado em (6.3.2).

Como
suppcoL(0;%) — as {1 suppeo, L(0;x) }
supgeo, L(0;x) " suppeo, L(0;%) |’

por facilidades computacionais o TRVG pode também ser definido como

; supgee, L(0;x) }
6.5.1 = dx:A(x) = S4Poc0TX) |
(65.1) : { (x) = oo

Observemos que 0 < A\(x) < 1, pois o numerador é o supremo com relagéo a 6
pertencente a um subconjunto de @ (6 € ©), enquanto que o denominador é
o supremo sobre todo conjunto @. Se a hipétese Hy for verdadeira, esperamos
que A(x) esteja “préoximo” de 1, e se a hipdtese Hy for falsa, esperamos que o
denominador seja grande em relagdo ao numerador, e, portanto, A(x) deve ser
“préximo” de zero.
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Para determinar ¢ em (6.5.1) temos que resolver a equagao
a = supgeo, P(A\X) < ¢).

Para isso, precisamos da distribuigdo da estatistica A(X) que, em geral, ndo é
simples de ser obtida, ou, entao, podemos encontrar uma funcao h estritamente
crescente no dominio de A(x) tal que h(A(X)) tenha uma forma simples e uma
distribuicao conhecida e tabelada sob a hipétese Hy.

Para implementagao do TRVG, os seguintes passos devem ser seguidos:

1) obter o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) 0 de 0;

2) obter o EMV 0o de 6, quando 6 € Oy;

3) calcular A\(X) = %;

4) encontrar a funcdo h;

5) obter ¢, resolvendo a equacdo o = P, (h(A(X)) < ¢).

A seguir apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 6.5.1. Consideremos o Exemplo 6.3.3 novamente, mas agora o in-
teresse ¢ testar Ho : p = po versus Hy : p # po. Conforme vimos no Exemplo
6.4.3 nao existe teste UMP nesse caso. Pelo Exemplo 3.1.1, temos que o EMV
de p1 é dado por i = X. Como a hipétese Hy s6 especifica um tinico valor para
i, o numerador de A(x) em (6.5.1) é L(uo;x) de modo que

—n/2 . —1 (zi—p )2
Ax) = D% ng l—; Y SR S |
(27T)7n/2675 Ti—T

Podemos simplificar A(x) usando o fato de que
(6.5.2) Z(I’ — po)* = Z(% —Z)2 4+ n(T — o)
De (6.5.1) temos que o TRVG rejeita Hy quando

e o= <

que é equivalente a rejeitar Hy quando

[T — po| > +/—2loge/n.

Portanto a regiao critica do TRVG é dada por

A7 = {x;V/n|T — po| > a}.
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Fixado a, obtemos a de forma que
o = Pray (VAIX = o] = a)

Como sob Hy, /n(X — ug) ~ N(0,1), temos que a = Zq/2- Sendo a = 0,05
temos que A} = {x;v/n|T — po| > 1,96}. Considerando pg = 0, n = 9,
St @ = 3,4, ndo rejeitamos Hy pois V9[3,4/9 — 0] < 1,96. Nesse caso,
a funcao de poder do teste é

m(1) = Pu(vn|X| > 1,96) = 1— P(~1,96 — Vo < V(X — 1) < 1,96 —v/np)
=1-[(1,96 — vnu) — ¢(~1,96 — Vnp)),

pois temos que /n(X — p) ~ N(0,1) quando p é o verdadeiro valor do
parametro. A Figura 6.2 apresenta o grafico dessa fungao poder para os da-
dos acima. Notemos que 7(0) = 1 — P(-1,96 < Z < 1,96) = 0,05, onde
Z ~ N(0,1). De maneira similar, 7(0,3) = 7(—0,3) = 0,15, e assim por di-
ante.

Figura 6.2. Fungao poder

(1)

0.51

Exemplo 6.5.2. Sejam X1, ..., X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria
X ~ N(u,0?%) com e o? desconhecidos. O interesse é testar Hy : 1 = i versus
Hy : p# pp. Nesse caso,

Oy = {(N0702);02 > 0} e 6= {(u,JQ),foo <p< 00702 > 0}

De acordo com o Exemplo 3.4.1, 0 EMV de (1, 0%) em O é dado por 1 = X
e 62 = (X;—X)?/neem Oy é dado por fig = pg e 65 = > (X; — po)?/n.
Logo a estatistica do TRVG é dada por
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— L Y-

)\(X = (27T)_n/2(&(2))_n/2€ 263 Z(x o) _ (&Q)n/Q |
(2m)—n/2(§2)—n/2e 77 2 (=) >

Usando (6.5.2), temos que o TRVG rejeita Hy quando

n/2
1

n(T—po)?

1 + 2(337,_5)2

<c

que é equivalente a rejeitar Hy quando

M> c2/m —1)(n—1)
M_W '

Portanto a regiao critica do TRVG é dada por

A;{X;Mza}
S

onde s% = W Sob a hipétese Hy, w ~ t,_1 e, entao, dado
a = 0,05 e n = 9 obtemos, usando a tabela da distribuicao ¢ com 8 graus de
liberdade, a = 2,306. Se j1p = 0, T = 0,68 ¢ 5 = 1,2, entdo Y2E=#0) — 1 7 de
modo que nao rejeitamos Hy.

Exemplo 6.5.3. Consideremos novamente o Exemplo 6.5.2, mas sendo que o

interesse é testar Hy : 02 = 0 versus H; : 02 # o2. Nesse caso,

6o = {(1t,0%); —00 < p < 00,0% = o}

9:{(M,O'2),7OO<M<OO,O'2 >0}

Pelo Exemplo 3.4.1., 0 EMV de (p,0?) em © é dado por i = X e 62 =
Y (X; — X)?/n, enquanto que em O é dado por jig = X e 63 = o02. Logo, a
estatistica do TRVG ¢é dada por

-1 $i7§2
(2 2o 2 T (62)%“% S 4n/2

)‘(X) - 1 —2 |\ 2
(27)—"/2(52) /2" 557 > (@i-7)2 o8

Entao, temos que o TRVG rejeita Hy quando

e\ /2w ®?
(Do),
)

<ec.
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Notemos que se g(y) = y™/2e~¥/2, y > 0 entdo a funcio logg(y) (e também
g(y)) é crescente para y < n, atingindo o ponto de méximo em y = n e é
decrescente para y > n, logo g(y) < c¢ se e somente se y < ¢; ou y > ¢z com
g(c1) = g(ca). Portanto o TRVG é equivalente a rejeitar Hy quando

>(x —7)° (i — )

<c ou 5

) Z Co.
9% 90

2
Sob a hipdétese Hy, Z:()%X)
0

usando a tabela da distribuicdo quiquadrado com 8 graus de liberdade, ¢; =

2,180 e ca = 17,534 se considerarmos, como na Secao 5.2, probabilidades iguais
para as duas caudas.

~ X2 _, e, entdo, dado o = 0,05 e n = 9 obtemos,

Exemplo 6.5.4. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatéria da variaval aleatéria
X com funcao densidade de probabilidade dada por

em@=0 >0
0, <0

sty = {
onde —oo < 6 < 0co. A fungdo de verossimilhanca pode ser escrita como

efzz.ﬂrn&, 0 < (1)

L(6;%) = {
0, 0> T(1)

Suponhamos que o interesse seja testar Hy : 6 < 6y versus Hy : 8 > 6y onde 6y
é um valor especificado. Podemos verificar que L(6;x) é uma fungio crescente
em 6 no intervalo —oo < 6 < x(y). Logo, em ©, 0 EMV de 6 ¢ 6= X(1) e em
Oy é dado por 0= 0o se x(1y > b e 0= x(1) se ¥(1) < 6. Portanto a estatistica
do TRVG ¢ dada por

1, x) < 0o
A(x) = {e—n(ﬂ%n—@ﬂ), ) > 0

Portanto a regiao critica do TRVG pode ser escrita como

1
A1 = {x,x(l) 290—%}

Como mencionado anteriormente, a forma e a distribuicdo de A(X) po-
dem ser complicadas e nem sempre podemos encontrar uma fungao h com
distribuicao conhecida. O Teorema a seguir fornece a distribuicao assintética
da estatistica do TRVG, resolvendo esse problema pelo menos para o caso de
amostras grandes. A prova desse resultado envolve conhecimentos avancados
de probabilidade e pode ser encontrada em Sen e Singer (1993).
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Teorema 6.5.1. Sejam X, ..., X,, uma amostra aleatoria da varidvel aleatoria
X com fd.p. f(z|0). Sob as condicées de regularidade, se 8 € Oy, entao a
distribui¢ao da estatistica —2logA\(X) converge para a distribuicao quiquadrado
quando o tamanho da amostra n tende ao infinito. O numero de graus de
liberdade da distribuicao limite € a diferenca entre o numero de parametros
nao especificados em © e o numero de parametros nao especificados em Q.

Exemplo 6.5.5. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Poisson(#). O interesse ¢ testar Hy : 6 = 5 versus Hy : 0 # 5. Pelo
Exemplo 3.2.5 temos que o EMV de 6 é dado por 6 = X. Como a hipétese Hy
s6 especifica um tnico valor para 6, o numerador de A(x) em 6.5.1 é L(5,x) de
modo que

e=Bn52 T [Tz

x) = _ efn(57§) T Zzl
| = 5/7)

Pelo Teorema 6.5.1 temos que

—2log\(x) = =2 {—n(5 —7)+ inlog(5/5)} .

Portanto a regiao critica do TRVG é dada por
A ={-2[-n(5-7)+ Y _ wilogh/T] > c}

onde um valor aproximado para ¢ é obtido de modo que P(x? > ¢) = 0,05, que
requer a utilizacao da tabela da distribuicao quiquadrado.

A seguir apresentamos alguns exemplos onde o interesse é a comparacao de
duas populagoes.

Exemplo 6.5.6. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(ux,0?) e Yi,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria Y ~
N(py,0?). Suponhamos que as amostras sao independentes e que o interesse é
testar Hy : ux = py versus Hi : px # py. Nesse caso

60 = {(px, py,0%); pix = py = p, —00 < p < 00,0% > 0}
6 = {(MX7MY;O-2)5_OO <px <00, =00 < py < 00702 > 0}
Em © os EMVs sao dados por

,[LXZY ; ,[LY:?



6.5 Testes da Razao de Verossimilhangas Generalizada 109

s X - X)? 4 (Y — V)
n-—+m

)

enquanto que em @y sao dados por

ﬂ:Z&i;E(Eg:ZMrwW+Z@—mP
0 n+m 0 n+m .

Logo a estatistica do TRVG pode ser escrita como

(2m)~(n+m)/2 (52 )—<n+m>/2e_ﬁ{Z‘ﬁ“%—ﬂwﬁZ(ym—ﬂS)}

Ax,y) =
( y) (27-‘-)—(n+m)/2 (&2)_(n+m)/2€—%%{Z(wq,—i)z-i-Z(yq,—ﬂ)z}

52\ (n+m)/
-(Z)"

Usando (6.5.1), temos que o TRVG rejeita Hy quando

(n+m)/2
1 <
1+ PG mG=ji)? =¢
D@22+ (yi—Y)?
que é equivalente a rejeitar Hy quando
= _ 32 = _ £ \2
n(Z — fio) +2m(y o) o .
S
P
9 D @=E)+> (wi-)’
onde s; = P . Mas
— . m
Ho n+ m(ﬂﬁ Y)
. n _
) S _=
Y~ Ho n—i—m(y ),
portanto a regiao critica do TRVG é dada por
T —
AT = (XaY); Y <c ou 7y > Co
1,1 1,1
spy/ (5 + 70) spy/ (5 + 70)

Sob a hipétese Hy, _ XV

1 1
SP n

utilizando a tabela da distribnui(;éo t com n + m — 2 graus de liberdade.

~ tn+m—2. Os valores de c; e ¢y sao obtidos

Exemplo 6.5.7. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatoria da variavel aleatéria
X ~ N(px,0%) e Yq,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria Y ~



110 6. Testes de Hipdteses

N(uy,0%). Suponhamos que as amostras sdo independentes e que o interesse

é testar Hy : 0% = 0¥ versus Hy : 0% # o2. Nesse caso

Oo = {(ux, py,0%); —00 < pux, py < 00,02 > 0}

@:{(MX7MY7U§(')U%/)5_OO < px, phy <OO70-§( >O70-§2’ >O}

Em © os EMV's dos parametros sao dados por

/-AI’X:Y ; ﬂY:?

e — p—
0/\_2 — Z(X'L - X)2 0/\_2 —_ Z(}/l - Y)2
X n ) Y m
enquanto que em @ sao dados por
< - Xi =X+ 3w —Y)?
ix =X, Oy=Y, 62= 2 (X ! )
Hx 5 Ky P o n+m

Logo a estatistica do TRVG ¢é

(27) = (mHm)/2(52) = (ntm) /26~ 7z {20 (03 (v =77}
1 .72 1 _7)2

(2m62 )-n/2e 75 2 7y L)

_ (632 (65)m
(6—2)(n+m)/2 ’

Ax,y) =
52 \—m/2
(2m6%) e

de modo que rejeitamos Hy quando

> wi—9)*/(m—1)
Yo (@i—m)?/(n—-1) "
portanto a regiao critica do TRVG é dada por

onde F = Mas g(F) < ¢ se e somente se F' < ¢; ou F' > ca,

Al ={(xy);F<c ou F>ca}

Sob a hipétese Hy, F' ~ Fy,—1 -1 €, entao, dado a = 0,10, m =9 en = 8§,
obtemos usando a tabela da distribuicao F' com 8 e 7 graus de liberdade que
c1 =0,27e co =3,5.

Exemplo 6.5.8. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ Bernoulli(61) e Y1,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria



6.5 Testes da Razao de Verossimilhangas Generalizada 111

Y ~ Bernoulli(f2). Suponhamos que as amostras sdo independentes e que o
interesse é testar Hy : 01 = 05 versus Hy : 07 # 05. Nesse caso

Oy = {(01,02);61 = 02 = 0,0 < 0 < 1}

@:{(91,92);0<91 < 1,0<92 < 1}
Em © os EMV's sao dados por

él =X e ég = 7,
enquanto que em @y é dado por

6 — ZIH-Z%.

n-—+m

Logo

Como nao conseguimos explicitar a regiao critica através de uma estatistica
com distribuicao conhecida, entao pelo Teorema 6.5.1, temos que

—2log A(x,y) = _2( (Y i+ yi) log
+ (ern—in —Zyz) log(1 — 6)
— > wiloghy — (n— Y x;)log(1 — 6y)
=Y yiloghy — (m— > yi)log(l — ég))

tem distribuicao aproximadamente x?. Logo, quando —2log A\(x,y) > c rejeita-
mos Hy. Suponhamos que n = 400, > x; = 60, m = 225, > y; = 40. Assim,
6= 100/625 de modo que —2logA(x,y) = 0,82. Tomando o = 0, 05, temos que
c = 3,841, portanto nao rejeitamos Hy.

Exemplo 6.5.9. Consideramos neste exemplo uma extensao do modelo bino-
mial considerado no exemplo anterior. Suponhamos que os individuos em uma,
populagao podem ser de trés tipos, que rotulamos por tipos 1, 2 e 3. No caso
de preferéncia eleitoral, por exemplo, um individuo é do tipo 1 se ele for eleitor
do partido A; do tipo 2 se for eleitor do partido B e do tipo 3 se for eleitor
de um outro partido, que nao o A e ou o B. Suponhamos que a proporgao de
individuos do tipo i seja 0;, 1 = 1,2, 3, de modo que 61 + 03 + 03 = 1. Para uma
amostra de n individuos observados na populacao suponhamos que n; seja do
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tipo i, i = 1,2, 3, de modo que ny + ny + ng = n. A fungao de verossimilhanga
pode entao ser escrita como

(654) L(G,X) — 9?1932(1 o 91 o 92)n7n17n2’

onde x = (x1,...,Zy,), com x; representando o rétulo (1, 2 ou 3) do i-ésimo
individuo observado na amostra. Portanto, como no Exemplo 3.5.1, ny, no e n3
representam o nimero de elementos de {z1,...,2,} iguais a 1, 2 ou 3, respec-
tivamente. Derivando-se o logaritmo da verossimilhanca (6.5.4) com relagao a
01 e a 05, temos os estimadores de maxima verossimilhanca
(6.5.5) b="2 o fy="2

n n
de modo que o estimador de méxima verossimilhanca de 03 é dado por
05 = ns3 /n (veja o Exercicio 6.13). A extensado para o caso geral (caso multino-
mial, com k tipos diferentes de individuos) pode ser feita de maneira similar.
Suponhamos agora que queremos testar a hipétese de que os individuos na po-
pulagdo seguem o equilibrio de Hardy-Weinberg, isto é, que Hy : 61 = p(1;6) =
62,05 = p(2;0) = 20(1 — 0),05 = p(3;0) = (1 — 0)?, para 0 < § < 1. Sob o
modelo geral, ou seja, em @ = {(01,02,03);6; > 0,61 + 02 + 5 = 1} os es-
timadores de maxima verissimilhanca de 6§ = (61, 63,63) sdo como dados em
(6.5.5). Sob a hipétese Hy, ou seja em Oy (escreval), temos que o estimador de
méaxima verossimilhanga de 6 é obtido no Exemplo 3.5.1, ou seja, é dado por
6 = (2n1 + n2)/2n. Temos, portanto, que a razdo de verossimilhangas genera-
lizada é dada por

(2n124£n2 )2n1 (2 (2”12:;"2) (1 _ 2n1247;n2 ))ng (1 _ 2n124£n2 )2n3

A(x) = (%)nl(%)RQ(%)ng ’

de modo que

2n1 + ng

—2log A\(x) = -2 {(2n1 + n2) log ( o

) —n1logny — nologns

2n1 4+ na

(6.5.6) +(na + 2n3)log (1 o

) — nglogns —|—nlogn—l—nglog2}7

que tem, aproximadamente, distribuicdo x?.

Uma estatistica assintoticamente (em grandes amostras) equivalente (veja
Bickel e Doksun, 1977) & estatistica da razao de verossimilhangas generalizada,
calculada acima, é dada pela estatistica quiquadrado de Pearson, que no caso
do modelo do equilibrio de Hardy-Weinberg, é dada por
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(6.5.7) Q= Z

(ny — nb2)? L (n2 - n20(1 — 6))2 L (na—n(1— 6)2)2
nf? n20(1 — ) n(l— 6)?

)

que, para n grande, tem a mesma distribuigdo que —2log A(x), ou seja, x3.
Notemos que a estatistica @) dada em (6.5.7) é, em geral, interpretada como
a soma do quadrado da diferenca entre o ntmero observado (dado por n;) e
o numero esperado (sob Hy) de individuos do tipo ¢ na amostra, que é dado
por ngi(é), dividido pelo ndmero esperado (sob Hy) de individuos do tipo i na
amostra, para todos os tipos de individuos na populagao. No caso do equilibrio
de Hardy-Weinberg, temos que p(1;0) = 62, p(2;0) = 20(1 — 0) e p(3;0) =
(1 — 0)%. A estatistica Q pode também ser generalizada para situacoes mais
complexas que aquela considerada acima. Entre outras, citamos sua utilizagao
em testes de independéncia em tabelas de contigéncia, discutido em textos

bésicos de estatistica como, por exemplo, em Bussab e Morettin (1987).

Vamos discutir brevemente as relagoes entre testes de hipdteses e intervalos
de confianca. Consideremos o Exemplo 6.5.1 novamente. Nesse exemplo temos
que, para um nivel « fixado, a hipétese Hy ¢ aceita se |T — po| < 24/2/+/n, ou

equivalentemente, se
a2 a2

oV Vi
Como o teste tem nivel a, a P(Hy ser aceita|u = ug) = 1—a, entdo podemos
escrever que

T Spo <7T+

Za/2

— Za/2 R
PlX-—F—< <X = =1—-aq.
( \/ﬁ_MO_ +\/ﬁ|/j/ /J/O) «@

No entanto essa probabilidade deve valer para todo pg, de modo que

— Ra/2 = | Ra/2
PlX— <u<X =1-a.
( Nl +\/ﬁ> °

Portanto o intervalo [f — Z\%—f ;T + Z\%—f] obtido a partir da regiao de aceitagao
do teste de nivel «, é um intervalo de 100(1 —a)% de confianga para u e coincide
com o intervalo (5.3.2).

Por outro lado, a partir do intervalo de confianga, podemos construir um

teste bilateral (Hy : 0 =6y versus Hj : 6 # 6p) onde

rejeitamos Hy se 6y ¢ 1.C.
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aceitamos Hy se 6y e l.C.

Esse teste tem nivel «, pois
P(Hy ser rejeitadald =60y) = Py, (00 ¢ I.C) = a.

Concluimos, entao, que podemos obter um intervalo de confianca a partir de
um teste de hipdtese e vice e versa.

6.6 Testes Bayesianos

O problema de testes de hipbteses também pode ser formulado do ponto de
vista Bayesiano. Nesse caso, o teste serd baseado na distribuicao a posteriori.
Como vimos na secao anterior existe uma relacao entre testes de hipdteses e
intervalos de confianga, entao uma maneira de se construir um teste Bayesiano
é através da obtencao de um intervalo de confianca Bayesiano.

Suponhamos que o interesse seja testar Hy : 6 = 6y versus Hy : 6 # 6.
Para isso, construimos o intervalo Bayesiano para 6 e, se 6, estiver contido no
intervalo, entao aceitamos Hy e, se gy estiver fora do intervalo, entao rejeitamos
Hy.

Exemplo 6.6.1. Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatdria da variavel aleatéria
X ~ N(u,1), e consideremos uma priori N (0, 1). O interesse é testar Hp : p =0
versus Hy : pp # 0. Do Exemplo 4.4.3 temos que a distribuicdo a posteriori de

A nT 1 :
wéN (n—+1’ n_+1)’ ou seja,

8|

n

K—%

— L O N(0,1).
/1
n+l
Logo
_ nz
P =242 < —tl < Zaj2 | =7

1
n+1

de modo que o intervalo Bayesiano (intervalo de credibilidade) com probabili-
dade ~ é dado por

nT 1 nzx n 1
—— — Zpo\| —— —— + Zajoy —— | -
n+1 N 1 n+1 o2\ 11

Suponhamos que n = 8§, Zle z; = 0,57 e a« = 0,05. Logo o intervalo de
confianga Bayesiano é [-0,59;0,72]. Como o zero estd contido no intervalo, néo
rejeitamos a hipétese Hy, ao nivel de a = 5%.
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6.7 Exercicios

6.1. Seja X uma varidvel aleatéria com funcio de densidade f(z]0) = 6%ze %7,
x> 0,0 > 0. Queremos testar Hy : § = 1 versus H; : 6 = 2.

i) Qual é a regido criticase n =5 e a = 0,057

i) Se n =1, qual é o teste que minimiza a + 37 E qual o valor de a + 37
6.2. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria X ~

N(p,1). Queremos testar Hy : u = 0 versus Hy : u = 1. Encontre n que
produz o teste mais poderoso com o« = 3 = 0, 05.

6.3. Sejam X1,...,X, uma amostra aleatoria da variavel aleatéria X com
funcao de densidade dada por

f(z)) =021, 0<z<1 , 6>0.

i) Mostre que o teste mais poderoso para testar Hg : § = 1 versus H; : 6 = 2,
rejeita Hy, se e somente se, Z?zl —logx; < a, onde a é uma constante.
ii) Sendo n =2 e a = (1 —log2)/2, qual a regido critica?

6.4. Seja X uma unica observagao da funcao de densidade
[(x|0) = 20z +1 —0)Io,1)(x)

Queremos testar Hy : 6 =0 versus Hy : 0 = 1.
i) Obtenha o teste mais poderoso com nivel de significancia c.
iil) Se = 0,05 e 2 = 0,8, qual a sua conclusao?

6.5. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatdoria X ~
Poisson(0).

i) Encontre o teste UMP para testar Hy : 6 = 6 versus H; : 6 > 6.

ii) Seja a = 0,05, faga o gréfico da fungdo poder para 6y = 1 e n = 25 (use o
Teorema do limite central).

6.6. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatoria X ~
N(ux,1) e sejam Yi,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria
Y ~ N(uy,4) sendo as amostras independentes.

i) Determine o teste mais poderoso para testar

Hy:pux =py =0 versus Hy:px =py =1

iil) Sendon =9, > x; = 3,95, m = 4; > y; = 2,03. Qual a sua conclusdo ao
nivel de significancia de 5%? E qual o poder do teste?

6.7. Sejam X1,..., X, uma amostra aleatoria da variavel aleatéria X com
f.d.p. dada por



116 6. Testes de Hipdteses

1
f(x]6) = Exu—e)/e, 0<zx<l1l, 6>0.

Queremos testar Hy : 6 < g versus Hy : 0 > 6.
i) Encontre o teste UMP de nivel o (se existir).
iil) Sen=2,60p =1e a=0,05, encontre a regido critica.

6.8. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatdoria X ~
N(0,0?).

i) Encontre o teste UMP para testar Hy : 02 = 032 versus Hy : 02 > of.

ii) Seja a = 0,05, n =9 e 02 = 9, faga o gréifico da funcio poder.

6.9. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~ exp(6).
i) Encontre o teste da razdo de verossimilhancas generalizada para testar

Hy:0=1 versus Hj:0#1.

ii) Se vocé observar n = 5;21 = 0,8;22 = 1,3;23 = 1,8;24 = 0,9 e x5 = 1,0,
qual a sua decisao ao nivel de 5%?

6.10. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
N(px,9) e seja Y1,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria YV ~
N(uny,25), sendo as amostras independentes.

i) Determine o teste da RVG para testar

Hy:px =py versus Hy:pux # py

ii) Sendon =9, > x; = 3,4, m =16, >_y; = 4,3. Qual a sua conclusdo a um
nivel de significAncia de 5%?

6.11. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~
Poisson(61) e sejam Y7,...,Y,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria
Y ~ Poisson(f2) sendo as amostras independentes.

i) Encontre o teste da RVG(aproximado) para testar Hy : §; = 3 versus Hj :
01 # 05.

ii) Sendon =5, > x; = 3,8; m = 8; Y. y; = 4,8, qual a sua conclusdo a um
nivel de significancia de 5%?

6.12. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatdéria da varidvel aleatéria X ~
exp(f1) e sejam Yq,...,Y, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria ¥ ~
exp(h2), sendo as amostras independentes.

i) Determine o teste mais poderoso para testar

Hy:00=0,=1 wversus H;:0,=0y=2.

ii) Verifique se seu teste ¢ UMP para testar
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Hy:0,=0,=1 versus H;:0;, =05 >1.

iii) Se vocé observar n =5, T = 1,1; § = 0,8, qual a sua decisdo ao nivel de
5%7

iv) Determine o teste da RVG para testar Hy : 61 = 0 versus Hy : 61 # 5.

v) Mostre que o teste acima é equivalente a um teste F exato.

6.13. Discuta a obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca dados
em (6.5.5). Suponha que em uma populagao com trés tipos de individuos, temos
para uma amostra de n = 100 individuos, ny = 26 do tipo 1, ny = 47 do tipo
2 e ng = 27 do tipo 3. Verifique ao nivel de 5% se a distribuicao dos tipos de
individuos na populacao segue o equilibrio de Hardy-Weinberg.

6.14. Discuta a implementagdo de um procedimento (teste) para verificar se
um dado é equilibrado, ou seja, para testar Hy : #; = ... = 05 sendo que n
lancamentos do dado apresenta n; ocorréncia da face ¢, ¢« = 1,...,6. Sendo
n = 120, ny = 23, ne = 18, ng = 15, ngy = 21, n5 = 27 e ng = 16, qual sua
decisao ao nivel de 5%?

6.15. Um modelo genético para a distribuicao dos tipos de sangue 1, 2, 3 e 4,
especifica as proporgoes 01 = p(1;6) = (2 +0)/4, 62 = p(2;0) = (1 —0)/4 =
03 = p(3;0) e 4, = p(4;0) = 6/4. Uma amostra de n = 100 individuos da
populacao apresenta n; = 65, ny = 6, ng = 8 e ng = 21. Verifique se os dados
obtidos suportam o modelo genético acima para a distribuigao dos tipos de
sangue na populacao de onde foi selecionada a amostra.

6.16. Desenvolva o teste da razao de verossimilhancas generalizada para testar
Hy : B = By versus Hy : 8 # [Py no modelo de regressdo descrito no Exercicio
2.12.

6.17. O teste ¢ pareado. Sejam (X1,Y1),...,(X,,Ys) uma amostra aleatéria
da varidvel aleatéria bidimensional (X,Y") com distribui¢do normal bivariada
como dada no Exemplo 2.4.4. Mostre que para testar Hy : p, = fi, versus
Hy @ py # py, o teste da razao de verossimilhangas generalizado apresenta
regiao critica dada por

Sq

onded =31 di/neS3=3" (d—d)?/(n—1).
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