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RESUMO

Ter a capacidade de planejar cendrios e vislumbrar o comportamento do preco em cada
um deles é uma grande vantagem competitiva para as organizacoes, sendo a precificacao dinamica
uma das técnicas utilizadas para o auxilio da tarefa. De uma maneira sucinta, a precificagdao
dindmica tem como principal objetivo determinar os precos de produtos ou servicos a partir
da andlise de informag¢des captadas no mercado e entre seus concorrentes, ou seja, 0S precos
de venda nao sao fixos, mas variam ao longo do tempo. Quando uma empresa de transporte
rodovidrio de passageiros busca realizar a precificacdo de suas passagens, diversas varidveis sao
envolvidas, assim o uso da precificacdo dindmica se faz necessario. Neste estudo foram propostos
dois modelos de otimiza¢cdo matemadtica para a resolu¢do do problema em uma empresa de
transporte rodovidrio no Brasil. O primeiro modelo (modelo A) € uma proposta de substitui¢ao
do célculo de precos realizado pela companhia para um modelo de otimizagdo exato, obedecendo
ao processo utilizado pela empresa. O segundo modelo (modelo B) também obtém a solucao
6tima para o problema, além de ser uma proposta de novo processo para a precificacdo dindmica
das passagens da empresa em estudo. O modelo A foi resolvido para diferentes instincias reais
do problema e os resultados foram comparados com os da empresa (sem otimiza¢do matematica).
Os testes mostraram que para 100 instancias houve um aumento de 13% na receita da empresa
com o modelo de otimizacao. A validacao do modelo B foi realizada a partir da verificacdo da
nao violacao das restri¢cdes em instancias ficticias de dados para diferentes cendrios.

Palavras-chave: Modelo de precificagdao dindmica. Otimizacdo. Programacdo nao linear. Método
Exato. Transporte rodovidrio de passageiros.



ABSTRACT

Having the ability to plan scenarios and envision price behavior in each of them is
a significant competitive advantage for organizations, with dynamic pricing being one of the
techniques used to aid in this task. Put succinctly, dynamic pricing aims to determine product
or service prices based on market and competitor information analysis; in other words, selling
prices are not fixed but vary over time. When a passenger road transport company seeks to
price its tickets, various variables come into play, making the use of dynamic pricing necessary.
In this study, two mathematical optimization models were proposed to solve the problem in a
road transport company in Brazil. The first model (Model A) proposes replacing the pricing
calculation performed by the company with an exact optimization model, following the company’s
process. The second model (Model B) also achieves the optimal solution to the problem, in
addition to proposing a new process for the dynamic pricing of the company’s tickets under study.
Model A was solved for different real instances of the problem, and the results were compared
with those of the company (without mathematical optimization). The tests showed that for 100
instances, there was a 13% increase in the company’s revenue with the optimization model.
Model B validation was performed by verifying that the constraints were not violated in fictitious
data instances for different scenarios.

Keywords: Dynamic Pricing Model. Optimization. Nonlinear programming. Exact Method.
Passenger Road Transport.
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1 INTRODUCAO

A gestao de receitas refere-se a implementacao de politicas de reservas e sistemas de
informagdo, com o objetivo de otimizar as receitas por meio da coordenacgdo eficiente entre a
capacidade disponivel e a procura, como descrito por Gallego e Ryzin Van (1997). De acordo
com Kamandanipour et al. (2020), as principais ferramentas taticas para a gestao de receitas sao
as decisoes de alocacdo de capacidade e de precos. Portanto, a gestdo de receitas geralmente
envolve duas decisdes fundamentais: ajustes nos precos e na alocacao de capacidade. Conforme
mencionado por Kamandanipour et al. (2023), em certos servicos, como a venda de passagens
aéreas e de trens de passageiros, uma receita considerdvel pode ser perdida se a capacidade ndo
for vendida de maneira adequada e oportuna.

Um dos principais aspectos da gestdo de receitas € a precificacdo, que desempenha um
papel fundamental para uma empresa na defini¢ao de suas estratégias competitivas (Keyvansho-
kooh et al. (2013)). A precificacdo dindmica é uma estratégia de precificacdo que envolve a
atualizacao periddica dos pregos, levando em conta tanto a demanda quanto a disponibilidade
do produto (Kamandanipour et al. (2020)). Assim, os precos costumam ser ajustados com
base na disposicao dos clientes em pagar, nos custos operacionais € no comportamento dos
concorrentes. Quando cada um destes parametros de mercado muda, o melhor preco pode ser
adotado (Westermann (2006)).

Embora existam aplicacdes também na drea de transporte rodovidrio de passageiros, os
modelos de otimizacao de receitas, por meio da precificacao dindmica, possuem seu principal
uso no setor de transporte aéreo, eles também encontram aplicacdes em uma variedade de outros
setores, incluindo hotéis, ferrovias, telecomunicagdes, aluguel de automdveis e equipamentos.
Embora existam aplicacdes também na drea de transporte rodovidrio de passageiros, estas sao
menos comuns. Segundo a Confederacdo Nacional do Transporte (CNT (2023)), o nimero de
passageiros do transporte rodovidrio no Brasil teve um acréscimo de 18,5% entre 2020 e 2021 e
um acréscimo de 8,7% entre 2021 e 2022. Além disso, a demanda de passageiros no rodovidrio
foi fortemente impactada pela pandemia da covid-19.

Nesse empreendimento, a capacidade dos servigos geralmente € restrita e eles podem
expirar se ndo forem vendidos dentro de um periodo de compra especifico, ja que ndo podem
ser armazenados. Além disso, nestes problemas muitas varidveis sdo consideradas, como a
sazonalidade, o niimero de assentos vazios no Onibus, os precos dos concorrentes € muitos outros
parametros. Assim, uma solucdo de precificacdo dindmica pode impulsionar a receita de maneira
significativa ao coordenar efetivamente as decisoes de precos. Utilizando otimizacao nao linear,
este estudo desenvolve um modelo matematico e propde um novo processo como ferramenta de
apoio a tomada de decisdo para o problema de gestdo de precos para uma companhia de servicos
rodovidrios de passageiros.

Com sede em Sao Bernardo do Campo, Sao Paulo, a empresa de transporte rodovidrio
de passageiros estudada tem atuacao em 13 unidades federativas, incluindo o Distrito Federal.
O estudo envolve a adaptagdo da etapa de precificagdo dindmica do processo ja utilizado pela
companhia que consiste em um algoritmo com regras definidas pela empresa para a defini¢ao do
preco de um unico trecho de uma linha de 6nibus por vez. A proposta de modificacdo desta etapa
¢ a inclusdo de um modelo de otimizacdo ndo linear, na mesma granularidade de informagdes do
processo ja existente, com o objetivo de obter a receita mdxima para o trecho analisado. Além
disso, nesta dissertacdo € realizada a comparacao entre a receita gerada pelo processo adaptado e
0 ja utilizado pela empresa por meio de casos reais. Posteriormente, € feita a proposta de um novo
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processo, que realiza a precificacdo de todos os percursos de uma linha de 6nibus, possibilitando
o trade-off entre trechos. Além disso, a nova proposta contém um modelo de regressao para
prever o nimero de venda dos bilhetes sob diferentes condi¢des do mercado e na presenga do
preco dos concorrentes.

O restante desta dissertacdo estd organizado da seguinte forma. A Se¢do 2 apresenta a
literatura sobre trabalhos correlatos, elasticidade pre¢co-demanda e um modelo base de precificagao
dindmica no transporte ferrovidrio de passageiros. A Se¢do 3 resume a metodologia utilizada
nesta pesquisa. A adaptacdo do processo de precificacao dindmica ja utilizado pela empresa e o
novo processo proposto sdo apresentados na Secao 4. Na Secado 5, os resultados da pesquisa sdo
discutidos. Por fim, a Secdo 6 apresenta a conclusao.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Adaptar o processo de precificagdao dindmica de uma empresa de transporte rodovidrio
de passageiros substituindo o célculo utilizado por um modelo matemaético € propor um novo
processo com um modelo mais robusto para o problema, de forma a maximizar a receita da
companhia.

1.1.2 Objetivos Especificos

* Realizar o levantamento das formulacdes matematicas aplicadas na resolugdo de
problemas de precificagdao dinamica;

* Desdobrar as regras de negécio da empresa estudada em modelos de otimizagdo e
adaptar as formulacdes ja existentes para o problema de precificacdo dindmica do
transporte rodovidrio de passageiros para o processo existente - chamado de modelo A;

* Propor um novo processo de precificacdo dindmica com um modelo matemético que
considera o preco da concorréncia e o trade-off entre trechos - chamado de modelo B;

* Implementar os modelos propostos em Python, utilizando o solver de otimizagao
GURORBI, e obter a solugdo exata para problemas reais (modelo A) e ficticios (modelo
B);

* Comparar o desempenho da solu¢do para a resolucdo dos problemas propostos de
maneira exata para diferentes instancias de dados.

1.2 JUSTIFICATIVA

Devido a sensibilidade ao preco das passagens rodovidrias, a precificacdo dindmica
pode apresentar um papel importante no estimulo a demanda. Assim, definir os precos em
qualquer momento do horizonte de compra das passagens, sob variadas condi¢des de mercado, é
a principal proposta deste trabalho.

Um problema de precificacdo dindmica pode ser resolvido utilizando métodos exatos
de Otimizacdo Matemadtica, os quais buscam responder a pergunta “o que € melhor?”” quando a
qualidade da resposta pode ser medida por um ndmero. Ou seja, visa maximizar ou minimizar
uma determinada func¢do, sujeita a restricdes, de maneira que, dado seu resultado, ndo existe outro
resultado melhor (solug@o exata ou 6tima). Para obter esta solugdo, utilizam-se algoritmos exatos
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de otimizagdo implementados em solvers, os quais conseguem avaliar os diferentes trade-offs e
encontrar as solugdes 6timas globais.

1.3 DELIMITACOES

Este estudo visa a construcdo de dois modelos matemaéticos e a obten¢ao das solucdes
exatas de um problema de precificacao dindmica do transporte rodovidrio de passageiros. Para a
andlise, foram construidas diferentes instancias de dados para simular linhas de uma empresa de
transporte rodovidrio e serd assumido que as vendas realizadas sem a aplicacdo da precificagao
dindmica ja encobrem os custos envolvidos com os Onibus, como os impostos atribuidos,
combustivel, peddgio e manuten¢do do veiculo.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo apresenta o embasamento tedrico necessdrio para o desenvolvimento da
presente pesquisa. Primeiramente, € realizada uma revisao sistemadtica da literatura a fim de
encontrar pesquisas com assuntos relacionados com o estudado. Apds, uma breve descri¢dao
de tais pesquisas € realizada, com o intuito de descobrir formas de modelagens matematicas e
métodos de resolucao utilizados em problemas de precificagdo dindmica. Por fim, conceitos
utilizados na presente pesquisa sdo brevemente descritos.

2.1 PROTOCOLO DE PESQUISA

A fim de buscar trabalhos correlatos com a proposta desta pesquisa, foi feita uma selecao
de artigos nas bases de dados Web of Science, Science Direct e Scopus.

Optou-se por considerar apenas artigos de pesquisa escritos na lingua inglesa publicados
entre os anos 2013 e 2023.

A partir disto, foram definidas combinagdes no titulo e resumo dos termos de busca
para que os resultados obtidos fossem convenientes ao objetivo do estudo. Inicialmente, foi feito
o filtro com a palavra Pricing no titulo e, como se pode observar na Figura 2.1, obteve-se 51.027
artigos. Posteriormente, foram considerados apenas os artigos com a palavra Dynamic no resumo
e, reduziu-se consideravelmente o nimero de artigos. Em seguida, além do filtro Dynamic no
resumo, também foi considerada a ocorréncia das palavras Optimization, Model ou Heuristic e
Linear ou Nonlinear, gerando no final 144 artigos.

Figura 2.1: Filtros da pesquisa.

Web of Science: 15.594
Titulo: Pricing Science Direct: 15.792
Scopus: 19.641

Web of Science: 2.449
Science Direct: 1.752
Scopus: 2.459

Web of Science: 333
Science Direct: 282

Scopus: 364
Titulo: Pricing Web of Sci(_ence: 239
Resumo: Dynamic AND Optimization Science Direct: 216
AND (Model OR Heuristic) Scopus: 265

Web of Science: 46
Science Direct: 50
Scopus: 48

Apenas artigos com
acesso ao documento
integral e remogéo dos
duplicados

Apenas artigos com
titulos e resumos
relacionados ao estudo

_
L

FONTE: A autora (2024).

Finalmente, foram considerados apenas os artigos que possibilitavam o acesso integral
ao contetdo e foram retirados os duplicados nas trés bases, resultando na sele¢dao de 67 artigos
com temas relacionados ao da filtragem.
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ApOs a execugdo da filtragem e a retirada dos artigos duplicados entre as bases definidas,
foi efetuada a leitura dos titulos dos artigos e, aqueles com titulos ndo condizentes ao objetivo da
pesquisa foram excluidos. Em seguida, foi realizada a leitura dos resumos dos artigos restantes e,
da mesma forma, foram desconsiderados os artigos que ndo estavam relacionados ao objetivo do
estudo. Assim, 15 artigos correlatos ao objetivo da pesquisa foram selecionados.

2.2 TRABALHOS CORRELATOS

A seguir, segue uma breve descri¢cdo dos 15 trabalhos correlatos selecionados.

Liu e Hualong (2015) propdem um modelo de otimizac¢do ndo linear estocdstico para o
problema de precificagdo dinamica do transporte maritimo-ferrovidrio de contéineres, obtendo
sua solugdo por meio do software de otimizacao LINGO.

Mayer e Steinhardt (2016) propdem um modelo de otimizacao linear inteiro misto para
precificagdo de uma linha de produtos com restricao de capacidade quando o consumidor possui
um or¢amento limitado. Os autores descobriram que os modelos sdo bastante dificeis de resolver
com pacotes de software de otimizagao como o CPLEX, que levou vérias horas para problemas
com apenas quatro produtos, enquanto problemas maiores ndo sao soluciondveis devido a
problemas de memoria. Portanto, Mayer e Steinhardt (2016) desenvolveram um procedimento de
solu¢do branch-and-bound customizado para estabelecer os limites e que gerou uma solucdo em
tempo vidvel. Eles também obtiveram uma solucao via heuristica, com melhor tempo, porém
com uma pequena perda de receita.

Chekired et al. (2018) propdem um modelo de otimizagao linear para precificacao
dindmica em tempo real do servico de carga e descarga de veiculos elétricos e o gerenciamento
de energia predial, a fim de reduzir os picos de cargas. A abordagem de soluc¢do proposta
utilizou uma arquitetura de computacdo em nuvem descentralizada baseada em tecnologia de
rede definida por software (SDN) e virtualizagao de fun¢des de rede.

Tian e Zhang (2019) sugeriram um modelo de precificacdo para determinar 0s precos
de aquisi¢do adequados dos determinados produtos desenvolvidos, o tempo e a quantidade
de desmontagem apropriados. O problema foi formulado como um modelo inteiro misto ndo
convexo e foi utilizada uma combinac¢do do modelo de enxame de particulas e de programacado
dindmica para encontrar uma solucao, utilizando o software MATLAB.

Etebari (2019) propds um modelo para a decisdo de localizacdo, precos e rotas de uma
rede de distribui¢do a fim de maximizar o lucro. O modelo proposto foi um modelo inteiro
misto, que posteriormente foi transformado em um problema restrito quadrético inteiro misto e
resolvido via o solver de otimizagdo CPLEX. Devido a incapacidade do algoritmo exato para
resolver certas instincias médias e todas as grandes, o autor introduziu a relaxagdo lagrangiana.
Para resolver este novo problema um algoritmo heuristico hibrido foi proposto, o qual contém
o enxame de particulas (Particle Swarm Optimization - PSO) e o PSO de autoaprendizagem
(SLPSO). Para a implementacao foi utilizado o MATLAB.

Kamandanipour et al. (2020) formularam um modelo estocéstico de programacao inteira
ndo linear para o problema de precificacdo de passagens de transporte ferrovidrio para passageiros.
Como este problema ndo pode ser resolvido em tempo polinomial, os autores propuseram uma
solucdo via o método de recozimento simulado, implementado no MATLAB, que demonstrou
potencial para aumentar o lucro total da venda das passagens.

Zhang e Kan (2020) aplicaram o problema de precificacdo dinamica de viagens (DTP)
para obter o preco das viagens considerando os desequilibrios de distribuicdo dos carros nos
sistemas de compartilhamento. Um modelo de programacgdo nao linear foi construido para o
problema e resolvido por um algoritmo de otimizacao de PSO.
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Couzon et al. (2020) desenvolveram duas heuristicas para solucionar o problema de
dimensionamento dos lotes com decisdo de preco, em que consiste em planejar a produgdo de
diferentes produtos, durante varios periodos de tempo e com custos de preparacdo. O modelo
proposto foi ndo linear e ndo convexo e, antes de desenvolverem a solugdo via heuristicas, os
autores obtiveram a solucdo exata via o software LINGO, o qual nao foi possivel considerando
instancias maiores.

Wang et al. (2021) sugeriram um modelo de precificacdo dindmica para o problema de
gerenciamento de receita de aluguel de carros por temporada. Os autores utilizaram um modelo
de otimizacdo ndo linear para determinar os precos 6timos e dividem o problema em janelas de
tempo para aumentar a performance do algoritmo. Para a solucio do problema, foi utilizado o
software de otimizacao Xpress.

Bandalouski et al. (2021) apresentaram um modelo de precificacao dinidmica para
empresas hoteleiras. O modelo tem como fun¢do objetivo uma funcio quadratica e restricdes
lineares, onde os autores sugerem a solu¢do do problema via um software de otimizacao padrao,
como MATLAB ou CPLEX.

Safari et al. (2022) obtiveram um modelo de precificacdo dinamica para servigos
web com diferentes classes de servico e obtiveram sua solu¢do exata mediante métodos de
programacao de restricdo quadrdtica e programacao nao linear e sua solucdo aproximada via
algoritmo genético e recozimento simulado. Para todas as solucdes foi utilizado o software
MATLAB.

Yin et al. (2022) sugeriram um modelo nao linear de programagao estocdstica para
a precificacado e alocacao de passagens ferrovidrias dos trens, considerando as caracteristicas
dindmicas de demanda dos passageiros durante o periodo de pré-venda. Para a solucao, foi
utilizado um algoritmo de PSO.

Meng et al. (2022) aplicaram a precificacdo dindmica e a alocacao de bilhetes para a
venda de passagens ferrovidrias. Os autores propuseram um modelo de programagao nao linear
estocdstica. Em seguida, uma combinacgdo do algoritmo de PSO e um modelo de programacao
linear inteira mista foram projetados para resolver o modelo.

Baseados no principio de jogos de Stackelberg, Jia et al. (2022) obtiveram um modelo
de otimizacgdo de dois niveis multi-objetivo, com o objetivo de estabelecer o preco dos agentes de
energia. Os autores converteram o problema em um modelo linear inteiro misto e o processo foi
realizado no MATLAB, o qual chama o solver de otimizacaio GUROBI.

Kamandanipour et al. (2023) obtiveram um modelo ndo linear para a precificacao
dinamica dos bilhetes a serem comprados para o transporte ferrovidrio de passageiros, para o
qual os autores obtiveram a solucao via o software de otimizagcdo LINGO. O modelo tem como
objetivo a maximizac¢do da receita e ele considera restricdes como a elasticidade e a capacidade
limitada do trem.

A Tabela 2.1 resume os tipos de modelagem matematica utilizados e as técnicas de
resolucdo (dentre as metaheuristicas citadas e método exato) para os 15 artigos selecionados.
Nota-se que a combina¢cdo de modelagem matematica e método de resolucao pode ser bem
variada, demonstrando a gama de op¢des na abordagem de um problema de precificagdo dinamica.
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Tabela 2.1: Tipo de modelagem matematica e metaheuristicas utilizadas para resolver problemas de precificacao
dinamica nos artigos de referéncia.

Tipo do Modelo Método de resolucio
. Nao Alg. ge- | Recozimento Enxam? Heurls’tlca
Autores e ano Linear | .. oy . de parti- | Exato | especi-
linear nético simulado
culas fica
Liu e Hualong (2015) X X
Mayer e Steinhardt (2016) X X X
Chekired et al. (2018) X
Tian e Zhang (2019) X X
Etebari (2019) X X X
Kamandanipour et al. (2020) X X
Zhang e Kan (2020) X X
Couzon et al. (2020) X X
Wang et al. (2021) X X
Bandalouski et al. (2021) X X
Safari et al. (2022) X X X
Yin et al. (2022) X
Meng et al. (2022) X X
Jia et al. (2022) X X
Kamandanipour et al. (2023) X X
Total 3 11 1 2 5 8 1

FONTE: A autora (2024).

Quanto a frequéncia da modelagem matematica utilizada, nota-se que dos artigos analisados foi
proposto um modelo ndo linear em doze (80%) e um modelo linear em trés (20%). Dos quinze
artigos, sete utilizam metaheuristicas para resolver o problema e oito resolveram o problema com
solucdo exata. A frequéncia dos métodos utilizados para obter uma solucdo para o problema estd

representada na Figura 2.2.

Figura 2.2: Frequéncia de métodos utilizados para resolver problemas de precificacdo dindmica em artigos de

referéncia.

Heuristica especifica

Algoritmo Genético

Recozimento Simulado

5.9%

5.9%

11.8%

Enxame de Particulas

29.4%

Exato

47.1%

FONTE: A autora (2024).
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Esta revisdo de literatura serviu para compreender que nos tltimos anos os problemas
de precificacdo dinamica, independentemente da aplicacdo, t€ém a modelagem ndo linear como
a mais frequente. Além disso, caso o problema nao possa ser resolvido de maneira exata, a
heuristica de PSO € sugerida para resolugdo, devido ao seu maior aparecimento em trabalhos
encontrados na literatura.

2.3 REFERENCIAL TEORICO

Para o desenvolvimento do trabalho, conceitos de elasticidade foram utilizados, por este
motivo nesta se¢ao € feita um breve revisao de tais conceitos. Além disso, serd apresentado o
modelo de otimiza¢@o proposto por Kamandanipour et al. (2023), modelo encontrado na etapa
de revisdo sistemadtica da literatura (apresentada anteriormente) com maior relacdo ao problema
estudado na presente pesquisa.

2.3.1 Elasticidade-Preco da Demanda

Mankiw (2019) define elasticidade como uma medida da resposta da quantidade
demandada a variacOes em seus determinantes. Observa-se que, em geral, os consumidores
tendem a adquirir uma quantidade maior de um bem quando seu preco estd mais baixo,
especialmente quando sua renda € mais elevada, os precos dos bens substitutos estdo em alta ou
os precos dos bens complementares estao mais acessiveis. Com isso, tem-se a elasticidade-preco
da demanda, que mede o quanto a quantidade demandada reage a uma mudanca no preco, ou seja,
mede o quanto os consumidores estdo dispostos a deixar de adquirir o bem a medida que seu
preco aumenta. Ainda, segundo Mankiw (2019), a demanda por um bem € chamada de elastica
se a quantidade demandada responde substancialmente a mudangas no preco, e ineldstica se a
quantidade demandada responde pouco a mudangas no prego.

Os economistas calculam a elasticidade-preco da demanda como a variacio percentual
da quantidade demandada dividida pela variagdo percentual do prego, de acordo com a equagdo
2.1.

variacdo percentual da quantidade demandada

elasticidade-preco da demanda = — 2.1)
variagdo percentual do preco
Que pode ser reescrita conforme equagao 2.2
A%q
= 22
“= A%p @2

onde e € a elasticidade, g € a quantidade demandada e p € o preco.

Como a quantidade demandada de um bem estd negativamente relacionada com seu
preco, a variagdo percentual de quantidade demandada sempre terd sinal inverso ao da variagao
percentual do preco. Assim, a elasticidade € representada por nimeros negativos.

2.3.2 Modelo de Precificacdo Dindmica no Transporte Ferrovidrio de Passageiros

Kamandanipour et al. (2023) apresentaram uma abordagem de precificagao dinadmica para
estabelecer os precos de bilhetes destinada a prestadores de servicos ferrovidrios de passageiros,
com o objetivo de maximizar a receita da companhia. Em seu estudo, eles consideram um
horizonte de compra finito 7', que representa os dias restantes para a viagem, e definem os pregos
dos bilhetes sob diferentes condicdes para influenciar o comportamento de reserva do cliente.
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O trabalho de Kamandanipour et al. (2023) segue um processo de trés etapas. Inicialmente,
propde-se um modelo de rede neural perceptron multicamadas (MLP) para prever a intensidade
da demanda, levando em conta situagdes sazonais. Em seguida, sdo empregados modelos de
regressao, como funcdes de elasticidade de precos, para quantificar os efeitos do preco, das
condi¢des sazonais e da concorréncia nas vendas da empresa. Por fim, € apresentado um modelo
de programacao inteira nao linear com o objetivo de maximizar a receita total ao longo do
horizonte de compras. O modelo de otimizagdo deve ser resolvido separadamente para cada
viagem de um trem.

Na sequéncia serd apresentada a modelagem matematica realizada pelos autores Ka-
mandanipour et al. (2023) para precificacao dindmica no transporte rodovidrio de passageiros.
Os indices, parametros e varidveis utilizados no modelo sdo definidos a seguir.

Indices:

* t: é o indice dos dias restantes para a viagem, onde ¢ € {0, 1,2, ..., T}.
Parametros:

* CAP: ¢ a capacidade total de assentos disponiveis;

* Qe,.scrs Prey.ser A0d Vi, sep: $40 0s coeficientes do modelo de regressdo linear polinomial
relativos a cada classe de sazonalidade scr em cada periodo de compras ¢c;;

* scr: € a situagdo de sazonalidade do dia de partida T apresentada por algumas classes;
* tc; € o tempo restante desde a reserva até a saida de algumas classes;
e PMin ¢ PMAx: gio 0s pregos minimos e maximos que podem ser atribuidos aos bilhetes;

* DP: ¢ a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra;

* PC;: € o preco médio definido pelos principais concorrentes (trens dos demais prestado-
res de servicos ferrovidrios) no dia de compra ¢ para o dia de partida 7.

Variaveis:
* p;: € o preco do bilhete da viagem para cada dia de venda ¢;

* d;: é ademanda prevista no dia de compra t sob o preco proposto p; € o pre¢co médio
dos concorrentes PC;;

* v;: € a venda estimada de bilhetes para a viagem no dia de venda ¢.

Um problema nio linear inteiro foi proposto para otimizar a receita da venda de bilhetes
do transporte ferrovidrio para a viagem, em um horizonte finito de compra:

T

maximizar )" v; - p, (2.3)
t=0

Sujeito a dt = Qfc,scr * Dt +ﬁtc,,scr . PC; + Yic;,scrs Vt € [O, T - 1] (24)
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T-1

v; = min | d;, CAP — Z vm), Vt e [0,T — 1] (2.5)
m=t+1

P™M" < p, < P™Y Vre [0,T - 1] (2.6)

|p: = pre1l < DP, Vt € [0,T - 2] 2.7

Pt Vi, d[ S {0, 1,2, }, Vl S [O,T — 1] (28)

A func¢do objetivo formulada na equacdo 2.3 é maximizagao da receita da viagem, a qual
€ o produto do preco proposto e da venda estimada. O conjunto de restri¢cdes 2.4 prevé a demanda
no dia de compra ¢ por uma funcio de regressao linear, que € arredondada para o niimero inteiro
mais proximo. As restri¢cdes 2.5 calculam as vendas no dia de compra ¢ para a demanda prevista
e a capacidade restante. O conjunto de restricdes 2.6 garante que o preco ird flutuar entre os
limites estabelecidos. As restricdes 2.7 preservam o modelo de mudancas extremas de precos,
garantindo que dois dias consecutivos ndo tenham uma diferenca de preco maior que D P (obtido
via parametro). E as restricoes 2.8 dizem que as varidveis de decisdo devem ser nimeros inteiros.
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3 METODOLOGIA

Este capitulo tem o objetivo de apresentar as etapas que foram realizadas para o
desenvolvimento e conclusdo do estudo em questao.

3.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

Uma pesquisa pode receber diferentes classificacdes de acordo com os seguintes
critérios: natureza da pesquisa, forma de abordagem, processo de raciocinio, tipo de investiga¢ao
e instrumentos (Gil, 2002). A seguir, serdo apresentados os procedimentos metodoldgicos da
pesquisa.

A respeito da natureza da pesquisa, este estudo é uma aplicagdo pratica, uma vez que
busca propor um modelo de precificacdo dinamica do transporte rodovidrio de passageiros.

Como as variaveis utilizadas no estudo sdo quantificdveis, a forma de abordagem da
pesquisa € quantitativa.

Quanto ao processo de raciocinio, classifica-se como dedutiva, jd que se baseia na
hipdtese de testar a validade de informacdes ja existentes.

Quanto ao tipo de investigacao, € possivel classificar as pesquisas em trés grandes grupos,
sendo eles: exploratdrias, descritivas e explicativas (Gil, 2002). As pesquisas exploratérias, nas
quais esta pesquisa se enquadra, assumem, em geral, as formas de pesquisas bibliogréficas e
estudos de caso, além de proporcionar maior familiaridade com o problema a fim de torna-lo
explicito ou a construir hipéteses (Silva e Menezes, 2005).

Por fim, este trabalho enquadra-se como um estudo de caso por investigar e descrever
um problema dentro do seu contexto de realidade considerando inclusive varidveis responsdveis
por tornar a situagdo tao complexa.

3.2 ETAPAS METODOLOGICAS

Para o desenvolvimento do trabalho, a Figura 3.1 a seguir ilustra as etapas que foram
realizadas.



Figura 3.1: Etapas do trabalho.
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* Especificacdo do Problema: Os objetivos deste estudo foram propor um modelo
matemadtico para o problema de precificacdo dindmica do preco das passagens de uma
empresa de transporte rodovidrio de passageiros e realizar uma andlise da solucao exata
do problema proposto para diferentes instancias de dados.

FONTE: A autora (2024).
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Os itens a seguir detalham cada uma das etapas que foram seguidas para o cumprimento
do objetivo da pesquisa.
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* Revisdo da Literatura: Foi realizado o levantamento bibliogréfico para a verificacao da
viabilidade do problema proposto e levantamento dos modelos de otimizacao utilizados
para solucionar um problema de precificacdo dinamica.

* Listagem e Descricao dos Métodos: Dentre os modelos levantados na revisdo de
literatura, o modelo que mais se assemelhou ao problema deste estudo foi o proposto
por Kamandanipour et al. (2023). Assim, foi realizada uma simplificagdo do modelo
matemadtico proposto pelos autores e formulado um novo modelo (modelo A) para a
aplicagdo e resolucdo do problema de precificacdo da empresa de transporte rodovidrio
estudada. Além disso, um novo modelo matemaético foi proposto (modelo B) que realiza
a precificacdo de todos os trajetos em uma rota de dnibus, permitindo a avaliacao das
trocas entre as diferentes partes do percurso.

* Dados: Foi obtida a autorizacdo e realizada a coleta dos dados da empresa de transporte
rodovidrio em estudo. Além do histérico de vendas, precos praticados pela empresa e
precos da concorréncia, foram coletados os parametros utilizados pela empresa estudada
para a utilizacdo no modelo A. Além disso, com o intuito de abordar diferentes cendrios
de tamanho da linha de 6nibus, variacao de demanda, dias de venda dos bilhetes e a
intercambialidade entre as paradas da linha de 6nibus, foram geradas instancias de dados
com diferentes premissas adotadas e descritas na Secdo 5.2.1, para serem usadas no
modelo B.

* Adaptacao e implementacdo dos modelos matemdticos: O modelo de precificagdo
dindmica para o transporte ferroviario, descrito na Secdo 2.3.2, foi adaptado, modelo A,
com novas restrigdes e parametros, como a utilizagao de um preco referéncia para a
defini¢do do preco de venda. Além disso, foi formulado um modelo B que considera
todas as paradas da linha como decisdo da otimiza¢do e nao cada trecho de parada
isolado. Os modelos foram resolvidos de forma exata pelo solver GUROBI.

* Andlise: Andlise do desempenho das solugdes para a resolu¢ao do problema obtidos
via método exato. O modelo A foi testado com os dados reais da empresa, obtidos via
histérico de dados e, para a validacao, foi feita a comparacdo dos resultados obtidos via
modelos de otimizagdo com os resultados da empresa. Para o modelo B, 100 instancias
de dados foram geradas e as restricdes do modelo foram validadas para todas elas.
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4 DESENVOLVIMENTO

Esta sec@o tem como objetivo apresentar o processo de precificacdo dinamica praticado
pela empresa de transporte rodovidrio em estudo (Figura 4.2), além de um modelo de otimizacao
matematica, que se encaixa no processo praticado pela companhia, para a obtencao da maxima
receita da empresa na venda de passagens. Além disso, serd proposto um novo processo para a
precificagdo dindmica dos bilhetes (Figura 4.3).

Primeiramente serd definida a nomenclatura utilizada para descrever o problema proposto.
A Figura 4.1 ilustra o exemplo de uma linha AD ficticia de 6nibus.

Figura 4.1: Nomenclatura utilizada pela empresa do estudo de caso.

Destino
D @-—-—----—--—-------- o ®----- —
C @-----—------ L R R e
m — Trechos
Linha AD
B @& --@-----A----1----@--- -
AO---@--- o & —
Origem

FONTE: A autora (2024).

Uma origem (A) e destino final (D) definem a linha AD de dnibus. Considere que a linha
AD possua outros dois pontos de parada B e C, além de sua origem A e destino D. Definem-se
como trechos os seguimentos AB, AC, AD, BC, BD e CD, percorridos pelo Onibus, nos quais
podem embarcar ou desembarcar passageiros.

A Figura 4.2 apresenta o processo utlizado pela empreasa de transporte rodovidrio para
a precificacdo de seus bilhetes.
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Figura 4.2: Processo de precificacdo adotado pela empresa do estudo de caso.
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Maximizacao da receita

via regras SITE, SE NECESSARIO

FONTE: A autora (2024).

Fixado um 6nibus com data e horario de partida programados e um trecho S (que pode
ser qualquer segmento - AB, AC, AD, BC, BD ou CD - da Figura 4.1, por exemplo) de uma
linha operada pela companhia de transporte e fixada a quantidade ¢ de dias restantes para a
partida do 6nibus, deve-se obter os dados histéricos de venda e precos até o dia presente (Etapa
I), estes dados servirdo de input para os préximos passos. Em seguida, modelos para a geragao
do parametro de elasticidade e da demanda s@o rodados para os ¢ dias de venda restantes (Etapa
II). Em seguida, sdo coletados os parametros (Etapa III) necessdrios para a defini¢do dos precos.
A Etapa IV é responsdvel pelo célculo, de forma a maximizar a receita, dos precos a serem
praticados pela companhia. Para a geracdo dos precos, nesta etapa, sao fixados multiplicadores
de desconto ou acréscimo do preco. Dentre os multiplicadores existentes, € selecionado o que
maximiza a receita do trecho S em questdao. A fim de ndo gerar um alto custo computacional na
publicacdo dos precos, uma comparagdo entre a receita a ser gerada pelos precos ja publicados
pela companhia e a receita calculada com os novos pregos obtidos na Etapa IV € feita e, se houver
uma diferenca significativa, € feita a atualizacdo dos precos no site (Etapa V). O processo €
realizado para todos os dias de venda ¢ até o dia da partida do d6nibus no trecho S e, posteriormente
0 processo se repete para o proximo trecho S — 1 da linha de 6nibus fixada.

4.1 MODELO A: MODELO DE OTIMIZACAO PARA A PRECIFICACAO DINAMICA NO
TRANSPORTE RODOVIARIO DE PASSAGEIROS

Como sugestdo de melhoria no processo ja praticado pela empresa, foi proposto um
modelo de otimizagdo matemadtica (modelo A da Figura 3.1) para a obten¢do dos precos a serem
cobrados pelos bilhetes de forma a maximizar a receita. Este modelo substituird a Etapa IV do
processo ja apresentado (Figura 4.2).

Com base no modelo de Kamandanipour et al. (2023), conforme apresentado na
Subsecdo 2.3.2, pode-se fazer uma adaptacdo do modelo proposto pelos autores e formular um
problema para precificacao dos bilhetes da empresa estudada, cujo objetivo é a maximizagdo da
receita para um trecho S de linha de Onibus.

Seja T o numero de dias restantes para a saida de um 6nibus que ird percorrer um trecho
de uma linha e também o horizonte de tempo para compra de passagens. Os indices, pardmetros
e varidveis sao definidos como segue.

Indices:
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* t: é o indice para os dias restantes para o trecho, onde r € {0,1,2,...,T}. Onde t =0
representa o dia da partida do 6nibus, # = 1 representa o dia que antecede a partida do
onibus e assim sucessivamente.

Parametros:
* CAP: € a capacidade total de assentos disponiveis para o trecho;
* d,: é ademanda de bilhetes no dia de venda ¢;

* PR: € o preco referéncia, obtido via histérico de dados, praticado pela companhia de
onibus no trecho;

* ¢; : é a elasticidade-preco da demanda no dia de venda ¢;
e PMin ¢ PMAx: g3o 0s pregos minimos e maximos que podem ser atribuidos aos bilhetes;

* DP: € a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra.

Variaveis:
* p;: € o preco do bilhete, para cada dia de venda ¢;
* v;: é a venda estimada de bilhetes no dia de venda z.

Um modelo ndo linear foi proposto, chamado de modelo A, para otimizar a receita da
venda de bilhetes do transporte ferrovidrio para um trecho, em um horizonte finito de compra:

T
maximizar Z Vi Py “.1)
=0

sujeitoa v, < d;, Vt € [0,T] 4.2)

T
D v <CAP 4.3)

t=0
vi=di |1+ (S =1) e, vie(07] (4.4)
|p: — pi1l < DP, ¥t € [0,T — 1] 4.5)
P™M" < p, < P™Y Yt e [0,T] (4.6)
P Vs S R+, Vt S [O, T] (47)

A seguir serdo explicadas a funcdo objetivo e restricdes envolvidas no problema.

A funcao objetivo formulada na equagdo 4.1 € maximizacao da receita por trecho, a
qual € a soma do produto do preco proposto e da venda estimada de bilhetes, para todos os dias
que antecedem a viagem.

As restri¢oes 4.2 limitam a quantidade de bilhetes vendidos no dia ¢ a quantidade de
demanda d; existente neste dia.
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A restricao 4.3 limita a quantidade de vendas total a capacidade do Onibus.

O conjunto de restricdes 4.4 fornece as vendas no dia de compra ¢ para a demanda
prevista a depender da elasticidade e do prego a ser praticado. Esta restricdo € obtida via a
defini¢do de elasticidade (equagdo 2.2). Seja g; a quantidade demanda inicial, gy a quantidade
demanda final, p; e p r 0 prego inicial e o preco final, respectivamente, em um intervalo de tempo,
pode-se reescrever a equacao 2.2 na forma da equacao 4.8.

qf — 4qi
_ qi
€= pr—pi (4.8)
Pi
Com algumas manipulacdes matemadticas pode-se obter a equacdo 4.9 como apresentada a seguir.
qr=qi- 1+(&—1)-e] 4.9)
Pi

Seja g r a quantidade de venda v, ¢; a demanda prevista d, p s o preco a ser cobrado pelos bilhetes
p e o preco referéncia PR. Assim, a equagdo 4.9 pode ser reescrita na forma da equagdo 4.10.

v:d-[1+(;4R—1)-e] (4.10)

A equacdo 4.10 € justamente a restri¢cao apresentada. na equacao 4.4 do modelo matematico.

As restricdes 4.5 preservam o modelo de mudangas extremas de precos, garantido que
dois pregos sucessivos ndo tenham uma diferenca maior que DP.

O conjunto de restricdes 4.6 garante que o prego ird flutuar entre os limites estabelecidos.

As restrigoes 4.7 estabelecem que as varidveis de decisdo dos precos e vendas devem
ser nlimeros reais positivos. E contraintuitivo utilizar varidveis reais para a quantidade de venda
de bilhetes, porém a empresa de transporte rodovidrio estudada utiliza ndmeros reais positivos
para definir esse valor devido a baixa demanda em alguns trechos. Portanto, para a comparagao
dos resultados, a variavel foi declarada da mesma forma.

O modelo A proposto pertence a classe dos problemas nao lineares e, ao ser utilizado na
Etapa IV, serdo obtidos os precos 6timos, em todo o espago solugdo, para o problema estudado.

4.2 MODELO B: NOVO PROCESSO PARA A PRECIFICACAO DINAMICA NO TRANS-
PORTE RODOVIARIO DE PASSAGEIROS

A Figura 4.3 apresenta o processo proposto neste trabalho para a precificagdao dos
bilhetes de uma empresa de transporte rodovidrio.
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Figura 4.3: Processo proposto de precificagao.

INfCIO I - DADOS HISTORICOS 1T - MODELOS INICIAIS I1I - MODELO DE REGRESSAO
Vendas — Precos Previsao de demanda Utilizado para a restri¢ao de
Pregos da concorréncia Elasticidade nimero de bilhetes vendidos

V]jgng Eg Qéé) VI - ANALISE E ATUALIZACAO
|1V - PARAMETROS | > REC L
Maximizacao da receita DOS PRECOS NO SITE,
via modelo de otimizagao SE NECESSARIO

FONTE: A autora (2024).

Diferente do processo utilizado pela empresa estudada, que precifica as passagens
rodovidrias para cada trecho de maneira individual, o fluxo proposto contempla todos os trechos
de uma linha de 6nibus. Assim, fixada uma linha de transporte operada pela companhia e a
quantidade ¢ de dias restantes para a partida do 6nibus, além dos dados que ja eram obtidos
anteriormente, deve-se obter os precos praticados pela concorréncia até o dia presente (Etapa
I). A Etapa I, para a geracdo dos pardmetros de demanda e elasticidade, mantém-se como
anteriormente. Como préximo passo (Etapa III), tem-se a primeira sugestdo de melhoria no
processo, um modelo de regressdo para a geracdo de coeficientes relacionando a demanda, venda
realizada, preco praticado pela companhia e preco dos concorrentes (Subsecao 4.2.1). Este
modelo servird como input para a constru¢do da restricao de nimero de bilhetes vendidos no
modelo de otimizagdo proposto. Na Etapa IV, sdo coletados os parametros que serdo utilizados
no modelo de otimizacdo para a definicdo dos precos. A Etapa V é responsavel pelo modelo
de otimizacdo para a obtengdo dos precos a serem praticados e bilhetes a serem vendidos pela
companhia, de forma a maximizar a sua receita. Diferente do modelo proposto na Se¢do 4.1, o
novo modelo considera todos os trechos de uma linha de 6nibus, além dos precos praticados pela
concorréncia. Como no processo anterior, a fim de ndo gerar um alto custo computacional na
publicacdo dos precos no site de venda de passagens, uma comparagao entre a receita a ser gerada
pelos precos j4 publicados pela companhia e a receita calculada com os novos precos obtidos na
Etapa V ¢€ feita e, se houver uma diferenca significativa, € feita a atualizacdo dos precos no site
(Etapa VI). O processo € realizado para todos os dias de venda ¢ até o dia da partida do Onibus.

4.2.1 Modelo de Regressao para Vendas

O nimero de bilhetes vendidos desempenha um papel vital em um modelo de precificagdao
dindmica. A relacdo entre os precos praticados pela concorréncia e pela empresa estudada com as
vendas realizadas possui um grande impacto na defini¢do do nimero de bilhetes a serem vendidos.
Um modelo de regressao polinomial € proposto usando os fatores citados anteriormente como
premissas.

O objetivo bésico da andlise de regressdo € modelar o valor esperado de uma varidvel
dependente y em termos do valor de uma varidvel independente x. Em geral, pode-se modelar
como

y=a - x"+.. +B8-x>+y-x+6. (4.11)

Seja y a diferenca entre os bilhetes vendidos em uma linha de 6nibus, obtidos via
histérico de dados, e a venda proposta na equacao 4.10. E, seja x a diferenca entre o preco



28

da concorréncia (PC) e o preco (p) a ser praticado pela empresa em estudo. Assim, pode-se
reescrever a equacao 4.11 na forma da equagdo 4.12:

yh—y p=a-(PC=p)"+..+B8-(PC-p)>+y-(PC—-p)+6 (4.12)

Com o auxilio da biblioteca sklearn do Python, foram rodados os modelos de regressao
de grau 1 (linear), grau 2 (quadrdtico) e grau 3 (cuibico) para diversas linhas de dnibus do histérico
de dados da empresa em estudo. Para todos os modelos gerados, foi calculado o R? ajustado
como teste de qualidade de ajuste e, aquele que mais se ajustou aos dados analisados foi 0 modelo
de grau 3, para todas as linhas, conforme apresentado no Apéndice A. Assim, a equacao 4.12
pode ser reescrita por 4.13.

F(p)=a-(PC-p)>+B-(PC—-p)?+y-(PC-p)+6 (4.13)

Onde F(p) = y_h — y_p. A equagdo 4.13 tera grande importancia na modelagem do niimero de
bilhetes a serem vendidos no modelo B (Secao 4.2.2).

Como explicado anteriormente, foi rodado o modelo de regressao cubico para diversas
linhas de 6nibus. Porém, como o modelo de precificacdo dindmica B foi rodado apenas
para dados ficticios, os parametros a, 8, ¥y e ¢ foram fixados de acordo com a linha de
onibus, do histérico de dados da empresa em estudo, mais completa e representativa. Assim,
a=6,8¢—-03, =2,9e—-04, y=1,9¢ -06¢ 6 =1, 19 sdo os parametros escolhidos para a
equacao 4.13.

4.2.2 Modelo de Precificacdo Dindmica no Transporte Rodoviario de Passageiros por trechos

No novo modelo proposto (modelo B da Figura 3.1) s@o consideradas restri¢des hard e
soft. Restricdes hard sdao as que nao podem ser violadas em qualquer hip6tese, pois causariam
a inviabilidade da solucdo. J4 as restricdes soft sdo restricdes desejaveis, que devem ser
preferencialmente atendidas; sua violac@o, no entanto, nao inviabiliza a solugao.

Seja T o nimero de dias restantes para a partida de uma linha de 6nibus e também o
horizonte temporal de compra dos bilhetes. Os conjuntos, indices, parametros e varidveis do
modelo sdo definidos a seguir.

Conjuntos:

* I ={1,2,...,n}, onde n representa o nimero de pontos de parada da linha de dnibus;

e P=A(i,j),Vie{l,...n—1}eVj e{i+1,...,n}}, onde i sdo as origens e j sdo 0s
destinos da linha;

« Z={0,1,...,T}, onde T sdo os dias de venda dos bilhetes e também representa o
nimero de dias para a partida do Onibus.

Indices:
* t: é o indice para os dias restantes para a partida do 6nibus, onde ¢ € Z;
* i: é o indice para as origens dos trechos da linha, onde i € I;

* j: é o indice para todos os destinos possiveis da linha, onde j € I;

Pardametros:
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* CAP: € a capacidade total de assentos disponiveis no Onibus;
* d;j;: € a demanda de bilhetes no dia de venda ¢ para o trecho ij;
* PR;;: € o preco referéncia praticado pela companhia de dnibus no trecho ij;

* ¢;j;: € a elasticidade de preco, que mede a capacidade de resposta da quantidade
demandada a uma mudanca em seu preco para o trecho ij no dia de venda ¢;

. P;’}’” e P?}‘”‘: s30 os precos minimo e maximo que podem ser atribuidos aos bilhetes
para o trecho ij;

* DP: € a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra;

* PC;j;: € o prego praticado pela concorréncia no dia de compra ¢ para o trecho ij;

* C;js: indica a existéncia do preco da concorréncia no dia de compra ¢ para o trecho ij,
Cij: = 1 se o preco da concorréncia existe e C;;; = 0 caso contrério;

* a,f,y,0: sdao os parametros da regressao polinomial;

* Wi, W, W3t sdo os pesos de penalizacdes das restricoes soft.
Variaveis:

* piji: € o preco do bilhete do trecho ij, para cada dia de venda t;

* v;j;: € a venda estimada de bilhetes para o trecho ij no dia de venda ¢;

* {;j;: variavel de folga para a venda do trecho ij no dia de venda ¢;

* 7;j:: varidvel de folga para a diferenca de preco em dias consecutivos do trecho ij no
dia de venda ¢;

* u;j;: variavel de folga para os limites minimo e maximo de pre¢o para o trecho ij no
dia de venda ¢.

Um problema néo linear misto, chamado de modelo B, foi proposto para otimizar a
receita da venda de bilhetes do transporte rodovidrio para todos os trechos de uma linha de onibus,
em um horizonte finito de compra:

maximizar Z Z Z Vije * Pije = Wi - Gije = Wa - mije — W3 - i (4.14)
i€l jel teZ

sujeito a v;j; < djj;, Vt€Z,i€l,jel 4.15)

Z Z vig <CAP, Vk=1,..n—1 (4.16)

teZ (i,j)eP:k>ik<j

Dijt
1+ (PR,']' — 1) €t

Vijr = dijr + + F(pijt) - Ciji + iji, Yt€Zjiel, jel 4.17)
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F(pij)) = a - (PCijt = pije)* + B+ (PCije = pijr)°

+y - (PCijt — pijt) +0, Vte Zjiel,jel (418)

|piji = Pijsry| S DP +mij, VE€[0,T—1]i€l,jel (4.19)
PI™ — wiji < piji S PR+ pije, Vi€ Zjiel jel (4.20)
Pijts Cije> Mijes Mije €ERT, Vi€ Zjiel, jel 4.21)

Vi €LY, VteZjiel, jel (4.22)

A seguir serdo explicadas a func¢do objetivo e restricdes envolvidas no problema.

Como no modelo apresentado na Secao 4.1, a funcao objetivo formulada na equacao
4.14 é maximizacao da receita por linha, a qual € a soma de todos os dias que antecedem a
viagem, do produto do preco proposto e da venda estimada de bilhetes, para todos os trechos
que compdem aquela viagem. Além disso, neste modelo, sdo adicionados a fungdo objetivo
trés penalizacdes. A primeira para a quantidade de bilhetes vendidos, a segunda corresponde a
diferenca de preco em dias consecutivos e a tltima aos limites superiores e inferiores de preco.

O conjunto de restricdes 4.15 limita a quantidade de bilhetes vendidos no dia ¢ a
quantidade de demanda existente neste dia para o trecho ij.

As restrigdes 4.16 limitam a quantidade de vendas a capacidade disponivel do onibus
nas intersec¢des dos trechos. A Figura 4.4 ilustra estas restricdes em um exemplo com quatro
paradas.

Figura 4.4: Tlustracdo da restricao 4.16.

A B C D
o o  —

FONTE: A autora (2024).

Considere uma linha de 6nibus com 4 pontos de parada A, B, C e D (que correspondem aos
trechos AB, AC, AD, BC, BD e CD) e com apenas um dia de venda dos bilhetes, ou seja,
T = 0. A restri¢ao 4.16 consiste em limitar a capacidade do veiculo, para cada trecho, a soma da
quantidade de bilhetes vendidos dos trechos que possuem intersecc¢io ao trecho analisado. Entao,
as restrigoes 4.23 a 4.25 seriam criadas para este exemplo ilustrativo.

VABO ¥ Vaco +vapo < CAP (4.23)
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Vaco+Vapo +Veco+Vvepo < CAP 4.24)

vapo +Vvepo +vepo < CAP (4.25)

As restri¢des 4.17 fornecem as vendas no dia de compra ¢ para a demanda prevista a
depender da elasticidade, do prego a ser praticado e do preco dos concorrentes. A primeira parte
desta restricao € obtida da mesma maneira que a restricao 4.4 apresentada na Secdo 4.1. Além da
elasticidade, o preco dos concorrentes também define a venda, assim a restri¢do 4.17 pode ser
obtida. Onde F(p) foi definida na Secdo 4.2.1, C;;; € o parametro que indica a existéncia do
preco da concorréncia, criado para garantir que o modelo possa ser usado mesmo se o preco da
concorréncia ndo estiver disponivel, e ;;; € a varidvel de folga. A defini¢do desta restri¢do como
soft se fez necessaria para ndo gerar inviabilidade no modelo. A varidvel de venda v;j, € inteira
e a varidvel de preco continua, assim as chances de inviabilidade poderiam ser grandes se nao
houvesse a variavel de folga ;;;, tornando assim essa restri¢ao soft.

O conjunto de restri¢cdes 4.18 estabelece uma fun¢do polinomial de grau 3, a depender
do preco a ser definido e do precgo praticado pela concorréncia, que define o nimero de bilhetes
que sdo impactados pelo preco da concorréncia.

Como no modelo anterior, as restri¢coes 4.19 preservam o modelo de mudangas extremas
de precos, garantindo que dois precos sucessivos ndo tenham uma diferenga maior que D P. Com
a varidvel de folga 7, ;;, flexibiliza-se essa restri¢do, tornando-a soft. Na estratégia de negdcio
da companhia de transporte rodovidrio estudada, garantir que nao haja uma mudanca brusca de
preco das passagens em dias consecutivos € uma restricdo importante, porém nao necessaria.

O conjunto de restricdes 4.20 também sdo softs, elas garantem que o preco ird flutuar
entre os limites estabelecidos e a varidvel de folga u;;;. A flexibilidade nesta restri¢do permite a
definicdo de pregos superiores ou inferiores aos limites designados desde que a funcio objetivo
seja maximizada.

Para os trés conjuntos de restricoes 4.17, 4.19 e 4.20, varidveis de folga foram
introduzidas, tornando as restri¢des softs, como ja mencionado. Quando uma varidvel de
folga assume o valor zero (caso ideal), significa que a soluc@o encontrada conseguiu satisfazer
integralmente aquela restricdo e a fungdo objetivo ndo sofrerd penalizacdo referente aquela
restricao (nesse caso, a funcio objetivo nao terd algo subtraido dela). Entretanto, se uma varidvel
de folga assume um valor maior que zero, significa que a restricdo ndo pode ser completamente
atendida, e o valor da varidvel de folga (que representa o quanto faltou/sobrou para a restri¢ao ser
respeitada e espera-se que esse valor seja pequeno) € subtraido da fungdo objetivo multiplicado
por uma constante W;, o que acarreta em uma piora da funcao objetivo (que é de maximizacao).
Sendo assim, a ideia da introducdo de varidveis de folga é nao acarretar inviabilidade ao problema,
permitindo que restri¢des possam ser violadas, mas que essa violagc@o seja a menor possivel para
que o valor da funcao objetivo ndo seja fortemente impactado.

As restri¢oes 4.21 dizem que as varidveis de decisdo dos precos e de folga devem ser
ndmeros reais positivos.

As restrigoes 4.22 definem a varidvel de quantidade de bilhetes vendidos como um
ndmero inteiro positivo.
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S RESULTADOS

Nesta se¢do, primeiramente serdo apresentados os dados coletados, disponibilizados
pela empresa em estudo, e os resultados obtidos por meio da implementa¢do do modelo A da
Secdo 4.1, bem como a comparacao destes resultados com os precos e vendas praticados pela
empresa no processo ja existente. Em seguida, para a obtencdo dos resultados do modelo B,
apresentado na Secdo 4.2.2, serdo criadas instancias para abordar diferentes cendrios e realizada
a andlise das solucdes obtidas. Em ambos os modelos a solu¢do 6tima foi obtida em um tempo
irrisorio, entdo o tempo computacional ndo serd analisado.

5.1 MODELO A

Foi obtida a autorizacdo e realizada a coleta dos dados da empresa de transporte
rodovidrio em estudo, conforme serd apresentado na Se¢do 5.1.1. Além disso, foram definidos
os parametros a serem considerados no modelo A para a resolu¢do do problema proposto e
realizada a comparagdo dos resultados obtidos com os precos e niumero de bilhetes vendidos pela
companhia (Secdo 5.1.2).

5.1.1 Coleta de dados

A seguir, a Tabela 5.1 apresenta um descritivo dos dados coletados.

Tabela 5.1: Dados coletados da empresa de transporte rodovidrio de passageiros.

N01ne do Significado Tipo Numer-o de registros
parametro diferentes
Viagens Niimero d.e saidas de ‘ombus por Niimero 6.744
origem e destino
Linha Linha do 6nibus String 6
Origem Cidade de origem do trecho String 8
Destino Cidade de destino do trecho String 8
String representando
Data de . . as datas entre
partida Dia de partida 16/03/2023 ¢ 151
12/08/2023
Quantidade de Capacidade do 6nibus em cada Numero inteiro entre 15
assentos trecho 2e?2l
Preco médio obtido a partir dos
dados histdricos a ser considerado
Preco p
A no modelo. Este preco, sem a Numero real entre
referéncia . . R 338
(RS) aplicacdo da precificacdo dinamica, 113,41 e 379,86
jé encobre os custos envolvidos com
os Onibus
Pre¢o maximo Tarifa maxima que pode ser Numero real entre 274
R$) atribuida aos bilhetes 140,99 e 477,49
Preco minimo Tarifa minima que pode ser Numero real entre 577
(R$) atribuida aos bilhetes 102,49 e 427,49

FONTE: A autora (2024).

O ntimero de viagens descrito na Tabela 5.1 € uma combinagao entre as linhas, origens,
destinos e datas de partida dos Onibus. A quantidade de assentos ndo € a capacidade total do
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Onibus, mas sim a quantidade de assentos reservada para cada trecho de uma linha. O preco
referéncia € obtido via histdrico de dados e tém-se que ele ja encobre todos os custos envolvidos
com os Onibus. Definidos pelos especialistas em precificagdo dinamica da empresa em estudo, os
precos minimos € maximos limitam a tarifa a ser atribuida aos bilhetes.

5.1.2 Resultados

Para a validacdo do modelo A proposto foram analisados os resultados de 100 instancias
com trechos de diferentes onibus da empresa de transporte rodovidrio estudada, os quais sao
apresentados nesta secdo. A implementacdo do modelo foi realizada em Python, com o auxilio
da biblioteca gurobipy e as solucdes foram obtidas via o solver de otimizacio GUROBI.

Primeiramente, para garantir o entendimento do modelo serd apresentado o resultado
para um trecho da empresa estudada. Os indices e parametros utilizados estdo descritos a seguir.

* T =13 sdo os dias restantes para a partida do onibus;

e t€]0,1,...,13] é o indice dos dias restantes para a partida do dnibus;

* CAP =9 ¢ a quantidade de assentos disponiveis no Onibus para o trecho analisado;
* PR =245, 84 é o preco referéncia praticado pela companhia de 6nibus no trecho;

* ¢g = —2,42 ¢ aelasticidade-preco da demanda no dia de venda 0, ou seja, dia da partida
do Onibus;

* ¢;1>0 = —3,03 € a elasticidade-preco da demanda nos dia de venda, além do dia da
partida do Onibus;

e PMin =200 é o prego minimo que pode ser atribuido aos bilhetes;
e P4 =300 € o preco maximo que pode ser atribuido aos bilhetes;

* DP =10 ¢ a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra 7.

A demanda d; para o trecho, a solucdo obtida via solver de otimizacao e a solucdo adotada pela
empresa sao apresentados na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2: Resultados do modelo de precificacdo dindmica para um trecho.

Modelo A Dados praticados pela empresa
t d, p:(RS) vy receita,(RS$) | p;(R$) vy receita,(RS)
0 6,35 | 281,68 4,11 1.156,37 282,87 2,25 636,04
1 1,54 | 271,56 1,05 284,79 274,55 0,99 272,41
2 1,46 | 271,57 1,00 270,76 268,31 1,06 283,24
3 1,01 | 271,53 0,66 187,10 262,59 0,80 210,11
4 0,76 | 271,58 0,52 140,20 259,99 0,62 162,28
5 0,58 | 271,51 0,39 107,13 256,87 0,50 128,11
6 0,43 | 271,58 0,29 79,91 254,27 0,39 98,19
7 0,18 | 271,63 0,12 32,89 251,15 0,17 41,66
8 0,19 | 271,59 0,13 34,91 248,03 0,18 45,43
9 0,18 | 271,61 0,13 34,17 245,43 0,19 45,48
10 0,58 | 271,51 0,40 107,85 242,31 0,61 146,92
11 0,54 | 271,58 0,17 46,98 239,71 0,58 138,62
12 0,24 | 271,58 0,00 0,00 236,59 0,27 64,00
13 0,01 | 271,30 0,01 2,53 233,99 0,02 3,65
Total | 14,04 9 2.485,60 8,6 2.276,12

FONTE: A autora (2024).

Por meio dos resultados obtidos, pode-se notar que todas as restricdes impostas na formulagdo
do modelo foram satisfeitas. Por exemplo, a quantidade de bilhetes vendidos ndo excedeu a
capacidade do 6nibus e nem a demanda. Além disso, ao substituir o método de maximizacgdo da
receita utilizado pela empresa pelo modelo de otimizagao proposto, obteve-se um aumento de
R$284,06 reais na receita da companhia para um tnico trecho.

Com o intuito de validar o modelo proposto, foram obtidas as solucdes de 100 trechos
operados pela empresa em estudo. Os parametros de entrada dos 100 trechos considerados foram
obtidos via coleta de dados da companhia de transporte rodovidrio estudada, e estao dentro dos
limites apresentados na Tabela 5.1. A Tabela 5.3 contém a soma dos resultados obtidos.

Tabela 5.3: Resultados do modelo de precificagdo dindmica para 100 trechos.

Modelo A Dados praticados Diferenca
venda receita(RS) | venda receita(RS) | venda receita(RS)
210,80  49.064,93 184,46  43.195,65 26,34 5.869,28

FONTE: A autora (2024).

Ao estabelecer os precos via modelo de otimizagdo, obteve-se um acréscimo em 13,6% na receita
da empresa estudada, além da estimativa de quase 26 bilhetes vendidos além do realizado pela
companbhia.

A Figura 5.1 apresenta a receita, agrupada nas 6 linhas de Onibus analisadas e que
contemplam as 100 viagens, obtida via modelo de otimizagao e a receita realizada pela companhia.
Nota-se que, na maioria das linhas, a receita obtida via o modelo de otimizacdo proposto é maior
que a receita realizada.
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Figura 5.1: Soma da quantidade de bilhetes vendidos pelo modelo A e realizada pela empresa, por linha de dnibus.
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FONTE: A autora (2024).

A Figura 5.2 compara as vendas realizadas pela empresa de transporte rodovidrio e
a venda prevista pelo modelo de otimizacao, se praticados os precos sugeridos. Assim como
na receita, observa-se que as vendas sugeridas pelo modelo de otimizacdo sao maiores que as
realizadas pela companbhia.

Figura 5.2: Venda modelo vs venda realizada.
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FONTE: A autora (2024).

5.2 MODELO B

Com o propdsito de abordar diferentes cenarios, foram criadas 27 instancias (linhas)
ficticias de dados, apresentadas na Secdo 5.2.1, e foi obtida a solu¢do 6tima do modelo B,
formulado na Secdo 4.2.2, para todas as instancias criadas, os resultados serdo discutidos na
Secdo 5.2.2.
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Com o intuito de abordar diferentes cendrios de tamanho da linha de 6nibus, variacao
de demanda, dias de venda dos bilhetes e a intercambialidade entre as paradas da linha de 6nibus,
foram geradas instancias de dados com as premissas descritas na Tabela 5.4 a seguir.

Tabela 5.4: Premissas para a geracao dos dados ficticios.

Nome do L. . Registros
parametro Significado Tipo considerados
ID Identificador de uma linha de 6nibus String 27
Numero de pontos de parada, que
Pontos de definem os trechos de origem e , .
. . . Numero inteiro 3,5el5
parada destino, considerados para as linhas
de 6nibus
Dias de venda Nimero de dias de venda dos . -
dos bilhetes bilhetes para cada linha Numero inteiro 15,3090
Capacidade Capacidade do 6nibus para as linhas Niimero inteiro 40
Fator que é multiplicado a
Constante de . s . o
capacidade do Onibus para a Numero inteiro 05,1e2
demanda .
definicdo da demanda
Preco a ser considerado no modelo
Pre:go. que, seA:m a ap.lfcagao da precificagdo Néimero real Aleatdrio entre 60 e
referéncia dinamica, ja encobre 0s custos 140

envolvidos com os dnibus

Percentual do

Percentual que é multiplicado ao

Aleatorio entre -0,05

preco da preco referéncia para a definicio do Numero real ¢ 0.05
concorréncia preco da concorréncia ’
.. Elasticidade para os dias de venda . Aleatério entre -3 e
Elasticidade ade p . Niimero real
dos bilhetes para cada linha -1
Percentual que € multiplicado ao
Percentual do ~ 4o puca = .
L. preco referéncia para a definicio do Niimero real -0,2
preco minimo .
preco minimo
Percentual que é multiplicado ao
Percentual do . du pucaco .
.. preco referéncia para a definicio do Numero real 0,3
preco maximo L.
pre¢o maximo
Diferenca Limite inferior para a geracdo
minima de aleatdria da diferenca de preco entre Niimero real 5
preco dois dias consecutivos de venda
Diferenca Limite superior para a geracao
maxima de aleatdria da diferenca de preco entre Niimero real 25
preco dois dias consecutivos de venda

FONTE: A autora (2024).

Cada um dos parametros da Tabela 5.4 é explicado a seguir.

* O ID € o identificar para cada linha de 6nibus, entdo foram criadas 27 instancias de
linhas de 6nibus;

* Os pontos de parada foram necessarios para a criacao dos trechos: 3 pontos geraram 3
trechos, 5 pontos resultaram em 10 trechos e 15 pontos corresponderam a 105 trechos;

* O parametro de dias de venda dos bilhetes corresponde ao horizonte de dias de venda
das passagens. As instancias aqui criadas variaram entre o horizonte de 15, 30 e 90 dias;
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* Diferente do modelo A, em que a quantidade de assentos era definida para cada trecho,
o modelo B analisa o trade-off entre os trechos, considerando assim a capacidade total
do 6nibus de 40 assentos, que se reflete no parametro de capacidade;

* A constante de demanda é um fator que € multiplicado a capacidade do Onibus para a
defini¢cdo da demanda. Ao atribuir esta constante como 0,5 obtém-se uma demanda com
a metade do valor da capacidade do veiculo (20), ao considerd-la como 1, a demanda é
exatamente a capacidade do veiculo (40) e, finalmente, ao atribuir o valor desta constante
como 2, obtém-se uma demanda com o dobro da capacidade do veiculo (80).

* O preco referéncia € um nimero aleatdrio entre 60 e 140;

* Para a defini¢@o do preco da concorréncia, € considerado um valor aleatério entre -0,05
e 0,05 o qual serd multiplicado ao prego referéncia. Com isso, o preco dos concorrentes
pode variar entre valores menores ou maiores que o preco referéncia;

* Para cada linha de 6nibus € gerado um valor aleatdrio para a elasticidade, que € 0 mesmo
para todos os dias de compra dos bilhetes, com excecdo do dia da partida de 6nibus.
Para este dia, a alterac@o do preco ndo possui um impacto tao grande na demanda quanto
os demais dias de compra, assim para todas as linhas foi acrescentada uma constante no
valor da elasticidade para o dia de partida do Onibus;

* Os percentuais de preco minimo e maximo sao utilizados para a defini¢cao dos limites
inferiores e superiores do preco;

* Para a definicao da diferenca de preco entre dois dias consecutivos de venda é gerado
um numero aleatorio entre 5 e 25.

Para a geracdo das instincias de dados ficticias, a partir das premissas da Tabela 5.4, foi
criado um cédigo em Python, cujo seu pseudo-codigo € descrito no Algoritmo 1 a seguir.
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Algoritmo 1 Geracdo de instancias ficticias de dados.

1: P_min « —0,2 // atribui¢do dos parAmetros fixos

2: P_max < 0,3

3: DP_min «< 5

4: DP_max < 25

5: CAP «— 40

6: forall 7 € [3,5,15] do

7. LI « list(range(1,1+ 1)) //lista com os pontos de parada
8: forall T € [15,30,90] do

9: LT « list(range(T + 1)) //lista com os dias de compra dos bilhetes
10: for all P € [0.5,1,2] do
L1 PR « randint(60, 90) // gera¢do de niimero aleatério para o prego referéncia
12: df _base «— gera_trechos(LI) // chamada de func¢des auxiliares
13: df _base «— gera_trecho_dias(LT,df_base)
14: df _base «— gera_capacidade(CAP, df_base)
15: df _base «— gera_demanda(P,T,CAP,df_base)
16: df _base «— gera_preco_ref(PR, LI, df _base)
17: df _base «— gera_concorrencia(df_base)
18: df _base «— gera_elaticidade(df_base)
19: df _base «— gera_preco_min_max(P_min, P_max, df _base)
20: df _base «— gera_dif_preco(DP_min, DP_max, df _base)
21: df _concat « concat(df _concat,df _base) [/ concatenacdo dos dataframes
22: end for
23:  end for
24: end for

5.2.2 Resultados

A validacgdo e andlise do modelo B formulado foram realizadas por meio das solucdes
obtidas a partir de 27 linhas de dnibus criadas com dados ficticios, cujas premissas foram descritas
na Tabela 5.4.

A seguir, com o intuito de garantir o entendimento, serd apresentado o resultado de uma
linha, com 3 trechos e constante de demanda 0,5, cujos parametros foram obtidos a partir da
instancia de dados ficticios, gerada com as premissas da Tabela 5.4. Os parametros e indices
apresentados a seguir sdo os mesmos para todos os trechos da linha de 6nibus considerada.

» T =15 sdo os dias restantes para a partida do 6nibus;

* t€0,1,...,15] é o indice dos dias restantes para a partida do dnibus;

CAP =40 € a quantidade de assentos disponiveis no Onibus para o trecho analisado;

* C;j; = 1, indicando a existéncia do pre¢o da concorréncia para todos os dias de compra
t para todos os trechos de todas as linhas;

* DP =5 ¢ a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra ;

ca=68e—-03 B8=29-04, y =1,9¢ - 06, 6 = 1,19: sdo os parametros da
regressao polinomial;
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* W1 = 100000, W, = 100, W3 = 100000 sao os pesos de penalizacOes das restricdes
soft.

Os indices e parametros que variam entre os trechos estdo descritos na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: ParAmetros ficticios para uma linha de 6nibus.

Trecho PR”(R$) Pln}m(R$) P[r;tax(R$) t dijt €ijt PCUI(R$)
0 5 -0,89 204,16
1 0 -1,16 203,76
2 0o -1,53 203,19
3 2 -2,66 209,01
4 0 -1,12 218,52
5 2 -1,82 206,16
6 3 -1,87 202,36
7 0 -1,71 210,01

AB 208,50 166,80 271,05 3 3 217 199.48
9 0 -2,86 205,21
10 1 -2,28 213,23
11 1 -1,68 215,75
12 1 -2,02 204,25
13 2 -2,65 198,63
14 0 -1,22 218,79
15 0 -1,67 211,75
0 0 -048 288,86
1 1 -1,12 276,79
2 3 -1,87 279,10
3 3 -2,34 284,88
4 2 -2,00 268,05
5 1 -2,82 272,58
6 1 -2,26 273,76
7 1 -2,27 273,36

BC 278,00 222,40 361,40 3 1 238 28735
9 1 -1,89 271,29
10 1 -1,10 275,79
11 2 -2,36 286,77
12 0 -2,67 286,47
13 3 -2,15 274,22
14 0 -237 270,64
15 0 -1,18 279,06
0 1 -1,65 217,98
1 2 -2,15 204,85
2 2 -2,03 216,77
3 1 -1,99 202,92
4 0 -1,61 215,64
5 0 -2,66 211,83
6 2 -2,19 216,39
7 3 -1,89 208,11

AC 208,50 166,80 271,05 3 ) .99 211.99
9 2 -1,07 215,44
10 1 -2,26 207,4
11 2 -2,47 217,73
12 0 -1,76 215,71
13 2 -2,45 206,03
14 0 -2,57 207,17
15 0 -2,70 212,49

FONTE: A autora (2024).



A solugdo obtida via solver de otimizagao estd apresentada na Tabela 5.6.
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Tabela 5.6: Resultados do modelo de precificacdo dindmica para uma linha de 6nibus ficticia.

Parametros Resultado do modelo B

Trecho ¢t dij | piji(RS) vij receita(RS)  nije  ije Hije

0 5 204,16 5 1.020,78 4,60 1,29 0

1 0 203,76 0 0 4,44 1,19 0

2 0 203,19 0 0 10,82 1,19 0

3 2 209,01 2 418,02 7,15 1,18 0

4 0 211,16 0 0 0 3,92 0

5 2 206,16 2 412,33 1,20 1,23 0

6 3 202,36 3 607,08 7,12 1,36 0

AB 7 0 204,48 0 0 0 2,35 0

8 3 199,48 3 598,45 10,73 1,48 0

9 0 205,21 0 0 13,01 1,19 0

10 1 213,23 1 213,23 041 1,14 0

11 1 208,63 1 208,63 0 3,66 0

12 1 203,63 1 203,63 0 1,24 0

13 2 198,63 2 397,27 19,31 1,44 0

14 0 212,94 0 0 0 2,56 0

15 0 207,94 0 0 0 1,57 0

Total AB 20 20 4.079,00 79 28 0

0 0 281,91 0 0 0,11 3,49 0

1 1 276,79 1 276,79 7,31 1,2 0

2 3 279,10 3 837,3 1,01 1,17 0

3 3 275,11 3 825,33 2,07 7,63 0

4 2 268,05 2 536,09 9,53 1,34 0

5 1 272,58 1 272,58 6,18 1,25 0

6 1 273,76 1 273,76 4,6 1,23 0

BC 7 1 273,36 1 273,36 9,14 1,23 0

8 1 277,50 1 277,5 1,22 7,72 0

9 1 271,29 1 271,29 9,51 1,24 0

10 1 275,79 1 275,79 13,42 1,2 0

11 2 284,22 2 568,44 0 1,2 0

12 0 279,22 0 0 0 3,81 0

13 3 274,22 3 822,65 1,42 1,28 0

14 0 270,64 0 0 6,47 1,19 0

15 0 272,11 0 0 0 3,49 0

Total BC 20 20 5.511,00 72 40 0

0 1 211,03 1 211,03 1,18 3,47 0

1 2 204,85 2 409,71 8,06 1,27 0

2 2 207,92 2 415,83 0 5,95 0

3 1 202,92 1 202,92 17,73 1,25 0

4 0 215,64 0 0 1,18 1,19 0

5 0 211,83 0 0 6,29 1,19 0

6 2 213,11 2 426,23 0 1,34 0

AC 7 3 208,11 3 624,34 8,87 1,2 0

8 2 211,99 2 423,98 5,42 1,09 0

9 2 2124 2 424,81 0 1,35 0

10 1 207.4 1 2074 13,62 1,21 0

11 2 216,03 2 432,06 0 1,05 0

12 0 211,03 0 0 0 1,9 0

13 2 206,03 2 412,06 6,14 1,25 0

14 0 207,17 0 0 3,37 1,19 0

15 0 205,54 0 0 0 3,49 0

Total AC 20 20 4.190,00 72 29 0

Total Geral 60 60 13.780,00 223 97 0

FONTE: A autora (2024).
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Pode-se notar, por meio dos resultados obtidos, que o nimero de bilhetes vendidos, v;j;, foi
exatamente o valor da demanda, d;;, para todos os dias de compra ¢ em todos os trechos. Porém,
como todas as variaveis de folga {;;; assumiram valores diferentes de zero, t€m-se que 0 conjunto
de restrigdes 4.17 ndo pode ser atendido sem a flexibilizagdo. O mesmo pode-se observar a
respeito das varidveis de folga 7;;; que assumiram valores diferentes de zero. Assim, da mesma
forma, afirma-se que o conjunto de restrigdes 4.19 também nao foi atendido, na sua totalidade,
sem a flexibilizagdo, ou seja, a diferenca de precos em dias consecutivos ndo ficou abaixo de
R$5,00 em todos os dias. Finalmente, tém-se que a varidvel y;;; = 0 para todos os trechos e em
todos os dias de compra, assim pode-se concluir que os limites de preco minimos € maximos
foram respeitados (equacao 4.20).

Como dito anteriormente, os resultados obtidos com o modelo B foram gerados a partir
de instincias ficticias de dados, assim, ndo € possivel realizar uma comparacgdo a respeito do
aumento/diminui¢do da receita gerada pelo modelo. Porém, se for assumido que a empresa de
onibus venda exatamente o valor da demanda ao preco da tarifa referéncia (que cobre todos
os custos do 6nibus), tem-se que a receita € 0,86% maior que a receita obtida pelo modelo de
otimizagdo B. Apesar do modelo ndo aumentar a receita, € recomenddvel o uso do modelo de
otimizagdo, pois em casos onde a demanda ndo pode ser atendida em sua totalidade o modelo
definird de maneira 6tima o prego e o ndmero de bilhetes a serem vendidos em todos os trechos,
respeitando a capacidade do d6nibus em todo o percurso.

Com o intuito de analisar diferentes cendrios para o modelo B proposto, foram obtidas as
solucdes das 27 linhas criadas a partir de dados ficticios. Os pardmetros a seguir foram definidos
da mesma maneira para todos os trechos, de todas as linhas consideradas.

* CAP = 40: ¢ a capacidade total de assentos disponiveis no Onibus para as 27 linhas
consideradas;

* DP ¢ a diferenca maxima de preco que os bilhetes podem assumir em dois dias
consecutivos de compra. Este parametro varia, para cada uma das 27 linhas, conforme a
Tabela 5.4;

* C;j; = 1: indicando a existéncia do pre¢o da concorréncia para todos os dias de compra
t para todos os trechos de todas as linhas;

ca=6,8e—-03 8=29-04, y =1,9¢ - 06, 6 = 1,19: sdo os parametros da
regressao polinomial;

Wi = 100000, W, = 100, W3 = 100000: sdo os pesos de penalizagdes das restricoes
soft.

A Tabela 5.7 a seguir apresenta um resumo dos demais parametros considerados para as
27 linhas analisadas.
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Tabela 5.7: ParAmetros ficticios para 27 linhas.

Soma Média
. Conts. PR;; P PRYY PCyjy
Linha demanda Paradas Trechos T dij: eiji (R$§ ( RJ 5) (R] 5) (R$J)
1 0,5 15 105 15 1,25 -1,93 142 114 185 142
2 1 15 105 15 2,5 -1,94 182 146 237 182
3 2 15 105 15 5 -1,93 153 123 199 153
4 0,5 15 105 30 0,65 -1,96 184 147 239 184
5 1 15 105 30 1,29 -1,97 123 98 160 123
6 2 15 105 30 2,58 -1,96 131 105 171 131
7 0,5 15 105 90 0,22  -1,98 166 133 215 166
8 1 15 105 90 0,44 -1,98 122 97 158 122
9 2 15 105 90 0,88 -1,98 130 104 169 130
10 0,5 3 3 15 1,25 -1,98 232 185 301 233
11 1 3 3 15 2,5 -1,92 165 132 215 166
12 2 3 3 15 5 2,11 207 165 269 207
13 0,5 3 3 30 0,65 -1,88 130 104 169 130
14 1 3 3 30 1,29  -1,96 133 107 173 133
15 3 3 30 2,58 -1,96 143 115 186 143
16 0,5 3 3 90 0,22 -2 192 153 249 191
17 1 3 3 90 0,44 -1,98 210 168 273 210
18 3 3 90 0,88 -2,05 222 177 288 222
19 0,5 5 10 15 1,25 -1,92 162 130 211 162
20 1 5 10 15 2,5 -1,94 95 76 123 94
21 2 5 10 15 5 -1,94 110 88 142 109
22 0,5 5 10 30 0,65 -1,99 141 113 183 141
23 1 5 10 30 1,29  -1,95 179 143 232 178
24 5 10 30 2,58 -1,98 135 108 176 135
25 0,5 5 10 90 0,22 -2,02 141 113 183 141
26 1 5 10 90 0,44 -2 107 85 138 107
27 2 5 10 90 0,88 -1,97 188 150 244 187

FONTE: A autora (2024).

Conforme a Tabela 5.7, na instincia de dados criada foram consideradas 27 linhas de Onibus,
com 15, 3 e 5 paradas que correspondem a 105, 3 e 10 trechos, respectivamente. Além disso, os
dias de compra T dos bilhetes variaram entre 15, 30 e 90 dias. O lado direito da tabela apresenta
a média entre todos os trechos dos demais parametros considerados para cada linha de 6nibus.

Assim como o modelo A, a implementacdo do modelo B foi realizada em Python e as
solugdes obtidas via o solver de otimizacio GUROBI estao apresentadas, de forma resumida, na
Tabela 5.8.
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Tabela 5.8: Resultados do modelo B de precificacdo dindmica para 27 linhas ficticias.

Soma Média
Linha decrfl:rtlsd-a Paradas Trechos T re(t}c;;;a Hije Vijt Lijt Dijt Nijt

1 0.5 15 105 15 47.466 0 0,25 2,33 141,84 10,76
2 1 15 105 15 79.088 0 0,33 3,5 181,99 21,12
3 2 15 105 15 68.152 0 0,33 6,02 152,64 9,02
4 0.5 15 105 30 61.235 0 0,13 1,78 183,38 18,13
5 1 15 105 30 53.445 0 0,17 2,39 122,69 12,37
6 2 15 105 30 58.193 0 0,17 3,68 130,95 9,47
7 0.5 15 105 90 55.126 0 0,04 1,59 164,81 5,9

8 1 15 105 90 52.699 0 0,06 1,67 121,03 4,88
9 2 15 105 90 57.640 0 0,06 2,1 129,33 5,87
10 0.5 3 3 15 13.781 0 1,25 2,02 230,26 4,64
11 1 3 3 15 11.981 0 1,67 2,15 165,15 14,22
12 2 3 3 15 15.202 0 1,67 4,62 206,98 19,42
13 0.5 3 3 30 7.751 0 0,65 1,36 128,85 4,58
14 1 3 3 30 9.563 0 0,86 1,7 133,19 23,01
15 2 3 3 30 10.494 0 0,86 3,02 142,29 22,16
16 0.5 3 3 90 11.499 0 0,22 1,22 191,42 23,73
17 1 3 3 90 15.136 0 0,29 1,37 210,33 13,78
18 2 3 3 90 16.322 0 0,29 1,82 221,8 16,73
19 0.5 5 10 15 17.272 0 0,75 1,85 161,4 8,85
20 1 5 10 15 12.525 0 2,85 93,79 16,48
21 2 5 10 15 14.870 0 5,35 109,02 9,97
22 0.5 5 10 30 15.035 0 0,39 1,53 140,77 11,4
23 1 5 10 30 23.695 0 0,52 2,16 177,43 7,65
24 2 5 10 30 18.341 0 0,52 3,38 134,25 7,59
25 0.5 5 10 90 15.041 0 0,13 1,31 141,1 13,83
26 1 5 10 90 14.227 0 0,18 1,48 106,54 20,7
27 2 5 10 90 25.544 0 0,18 2,07 186,74 7,85

FONTE: A autora (2024).

Considerando os 27 cendrios juntos, a unica conclusdo obtida foi que, como a média das
varidveis de folga {;;; € n;;; € maior que zero, o modelo B precisou colocar valores diferentes de
zero para a maioria das varidveis, embutidas nas restricdes 4.17 e 4.19 respectivamente, em todos
os cendrios simulados. Sendo assim, decidiu-se analisar cendrios especificos, a fim de encontrar
aqueles menos criticos (menores valores de {;j; € 7;j;) € mais criticos (maiores valores de {;;; €
nij:) para o modelo. Assim, as Tabelas 5.9, 5.10 e 5.11 apresentam um resumo dos resultados
obtidos quando o nimero de paradas (ou nimero de trechos, que € equivalente) € analisado em

separado.
Tabela 5.9: Resultados do modelo B em cendrios com 3 paradas (ou 3 trechos).
T 15 30 920
Const. 0,5 1 2 0,5 1 2 0,5 1 2
demanda
Soma {;j; | 97,11 103,01 221,95 126,7 158,2 280,91 | 332,93 374,26 498
Somamn;;, | 222,64 682,55 932,36 | 425,57 2.140,27 2.061,12| 6.477,64 3.763,03 4.567,17

FONTE: A autora (2024).

O namero de paradas das linhas de 6nibus e a quantidade de dias disponiveis para a
venda de bilhetes definem o nimero de varidveis consideradas no modelo B, para cada uma
das linhas. Assim, quanto maiores forem estes parametros, maior serd o nimero de varidveis
consideradas no modelo.
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A partir da Tabela 5.9, pode-se observar que as varidveis de folga ;;,, para 3 trechos,
aumentam de valor a2 medida que o niimero de dias de venda dos bilhetes (ou nimero de varidveis)
aumenta. Além disso, pode-se notar que o modelo obteve menor infactibilidade nos cendrios que
possuem menor demanda (constante de demanda igual a 0,5). No que diz respeito as varidveis
de folga n;;;, observa-se que no cendrio de T = 30, a constante de demanda igual a 1 recebe os
maiores valores de folga e quando considera-se a constante 0,5 (menor demanda), diminui 80%.
Porém, ao analisar o cenario 7 = 90, obtém-se o cendrio inverso, onde se tem menor demanda
(contante 0,5) a variavel de folga recebe o maior valor (41,9% a mais que o menor obtido para
esta varidvel em 7 = 90). Assim, para o cendrio de 3 trechos ndo foi possivel encontrar uma
relacd@o entre a constante de demanda e a varidvel de folga 7; ;.

Tabela 5.10: Resultados do modelo B em cendrios com 5 paradas (ou 10 trechos).

T i5 30 90
Const. 0,5 1 2 0,5 1 2 0,5 1 2
demanda ’ ’ ’

Soma ;j; | 296,65 456,6 856,53 | 473,18 670,32 1.047,21| 1.189,03 1.350,07 1886,38
Soman;;; | 141549 2.636,71 1.59538| 3.533,71 2.371,67 2.353,13| 12.581,09 18.837,66 7.140,74
FONTE: A autora (2024).

A Tabela 5.10 apresenta os resultados consolidados do modelo B para os cendrios
com 10 trechos. Primeiramente, a0 comparar os valores das varidveis de folga {;;; € n;;; entre
as Tabelas 5.9 e 5.10, pode-se notar que em todos os cendrios de dias de venda e constante
de demanda as varidveis assumiram menores valores quando considerados apenas 3 trechos.
Ademais, o comportamento das varidveis de folga ;;, para este cendrio de 10 trechos € similar ao
de 3 trechos: tem-se menores valores para demandas e dias de venda menores. Além do mais, a
partir da Tabela 5.10 tem-se que em nenhuma das variagdes de T a constante de demanda igual a
2 (maior demanda) obteve os maiores valores para as varidveis de folga n;;; (0 que ndo acontece
para as varidveis {;j;).

Tabela 5.11: Resultados do modelo B em cendrios com 15 paradas (ou 105 trechos).

T 15 30 90
Const.
demanda 0,5 1 2 0,5 1 2 0,5 1 2

Soma ;j, | 3.919,8 5.876,23 10.118,98| 5.808,38 7.769,62 11.978,78| 15.158,47 15.911,21 20.068,5
Soma7;;, | 18.079,42 35.474,6 15.152,58| 59.028,07 40.280,31 30.809,58| 56.382,38 46.616,84 56.087,11
FONTE: A autora (2024).

Por fim, a Tabela 5.11 exibe os resultados consolidados do modelo B para os cenarios
com 105 trechos. Novamente, a0 comparar as varidveis de folga {j;; € n;;; entre as Tabelas
5.9,5.10 e 5.11 tem-se que em todos 0s cendrios as varidveis assumiram os menores valores
quando o ndmero de trechos é menor. Assim, pode-se concluir que o modelo B obteve menores
penalizacdes para nimeros mais baixos de trechos (3 trechos). Além disso, como nos cendrios
de 3 e 10 trechos, o comportamento das varidveis de folga {;;, para este cendrio (105 trechos)
assemelha-se aos demais: sdo encontrados menores valores para demandas e nimero de dias de
venda menores. Novamente, conforme a andlise feita a partir da Tabela 5.10, para este cendrio
de 105 trechos, nenhuma das variagdes de 7', a constante de demanda igual a 2 resultou nos
valores mais altos para as varidveis de folga 17;;;. ParaT = 15 ¢ T = 30 os valores obtidos quando
tinha-se maior demanda foram os menores, consequentemente os melhores, e para 7 = 90 os
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valores obtidos para 7;;; quando considerada a constante de demanda como 2 foi bem préximo
ao maior valor obtido.

Com isso, pode-se concluir que quanto maior o nimero de varidveis (nimero de paradas
e dias de venda) e da demanda, maiores serdo os valores das varidveis ;j;, que correspondem ao
conjunto de restricoes 4.17. Assim, tem-se que o cendrio com 105 trechos e 7' = 90 foi o mais
critico para estas varidveis e o cendrio que elas obtiveram menor valor, caso menos critico, foi
com 3 paradas, constante de demanda igual a 0,5 e um menor horizonte de dias de venda dos
bilhetes (T = 15).

Para as varidveis 7;;, 0 cendrio com menor criticidade foi 0 com o0 menor niimero de
paradas (3), de menor constante de demanda (0,5) e de menos dias de venda (T = 15). De
forma contraintuitiva, o cendrio mais critico para a varidvel de folga 7;;;, que corresponde ao
conjunto de restri¢coes 4.19, foi o com 15 pontos de parada, 7 = 30 e constante de demanda igual
a 0,5. Além disso, pode-se observar que para as linhas que possuem maior nimero de trechos,
geralmente os cendrios com maior demanda possuem menores valores de penalizacdes para as
varidveis 7;;;, ou seja, a diferenca médxima de precos em dois dias consecutivos consegue ser
melhor respeitada em cendrios de alta demanda em comparacdo com cendrios de demanda menor.
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6 CONCLUSAO

A variacdo anual do nimero de passageiros no transporte rodoviario no Brasil esta
crescendo. Considerando a complexidade e impacto do setor, uma tarifa dindmica adequada,
pode melhorar significativamente a rentabilidade de um prestador de servigos rodovidrios de
passageiros. Portanto, definir os precos em qualquer momento do horizonte de compra sob
condicdes varidveis de mercado foi o principal objetivo do problema apresentado.

Um estudo de caso foi aplicado e, para este, foi proposto um modelo de otimizag¢ao nao
linear, que considera os mesmos parametros e granularidade do processo executado pela empresa
em estudo. Foi feita a avaliacdo da receita gerada pelo modelo de otimiza¢do em comparacao
com as vendas e precos reais praticados pela companhia e, com o modelo proposto, obteve-se
que a empresa teria um aumento de R$5.869,28 em sua receita para os 100 trechos analisados.
Portanto, se utilizado em todas as viagens da companhia, os resultados revelaram que o modelo
de otimizag¢ao proposto tem potencial de aumentar a receita da empresa.

Com o intuito de aperfei¢oar o processo de precificacdo dinamica realizado pela empresa,
um segundo modelo foi proposto nesta dissertacao, possibilitando a intercambialidade entre os
trechos, a mdxima utilizacdo da capacidade do 6nibus e a consideracao do preco dos concorrentes.
O numero de bilhetes vendidos possui um papel importante em um modelo de precificacao
dindmica. Assim, para a constru¢do da restricdo que define o nimero de vendas nesta nova
formulagdo, um modelo de regressdo polinomial foi proposto, com o objetivo de obter a relagdo
entre os pregos praticados pela concorréncia e pela empresa estudada com as vendas realizadas.
Além disso, para a obtencdo de uma solucao vidvel neste segundo modelo, foi necesséria a
inclusdo de varidveis de folga em algumas restri¢des, flexibilizando a solucao, pratica que €
comum em modelos aplicados.

Para a validagdo do novo modelo proposto e com o objetivo de abordar diferentes
cendrios, foi criado um algoritmo para a geracdo de instancias artificiais. Foram obtidas as
solucdes de 27 instincias, criadas a partir do algoritmo proposto, para o0 modelo B. Pode-se
observar que, para a maioria dos cendrios, as varidveis de folga ;;; e n;;; obtiveram valores
diferentes de zero, flexibilizando as restricdes, penalizando a funcao objetivo e garantindo a
viabilidade do problema. Como descrito nesta dissertacao, os valores da elasticidade, preco
referéncia, parametros da regressao polinomial e demanda sdo obtidos, idealmente, a partir do
histérico de dados da empresa de transporte rodovidrio em estudo. Entdo, uma hipdtese que
justifica o alto valor das penalizacdes das solucdes obtidas para as instancias ficticias de dados
com o modelo B proposto € a ndo concordancia entre estes parametros, que podem nao representar
fidedignamente a realidade da empresa. Apesar de ndo ser possivel realizar a validagdao de
acréscimo/reducao em receita, pode-se garantir que o modelo proposto € de grande importancia
para a companhia estudada no que diz respeito a intercambialidade entre os trechos e a melhor
utilizag¢do da capacidade disponivel do 6nibus.

Embora o modelo seja nao linear, o solver utilizado conseguiu encontrar as solu¢des
O6timas em um tempo irrisério. Nesta dissertacdo, o solver utilizado € pago, porém existem
versoes open source que podem obter uma boa performance.

Com base no problema proposto, diversas dire¢des de pesquisa podem ser sugeridas.
Obter a solu¢do do modelo B, por trechos, para um estudo de caso com dados reais, considerar
Onibus com diferentes classes de assentos e propor um novo modelo para a previsao de demanda
podem representar melhorias e tornar 0 modelo mais realista.
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APENDICE A - MODELO DE REGRESSAO PARA VENDAS

O objetivo dessa secdo € apresentar, de forma mais detalhada, o algoritmo e os resultados
do modelo de regressdo para vendas para o modelo B.

A.1 ALGORITMO

Conforme a Sec¢do 4.2.1, sejam yj, os bilhetes vendidos pela companhia de transporte
rodovidrio, obtidos via histérico de dados, e y, o nimero de bilhetes a serem vendidos,
correspondentes a varidvel v do modelo de otimizagcdo B. Além disso, considere o preco da
concorréncia PC e o preco p. Apds o tratamento da base, como remocao de outliers, o Algoritmo
2 foi utilizado para calcular as regressdes linear, quadrética e ctbica para as vendas das linhas de
onibus do histdrico de dados considerado (215 linhas).

Algoritmo 2 Regressoes linear, quadrética e ctbica para as vendas.

I: y < yn—yp [//declara¢do da varidvel dependente
2: X « PC — p [/l declaracdo da varidvel independente
3: Z // nimero de linhas
4: foralli € Z do
model_L « LinearRegression() // modelo linear
model_L.fit(X,y)
Yprea < model.predict(X) [/ predigao
r2 «—r2_score(y,Ypred)

// modelo quadratico

9:  model_P2 «— PolynomialFeatures(degree = 2)
10: X « poly.fityrans form(X)
11:  model_P2.fit(X5,y)
12:  [lin2 « LinearRegression()
13:  lin2.fit(Xs,y)
14:  ypo « lin.predict(model_P2.fit_trans form(X))
15: R2 < r2_score(y,yp2)

// modelo ctbico

16:  model_P3 < PolynomialFeatures(degree = 3)
17: X3 « poly.fit;rans form(X)
18:  model_P3.fit(Xs,y)
19:  [in3 « LinearRegression()
20:  [lin3.fit(X3,y)
21:  yp3 « lin.predict(model_P2.fit_trans form(X))
22:  R2 «—r2_score(y,yp3)
23: end for

O Algoritmo 2 foi rodado com o auxilio da biblioteca sklearn do Python.

A.2 RESULTADOS

Com o objetivo de escolher o melhor modelo de regressdo de vendas (linear, quadrético
ou ctibico) foi calculado o R? como teste de qualidade de ajuste. A Tabela A.1 resume os
resultados encontrados para as 215 linhas consideradas.
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Tabela A.1: Média do R? dos modelos de regressio de vendas para 215 linhas.

Linear Quadratico Cubico
R? (média) 0,09 0,13 0,18
FONTE: A autora (2024).

Conforme a Tabela A.1, o modelo que obteve a maior média do R? (quanto maior,
melhor) foi o modelo de regressao cibica. Além disso, ao analisar individualmente as 215 linhas,
com excecio de uma, todas as demais obtiveram um R? maior no modelo de regressio ctibico.
Portanto, este foi o modelo utilizado nesta dissertagao.
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