Teorema da Folga Complementar

Sejam os problemas primal e dual

maxZ= > cx, min D= > by,
=1 i=1
2ax <b  i=12..m = day 2¢ j=12..n
=1 -1
X;20 j=12,..,n y. >0 i=12,...,m
Nomenclatura

Z: funcao objetivo do primal a ser maximizada
D: fungdo objetivo do dual a ser minimizada
Z*: valor 6timo para Z

D*: valor 6timo para D

xj: solugdo viavel do primal

yi: solugdo viavel do dual

xj: solucdo 6tima do primal

yi: solucao 6tima do dual

Seja o primal representado pelo tableau inicial

Base| x1 X2 .. Xn |Xn+1 Xn42 .. Xn+m | D
Z | -c1 2 . -t O 0 .. 0 0 |(0)
Xn+1 | @11 A12 .. ain 1 0o .. 0 b: | (1)
Xn+2 | @21 a2 .. am | O 1 .. 0 b2 |(2)
Xn+m dm1 dm?2 ™ dmn O O e 1 bm (m)
As variaveis do PRIMAL sao: xj (j=1,2,..,n)
As variaveis de folga do PRIMAL sao: Xn+i (1I=1,2,..,m)
As varidveis do DUAL s3o: yi (i=1,2,...m)
As variaveis de folga do DUAL sdo: ym+ (j=1,2,..,n)

Apo6s algumas iteragdes tem-se o seguinte tableau

Base | x1 X; o Xn Xn+1 Xn+i e Xntm | b
z G=p— Coii = Prai ()
€Y)
(2)
(m)
p; —¢; coeficiente de xj na fungdo objetivo (linha (0)) para j=1,2,..,n;
p; quantidade liquida acrescentada ao coeficiente -¢;j (j=1,2,..,n) Linha (0);

p,.; coeficiente atual de Xn+1 nalinha (0) para i=1,2,..,m.

Teorema
(@) Ovalor 6timo da variavel y; do dual é igual ao coeficiente na linha (0) do quadro 6timo da

variavel de folga xn+i do primal, isto é, y; =p..,, (i=12,...,m).



(b) O valor 6timo da variavel de folga ym+j do dual é igual ao coeficiente na linha (0) do
quadro 6timo da variavel x; do primal, isto ¢, y,,.. =p; —c,, (j=12,...,n)

Dem.: (a) c,, =0, i=1...,m.No tableau 6timo, na linha (0) o coeficiente da variavel x,_, é p_,.Logo

pode-se dizer que a /-ésima linha foi somada p; . vezes a linha (0) do tableau inicial. isto é
Q) p; = Zp:wiaij (=12,..n) (ii) Z = Zp;ﬂbi
i=1 i=1

Como a solugdo do primal é 6tima, todos os coeficientes da linha (0) do tableau final sdo
positivos ou nulos, entdao

(iii) p,, 20,i=12,...m (V) P —c 20.p 2, j=12.un
) Zp;ﬂaij 2¢;, j=12,..,n

i=1
Portanto, de (v) tem-se que p,; i=1,2,..,m é uma solugao vidvel do dual

Logo, a funcdo objetivo sera D = Zp;ﬂbi . Sabe-se que Z < D e da solucdo (ii) que
i=1

7* = Z:pfmbi .Como xj ,j=1,2,..,n é solucao 6tima do primal vem que
i=1

n m

7* = chx; = Z:p;+ibi =D*. Portanto, p,,, i=1,2,...m é solucio 6tima do dual, isto é
=1 i1

y: = p:m i=1,2,...,m.

(b) Provar que y;,,; =p; —¢, j=1,2,..n. Tem-se que Y a,y, >¢;, > a,y, ~V.; =C,,

i=1 i=1
Yy = 2.3;¥; —€; j=1,2,..,n (vi). Da parte (a) do teorema tem-se que » a,y; = ».a,p,.; = b,
i=1 i=1 i=1

(vii). De (vi) e (vii) tem-se que y .. =p, —¢; j=1,2,..n. B



