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Definigao 1: (Solucdo Viavel) Um vetor x que satisfaca as restricdes de um problema de programacao linear é
denominado de solucdo viavel ou factivel.

Definigdo 2: (Solucdo Inviavel) Um vetor que ndo satisfaca alguma restricdo é chamado de solucdo invidvel.

Defini¢dao 3: (Regido Vidvel) O conjunto de todos os vetores viaveis é denominado de regido viavel.

Defini¢do 4: (Base) Considere a matriz de restricdes aumentada A de dimensdo m x n, tal que seu posto seja igual a m. Um
conjunto formado por m colunas de A que sejam linearmente independentes é chamado de base (B,,,..). O
numero de linhas linearmente independentes é o posto de A.

mxm

Defini¢ao 5: (Variavel Basica) As m varidveis x;, X,,..., X,, correspondentes as colunas de B,,,, designam-se por varidveis basicas.

Definigao 6: (Varidvel Nao basica) Uma varidvel que nado for bdsica é dita ser ndo basica.

Definigao 7: (Solucdo Bdsica) Uma solugdo bdsica é qualquer solugdo que satisfaz Ax = b obtida fixando as varidveis ndo-bdasicas
igual a zero.

Definigdo 8: (Solucio Basica Viavel) E uma solucdo bésica que satisfaz Ax = b e a restricio de n3o negatividade X2 0.

Definigdo 9: (Soluc3o Basica invidvel) E uma solucdo bésica que satisfaz Ax = b, mas n3o satisfaz X 2 0.



Resolucdo de um sistema — termos

A=[B N]comB,_ . (somente B quadrada) e tal que 3B

mxm

XB -1 -1
Ax=b=[B N]{X }:b:BxBH\lxN:b:BxB:b—NxN:B (Bxz)=B™(b—Nx,)

N

IX; =B'b—B™"Nx, = X; = B™b—B™"Nx, (solucio geral )

Seja um sistema com m equagdes e n variaveis. Considere uma particio A= [B N] e a seguinte solucdo obtida ao
se fixar as N — m variaveis de Xy em zero:

{xB = B_lb
XNy = 0

A solucdo X assim obtida é chamada SOLUCAO BASICA.

Se g =B'b =0 dizemos que X é uma SOLUCAO BASICA VIAVEL.

Se X5 = B™'b >0, dizemos que X é uma SOLUCAO BASICA VIAVEL NAO DEGENERADA.




Teoremas

Convexidade da regiao viavel
Solucao basica viavel é um ponto extremo
Conjunto de solucdes basicas viaveis é finito

A solucao basica viavel 6tima é um ponto extremo



Teorema 1: (Regiao Viavel é Convexa) Em um problema de programacao linear, a regiao viavel é
um conjunto convexo.

a; X, +a,X; +... 1+, X, :bl
Ay X +8,X, +...+8,, X, =D,
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ae$S
beS
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Demonstracdo: Seja S o conjunto formado pelos pontos x tais que Ax =b, x> 0. VVamos
demonstrar que o conjunto S é convexo. Sejam X, X, € S ; precisamos mostrar que

X=ox +([1-a)x, €S, 0<a <1.Sejam x,,x, tal que Ax, =b, Ax, =b e x,,x, >0.

Ax = Alax, +([1—a)x, |= oA, + (1—a)Ax, =ab+(1—a)o =b. Umavez que x,,x, >0e a<1
entdo x = ax, +(1—a)x, >0.




Definigao: (Vértice ou Ponto Extremo) Um vértice da regiao convexa S é um ponto que ndo pode
ser expresso como uma combinacao linear convexa de 2 pontos distintos da regiao S.
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a

0 é um vértice

Vértice x

Algebricamente:
X é um vértice de S se nao

existe Y, Y, €S, Y, # Y,
e 1€(0)) tal que

X= AYl +(:I-_/ﬁt)yz



Teorema 2: (Solugao Basica Viavel é um vértice) As solugdes basicas viaveis de um problema de
programacao linear localizam-se em vértices da regiao viavel.

m xm

Dem: Seja x uma solucdo bésica associada a submatriz base B € R ™. Entdo, sem
perda de generalidade, suponha que X = (Xg, XN) coOm Xx;=0 para i=m+1,...,n.
Logo, Ax=Bxg=b e portanto B é matriz ndo singular. Por contradi¢do
suponhamos que X ndo seja ponto extremo ou Vvértice de S, entdo 3Jy,zeS tal
que X = ay + (1-a)z, a0, 1] e y#z pois x=0. Como x;=0 i=m+1,...,n, entdo
ay;i=0 e (1-a)z;=0 para i=m+1,...,n, e portanto y; = z; = 0 i=m+1,...,n. Logo
y=(Yg, Yn) € 2=(zg, zn). Como y,z € S, Ay=b e Az=Db, e portanto Byg=b e
BZB:b.

Portanto 0 = b — b = Byg — Bzg = B(yg — zg).

Mas yg # Zg € entdo yg — zg # 0, contradi¢do pois por hipotese B é uma
submatriz base e portanto néo singular!

Portanto:
Toda solucdo basica viavel do sistema Ax= b é um vértice do conjunto de
solucdes factiveis S.



Teorema 3: (O Numero Solugdes Basicas é Finito) A colecdao de todas as solugdes basicas formam
um conjunto finito.
n!

Cr = mi(n—m)

n

Teorema 4: Se a fungao objetivo possui um maximo (minimo) finito, entdao pelo menos uma
solugao 6tima é um vértice do conjunto S convexo do Teorema 1.

Dem: Seja Z(x) a funcéo objetivo que toma o valor maximo M no ponto X, entdo pode-se afirmar
que: M =Z(x,)>Z(x)paratodox € S. Sejam x,,%,....X, 0S pontos extremos do conjunto S.

Precisamos provar gue X, € um desses pontos extremos. Suponha que X, ndo seja um ponto
extremo de S. Entdo, ele pode ser obtido pela combinag¢do convexa de seus pontos extremos:

p p
X, = > ;% sendo a; 20 (i=12..,p) e > o =1->(a). Assim
i=1 i=1

Z(Xo):Z(Zp:ai)_(i]:Z(al)_(lJraZ)_(z+...+ap)_(p)= =a12(>_(1)+aZZ()_(Z)+...+apZ(>_(p)=M -> (b)

Consideremos o ponto extremo x,, definido pela relagdo z(x,, )=maxz(x,), i=12,...,p -> (c)
Devido as relactes (a) e (c) a relacao (b) pode sofrer as seguintes modificacdes:
Z(%,) < a,Z(Ryy )+ o, Z(Ryy )+ ..+ 2, Z(%yy ), OU SEJA, Z(x,)< Z(X, )Zp:ai ,isto é Z(x,)<Z(x, ). Mas

i=1
tinhamos M =Z(x,)>Z(x) ¥x e S . Entéo é necessario ter Z(x,)=M =Z(x, ) e fica provado
que a solucdo otima x, € um ponto extremo do conjunto convexo S.




Meétodo das Solucdes Basicas — testando vértices viaveis

max Z =

Sa

>
Il

6x1+ 3x2
2X1+4x2 <720 sa
4x1+4x2 <880

x1+0x2 <160

X1, x2>0

o N
S b
S O
S »r O

160

xél) = {xl X2, Fl}
xiH = {x1, F1,F2}
xy) = {x2,F1,F2}
x$9) = {F1,F2,F3}

xg) = {xl X2, FZ}
x$) = {x1,F1,F3}
x®) = {x2,F1,F3}

0 720 s
o| b=|880 cio>2__>43

3(2) 32
1

max Z = 6x1+3x2

2x1+4x2+F1=720
4x1+4x2+F2 =880
x1+0x2+ F3=160

x1,x2,F1,F2,F3>0
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xg’) = {xl X2, F3}
x®) = {x1,F2,F3}
xS = {x2,F2,F3}



Meétodo das Solucdes Basicas — testando vértices viaveis

) = (x1,22,F1) = (160,60,160)  x@ =(x1,x2,F2)=(160,100-160) x& =(x1,x2, F3)=(80,140,80)

x® = (x1,F1,F2)=(160,400240) X5’ =(x1,F1,F3)=(220280-60) x =(x1,F2 F3)=(360-560,-200)

x{) =(x2,F1,F2)="2?? *® = (x2,F1,F3) = (220,-160,—-160) X’ =(x2,F2,F3)=(180,160,160)

x{$9 = (F1,F2,F3)=(16,12,28)
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Meétodo das Solucdes Basicas — testando vértices viaveis

XD

= (x1,x2,F1) = (160,60,160)  x¥ =(x1,x2,F2)=(160,100,-160) x{’ =(x1,x2,F3)=(80,140,80)

x$ = (x1,F1,F2)=(160,400240) X§ =(x1,F1,F3)=(220,280-60) x® =(x1,F2,F3)=(360,-560,-200)

x7) =(x2,F1,F2)=7?? x® = (x2,F1,F3) = (220,-160,-160)  X§’ =(x2,F2,F3)=(180,160,160)

x{$9 = (F1,F2,F3)=(16,12,28)
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Meétodo das Solucdes Basicas — testando vértices viaveis

350

1

Xg) = (XZ, F1, FZ) = 7?77 pois a restricio X1+ 0x2 <160

nao tem interseccao com o eixo x2



Meétodo das Solucdes Basicas — testando vértices viaveis

Solugoes Basicas Viaveis

x® = (x1,x2,F1)=(160,60,160) | X5’ =(x1,x2, F3)=(80,140,80) {Xé‘” =(x1,F1,F2)=(160,400,240)
Z=1140 Z =900 Z =960

x) = (x2,F2,F3)=(180,160,160) |x{” =(F1,F2,F3)=(16,12,28)
Z =540 Z=0

Solugoes Basicas Nao Viaveis

x? =(x1,x2,F2)=(160,100-160) x$ =(x1,F1,F3)=(220,280,-60) x{ =(x1,F2,F3)=(360,-560,—200)
x®) = (x2,F1,F2)=(220,-160,160)

Nao é base

x7 =(x2,F1,F2)=7??
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Para problemas grandes, a técnica de testar
vértices se torna impraticavel

C3 = 10 vértices

C3 = 20 vértices

C% = 2,6 x 10%° vértices



Prévia de um algoritmo de otimizacao
SIMPLEX

1. Obter uma solugao basica inicial — a mais trivial e mais facil;

2. Verificar se a solucao atual é 6tima;

3. Se asolucao atual nao for 6tima, procurar outra solucao basica;
4. Voltar ao passo 2.

Questoes

a) Como achar a solucao inicial?
b) Que critério usar para gerar uma nova solucao basica?
c) Como posso saber se a solucao atual é 6tima?



max Z = X +2X,—4X,+X,
2% +3X, = X3 — X, + X =8
sa — X +X, —2X; +3X, + X, =6

Xiyeeny Xg =0
§

lteracdo (0) — inicio — Passo(0)

Varidveis Basicas: Xs e X,
Variaveis Nao Basicas: X;, X,, X3, X,

{xs =8 —2X, —3X%, + X3 + X,

(X, %y, X3, X4, X, X ) =(0,0,0,0,8,6)
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lteracdo (1)

Xe =8 —=2X, —3X, + X, + X
Xg =6+ X; — X, +2X3 —3X,

—_— 00O

A solucao é 6tima?

Xe =8-3%, =0 8 8
Xe =6—X, =0 3 3

Nao, pois existe variavel nao basica com
coeficiente positivo na Funcdo Objetivo

Qual variavel, entao, entra na base?

(X() Xy, Xy Xy s Xy Xg ) = (0,%,0,0,0,?)

X, pois possui 0 maior coeficiente

" X sai da base
positivo

Qual variavel, entao, sai da base? e
Variaveis Basicas: X, e X;

Variaveis Nao Basicas: X;, X3, X,, Xs

{XS =8—2X; —3X, + X3 + X,
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N

coeficiente positivo na Funcao Objetivo

Qual variavel, entao, entra na base?

X, pois possui 0 maior coeficiente
positivo

Qual variavel, entdo, sai da base?

-

8 2 1 1
X2:§—§X1+§X3+—X4—§X5
_10 §x §x Ex +1x
\ 6 3 3 1 3 3 3 4 3 5

lteracdo (2)

Xy = 2 Xy + Xy — X
7?73 371 37 3™ 37 16 1. 10_ 5 2
10 5. 5 10 .1 L= XKt X X
X =—+ =X +=X3 ——X, + = Xs 3 3 3 3 3
k 3 3 3 3 3
- - - -
A solugdo é 6tima? X, =—+—=X,20
S 3 =X <1=Xx,=1
~ L. . N 10 10
Nao, pois existe variavel nao basica com Xe=———X, 20
L 3 3

(X() X0, X3, X4, Xe1 X )=1(0,3,0,1,0,0)
Xg sai da base

Variaveis Basicas: X, e X,
Variaveis Nao Basicas: X;, X3, Xg, Xg
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Iteracdo (3)

X —3—1x +1x —ix —ix
272727 10 10°° L= THoX = %= X=X

X —1+1x +1x +ix —ix

| 2727107 10°°

- -
A solucao é 6tima? 1

X,=3-=% 20

] 2 =X, <6=>X,=6

x4:1+5x120

Nao, pois existe variavel nao basica com
coeficiente positivo na Funcao Objetivo

Qual variavel, entdo, entra na base? (X, %o, X3, Xy, X5, X )=(6,0,0,4,0,0)

X, pois possui 0 maior coeficiente

" X, sai da base
positivo

Qual variavel, entao, sai da base? Y
Variaveis Basicas: X; e X,

1 1 3 1 Variaveis Nao Basicas: X,, X3, Xs, X¢
Xp =3— =X +=X3 ——Xc —— X
) 2 2 10 10
1 1 1 3
Xg =1+ =X + =X +—Xc ——— X,
2 2 10 10 20




Iteracdo (4) — término

-

3 1
X1_6—2X2+1X3_§X5_gx6 / = 1O_X2_2X3_§X5_§X6

X4 =4—1x2+1x3—%x5—§x6

T Ml rA A A R R R R

A solucao é 6tima?

Sim, pois ndo existe variavel nao basica com
coeficiente positivo na Funcao Objetivo

(X,, Xy X3, X4, Xs, X )=(6,0,0,4,0,0)

Z=10

Variaveis Basicas: X, e X,
Variaveis Nao Basicas: X,, X3, Xs, X;
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