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Teorema 6.1.1. Sejam A ¢ B matrizes n X n. Se B ¢ semelhante a A, entdo as duas matrizes tém o
mesmo polinémio caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores.

Demonstracdo. Vamos denotar por p,(x) e py(x) os polindmios caracteristicos de A e B, respectivamen-
te. Se B € semelhante a A, existe uma matriz invertivel S tal que B = S7'AS. Temos, entio,

pr(L) = det(B — AI)
— det(S~'AS — A1)
= det(S~'(A — A)S)
= det(S~1) det(A — AI) det(S)

= pa(X)

 Os autovalores da matriz so as rafzes do polindmio caracteristico. Como as duas matrizes t8m o mesmo

polindmio caracteristico, elas t€m que ter os mesmos autovalores. |

r=(i3) < 0=(3)

E facil ver que os autovalores de T'sdo A, = 2 e A, = 3. Definindo A = S™'TS, os autovalores de A
devem ser iguais aos de 7.

A= 2 -3 21 5 3y (-1 =2
T =3 5 0 3 32/ 6 6
Deixamos a cargo do leitor a verificacdo de que os autovalores dessa matriz sGo A, = 2e A, = 3.
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EXERCICIOS

EXEMPLO 6. Sejam

- 1. Encontre os autovalores e os auto-espagos correspondentes de cada uma das matrizes a seguir.
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2. Mostre que os autovalores de wma matriz triangular sdo os elementos diagonais da matriz.
3. Seja A uma matriz n X n. Mostre que A é singular se ¢ somente se A = 0 é um autovalor de A.
* 4. Seja A uma matriz invertivel e seja A um autovalor de A. Mostre que 1/A € um autovalor de A",
5. Seja A um autovalor de A e seja x uma autovetor associado. Use inducido matematica para mos-
trar que A" é um autovalor de A" e que x é um autovetor de A" associado a A" param = 1,2, ...
6. Uma matriz A n X n € dita idempotente se A> = A. Mostre que, se A é um autovalor de uma
matriz idempotente, entdo A tem que seriguala Qoua 1.
7. Uma matriz A n X n € dita nilpotente se A* = O para algum inteiro positivo k. Mostre que todos
os autovalores de uma matriz nilpotente sdo nulos.
8. SejaA umamatrizn X nesejaB = A — «l, onde « é um escalar. Qual a relagfo entre os auto-
valores de A e de B? Explique.
9. Mostre que A e A" t8m 0s mesmos autovalores. Elas 8m necessariamente 0s mesmos autoveto-
res? Explique.
T0. Mostre que a matriz

_ {cost —send
" \senf cosé

vai ter autovalores complexos se § ndo for um multiplo de 7. Interprete esse resultado geometri-

camente.
» 1. Seja A uma matriz 2 X 2. Se tr(A) = 8 e det(A) = 12, quais sdo os autovalores de A?
12. Seja A = (a,) uma matriz n X n com autovalores A, ..., A,. Mostre que
A= ay +Z(ai:‘ —A)  para j=1,...,n
i#]

» 13. SejaA umamatriz 2 X 2 e seja p(A) = A? + bA + ¢ o polindmio caracteristico de A. Mostre que
b = —tr(A) e que ¢ = det(A).
» 4. Seja A um autovalor ndo-nulo de A e seja x um autovetor associado. Mostre que A”x também é
um autovetor associado a Aparam = 1, 2, ...
15. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A. Se A — Al tem posto k, qual é a dimensio
do auto-espaco associado a A? Explique.
16. Seja A uma matriz n X n. Mostre que um vetor X em R" € um autovetor de A se e somente se o
subespago S de R” gerado por x e Ax tem dimensdo 1.
T7. Sejam o = a + bie = ¢ + di escalares complexos e sejam A e B matrizes com coeficientes
reais.
(a) Mostre que

at+p=a+p ¢ af=up
(b) Mostre que os elementos (i, /) de AB ede A B sio iguais e, portanto, que
AB=AB
18. Sejam x,, ..., %, autovetores de uma matriz A n X n e seja S o subespaco de R gerado por X,, X,,
..., X,. Mostre que § € invariante sob A (isto €, mostre que Ax € S sempre que X € S).
19. Seja B = S7'AS e seja x um autovetor de B associado a um autovalor A. Mostre que Sx é um
autovetor de A associado a A.
20. Mostre que, se duas matrizes A e B tém um autovetor em X em comum (mas nio necessariamente um
autovalor em comum), entéo x € também um autovetor de qualquer matriz da forma C = «A + BB.
27. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A. Mostre que, se x é um autovetor associado
a A, entdo x pertence ao espa¢o coluna de A.
22. Seja {u,, u,, ..., u,} uma base ortonormal para R" e sejam A,, ..., A, escalares. Defina

— T T T
A = )\lulul -+ )\zuzuz + - +)\”UHU”

Mostre que A é uma matriz simétrica com autovalores A, A,, ..., A, € que 1, € um autovetor asso-
ciado a A; para cada i.



