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- e - - > = — e
w X (u xy)=-lu+27v =-(3i -2j -6k ) +27(2i -])
W X (u X v)=-37 +3] +6K + 541 - 27} =511 - 25] + 6Kk

Comparando : X (7 X ;) e ; X (: X 7), verifica-se que:

- s . — - =
uXx(vxw)FEw x(uxv)

3.16  Problemas Propostos

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)

-2a - l),v (a,a-1,1) e W= (a, -1, 1), determinar a de
- -

Dados os vetores l-;=(l, a,-
- — -
modoque u.v =(u+v).w.

Dados os pontos A(-1,0,2), B(-4,1,1) e C(0,1,3), determinar o vetor X tal que
- — o —
2x - AB =x +(BC . AB) AC.
Determinar o vetor 7, sabendo que
(3,7,1)+ 2V =(6,10,4) - V.

Did?s os pontos A(1,2,3), B(-6,-2,3) e C(1,2,1), determinar o versor do vetor
3BA - 2BC.

Verificar se sio unitédrios os seguintes vetores:

Determinar o valor de n para que o vetor V= (n, —'-) seja unitdrio.
Seja o vetor :=(m+7)T+(m+2)_j’+sf_ Calcular m para que |7,’| = 4/38.

Dadosospontos A(l, 0 -1), B(4,2,1) ¢ C(1,2, 0), determinar o valor de m para que
IvI 7, sendo v—mAC+

Dados os pontos A(3,m-1,-4) e B(8,2m-1,m), determinar m de modo que
—_
| AB| = 4/35.

Calcular o perimetro do tridngulo de vértices A(0,1,2), B(-1,0,-1) e C(2,-1,0).
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1)

i 12)

13)

14)

15)

116)

"17)

18)

19)
20)

21)

22)

|

Obter um ponto P do eixo das abscissas eqiiidistante dos pontos A(2, -3,1) e B(-2, 1,-1).

Seja o tridngulo de vértices A(-1,-2,4), B(-4,-2,0)e C(3, -2, 1). Determinar o angulo
interno ao vértice B.

Os pontos A, B e C sio vémces de um tridngulo eqiiildtero cujo lado mede 10cm. Calcular
o produto escalar dos vetores AB e A

Os lados de um tnangulo retingulo ABC (reto em A) medem 5, 12 e 13. Calcular
AB.AC+BA .BC+CA.CB.

Determinar os dngulos do tridngulo de vértices A(2,1,3), B(1,0,-1} e C(-1,2,1).

R = e "
Sabendo que o dngulo entre os vetores u =(2,1,-1) e v=(1,-1,m+2) é —,

determinar m.
Calcular n para que seja de 30° o dngulo entre os vetores v =(I,n2) e T

Dados os vetores :‘(2 1,a), b= =(@+2,-52) e c —(Za 8, @), determinar o valor
de « para que o vetor a+ f; seja ortogonal ao vetor T -3

Determinar o vetor v, paralelo ao vetor u= (1,-1,2), tal que V.u=-18,

-B~3.12 » 1R

Determinar o vetor -\: ortogonal ao vetor u= (2,-3,-12) e colinear ao vetor W =(-6,4,-2).
-+
v

Determinar o vetor 7, colinear ao vetor —J=(-4,2,6), tal que W =-12, sendo

w=(-1,4,2).

Provar que os pontos A(5,1,5), B(4,3,2) e C(-3,-2,1) sio wértices de um tridangulo
retingulo.

)

Qual o valor de « para que os vetores :=u7+5]’-4k e l—;=(a+ l)7+23’+4¥ sejam
ortogonais?

Verificar se existe angulo reto no tridngulo ABC, sendo A(2, 1,3), B(3,3,5) e C(0,4, 1).
Os dngulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90° ? Justificar.

Os dngulos diretores de um vetor sdo 45°, 60° e 1. Determinar 7.
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27 Beterminar o vetor 7, sabendo que IVI =3, v € ortogonal ao eixo Oz, -\7 ;=6 e
w=2] +3K.
=5 1 1 . -
28) Sabe-se que |v|=2, cosa=?e cosff= — T . Determinar v .
29) Determinar um vetor unitdrio ortogonal ao vetor v = (2,-1,1).
30) Determinar um vetor de médulo 5 paralelo ao vetor v =(1,-1,2).
— - -
31) O wetor v € ortogonal aos vetores u =(2,-1,3) e w=(1,0,-2) e forma angulo agudo
- -
com o vetor -j) Calcular v, sabendo que |v|=3 V6
- - -
32) Determinar o vetor v, ortogonal ao eixo Oz, que satisfaz as condigoes v .v; =10 e
- — -
V.V3=-5, sendo v; =(2,3,-1)e v, = (11, 2);
33) Determinar o vetor proje¢do do vetor u =(1, 2, -3) na diregdo de v =(2,1,-2).
34) Qual o comprimento do vetor projecio de u= (3,5, 2) sobre o eixo dos x?
35) Se o vetor AB tem co-senos diretores p, q e r e angulos diretores «, § e Y, quais sdo os
e
co-senos e os angulos diretores de BA?
36) Mostrar que se I_; ev sdo vetores, tal que l-;+7 € ortogonal a 3-7, entdo l:l - I?I,
37) Mostrar que, se u ¢ ortogonal a Ve ;, ué também ortogonal a Viw,
38) Caleular o médulo dos vetores u +y e l.-l)—;", sabendo que IKI =4, IVI =3 e oangulo
> -
entre u ev ¢ de 60°,
39) Sab_e.ndo que IT:I =2, l:;l =3 e que :e:; formam um angulo de % rad, determinar
— - -
1(2u = v). (u -2v)].
40) Determinar W.V+U.W+V.w, sabendo que W+v+w=0, [¥]=2 [V]=3 e
e
| wl=+/5.
= - -
41) O vetor v ¢ ortogonal aos vetores a =(1,2,0) ¢ b =(1,4,3) e forma dngulo agudo
com o eixo dos x. Determinar ?, sabendo que |v|= 14,
42) Dados os vetores u =(2,-1,1), ¥ =(1,-1,0) e w=(-1,2,2), calcular:
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43)

44)

45)

46)

a7)

48)

49)

50)

a);x-v’

B) v x (W - 1)

)@ +V)x(@-v)

d) (20) % (3V)

&) (U xv).(@ xv)
H@EXV).W eun.(vxw)
QU xV)xw e ux(vxw)

B (U 4V). (0 xw)

Dados os vetores ;=(l,2, 1) e F=(2, 1, 0), calcular:

a)2a x(a+b)

b) (@ +2b) x (a - 2b)
—— —
Dados os pontos A(2,-1,2), B(1,2,-1) e C(3,2,1), determinar o vetor CB x (13—6- 2CA).

Retennim: um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores 2:*3 e f;--;, sendo
-
a=(3-1,-2) e b =(1,0,-3).

Dados os vetores :=(l,-l,2), K=(3,4,-2) e -c.=(~5,l,-4), mostrar  que
-+ 5 - s
a.(bxc)=(axb)ec.

Determinar o valor de m para que o vetor ;; =(1,2, m) seja simultaneamente ortogonal
> -
aos vetores vy =(2,-1,0) e v, =(1, -3, -1).

o c v
Dados os vetores v =(a, 5b,-=) e w=(-3a,x,y), determinar x ¢ y para que
- >
vV X W =3.

Determinar um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal aos vetores Vt =(1,1,0) ¢
7, =(2, -1, 3). Nas mesmas condig¢des, determinar um vetor de médulo 5,

Mostrar num grdfico um representante de cada um dos seguintes vetores:

e
a)j x2i
b) 31 x 2K
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51) Sabendo que |a|=3, |b|=+/2 e 45° é 0 dngulo entre a e b, calcular |a X b |.
e - - e »
52) Se |uxv|=3+/3, |u|=3 e 60° ¢ o dngulo entre u ¢ v, determinar |v|.
53) Dados os vetores a =(3,4,2) e b =(2,1,1), obter um vetor de médulo 3 que seja
- -
a0 mesmo tempo ortogonal aos vetores 2a-b eath.
54) Calcular a drea do paralelogramo definido pelos vetores :=(3~, 1,2) e ?=(4, -1,0).
55) Mostrar que o quadrilitero cujos vértices s3o os pontos A(l, -2, 3), B(4,3,-1),C(5,7,-3)
e D(2,2, 1) éum paralelogramo e calcular sua drea.
56) Calcular a drea do para]clogramo cujos lados s@o determinados pelos vetores 2u e -v
sendo u =(2,-1,0) e v =(1,-3,2).
57) Calcular a drea do triangulo de vértices
a) A(-1,0,2), B(-4,1,1) e C(0,1,3)
b) A(1,0,1), B(4,2,1) e C(1,2,0)
¢) A(2,3,-1), B(3,1,-2) e C(-1,0,2)
d) A(-1,2,-2), B(2,3,-1) e C(0, 1, 1)
58) Calcular a drea do paralelogramo que tem um vértice no ponto A(3,2,1) e uma diagonal
de extremidades B(1,1,-1) e C(0, 1, 2).
59) Calcular x, sabendo que A(x,1,1,), B(l,-1,0) e C(2,1,-1) sdo vértices de um
tridngulo de drea ——“39
60) Dado o triangulo de vértices A(0,1,-1), B(-2,0,1) e C(1,-2,0), calcular a medida da
altura relativa ao lado BC.
- - e s
61) Determmar v tal que v seja ortogonal ao eixodos y ¢ u =v xw, sendo u =(1,1,-1)
e w= =(2,-1,1).
62) Dados os vetures u =(0,1,-1), V= (2 -2, -2) e w= (1,-1,2), determinar o vetor x

paralelo a w que satisfaz a condigio: X xu=v.
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63)

64)

65)

66)

67)

68)

69)

70)

)

Dados os vetores u =(2,1,0) e v= =(3,-6, 9h determinar o vetor x que satisfaz a
relagdo v=ux x ¢ que seja ortogonal ao vetor w =(1, -2, 3).

Demonstrarque:x5’=f;x , sabendo que atb+c =0.
Sendo u e v vetores do €spago, com V#0:

- -
a) determinar o nimero real r tal que u -rv seja ortogonala v;

b) mostrar que (:+7) X (K-?) =2V x u,

Demonstrar que 0 segmento cujos extremos sdo os pontos médios de dois lados de um
tridngulo é paralelo ao terceiro lado e igual 3 sua metade.

Verificar se sdo coplanares os seguintes vetores:

) u=(3,-1,2), v=(1,2,1) e w=(=2,3,4)
B)u=(2,-1,0), v=(3,1,2) ¢ w=(7,-1,2)

Verificar se sdo coplanares os pontos:

a) A(1,1,1), B(-2,-1,-3), C(0,2,-2) e D(-1,0,-2)
b) A(1,0,2), B(-1,0,3), C(2,4,1) e D(-1,-2,2)

c) A(2,1,3), B(3,2,4), C(-1,-1,-1) e D(0,1,-1)

Para que valor de m os pontos A(m,1,2), B(2,-2,-3), C(5,-1,1) ¢ D(3, -2 -2) sdo
coplanares?

Determinar o valor de k para que os seguintes vetores sejam coplanares;

(1,0,2) e ¢=(k,3,k)

@) 2=(2,-1,k, b
b=(1,1,-3) e ¢=(k,1,%k)

-

Aa=@2,k1, b=(1,2k e ¢=(,0,-3)

b)a =(2,1,0),

Sejam os vetores U= =(1,1,0), v =(2,0,1), w, =3u- 2v w;=u +3v e \_v’3=| +] %K.
Determinar o volume do paralelepipedo definido por w,,w, e w3
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72)

73)

74)

75)

Calcular o valor de m _para  que 0 volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
=37 -], v, =61 +l'ﬂj -2 e v3—-4| +k seja igual a 10.

Os vetores a =(2,-1,-3), g=(—l, 1,4) e c =(m+1,m,~1) determinam um para-
lelepfpedo de volume 42, Calcular m.

Dados os pontos A(l,-2,3), B(2,-1,-4), C(0,2, 0) e D(-1, m, 1), determinar o valor
de m para que seja de 20 unidades de volume o volume do paralelepipedo determinado
pelos vetores AB A_(f e AD.

Calcular o volume do tetraedro ABCD, sendo dados:

a) A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) e D(4,2,7)

b) A(-1,3,2), B(0,1,-1), C(-2,0,1) ¢ D(1, -2, 0). Para este, calcular também a medida
da altura tragada do vértice A.

3.16.1 Respostas dos Problemas Propostos

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7

8)

9)

10)

a=2 11) P(1,0,0)
=(-17,-13,-15) 12) 45°
v=(1,1,1) 13) 50
7 4 4
Ty 14) 169
v € unitdri 15) A L
v € unitdrio =arc
cos IVE
NAE
§. X _
5 B = arc cos 2‘{_?
-4 ou -5 c=arcws .—2_
Va2
30 o
TS 16) m=-4
-3 ou -] 17) #4/15

211 + 3) 18) 3 ou -6
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19) (-3,3,-6) 39) 26+ 152 !
20) v=1(3,-2 1),t€R 40) -9 ;’l
"
|
21) (2,-1,-3) 41) (12,-6,4) il
n‘
22) BA.BC=0 42) @) (2,2,-1) ,'
by (-1,-1,0) ;
23) -3 ou 2 ) ¢) (_2 oy ) 2)
(-2, -2, 1
2y A d) (6, 6, -6) |
e) 3
25) Nio, cos? 45° + cos? 60° + cos® 90° # | iy slesh

4,-1,3) ¢ (1, 4,6
26) 60° ou 120° £) il ) |
Rl f

27) (4,3,0) ou (-4,3,0)
43) a) (-2,4,-6) ’

ot 1 VTl b)(4,-8,12) F
28) V=(l,-—2'.? a ) :
5 5 44) (12,-8,-12) ]
29) Um deles é (0.——.—4)
VIV 45) x(3,7.1) xR

30) (+—S- —S— +——19-) - - - - -»
‘\/g’*\/g’ N3 46) a .(b xc)=10=(a xb).c ’I
|
3 2,71 303 '

= ey

32) (-1,4,0) B TS 50 |
33) _19_0 (2.1,-1) 49) Duas solugdes para cada caso: I
1 1 R O | ;j
34) 3 (= ~— ) oU (e ) !
35) -pq e -t i
e: |
m-o, T-f e w-y E.,
1 I 1 111 i
. (Al - 5 (mm—y ey —— i
38) V3T e VI3 ‘T E R CEES il
i
(43
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51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

61)

62)

63)

65)

67)

68)

69)

70)

a) 6 ;

b) Sim.
b) Nio; ¢) Sim.

b) c) 2 ou -3

| w




