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. (ver Teorema 2.1.6, pg. 113, do Watkins - 2a. edi¢ao, ou Teorema 7.3, pg. 402, do
Burden) Para cada =,y € R”

[yl < 2]z ly]l2-

. (a) (ver Teorema 7.7, pg. 404, do Burden) Mostre que para cada = € R"
2]l < [l2]]2 < Vnll2||o
(b) (Exercicio 2.1.3.1, pg. 120, do Watkins - 2a. edi¢ao) Mostre que para todo = € R"

2]l < [lzll2 < [lzll < Vallzlle < nllz]le

Por isso, as normas de vetores sao algumas vezes chamadas de normas equivalentes.
Existe uma relagao também para normas de matrizes, ver por exemplo Teorema 1.7.1,
pg. 28 do Datta.

. Definicao de convergéncia de sequéncia em R™ Diz-se que a sequéncia de vetores
{a¥}2° | converge para z com relagdo & norma || - || se, para qualquer € > 0, existir um
inteiro N. tal que ||z — z|| < e, para todo k > N..

O resultado a seguir é a convergéncia componente a componente. Assim, se uma
componente do vetor ficar constante em um processo iterativo entao a sequéncia gerada
por este processo iterativo nao converge.

Mostre que a sequéncia de vetores {z* }72, converge para x in R” com relagao a norma
|| - |loo s€ € somente se limy,_,o, 2% = x; para cada i = 1,2,...,n (ver Teorema 7.6, pg.
403, do Burden).
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. (ver Stewart pg. 116) Mostre que se < :
lwll = 1=p

< p < 1, entao

. (idem) Para este exercicio, considere o sistema linear Az = b e o sistema perturbado
AZ =10b. Definaoerro E=A— Atal que A=A+ FE.

(a) Considere A € R"*" nao singular. Mostre que se ||A'E|| < 1, entdao A + E é nao
singular.

(b) Considere A € R™" nao singular ¢ A = A + E. Mostre que se Az = be Az = b,
onde b é nao nulo, entao
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Além disso, se ||[A~'E|| < 1, entdo A é ndo singular e
1Z —af| _ _[IA7E]
lzl[ 1= [ATE

< ||AT'E].

. (ver Stewart pg. 119) (a) Usando o exercicio anterior, faca uma interpretacao da

desigualdade
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em que k(A) é o nimero de condi¢do da matriz A (k(A) = [|A]| ||A7Y]]).



7. Considere A € R™" e D = diag(A) com a;; # 0 para todo i = 1,2,...,n. Em relagao

10.

11.

ao método de Jacobi7 mostre que:

(a) x (D — A)z* +b].

(b) 2%t =2k + D=4k com r* = b — AxF.

(c) rk“ (I — AD™HYEFL0 com 19 = b — Aa”.

(d) 2" =2 + D0 4t o 4 7F), comrf=b— Azt e (=0,1,...,k.

Considere A € R"*" e a particao A = L+ D+U em que L ¢é formada pela parte inferior
de A, U com a parte superior de A e ambas com zeros na diagonal e D é formada pela
parte diagonal de A. Em relacao ao método de Gauss-Seidel, mostre que

(a) 2" = Db — La*tt — Uzh).

(b ) =(D+L)"'b- ka) (forma vista em sala).

(c) ¥t =2* + (L + D)~'r*  com r* = b — Az*.

(d) 2t =2+ (L+ D)~ (7" +rl+r®), comrf=b— Azt e £=0,1,... k.
(Método Gauss-Seidel Simétrico) Uma iteracao do método de Gauss-Seidel Simétrico

consiste em duas iteracoes do método Gauss-Seidel padrao, uma na direcao adiante
(forward) seguida de uma na diregao reversa (para tras). Entao a primeira metade da
iteracao é o item (b) do exercicio anterior que foi obtido com 7 = 1,...,n, e a segunda
metade ¢ o item (b) do exercicio anterior mas obtido com i =mn, ..., 1.

(a) Obtenha uma férmula anédloga para o método de Gauss-Seidel reverso.

(b) A iteragao adiante do método de Gauss-Seidel simétrico consiste em transformar

1
. ket o ket =
2" em v 2, seguida por um passo de Gauss-Seidel reverso, transformando z 2 em

2#1. Mostre que a iteracao do método de Gauss-Seidel Simétrico satisfaz

(D+U)a*™ = L(D+ L)'Ux* + [I — L(D + L)~ ']b.

(c) Mostre que I — L(D + L)™' = D(D + L)~!. Entao, use este fato, juntamente
com a parte (b) deste exercicio, para mostrar que a iteracao do método Gauss-Seidel
Simétrico satisfaz

M = Na* +b,
em que M = (D + L)DY(D+U) e N = (D + L)D"'L(D + L)~'U = LD'U.
(d) Mostre que se A é simétrica entdo M é simétrica.

(e) Mostre que M e N determinadas na parte (c), deste exercicio, satisfazem M — N =
A. Entao, mostre que com esta escolha de M a iteracao do método Gauss-Seidel
Simétrico satisfaz

P = aF 4 M
em que 7% = b — AxF.

Mostre que se A é uma matriz 2 x 2 simétrica positiva definida, entao o método de
Jacobi converge para qualquer escolha do valor inicial.

Considere a € R e A uma matriz dada por

A:
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(a) Mostre que A é positiva definida se e s6 se —0.5 < o < 1.
(b) Mostre que o Método de Jacobi converge se —0.5 < a < 0.5.



