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Algebra Linear com Aplicagdes

(c) Desenhe um grafico ilustrando como X, pode ser construido geometricamente usando x, e
x,. Use esse grafico para dar uma interpretacao geoméirica da sua resposta em (b).

Repita o Exercicio 1 para os vetores X; = 2, Dex, = (6,3).

Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Defina a soma em C por

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ b+ d
e defina a multiplicacdo por um escalar por

a(a + bi) = aa+ abi

para todos os nimeros reais . Mostre que C ¢ um espago vetorial em relagdo a essas operagoes.
Mostre que R”*", com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar, satisfaz 0s
oito axiomas de espagos vetoriais.

Mostre que C[a, b], com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar, satisfaz os
oito axiomas de espagos vetoriais.

Seja P o conjunto de todos os polindmios. Mostre que P, com as operacdes usuais de soma e
multiplicagdo por um escalar para fungdes, forma um espaco vetorial.

Mostre que o elemento ¢ de um espago vetorial € nico.

Sejam %, ¥ e Z vetores em um espago vetorial V. Mostre que, se

X+y=X+2

entdioy = Z.

Seja V um espago vetorial e seja x € V. Mostre que:

(a) B0 = ¢ para todos os escalares [3;

(b) se ax = @, entdo @ = Qoux = 0.

Seja S o conjunto de todos os pares ordenados de ntimeros reais. Defina a multiplicacdo por um
escalar e a soma em S por

axy, X)) = {oxy, 0xa)
(X1, x2) ® (1, y2) = (1 + 1, 0)
Usamos o simbolo €D para denotar a soma nesse sistema para evitar confusio com a soma usual
% + y de vetores linhas. Mostre que S, junto com a multiplicagdo usual por um escalar ¢ a ope-
ragdo D, ndo é um espago vetorial. Quais dos oito axiomas ndo sao validos?
Seja V o conjunto de todos os pares ordenados de ndmeros reais com a soma definida por
(x1, x2) + (Y1, y2) = (o1 + yi, %2+ ¥2)
e a multiplicagdo por um escalar definida por
oo (xi, X)) = (axy, x2)

Como a multiplicagdo por um escalar é definida de maneira diferente da usual, usamos um sim-
bolo diferente para evitar confusdo com a multiplicacao usual de um vetor linha por um escalar.
V é um espaco vetorial em relag@o a essas operacdes? Justifique sua resposta.

Denote por R* o conjunto dos niimeros reais positivos. Defina a operag@o de multiplicagao por
um escalar por

aox =x"
para cada x € R* e para cada nimero real o. Defina a operag8o de soma por
x@®y=2x-y paratodos x,y € R"

Entfio, para esse sistema, o produto do escalar ~3 por 2 ¢ dado por
11N\
"2 <2>

245=2-5=10
R* é um espaco vetorial em relagéo a essas operagdes? J ustifique sua resposta.

e a soma de 2 com 5 é dada por
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-13. Seja R o conjunto de todos os nimeros reais. Defina a muitiplicagio por um escalar por
aX = o - X (a multiplicacdo usual de nimeros reais)
e a soma, denotada por D, por
x @y = max{(x, y) (0o maximo entre dois nimeros)

R € um espaco vetorial em relacio a essas operagGes? Justifique sua resposta.
+14. Denote por Z o conjunto de todos os niimeros inteiros com a soma definida da maneira usual e a
multiplicacdo por um escalar definida por

aok=1[a]]-k paratodos k€ Z
onde [[«]] denota o maior inteiro menor ou igual a «. Por exemplo,
22504 =1[2,25]}] . 4=2.4=28

Mostre que Z néo € um espaco vetorial em relac@o a essas operagdes. Quais dos axiomas ndo sdo
vélidos?

115. Denote por S o conjunto de todas as seqliéncias infinitas de ntimeros reais com a multiplicagio
por um escalar e a soma definidas por

&4 {an } - {oza” }

{Cl,l} -+ {bn} - {an -+ bn}

Mostre que S € um espaco vetorial.
“16. Podemos definir uma bijecéo entre os elementos de P, e de R" por

p(X) :al—kazx—l—---—l—a,,x”*l > (ala-“van)T =a

Mostre que, se p <> ae g <> b, entdo
(a) ap <> oa qualquer que seja o escalar «;
by p+rge>a-+b

[Em geral, dois espagos vetoriais sdo ditos isomorfos se existe uma bije¢io entre eles que preser-
va a multiplicacao por um escalar e a soma como em (a) e (b).]

SUBESPACOS

Dado um espaco vetorial V, é muitas vezes possivel formar um outro espaco vetorial usando um sub-
conjunto S de Ve as operagdes de V. Como V € um espago vetorial, as operacdes de soma e multiplica-
¢do por um escalar sempre produzem um outro vetor em V. Para um novo sistema, usando nm subconjunto
§de V, ser um espago vetorial, o conjunto S tem que ser fechado em relagfo as operacdes de soma e
multiplicag@o por um escalar. Em outras palavras, a soma de dois elementos em S tem que ser sempre
um eJemento de S e a multiplicagdo de um elemento de S por um escalar tem que pertencer sempre a .

X S
EXEMPLO 1. Seja S = {(x:) Xy 2}51}. S ¢ um subconjunto de R%. Se (ZCc) ¢ um elemento

gualquer de S e o € um escalar arbitrario, entdo
al €Y= o
2¢ ]\ 2ac

. . a c N X . _
¢ um elemento de 'S. Se (2(1) e (Zc) sAo dois elementos arbitrarios de S, entdo sua soma

a-+b . a+b
2a+2b)  \ 2a+b)

0

.



