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1. Dadas a fungdo f(z) = ———————< eacurva I'(t) = 14+ cos t + 2i sen ¢, com 0 < ¢t < 2, calcule

(22 = 1)(z — 20)
/f(z) dz. (20 pontos)

Solugao: Nota-se que I'(t) = z(t) + iy(t) = (14 cos t) + 42 sen t, para ¢t € [0,27]; logo, I é a elipse
2
1 1
de equacio (z — 1)% + Y _ 1. Além disso, como f(z) = ——F———=, vése que 2, = - e z, = 2i
4 (z = 3)(z —29) 2
sdo os polos de f; portanto, z, é o tnico pélo de f que estd no interior da regido limitada por I'. Dai,
utilizando-se a Formula Integral de Cauchy, segue que:
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2. Dada a fungdo f(z) = G determine sua série de Taylor em torno de z, = 2 e o raio de
z— z—1i
convergéncia da mesma. (20 pontos)
Solugao: Pela expressio de f, sugere-se usar o método das fragbes parciais; mais precisamente, deve-se
fazer: )
a b c alz—1)+bz—1)(z—19)+c(z—1
f(z) = s+ +— = (z =) + )2( ) ( )
(z—1) z—1 z—1i (z—1)2(z —1)

b+ )22+ (a—b(1+1i)—2c)z—iatib+c  0-2240-241
B (z—=1)2(z—1) (2= 1)2(z—1)
btc=0=c=-b=c=1%
S a-bl+i)—2c=0=>a=0b1+i)+2c=b1+i)—20=0b(i—1)=a=—%(i—1) =1

—ia+ib+ec=1=—ib(i—1)+ib—b=1=b+ib+ib—b=1=2ib=1=b=—1

Logo, tem-se que:
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Dali, segue que:
g =(E-1D72 = V) =-2-1)3 = ¢P)=23 (-1

= =g = (D" (n+ 1) (2 —1)" ), para n=0,1,---.

= a, = =(-1)"(n+1), para n=0,1,---.

Portanto, o desenvolvimento em série de Taylor de g(z) em torno de z, = 2 seréa:

+oo +oo
9(z) = a,(z=2)" =Y (-1)*(n+1)(z-2)",
n=0 n=0
valida no disco D(2; R), onde o raio de convergéncia R é dado por:
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R=tim | % |= tim 20l o gy 2Ty
n—+oo an+l n—+oo N + 2 n—+4oo 1 + o




Para h(z), tem-se que:

1 1 1 oo
) z—1 (2—-2)+1 1-[-(2-2)] T;)( )" (= )",
valida para |z — 2| < 1. Por sua vez, para j(z), tem-se que:
{5 R —
= S T ey e—y) 2—i -2
1 +oo (_1)n +o00 (—1)n
= - : (Z_Q)n: 7,(2—2)”,
P CRT 2@ iy

. z2—2 . ) . -
vélida para ’2 : ’ < 1, ou seja, para |z — 2| < |2 —i| = v/5. Portanto, o desenvolvimento em série de

Taylor de f em z, = 2 sera:

£ = g~ 5 )+ 502
L (4o . +00 . +o0 _1\n
- {g—l)"m 1) (- 2)”} -5 {g—nn(z - 2)"} +3 {2230 (2(_1))+< B 2>”}

+oo  \n i

n=0

valido para |z — 2| < 1.

. Dada f(z) =
(20 pontos)

1 . . .

m, determine todas as possiveis séries de Laurent de f, com centro em z, = 1.
z— z—1

Solugao: Observa-se inicialmente, que as duas possiveis regioes para calculo da série de Laurent de f sao

[D(1;1) — {1}] e a coroa {z € C;|z — 1| > v/2}. Também vé-se que o termo 5 j& & a sua propria

L
(z—1)

¢ analitico em z, = 1 e entao, sua série de

z—1
Laurent sera sua série de Taylor em algum disco D(1; R) (com R > 0 a ser determinado). Dai, segue que:

série de Laurent na regido |z — 1| > 0; além disso, o termo

1 1 1 1 1 1 1

f(z):(z—1)2.(z—i):(2—1)2.(2—1)4—(1—1'):(z—l)Qll—i-lf[,(ij)}
_ 1 1~ (=" W N~ (=D)"
_(271)2.171,.;)(14)”(2;_1) _gm(z—n ,

z—1

—1

série valida para 0 < ‘

< 1, ou seja, para 0 < |z — 1| < [1 —i| = v/2 (= R).
Na coroa |z — 1| > v/2, tem-se que:

1 1 1 1 1 1 1

f(z):(2—1)2'(,2—2')_(2—1)2'(z—1)+(1—¢)_(z—1)2'z—1'1_[_ =]

+oo —+o0

:<zl>3'z( <i(1>n) :Z<(1>)+

1—1

série valida para 1’ < 1, ou seja, para |z — 1| > |1 —i| = /2.
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Solugao: Vé-se que

4. Dada f(z) = , determine o residuo de f em cada um dos seus pélos. (20 pontos)

1 1

Como z, = 1 nado é zero de g(z), tem-se que z, € polo de ordem 2 de f e, como z, = ¢ ndo é zero de h(z),
tem-se que z, é pdlo de ordem 1 de f . Dai, utilizando-se a Fdérmula dos Residuos obtem-se que:

Res., £ =i (= =70} =t g { = =
Res_ f(z) = lim {(z — i) - f(2)} = lim ——— =
R i (-2 (- 1)

5. Determine a série de Fourier de f,, a extensdo par ao intervalo [—2, 2], da funcdo f definida por f(z) = x,
sexe(0,l)e f(x) =2—=x,sexz€[L,2] (20 pontos)

Solugao: Dado que f, é funcdo par, tem-se que sua série de Fourier é uma série de cossenos (b, = 0,
paran =0,1,---). Portanto, deve-se ter:

ao—;/pr(x)dx—;/:fp(x)dm—/ng(x)dx—/Olmdx—i—/l2(2—x)dx

x;;+{290—:”22}2:;%(4—2)—(;‘—;)} 1

1
_I/Qf() nmr g —2/2f()cosmd _/Qf( )Coswd _
an—272psccos2 $—2OP$ ) x—o x 5 4o =

2 2
:/xcos ﬂ2xcl;13—|—/2005 n—;mdm—/mcos %dm:([)—i—([])—([]l).

0 1 1

Segue-se que:

2 4 '
(I) = ——a sen ? . m/o(— sen ﬂ)dm = —sen n; + (nm)? cos n;rx .
nT { nw 1}
= sen cos
nw 2 (nm)? '
2
4
(II)—2/cos@dx——sen@ = —— sen mr,
L 2 | nm 2
nra |? 2 nwT nm 4 nra |?
(III) = —ux se R (—senT)dx—— sen7—|—(ﬂ_)2 cos — 1
2 nmw 4 [ nmw (—1)"]
= —— sen cos — (=
nmw 2 (nm)? 2




Nota-se que

4 (2n—D)m 2n—1
aZ"’l_(2n—1)2 5[2 cos —-1-(-1) ]:(271—1)2 5[2-04+0] =0,
4 2nm om 4 2nm om
€ aMZW[Q C087717(71) ]:W[2 COS 7717(71) ]
1 2 n
:W[Q cos n7r—2]zw[(—l) —1], para n=1,2,---;
mais ainda,
2 2n
Upp = Ayp,y = W[(*U -1=0 e
2 2n—1 4
s = ey = (g 1 DT = g T bt =L
Logo, os coeficientes nao-nulos obtidos sao a, e a,, ,, paran =1,2,---; portanto, a série procurada é:
“+o00 400
a, (4n—2)rx 1 4 1
5 +;a4%2 COS o = 5 ﬁ; =17 cos (2n — 1)mx.

6. Determinar uma fungao u : [0, +00) x [0,3] — R de classe C? tal que:
LL(t,x) =0, para (t,z) € [0,+00) x [0,3];
u(t,0) =0=wu(t,3), paratée[0,+00);

u,, (t,x) —u

u(0,2) =z, u,(0,x) = 0,para x € [0, 3].

Solugao: Sabe-se, pela natureza do problema, que a solugdo u(t,z) é dada na forma:

= nnt nmt nmwx
u(t,z) = Z[An cos —= + B, sen T] sen ——.
n=1
Dai, vé-se que:
= nwx
u(0,z) =z & A sen — =z,
)= o YA

ou seja, o coeficiente A deve ser escolhido de modo que coincida com o n-ésimo coeficiente da série
de Fourier de j,(z), a extensdo impar da funcdo j(z) = x, ao intervalo [—3,3]; além disso, deve-se ter
também:

+o00 +00
nm nm nmx nm nmx
Ut(O,.T) =0 & Z[_?A" sen 0 + ?Bn COS O] sen T =0 & Z ?Bn sen T = O7
n=1 n=1
ou seja, deve-se escolher B, =0, paran =1,2,---. Sendo assim, deve-se ter:
= nmt nmwT
u(t,x) = A, cos — sen ——
— 3 3

Segue-se que;

Conclui-se que:



