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1. Dadas a funcdo f(z) = —————— e a curva I'(¢) = 1+ cos ¢t + 2i sen ¢, com 0 < ¢t < 27, calcule

(22 —3)%2(z — 1)
/f(z) dz. (20 pontos)

Solugao: Nota-se que I'(t) = z(t) + i y(t) = (14 cos t) + 42 sen ¢, para t € [0,27]; logo, " é a elipse de
2

Y

~ . 3 - ) .
equacdo (z — 1) + T 1. Além disso, z, = 3 e z, = 1 830 os polos de f; portanto, apenas z, estd no

interior da regido limitada por I'. Dai, utilizando-se a Formula Integral de Cauchy para Derivadas, segue

que:

w

1
. Dada a fungdo f(z) = m, determine sua série de Taylor em torno de z, = i e o raio de
z— z—
convergéncia da mesma. (20 pontos)

Solugao: A expressao de f sugere que se decomponha tal fun¢do em fragoes parciais; mais precisamente,
deve-se determinar a, b, c € C tais que:

_a b ¢ alz—2)+bz—1)(z—2)+c(z—1)*
S e v e —1)2(:—2) =
(b+c)z>+(a—3b—2¢)z —2a+2b+c 0-2240-2+1

(z—1)2(2—2) o (z-1)2(2-2)°

Portanto, deve-se ter:

b+c=0=c=-b= 1 1 )
a—3b—2c=0=a=3b+2c=a=0> = fiz)=- 5~ 1+ 5
—2a+2%+c=1=c=1=b=-1=a=-1 (z=12 z-1 =2-

1 1 1
Sejam g(z) = o h(z) = ——7 ¢ j(z) = st calculemos a série de Taylor de cada uma
destas fungoes em z,.
9O() = ~(z 1) 90(z) =2(: — 1)
9P () =-2-3-(z=1)7% - g™ ()= ()" T+ 1)z —1)" "), paran=0,1,--
(n)(; —_1)n+1 1
Portanto, o coeficiente a, da série de Taylor de g é dado por a, = 9" () = (=)™ (n+1) e assim,

n (i — 1)nt2

+too  1\n ln
o2 = > EL D oy,

n=0

série valida para |z — i| < R, onde o raio de convergéncia R é dado por:

1 '_1n+3 3
zlim{ ntl izl }=|i—1-limni=|i—1|-1=\/§.

n—+oo |Z — 1|n+2 n -+ 3 n—+oo N 2

n

R = lim

n—+4oo

an+1



Para h(z), tem-se que:

hz) = — 11 1 1 1
oz—1 11—z (1—i)—(2—i) 1—i 1-2=
400 “+ 00
1 1 o 1 .
_1_1..7;)(1_2_)”(,2—2) _T;)(l—z’)wrl(z )",

. z —
valida para

Z‘ < 1, ou seja, para |z —i| < v/2.
i

Por sua vez, para j(z) tem-se que:

()_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 1 _
T =T T e—) (-0 2—i 1-z
+oo —+o0
1 1 . 1 -
*Q_Z-‘ZW(Z*Z) :*ZW(%Z%
n=0 n=0

5
valida para < 1, ou seja, para |z —i| < v/5.

Portanto, o desenvolvimento em série de Taylor de f em torno de z, =14 é dado por:

f(2) = g(2) + h(z) +4(2)

n*_l Y0 = 1 A\
_Z_—m +Z —yr G ) —gm@—z)

= 4+ 1) 1 1 n
X [SE ] ¢

_Z‘ < 1, ou seja, para |z —i| < v/2.

z
valida para

. Dada f(z) = determine todas as possiveis séries de Laurent de f, com centro em z, = 1.

1
(z—1)%(z— 1)’
(20 pontos)

Solugao: Nota-se inicialmente, que as duas possiveis regioes para cédlculo da série de Laurent de f sao

[D(i;1/2) — {i}] e a coroa {z € C;|z —i| > v/2}. Além disso, o termo

- jA a sua proépria série de

z—1 )

Laurent na regido |z — i| > 0; resta, portanto, determinar a série de Laurent de W e, em seguida,
y—

multiplicar por é analitica no disco D(i;/2), sua série de Laurent neste disco é

. Dad
o aoque(z_l)2

sua propria série de Taylor. Sendo assim, utilizando-se a fungdo —g(z) (dada na questdo anterior), deve-se
ter:

too n(p T \n n
f(z):—g(z)- 1 = 1 . 1 - 1 ,Z(_l) ( +1) (z—z)"zzw (Z_i)n—l7

z—i z—i (=12 z2—i —= (i-1)"? — (i— 1)t

valida na regido 0 < |z — i| < v/2, ou seja, na regido [D(i;/2) — {i}].

Por outro lado, para |z — i| > v/2, considera-se que:

177 1 S U 1 2_ 1 .+°°(1—z')”2
[2—1] _[(z—i)—(l—i)] (2 —-9)? [1—”] C (2—9)? LZ)(Z—Z‘)"] ’

zZ—1




valida para

— Z‘ < 1, ou seja, para |z — i| > v/2. Denotando-se a, = (1 — )", vé-se que:

RS
Pl

n=0

=a-ir]” [E=a-a
Z(z—z)” B Z(z—z)”

n=0 n=0

+ [a0a3 + a1a2 + a2a1 + a’SaO]

0

1
:a2+[aoa1 +a1ao]z+[a0a2+alal +a,a,] (z—1)3 "

1
(z—i)?
E(Ere et E(Er 0 )ty
S-S

]: n=0

Conclui-se que:
SRS S I S S SR S PN (D) G (L—i)"
f(z)_z—i [21} =i Gl Z(n—i—l)(Zii)n_Z(n—i-l)(/zfi)nﬁ,

valida para |z — | > /2.

1
(z—1)(z —4)%’

Solugao: Observa-se que z, = 1 e 2z, = i s30 os polos de f. Além disso, escrevendo-se

4. Dada f(z) = determine o residuo de f em cada um dos seus polos. (20 pontos)

f(z) = zil _ 9(2)

(z—i)2  (2—1)?
tem-se que z, = ¢ ndo é zero de g(z) e portanto, z, é pélo de ordem 2 de f; analogamente, escrevendo-se

1 5
f(Z) — (z—14) — h( )

z—1 z—1

vé-se que z, = 1 ndo é zero de h(z) e assim, z, &€ polo de ordem 1 de f.

Utilizando-se a Fdrmula dos Residuos obtem-se que:

Res_,f(2) = lim {(z = 1) f(2)} = lim ——53 = =
d ) - d .
Res. /() = lim 52 {2 = )° - /()} :Pi?czz{zl1} =i (251)2 :_(z‘jl)z'

5. Determine a série de Fourierde f,, a extensdo impar ao intervalo [—2, 2], da funcdo f definida por f(z) = x,
sexel0,1)e f(zr)=2—z,sexe€l2). (20 pontos)

Solugao: Dado que f, é fungio impar, tem-se que sua série de Fourier é uma série de senos (a, = 0, para
n=20,1,---). Portanto, deve-se ter:

2
1
_§/f1( ) sen @dgg_ /fI sen—dm—/f Senid;[;_

1 2 2
=/ x sen ?dm—f—/ 2 sen ?dw—/ x sen ?dwz([)—i—([[)—([[]).
0 1 1



Dai, segue que:

2 2
4 4
(II) = 2/ sen "o gy = —— cos LY = ——[ cos nw — cos n—ﬂ] —[ cos o (=D)";
L 2 nmw 2 nm 2 nmw 2
2 2 2
nmx 2 nwT 2 nwx
(III)= | zsen —dx=——x cos —| +— [ cos — dx
L 2 nmw 2 | nm/
2
nm 4 nmwx 2 4 nm
_EP COS M — COS 7} + ()2 sen —— 1 _E[Q(_l)n _ cos 7] + (mr)Q[O _ sen 7]
2 4
=——[2(-1)" — cos %r] e sen %T
nm nm
Portanto, tem-se que:

nmw (nm)? en Ty
nmw 8 nm
cos — +0-(-1)"+ ()2 sen -~ = ()2 sen. —-
2n —1 2
Dado que sen w = (—=1)" e sen % =gen nm =0, paran = 1,2, ---, conclui-se que:
8 -1)"
b,, =0 e b (=1)

2n—1 ~

;m, para ’I’I,ZI,Q,"'.

Portanto, a série de Fourier procurada é:

+o0 400

2n —1 1" 2n—1
3 by sen ZEUTE BN S e Bl
—~ 2 w2 = (2n — 1) 2

6. Determinar uma fungao u : [0,2] x [0,2] — R, de classe C?, tal que

Uge (2, ) + uyy(z,y) = 0, para (z,y) € [0,2] x [0,2],

u(0,y) = 0= u(z,0) = u(2,y), para z, y € [0,2],

(20 pontos)
u(x,2) = 2x — 22, para z € [0,2].

Solugao: Sabe-se, pela natureza do problema, que a solu¢ao procurada é da forma:

—+o0
u(z,y) = ZA” sen ? senh %,
n=1

onde os coeficientes A,, devem ser escolhidos de modo que

+oo
u(z,2) = ZA” sen % senh nr = 2z — z2,

n=1



ou seja, para cada n € N, o niimero A,, senh nm deve-se ser o n-ésimo coeficiente da série de Fourier de
4, (x), a extensdo impar da funcio j(z) = 2z — 22 ao intervalo [—2,2], ou ainda,

2 P 5
1 2
An senh nm = 5/ jI (x) sen ? dr = 5 / j] (IE) sen L/;rx dr = /](I’) sen L/;Tl‘ dx

_9 o .

:Q/J;sen ?daz—/ﬁ sen n—;mdx:(l)—(ll).
0

o]

Sendo assim, obtem-se que:

2 2 2
2 2 4 4
(I)=2 — = 2 cos =2 —i——/ cos L dgg| =2 ——cosnﬂ+725enw
nmw 2 |, nm), 2 nw (nm) 2 |,
4 4 8 (—1)"
2 |——(-1)" 0l =-2 :
[ mr( )+ (nm)2 } T n
2 2 2
4 8 (—1)™ 4 2 2
(IT) = ——— 22 cos nre +—/xcos T e = -2 (=1) 42 | L pgen 222 ——/sen UL
2 , 2 T n nmw | nw 2 , T, 2
2
8 (=) 4 4 nmx 8 (=1 4 [ 4 4
T on + nmw +( )2 T ] T n + nw | (nm)? cos nm (nm)?
0
_ 8=t 16 [1-(=1)"]
T 3 n3
Portanto, deve-se ter:
8 (-1)" 8 (=) 16 [1—(-1)" 16 [1—(=1)"]
A, senhmr:(l)—(H):—; - +; ~ +ﬁ g == e
1 _(_ n
]
" w3 nd senh nw
e dai, vé-se que
32 1
para n=1,2,---.

A, =0 Ay =3
an e w8 (2n - 1)3 senh (20 — D)7

Conclui-se que:

+oo
(2n — )7 (2n — D)my
= A h
u(z,y) ngl b, SEn 5 sen 5
_ 32 = 1 cenl (2n — 1)7x enh (2n — 1wy
~ m 4~ (2n —1)3 senh (2n — )7 2 2

n=1



