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1. Verificar se existe uma fungdo analitica f : C — C tal que Re[f(2)] =22 =2z —y? e f(1) = —1+2i. Em

caso afirmativo, expressar f na variavel z.

Solugao: Admita que f(z) = u(z,y) +iv(x,y), u(z,y) = 22 — 2z — y*> e z = x +iy. Sendo f analitica,
as equagoes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas:

UT(I,y) =2x—2= Il}y(z7y)
u (x,y) = _2y =, (l',y)

Yy

Dai, segue que:
v(z,y) = /(256 —2)dy + ¢(z) = (22 = 2)y + @(z) = v, (z,y) =2+ ¢'(z) = —u, (z,y) = 2y
=9 (x)=0=p@)=M (M eR)=v(x,y) =2 —-2)y + M

Portanto, deve-se ter:

f(2) = u(e,y) +iv(e,y) = (@ - 22— y?) +i (20 - 2)y + M)
Logo, para z = 1+ ¢ - 0 deve-se ter:
f)y==-14+2i<u(l,0)+iv(l,0)=-14+2i< —1+i(1- 0+ M)=-14+2i = M =2.
Portanto, a funcao procurada é
f2) = u(z,y) +iv(z,y) = (2° = 20— y?) +i((2z = 2)y + 2) = (¢ + 2zyi —y*) — 2(z +1iy) + 2

=(z+iy)? = 2@ +iy)+2i=2>—2z+2i.

1+ .
. Calcular /Ff(z) dz sendo dadas a funcdo f(z) = WJ—FE)z—Z e a curva I'(t) = 2(—1 + €'), com
t €0, 2m].
- 141 . s « .
Solugao: Nota-se que f(z) = ————— e assim, utilizando-se fragdes parciais deve-se ter:
(z+1)(z—1)
£2) = A N B Alz—i)+B(z+1) (A+B)z—Ai+ B
S IE S (z+1D(z—4) (z+1)(z—1)

A+B=0=B=-A
“Ai+B=14i=-Ai-A=14+i=A=-1=>B=1

Logo, deve ser:

f2) =~ ()

241 z—1i

Além disso, tem-se que I'(t) = —2 + 2 - €%, ou seja, I' é a circunferéncia com centro em —2 e raio 2.

Portanto,
1 1
/Ff(z)dz /Fz—(—l)dz+/rz—idz mi+0 i,

j& que a segunda integral se anula devido a que o integrando é uma funcao analitica sobre I' e na regiao
limitada por I'.
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3. Determinar a série de MacLaurin da fungao f(z) = 2_’_(% e o raio de convergéncia da mesma.
z — 1)z —1
-1 1
e -. Dai,
z4+1 z—1

Solugao: Por () vé-se que é suficiente determinar a série de MacLaurin dos termos
segue que:

- = — ==Y (=1)"2" =) (=1)""2"  para|z| < 1;
z+1 1—(-2) o oy
+oo +o00
1 11 1 2 2" , ,
it A . : = .nZOT” = _n§:0W7 para |z/i| < 1, ou seja, para |z| < 1.

Portanto, o desenvolvimento em série de MacLaurin sera:

—+o0

10 =3 ot - o] e

n=0

valido para |z| < 1, ou seja, o raio de convergéncia da série é igual a 1.

1+
224+ (1—d)z—1i
séries de Laurent de f com centro em z,.

4. Seja a funcdo f(z) = . Para um z, # 0 de sua escolha, determinar todas as possiveis

Solugao: Vale notar que se z, for distinto dos polos —1 e i, entdo existirdo 3 regides distintas (interior
de disco, coroa e exterior de disco com centro em z,) com 3 séries distintas. Por brevidade na resolucao,
escolhamos, por exemplo, z, = —1 (o procedimento para z, = ¢ é similar); neste caso, obteriam-se as duas
seguintes regioes:

(I) {z€C0<|z—(-1)|<vV2} e (II) {zeC;lz—(-1)>V2}.

[Note-se que o raio /2 é justamente a distancia entre os pélos.]

Para a regido (I) faz-se:

f(2) ! + 1 1 4 1 1 1 1
Z) = — = — — _ _ .
21 z—i 2+l e+ -(+4) 2+l 144 1-34
o0 +00
= - - . D" = — _ - 1",
z+1 144 Z(1+z’)"(z+) 241 Z(1+Z~)n+1(z+)

n=0 n=0

Observe-se que o termo — é valido na regido |z + 1| > 0 enquanto que a série acima é valida no disco

z+
|z + 1| < |1 +i] = V2 (e a regido (I) é exatamente a intersecio destas duas regides).

Para a regido (I1) faz-se:

‘) 1, L, 1 Lo, 1
Z) = — = — = — . .
z24+1  z—1i 241 (z4+41)—(1+1) z+1  (2+1) 1—213:
S S| +§(1+i)”_ 1 ++i:’° (144)" _*f (1+4)"
oz4+1 0 (241 (21" oz41 (2 1)t _n:1 (z 4+ 1)nt1’

valido para |1 + i| < |z + 1|, ou seja, vélido na regido (I1).



4 cos Tz

5. Seja a fungdo f(z) = T

Determinar os polos de f e seus respectivos residuos.
Solugao: Vé-se que
£(2) 4 cos Tz 4 cos 7z cos Tz
Z) = = =
@:-17 " 2G-52 (- 37
e portanto Z, = % ¢ o tnico polo de f. Além disso, z, é zero de ordem 1 de cos 7z pois cos 5 = 0 e
4 (cos m2)(3) # 0; dai, conclui-se que z, é pélo de ordem 1 de f.

Sendo assim, pode-se aplicar a Formula dos Residuos:

6. Seja a funcdo f:[0,2] — R, dada por f(z) =z, se x € [0,1], e f(x) = —x + 2, se x € [1,2]. Determinar
a série de Fourier da funcdo f,, extensdo impar de f ao intervalo [—2,2].

Solugao: Dado que f, é fungdo impar, sua série de Fourier serd uma série de senos (ou seja, a, = 0, para
n=20,1,---. Portanto, deve-se ter:

2 2 1 2
1
*f/fl(x) sen@dz:/f(x) sen@dx:/xsen@dz+/(fx+2) sen 2L g
2/, 2 ; 2 ; 2 ) 2
1 2 2
:/xsen$d:c—/xsenn2ﬂdw+2/ sennzﬂdx
0 1 1

2
[u:x:du:dx; dv = sen n2ﬂd:c:>v:——- cos m]

nmw 2
1 1 2 2
x nwx nmwx nmw nmwx
—l—/cos— — <4 =T COS — —l—/cos— +2<¢—cos —
. o 2 2 L ) 2 2

2 [{ nmw 2 nwx 1} { nmw 2 mra:z}
= — — COS — + — - sen —— —<¢—2- cosnm+ cos — + — sen ——
1
nmw
+2{— cos nm + cos 7}}

2 nmw 2 2 nmw 2
2 nm 2 nm nm 2 nm nm
=—|¢4—Ccos —+—-sen— ,—<¢—2- cosnwT+ COS — — — sen — +2{—cosmr+ cos—}
nmw 2 nmw 2 2 nmw 2 2

J

0

4 s nm 8 s nm
= — _— n — = n ——
nw | nw 2 (nm)? 2
Logo, obtem-se que
8(—1 k+1
b,, =0 e b ( )227parak—12

w1 = Bk 2R

Portanto, a série de Fourier procurada é:

- (2k — )7 1)k 2k — 1
g b, sen@— E by, 4 7—85 2k sen( 5 Jnz
n=1



