UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Gabarito da 2a. Avaliagao de CMO044 - Céalculo IV

1. Sejam f(z) = €?*, para z € C e v o segmento de reta com ponto inicial em z, = 1 e ponto final

em z; = 4. Calcule [ f(z)dz das seguintes formas:
g

(a) usando uma parametrizagdo do caminho; (10 pontos)
(b) determinando uma primitiva de f. (10 pontos)

Solugao: (a) Tem-se que a equcdo vetorial do segmento com extremos (inicial e final) em z,
ez 6(t) =z, +tz1 — z,), com t € [0,1], ou seja, y(t) = 1+ t(i — 1), com t € [0,1]; logo,
~'(t) =i — 1, para todo t. Dai, segue que:
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(b) Dado que f(z) = €?* & analitica (no plano complexo), ji que é uma composicao de fungoes

analiticas, tem-se que a integral nao depende do caminho v mas apenas dos pontos inicial e final.
2z

Uma primitiva de f é a funcao > e portanto,

Lf(z)dz—/jf(z)dz—iz
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2. Calcule /tg (g) dz onde v é a curva |z — 2| = 2, orientada no sentido horario. (20 pontos)
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zy sen(3)
2)  cos(%)

z 0w
ou seja, nos pontos 5=3 + nm, com n € Z, ou ainda, nos pontos z = w(1 + 2n), com n € Z.

z z
, entao tg(i) nao esta definida nos pontos onde cos(i) =0,

Solugao: Dado que tg(

Além disso, a curva v em questdo é uma circunferéncia com centro em 27 e de raio 2, e nenhum
z ~ 2 . P . . .-~ . .
dos pontos onde tg(§) nao esta definida, esta sobre a curva v ou no interior da regiao limitada

por v. [Note que a distancia dos pontos z, = m e z; = 31 ao centro da circunferéncia ¢é igual a
7, e portanto, maior que o raio da mesma.|

z . . . em 1e .
Desta forma, tg(§) ¢é analitica sobre a curva 7y e no interior da regiao limitada por ~y, pois é um

quociente de fungoes analiticas; pelo Teorema da Integral de Cauchy conclui-se que

Ltg(;) dz = 0.



Z4 — COS 2

3. Calcule / W dz onde v é a curva |z + 1 + i| = 2, orientada no sentido anti-horario.
z
¥

(20 pontos)

Solugao: Nota-se inicialmente, que (22 +1)? = [(z —i)(z +)]? = (2 —9)%(z — (—i))%. Também,
a curva 7y em questao ¢ a circunferéncia de centro em —1 — % e raio 2 e o ponto z, = —¢ esta no
interior da regidao limitada por . Sendo assim, podemos escrever

24 — cos z 24 — cos z f(2)
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z* —cos z
onde f(z) = ————— ¢ analitica sobre 7 e na regiao limitada por v. Dai, segue que:

(z —i)?

(423 +sen 2)(z —i)? — 2(2* —cos 2)(z —14) (423 +sen 2)(z —1i) — 2(2* — cos 2)

@) = (z— i) - (z—i)3

(—2i)(—4i —sen i) — 2(1 — cos 7)

= /(=) = =

(—i)(—4i —sen i) — (1 —cos i)  —bH-+cos i+ sen i
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Logo, podemos aplicar a Formula Integral de Cauchy para Derivadas (com n = 1) para obter:

Z*¥ —cos z —5+4cos i+ sent ™
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/7 EEmE z=2mi- f'(—i) =2mi 5 2( + cos i + i sen 1)
. (a) Mostre que a série g “omn é convergente, sem calcular sua soma; (10 pontos)

n=0

(b) Calcule sua soma. (10 pontos)

Solugao: (a) Notamos que

(3+0)" 34+i\" 3+i| V10
= e que = — <1
22n 22 22 4
L s ~ 3+1 L
portanto, trata-se de uma série geométrica de razao r = R com r < 1. Logo, a série

geométrica é convergente.
(b) Tem-se que:
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5. Calcule a série de Mac Laurin de f(z) = 1 © ¢ determine o raio de convergéncia da mesma.
-2z
(20 pontos)

Solugao: Sabe-se que
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n=0
1 X
_ n_ 2 3. ..
1—z_§%z =1+z+2"+2°+--+, paralz] <L
n=

Dal, segue que
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para |z| < 1, ou seja, o raio de convergéncia da série é igual a 1.
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6. Dada a fungao f(z) = Py determine sua série de Taylor com centro em z, = 1 e o raio de
z

convergéncia de tal série. (20 pontos)

Solugao: Tem-se que
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Para n > 1, tem-se que a, = o1 e assim, o raio de convergéncia da série pode ser assim
calculado:
1
= 2n+2
R=lim |- |= lim 27" = lim - = lim 2=2
n—00 | Ap41 n—00 ST n—oo 2N+ n—00



