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1. Sejam T : P,(R) — P,(R) a transformacao linear dada por T'(f(¢)) = /f(s) ds, para todo f(t) € P, (R)
0
e B, C as bases canonicas de P, (R) e P,(R), respectivamente.

(a) Determine as dimensoes de ker(T") e Im(T) ;

(b) Para f(t) = 2 — ¢ mostre que [T(F(1))],, = [T].. - [F(D)],

C

Solugao: (a) Para f(t) = a, + a,t € P, (R) tem-se que:

T(f(t))/Otf(s)dsfotf(s)ds/Ot[aoJrals]ds [aos+%s2];:aot+%t2

e portanto, conclui-se que Im(7T) = [t, % t?] = [t,t?]; dado que o conjunto {t,tQ} ¢ linearmente indepen-
dente, conclui-se que tal conjunto é uma base de Im(7") e assim, dim(Im(7")) = 2.

Além disso, tem-se que:
42
f(t) € ker(T) < T(f(t)) =0 at+a,g =0=0-140-t4+0-* = a,=a, =0 f(t)=0.
Portanto, ker(7T') = {0} e assim, dim(ker(T)) = 0.

(b) Tem-se que B = {1,t} e C = {1,t,t?} sdo as bases canénicas de P, (R) e P,(R), respectivamente. Dai,
segue que:

0
0
T(l):T(1~1+0-t):1-t+§-t2 = [T, =|1|;
0 -
1 0]
T(t):T(0-1+1-t):O~t+§~t2 = [T@wl,=10 |,
1
2
- 0 0
e assim, obtem-se a matriz de T" com respeito as bases B e C : T],=11 0
1
2
Por sua vez, para f(t) = 2 — ¢ tem-se que:
1 0
T(2—1t) :T(2-1—1-t):2-t—§-t2 = [Te-v),=| 2|,
1
T2
obtendo-se assim, que:
0 0 0
B 2
7). -2-t,=11 (1) [1]: 12 =[T2-1)],.
0 3 3



2. Seja T : M, ,(R) — M, ,(R) a transformagao linear dada por T(X) = X — X' para toda matriz
X € M, ,(R). Determine os autovalores de T'.

Solugao: Utilizando-se a base canénica B de M, ,(R), obtem-se que:

[0
8- -] - Bl -
0
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_O_
o ) e I R Il B [
_0_
0
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0
Segue dai, que:
0 0 0 0
=10 1 1o
0 0 0 0

O proximo passo é determinar o polinémio caracteristico p,.(«) de T*

70a 1 E a —01 8 lma =1 0

p, () = det =—a(-D'det | -1 1-a 0 |=
0 -1 1-a 0 0 0 —a
0 0 0 -a

= —af(—a(l —a)> +0+0)— (0+0—a)] =?[(1 -2a+a?) —1] = a*(a - 2),

e como os autovalores de 1" sao as raizes do polinémio caracteristico, conclui-se que a;, =0 e o, = 2 sao
os autovalores de T'.

3. Considere a transformacao linear T' dada na questao 2 acima.
(a) Determine uma base para cada autoespaco de T
(b) Verifique se M, ,(R) pode ser expresso como soma direta de tais autoespagos.

Solugao: (a) Para o autovalor o, = 0, tem-se que:

Tab_o.abﬂt}abiabt_OO@ab_ac
c d | c d c d c d| |00 c d| | b d
e esta ultima igualdade é valida se, e somente se, b = c¢; logo, os autovetores de T' associados ao autovalor
o, = 0 sdo do tipo

R R R F Y A PR R PN R R

Dado que as 3 matrizes geradoras de V, formam um conjunto linearmente independente, segue que essas
3 matrizes constituem uma base de V.



Para o autovalor a, = 2, tem-se que:

Tab_2_ b@ b_abt_2a2b© 0 b—c| | 2a 2b

c d| T|ec d d c d| | 2 2d c—b 0 | | 2 2
e esta tltima igualdade é valida se, e somente se, a = d = 0 e b = —c¢; logo, os autovetores de T associados
ao autovalor a, = 2 sao do tipo

N A R

Como V, é gerado por uma matriz linearmente independente, segue que tal matriz constitui uma base de
V,.

Q
o

(b) Observa-se que dim(V,) = 3 e dim(V,) = 1; além disso, V é o s.e.v. das matrizes simétricas e V, é o
s.e.v. das matrizes anti-simétricas; logo, V, NV, = {0} e dim(V, NV,) = 0. Segue disto que:

dim(V, +V,) = dim(V,) + dim(V,) — dim(V, N V,) =3+ 1 -0 =4 = dim(M, ,(R)).

Portanto, tem-se que M, ,(R) =V, @ V,.

2x2

. Determine o polindémio minimal da transformagao linear T" dada na questao 2 acima.

Solugao: Dado que o polinémio minimal de T" possui as mesmas raizes do polinémio caracteristico e é o
polinémio de menor grau que anula a matriz de T', entao os candidatos a polindémio minimal sao:

m,(a)=a-(a—2), my(a)=ac*(a—2) e m,=a(a—2).

Verifica-se, inicialmente, se m,(a) anula a matriz de T' (e denotando-se por I, a matriz identidade de
ordem 4):

0 0 0] [-2 0 0 0] [oo0o00

5 5 0 1 0[ |0 -1 -1 ofl_|oo0oo0o0

m (11,) = (171,) - (0, -2 L) = | . 7y 0 -1 -1 0| {0000
00 00 [0 0o o0 -2 (0000

Portanto, m, () é o polindmio minimal de 7.

. Seja T : R?* — R? dada por T'(v) = proj, , _, v, para todo v € R3.

(a) Mostre que T é transformacao linear;

(a) Para v = (,y, z) € R? determine a expressao de T'(z,v, 2);

(¢) Determine bases ortonormais (no produto interno canénico) de Ker(T') e Im(7T');
(d) Mostre que [Ker(T)]* = Im(T).

Solugao: (a) Para todos v, w € R3 tem-se que:

<v—|—w,u> . <v,u> <w,u>

u = “u+

Além disso, para todo v € R? e todo a € R, tem-se que:

<a . v,u) <v,u>

T(a-v)=proj, (a-v)=-——= u=a - ——= -u=a-proj,(v) =a- - T(v). ()

(u,u) (uwu)

Por (%) e (x*) conclui-se que T é transformagao linear.

T(v+w) =proj, (v+w)= cu = proj,v+proj,w=T(v)+T(w). (x)



(b) Tem-se que:

o . o <(x,y,z),(l,1,—1)>
T(-'Evywz) = proyu(m,y,z) = <(1’17_1)’(1,17_1)> ) (1717_1)
_ rTt+y—=z

rt+y—z r+y—z z2—x—Y
S (1,1,-1) = ( : : )-
3 3 3 3

1

(c) Dado que T'(v) = - (1,1, —1), para todo v € R?, vé-se que Im(T") = [(1,1,—1)] e devido a que (1,1,—1) &
e {(%7 \}g’ —%)} é base ortonormal

linearmente independente, tem-se que {(1,1,—1)} é uma base de Im(T

de Im(T).

Além disso, tem-se

0= (@,,2) € ker(T) e (A2 TR 2200y (0,0,0)

sz=zxt+yesv=(x,y,z+y)=2-(1,0,1)+y-(0,1,1)
Logo, ker(T") = [(1,0,1),(0,1,1)] e assim, {(1,0,1),(0,1,1)} é uma base de ker(T") (pois s@o vetores linearmente

independentes). Como <(1, 0,1),(0,1, 1)> = 1, tais vetores ndo sdo ortogonais entre si. Utilizando-se a proje¢ao
ortogonal pode-se construir uma base ortogonal para ker(T):

) (0,1,1),(1,0,1)
Proj o (0,1,1) = < >

1 11
. 1’0,1 = — . 17071 — 7’077;
(oo BOD=5 E0U=(.03)
Seja
; 1 1 1 1
v=(0,1,1) = proj, ,,(0.1,1) = (0,1,1) = (5.0, 5) = (=5, 1, 5);

entdov L (1,0, 1); dai, tomando-se os versores destes vetores obtem-se uma base ortonormal. Mais precisamente

é uma base ortonormal de Ker(T).

(d) Tem-se que w = (x,y, 2) € [ker(T)]* < (2,9,2) L (1,0,1) e (x,y,2) L (0,1,1)

& 24+2=0 e y+2z2=0 & v=(—2—-22 =z -(—1,-1,1).
Portanto, [ker(T)]*

[(*la -1, 1)] = [(17 1, 71)] - Im(T)



