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1. Seja a funcdo u : R?> — R, dada por u(z,y) = 22— y*>+ (e Y+ e¥) cos x, para todo (z,y) € R2,

(a) Determine todas as fung¢oes analiticas f(z) tais que Re(f(z)) = u(z,y); (10 pontos)
(b) Expresse tais fungdes na variavel z; (05 pontos)
(c) Determine a tnica funcdo analitica f tal que Re(f(2)) = u(z,y) e f(0) = 2 + 2. (05 pontos)

Solugao: (a) Admita que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) seja uma tal fungio anaitica; entdo as partes real e
imaginéria de f devem satisfazer as equagoes de Cauchy-Riemann:

(1) ug(z,y) = 2z—(eY+e¥)senx

vy(2,y)
(1) uy(zy) = —[2y—(e¥—e¥)cosz] = —vg(x,y)

Dai, segue de (I) que:

v(z,y) = /[23: —(e7¥ +¢€Y) sen x]dy = 2zy — (e¥ —e™Y) sen = + p(z)

= wvg(z,y) =2y — (e —eY) cos z + ¢'(z) = 2y — (¥ —e™Y) cos x
= ¢@)=0 = ¢@=MEeR (const.) = wv(r,y)=2xy— (¢ —eY)senxz+ M

Portanto, obtém-se que:
f(2) =u(z,y) +iv(z,y) = 22— y*+ (e Y+ eY) cos z] +i[2zy — (¢V — e Y) sen z + M]
onde M € R é constante.
(b) Nota-se que:
f(z) =[2%—y*+ (e ¥+ eY) cos x] +i[2xy — (e¥ — e V) sen x + M|
= [2? + 2zyi—y?| + e Y[ cos x + i sen z] + €¥[ cos = — i sen x| + i M
= (z+iy)? T T I B Y (z+iy)? + i@ +iy) | p—iletiy) 4 ;i ar
=224 e e 4 i M =2%4+2cos z+iM.
(c) Dado que que qualquer fungdo analitica que possui u(z,y) como parte real é da forma
f(z) =2%>4+2cos 2z +iM,
segue que f(0) = 0% +2 cos 0+iM =2+ i M. Portanto, para que f(O) = 2+ 2¢, deve-se ter M = 2, ou

seja, f(z) =22+ 2 cos z + 2i.

sen mz
2. Calcule a integral / T 1 dz, onde I' é o quadrado com vértices nos pontos £2 e +2i, orientado no

sentido anti-horéario. (20 pontos)

Solugao: Nota-se inicialmente, que a curva I' em questao é fechada, simples e suave por partes; além
disso, a funcdo g(z) = sen 7wz é analitica sobre I' e na regido interna a I', conclui-se que pode-se aplicar a
Fornula Integral de Cauchy para Derivadas:

(2) 271 d?
/Ff(z) dz = /F(zg(1))4 dz = el d—zg(—l).



Tem-se entao:

dg
dz

d?g

2 d*g
(2) =mcos Tz = @(z) =—7m“sen 1z =

dz3

d3
(2) = —m3 cos Tz = d—zg(fl) =73,

Conclui-se que:

2mi d3g o2rdi wdi
/Ff(z) S T = A A YR

z+2

. Determine a série de Taylor da fungao f(z) = — 5
22— 22—

em torno de z, = 1 e o raio de convergéncia da
mesma. (20 pontos)

Solugao: Dado que f é um quociente de funcoes analiticas (pois sdo fungoes polinomiais) bem definidas
em z, = 1, vé-se que f admite série de Taylor em tal ponto. Para simplificar os calculos, usa-se o Método
das Fracoes Parciais:

£(2) = z2+2 z+2 _ e b a(z—3)+b(z+1) (a+b)z+ (—3a+Db)
o 22-22-3  (z+1)(2-3) z+1 z-3  (z+D((z-3)  (z+1)(z-3)
5
a+b=1 = b=1-a = b=-
o 4
1
-3a+b=2 = -3a+(l—-a)=2 = a=-7
Logo,
1 1 5 1
/) 4z+1  42-3
Dai, segue que:
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241 (z-D+2

n=0 n=0

valida na regiao

< 1, ou seja, na regido |z — 1] < 2.

Por sua vez, tem-se que:

e ;1—151;,2;(2”712%;“”"’
também valida na regido — ' < 1, ou seja, na regido |z — 1| < 2.
De (I) e (II) obtém-se que:
S X e - S E oy
n=0 n=0 n=0

valida na regido |z — 1| < 2 (ou seja, o raio de convergéncia da série ¢ R = 2).

1
. Determine a série de Laurent da fungao f(z) = FEERE na regido 1 < |z — 2i| < 2. (20 pontos)
z(z —3i
Solucgao: Utilizando-se o Método das Fragoes Parciais, obtém-se que:
1 a b a(z —3i) + bz a+b)z—3ia
fe)= -0, b _alz—3)tbz (atbh)z—
2(z=3i) 2z z-—3i z(z — 31) z(z — 3i)



)
a+b=0 = b=—-a = b=—- 1 . 1
< 1 S N (O
—3ta=1 = a=——=—

3i 3
V e-se entao, que:
+o0 “+o0
1 1 1 1 1 (_1)n ) (_1)n .
I _— = = — _ 2 n _ 2 n
(€ - (z—2i)+2i 20 1-—(-252) 2 ; @i (z — 20) 2 Gt (z — 20)",

véalida na regiao

, OU seja, na regido |z — 2i| < |2i] = 2.

Tem-se também que:

“+o00 .n —+o00 .n

1 1 1 1 1 1
(D 2—=3 (2—2i)—i 2—2 1— 2—22‘2%(2—2@')" z_:(z—%)”“7

z—21 n=» n=0

valida na regiao -| < 1, ou seja, na regido |z — 24| > |i| = 1.

De (I) e (II), conclui-se que:

fz) =< 1 1 v « (=" ( ) io i"
T3 323 34 (2t ¥ 3 £ (2 — 20)n+1
+o00 . +oo . “+o00 . +oo .
7,(—1)” ) Z"—H n ) Zn—i—l
; gt (¢ 20) ; 3(z — 20)n 1 ; g 2720 ; 3(z — 2i)n+1

vélida na regido 1 < |z — 2i| < 2.

z

. Dadas a funcao f(z) = & cacuval: |2 — 22| = 1, orientada no sentido anti-horério, use o
23 — 322422
Teorema dos Residuos para calcular / f(z)d=. (20 pontos)
r

~ < ~ . 1
Solugao: Veé-se que a curva I' em questdo é dada pela equagdo |2(1—2)| = 1, ou seja, [z — 1| = 2 trata-se,
1
portanto, da circunferéncia de centro 1 e raio 5 (curva simples, fechada e suave).
Além disso, tem-se que:

eZ eZ z

e
1z) = 23 =322 4 2z :Z(Zz—3z+2) B z(z—l)(z—2);

logo, f é analitica sobre a curva I' e na regiao interna a curva I', exceto no ponto z, = 1. Dado que
z

a fungdo g(z) = ¢ analitica sobre a curva I' e na regido interna a curva I' e nao se anula em

e
z(z —2)
z, = 1, conclui-se que tal ponto é p6lo de ordem 1 de f; sendo assim, utilizando-se a Formula dos Residuos
obtém-se que:

Logo, pelo Teorema dos Residuos obtém-se que:

/f(z)dz =27mi-Res__, f(z) = —2emi.

T



6. Seja f : [0,7] — R a fun¢do dada por f(x) = cos z, para todo z € (0,7] e f(0) = 0. Calcule a série de
Fourier da extensao impar de f ao intervalo [—, 7. (20 pontos)

Solugao: Denotando-se por f, a extensdo impar de f, deve-se ter que sua série de Fourier é uma série
de senos (ou seja, os coeficientes a,’s devem ser nulos).

Para o calculo dos coeficientes b, ’s, utiliza-se as identidades:

sen (A+ B) =sen A cos B+ sen B cos A

= sen Acos B=_—[sen (A+0b)+ sen (A—B)] (%)

N |

sen (A — B) =sen A cos B— sen B cos A

1
Em particular, vé-se que se A = B entdo sen A cos B = 5 sen 2A; dai, segue que:

1 (7 2 (7 2 [T 2 (M
b, =— [ f,(x)sen xdx:f/ f(z) sen xdx:f/ cos x sen xdx:f/ — sen 2z dx
™) T Jo T Jo T Jo 2
1 [ 2z "
:7/ sen 2xdr = — <2 2T| —
T Jo 27 |,

Para n > 1, tem-se que:

1 ™ 2 ™ 2 us
b, =— [ f,(z)sen nxdz:f/f(x) sen nx dr = f/cos:rsen nx dx
L — ™ Jo m™Jo
2 (M 1 ("
:f/f[sen (n+1)x + sen (n—l)x]da::f/[sen (n+1)x + sen (n — 1)z]dz
T Jo 2 T Jo
1[ cos(n+1)x cos(n—1)x]" 1 cos (n+1)r  cos (n—1)m 1 1
=—|- - = - - + -
s n+1 n—1 o T n+1 n—1 n+l n-1

(S-S (e )] (S ) ()
B (1, By

2-(2k)-2 8k .
Portanto, b,, , =0eb, = T2k T 1)(2k 1) = A2k =) para k = 1,2,---. Conclui-se que a

série de Fourier procurada é:

—+o0 —+o0

n
Z b, sen 2nz = p Z Gn— D20 +1) sen 2nx
n=1 n=1

811 sen 2z + 2 sen 4z + 3 sen 6x + 4 sen 8x +
= —|—— sen —— sen —— sen —— sen s
711-3 T35 TR T .

7. Considere o sistema

ugt(x,t) — ugy(z,t) = 0, para todo (z,t) € [0,2] x [0,+00) (i)

u(0,t) = 0 =wu(2,t), para todo t € [0, +00) )

u(z,0) =z, w(z,0) =0, para todo x € [0, 2]. (#41)
(a) Determine uma solugao u(zx,t) para tal sistema; (10 pontos)

(b) Mostre que u(zx,t), obtida no item (a), satisfaz as condicoes (7), (i7) e (4ii). (10 pontos)

Solugao: Sabe-se que a solugao do sistema dado é da forma

= nmwT nmt nmt
u(x,t) = sen T[A" cos —=+ B, sen T]’
n=1



onde os coeficientes sdo escolhidos de modo que u(z,0) = x e u(z,0) = 0. Portanto, deve-se ter:

“+o0 “+o0
nmx nnxr
= 0) = — A 0+ B 0] = A —
z = u(z,0) 321 sen — [A, cos 0+ B, sen 0] 7; . sen ==,

ou seja, os coeficientes A ’s devem ser escolhidos de modo que esta tltima série seja a série de Fourier da
extensdo impar de f(z) = z. Logo, deve ser:

2x

nm

|

2 2 2
1 2
AW:f/fl(a:)sen@dx:f/f(x)sen@dz:/zsen@dx
T2/ 2 2/ 2 ) 2

Além disso, tem-se que:

=

Logo, para que u, (z,0) = 0, para todo = € [0, 2], deve-se escolher B, =0, paran = 1,2,

a solucao sera:

(b) Tem-se que:

u,(z,t)

=u, (x,t)

e, portanto, u,,

2 2 2 n+1
ER tr /0 cos =5 df] = (ni)2 sen 5~ . T
= nwT nmt 2 nmt
u, (z,t) = 321 sen ——[— A, — se —~ +B.— cos T]
= nwe 2 2 = nwT
u, (z,0) :nzl sen T[—An% sen 0—|—Bn% cos 0] :ngle o sen ——

-+ +. Desta forma,

(1) f 4 nmx nmt 4 Z —1)" ! nmw nmt
u(z,t) = sen —— €os — = — » —~  sen —— COS ——
’ =" 2 2 T n 2 2
d 4 (-1)"™ con T oo 43X (-t con T o T ( n7r)
—l=)y —= n —— — = =) — n —— sen — - (——
dt |7 n 2 2 0 n 2 2 2
n=1 n=1
d 4R (1" nmx nmt nw 4 X (-t nwx nwt [nmw2
—|=) —~  sen —sen — - — | = 72 en —— —{—} ;
dt | m n 2 2 2 ™ 2 2
n=1 n=1
d {4 X (=1 nmw mrt] 4 X (=t nmw nmt nm
= —|=) —=  sen — —:727 08 —— —_— —
de | m = on 2 2 TE= n 2 2 2
d[4 +Z°O -1)" g nwx nmt 4 (—1)"*! nrx nrt [nr]”
— =) —= —cos——cos —|=——)» —= en —— — =
de |7 n 2 2 2 T n 2 2 2|7
n=1 n=1
(z,t) = u,, (x,t), para todo (x,t) (ou seja, u satisfaz a condicdo (7).

Também, tem-se que

u(0,t)

e assim, u satisfaz a condigao (7).

Também,

+oo n+1 +oo ntl
4 -1 t 4 —1 t
:72( sen 0 cos 2 _og= 2 =D senmrcosﬂ:u(lt),
T n=1 n 2 ™ n=1 n 2
“+o00 n+1 foo ntl
4 (-1 4 (-1) nmwT
0)=— -— —_— 0=— e —_ = =z,
u(z,0) - - sen cos - E - sen — flz)==z
n=1 n=1
—+o00 n+1
4 ,1) €T nm
0 = 2 =1 nmr 0-(——2)=0
Ut(x, ) T n sen 2 Sen ( 2 ) ’

e assim, u satis

faz as condigOes iniciais dadas em (#ii).



