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1. Determine, se possivel, uma transformacio linear 7' : R* — R* tal que ker(7) =Im(T).

Solugao: Considere uma base {v,,v,,v,,v,} de R* e defina T : R* — R* colocando T'(v,) = (0,0,0,0),

T(v,)=(0,0,0,0), T(vy) =v, e T(v,) =v,. Dai, parav =, - v, + @, - v, + o, - v, + , - v, € R* deve-se
ter:
T(U) = 'T(U1) +a, 'T(Uz) +a, - T(U3) +a, 'T(U4)
=a, v, +a,-v, = ImT)=[v,v,]
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Por outro lado, tem-se que:
veKer(T) e TW)=0a, v, +a, v,=08a,=a,=0

ja que se tratam de vetores L.I.; portanto, v €Ker(T) < v = «, - v, + a, - v,, ou seja, ker(T) = [v,,v,].

[Observe que utilizando, por exemplo, a base canonica de R*, obtem-se a transformacao linear T'(z, y, z, w) =
(z,w,0,0), a qual satisfaz ker(T) = [(1,0,0,0), (0,1,0,0)] = Im(7T).|

2. Sejam a transformagao linear T : P,(R) — P,(R) dada por T(f(t)) = f(¢t) +t- f'(t) e B= {1 +1t,t+
B
2,1+ t?} base de P,(R). Determine a matriz [T]

Solugao: Tem-se que:

5"

TA+t) =04t +t-A+t) =14+2t=a, - (1+t)+a, - (t+12)+a,  (1+1?)

¢1+2t:(a1+a3)~1+(a1+a2)~t+(a2+a3)~t2

o to,=1=Q2-a)-a,=1=a,=3 a, 8
=0 a,ta,=2=a =2-q,=>a, =3 L TA+Y), = oy | = i
a2+a3:0:>a3:—a2:>a3:—% a, _%

T+t =t +t2)+t-t+t2) =20+ 32 =6, - (L +t)+ 8, - (t+12) + 5, - (1 +2)
:>2t+3t2:(51 +ﬁ3)'1+(51 +ﬁ2)'t+(ﬂ2 +B3)'t2

ﬁ1+63202>63:_51:53:% 61 _%
=< B +B,=2=B,=2-8,=>8,=3 LT+, =B = 3
62+ﬁ3:3:(2_51)_61:3:>51:_% 63 %

TA+) =+ +t- 1+t =143 =7, - (L+t)+v, -t +t2) +, - (1 +1?)
=S 1437 =7, +7) L+ (n +%) t+ (0 +7) - 22

71+73:1:>73:1_71:>73:2 T -1
S Nt =0=y=—y=y=1 Lo TE+)] = = 1
’72+73:3j_71+1_71:3:>71:_1 Vs 2
Dali, segue que:
Oél 51 ,YI % _% _1
7 = |a, B = 1 5 1
B 2 2 Ve 2 2
ag 63 73 _% % 2



B
3. Utilize a matriz [T]B da questao 2 para determinar os autovalores de tal transformagao.

Solugao: Para determinar os autovalores de T' deve-se determinar as raizes do polinémio caracteristico
p,(a) de T. Dai, denotando a matriz identidade de ordem 3 por I,, segue que:

cea - -1
pr(0) = det [[T], —a-1,] = det % g—a 1
T P
2 2
—|G-aG-ae-ari-1]- 5G-0-je-a+5G-a)
:{(145—4044—612)(2—04)}—{2—204]:{(125—15&—8044-40424—2042—043}—B—ia]

=—a®+6a%—1la+6.

Nota-se que os divisores de 6 sdo +1, £2 e £3; entdo, o, = 1, o, = 2 ¢ o, = 3 s@0 as raizes de p,.(a) e
assim, p,.(a) = —(a — 1)(a — 2)(a — 3).

4. Seja a transformagao linear T': M, ,(R) — M, ,(R) dada por T(X) = X + X, para toda X €
Determine o polindmio minimal de 7T'.

R).

2><2(

Solugao: Inicialmente, determina-se a matriz de T' com respeito a uma base de M, ,(R), a qual, por

simplicidade, escolhe-se a base canénica {v,,v,,v,,v,}. Entao, segue que:

G- 06
)

)
)

20
<0 O) =2-v,+0-v,+0-v, +0-v,;

(o)
(o)
b 2)

v, +1-v,+1-v,+0-v,;

= O

o

t
1
0 0-
0 0 0 0\’
(1 O>+<1 0 O-v,+1-v,+1-v,+0-v,;
t
0
1 0-

v, +0-v,+0-v, +2-v,.

2.0 0 0 2—a 0 0 0
5 |0 1 1 0 0 1-a 1 0
T, = 01 10 ‘ Py (@) = det 0 1 1—-a 0
00 0 2 0 0 0 2-a
1—« 1 0
—@2-a)-(-1) " det| 1 1-a 0 |=(2-a)-[1-@)?2-0a)-2-a)]
0 0 2-«

=2-a)? [1-a)P-1=02-a)? [220+*]=2-0a)’ (—a) =a- (a—2)>

Portanto, os candidatos a polinémio minimal sao:

m(a)=a-(a—2), my(a)=a (a—2)?2 e my(a)=a-(a—2)>



Iniciando-se com m, («) tem-se que:

2 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
B B 01 10 0 -1 1 0 0 0 0 O
m, (171,) = (171,) - (170, =2+ 1,) = -
01 10 0 1 -1 0 0 0 0O
0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0O

Portanto, dado que m, (a) tem as mesmas raizes do polindémio caracteristico, anula a matriz de T e é o
de menor grau a fazé-lo, conclui-se que é o polindémio minimal de 7.

. Determine os autoespagos de M,

5o (R) associados aos autovalores da transformagdo linear 7' dada na
questao 4.

Solugao: Dado que o polinémio minimal de T é m, () = (o — 0)! - (o — 2)! entdo T é diagonalizavel
e assim, as multiplicidades algébrica e geométrica de cada autovalor de T sao iguais, ou seja, existe um
conjunto com 3 autovetores L.I. associados ao autovalor 2 e existe um autovetor L.I. associado ao autovalor

0. Dai, para X = <CCL ?l) segue que:

=0- t_ t_ a c\ _[(—a —b
TX)=0-X & X+X'=0 & X'=-X <« (b d>_<—c —d)

2a =0
N P LR
2d =0

Portanto, o autoespago V, associado ao autovalor 0 é dado por

%[ o))

a=a
a b 10 01 0 0
S B ) R ) R G X U

Conclui-se entao, que o autoespago V, associado ao autovalor 2 é dado por

el )G o) 6 )

Para verificar que os vetores geradores de V, formam um conjunto L.I. faz-se:

1 0 0 1 0 0y _ (0 0 o, o,y _ (0 0 P
ozl-<0 0>+a2-<1 0>+a3-<0 1>—<0 O) & <a2 0‘3)_<0 0) S o, =0=0a,=q,.



6. Sejam B e C as bases canonicas de M, ,(R) e P

.(R), respectivamente, e a transformagao linear T :

M, ,(R) — P,(R) tal que
1010
B 0 0 01
[T]C 10 1 00
1 000

Determine a lei de definicio de 7' .

— B
Solugao: Sabe-se que [T 1} é a inversa da matriz [T]C; dai, segue que
B

101 0 ;1 000 10 1 0; 1 00O
0001;0100_>00 01 ; 0100
0100 ;0010 01 00 ; O0O0T10O0
100 0 ; 0001 00 -1 0 ; -1 001
10 00 ; O0O0O01 1000 ; 000 1
_>OO 01;0100_)0001;0100
0 1 00 ; 0010 0100 ;001 O
00 -1 0; -1 001 001 0 ;100 -1

100 0 ; 000 1

_>0100;0010

0010 ;100 -1

0001 ,; 010 O

Portanto, obtem-se que

. 00 0 1

[T—l}:O()lO

B 1 0 0 -1

01 0 O

()@ ) (-
B R R I O B!
P b e (40 @ e (090
P e (3 (D)o (9= C)

Sendo assim, para todo f(t) = a, + a,t + a,t*> + a,t> € P,(R) obtem-se que:

—1 —1 —1 —1

(1)+a1'T (t)+a2'T (t2)+a3'T (t3)

(00 (00 (01 (1 0\ ([ a a
=% (1 0)“‘1 (0 1)*“2 (0 o>+a3 (—1 0>_<a0—a3 al)'

T (f() =T (a, +a,t+a,t> +a,t>) =a, - T



