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Departamento de Matematica

Gabarito da la. Avaliagdo de Calculo IV (CM044 e CMA314)

1. SejaA={z=2+iyeC; z-y>0}U{0}.
(a) Verifique se A é um conjunto aberto;
(b) Verifique se A é um conjunto fechado;
(¢) Verifique se A é um conjunto conexo por caminhos;
(a) Determine o conjunto dos pontos de acumulagao de A.

Solugao: (a) Nota-se, primeiramente, que -y > 0 < ambos (z e y) sdo positivos ou ambos sdo negativos,
e portanto, sdo os pontos z = x + iy que estdo nos primeiro e terceiro quadrantes (abertos) que satisfazem
a esta desigualdade; logo, o conjunto A ¢ a unido destes dois quadrantes (abertos) com o namero 0.

Vé-se entdo que o ponto 0 nao é ponto interior de A. De fato, para qualquer disco D(0;r), com r > 0,
pontos da forma z = x — iz, com |z| < r, estdo em tal disco mas nao pertencem ao conjunto A. Logo, ndo
existe um disco D(0;r) totalmente contido em A, ou seja, 0 ndo é ponto interior de 4. Portanto, A nao
é um conjunto aberto.

(b) Observa-se que .A° é a uniao dos segundo e quarto quadrantes fechados (ou seja, incluindo-se os eixos
coordenados), excluindo-se o ponto 0; dai, vé-se que nenhum destes pontos sobre os eixos é ponto interior
de A°. Por exemplo, o ponto z, = 1 + 0 € A° mas qualquer disco centrado em z, nao esta contido em
A¢; de fato, para qualquer raio 7 > 0, o disco D(1;7) contém o ponto z = 1 + 4%, o qual pertence a A.
Logo, como A€ contém pontos que nao sdo pontos interiores, conclui-se que A€ ndo é aberto, e portanto,
A nao é fechado.

(c¢) A é conexo por caminhos pois para quaisquer pontos z, € z, em A a unido do segmento com inicio
em z, e término em 0, com o segmento com inicio em 0 e término em 2, resulta num caminho totalmente
contido em A e que liga 2, e z,.

(d) Sabe-se que todo ponto interior de um conjunto é ponto de acumulagao do conjunto; logo, todos os
pontos interiores dos primeiro e terceiro quadrantes (abertos) sdo pontos de acumular¢ao de A. Também
os pontos dos eixos coordenados sdo pontos de acumulagao de A; para ver isto, note que que se z pertence
a algum eixo entao z = x ou z = 4y. Para z = x, com x > 0 e qualquer r > 0, a intersegao do disco
"furado" [D(z;r)—{z}] com o conjunto A é sempre nao-vazia (basta ver, por exemplo, que o ponto x +i5
pertence ao disco "furado"em questao e ao conjunto .4). De modo analogo, justifica-se que se z = x, com
x < 0, ouse z =1y, com y # 0, entdo z é ponto de acumulagdo de 4. Também o ponto z = 0 é ponto de
acumulacdo de A pois para todo r > 0, o ponto 7 +ig pertence ao disco "furado" [D(0;7) — {0}] e ao
conjunto A.

Por outro lado, nenhum ponto dos segundo e quarto quadrantes abertos (ou seja, sem os eixos), pode
ser ponto de acumulagdo de A, pois é ponto interior de A°. De fato, se z = = + iy pertence a um
desses dois quadrantes abertos entdo escolhendo-se r < min {|z|,|y|} tem-se que D(z;r) C A° e portanto,

[D(z7) — {=H] N A=,

Conclui-se que o conjunto dos pontos de acumulagdo de A é a unido dos primeiro e terceiro quadrantes
fechados.

2. Considere a equacio z* = 1+ /3. Para uma raiz z, de sua escolha, calcule e localize no plano complexo

as poténcias zf e zg’

Solugao: Tem-se que 1+iv/3 =2[% + z@} =2[ cos T +isen %] = 2¢'s. Dai, para z = re’® tem-se que:
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Portanto, as quatro distintas raizes de tal equagao sao obtidas considerando-se n =0, 1,2, 3:
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z, =21e'12, z =212z, =242 e gz, =212,
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Escolhendo-se a raiz z, = 21¢'12 para o caculo das poténcias z;

e z; obtém-se que:
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Observe que:

1 3
0<g<y<1l = 20 < |22 = 2% < 2f

Portanto, para localizar tais poténcias no plano complexo, basta notar que zf estéa na circunferéncia com

3 1
= |25 < 2.

. . 1 . . ~ . .
centro na origem com raio 22, e Arg(z(?) =5, eque z(? esté na cinrcunferéncia com centro na origem com

raio 2%, e Arg(z3) = Z.

. Seja a funcdo f(z) = |z|, com z € C. Determine, se possivel, os pontos z, € C tais que existe f'(z,).

Solucao: Suponha que f seja derivavel em z, = x, + 1y, # 0; entao:

f(zo+Az)_f(Zo) — lim |ZO+AZ‘_|ZO|

/
Fz) = Alirgo Az T Az50 Az
AxtiAy—0 Ax +iAy
Y - ) L
Az, Ay—0 Az + iAy

Em particular, para Az = Az + i0 deve-se ter:

V@, +An)? +y7 —at +yp (@, + A2 +yi +/ad + 2
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Por sua vez, para Az = 0+ iAy deve-se ter:

Vs + e +Ay)° — a2+ 2 a4y +Ay)P +Va
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= lim 2y, + By = Yo = i, .
av—o /22 + (y, + Ay)2 + a2 + 2 i/a2 2 2+
Portanto, deve ser x, = —iy,, ou seja, x, + iy, = 0; mas isso nao é possivel ja que estamos admitindo

z, # 0. Sendo assim, f néo é derivavel em z, # 0. Resta, portanto, verificar se existe f'(0). Para tanto,
faz-se:

. f0o+Az)— f(0) . |Az|—|0] . Az
/ — = _— _—
F0)= Al.lzrgo Az Az—0 Az Alggo Az’

Entretanto, observa-se que tal limite nao existe pois para Az = Az, com z > 0, tem-se que:
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enquanto que para Az = Az, com x < 0, tem-se que:

T e AN
Az—0 AZ _Ax%O* AQZ‘ - '

Conclui-se que f nao é derivavel em qualquer ponto z, € C.
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—F—cev(r,y) = 5,
T (0.y) = 5

f(0) = 0. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de u, v e f.

. Seja a funcao f(2) = u(z,y) + i v(z,y), com u(z,y) = se (,y) # (0,0),

Solugao: Nota-se que, para (z,y) # (0,0), u(z,y) é um quociente (bem definido) de fungdes continuas
sendo, portanto, uma fungéo continua nesses pontos. Para analisar a continuidade de u no ponto (0,0)

observa-se que:
W =VE<VETE = <y
$2 _|_y2
xr

~— ¢ uma funcao limitada; além disso, lim = 0. Dai, conclui-se que:
=ty (@,1)—(0,0)

ou seja, g(z,y) =

lim w(z,y)= lim z-g(z,y)=0=u(0,0).

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Portanto, u é continua em todo o R2.

Por sua vez, observa-se que, para (z,y) # (0,0), v(z,y) ¢ um quociente (bem definido) de fungées con-
tinuas, sendo entdo, uma fungio continua nesses pontos. Em (0,0), v nado é continua pois nao existe

lim w(x,y); para ver isto, basta notar que:
(2.4)—(0,0)

02 y2
lim wov(z,0)= lim —=0 e lim v»(0,y)= Ilim ———=1.
(,0)—(0,0) ( ) (2,0)—(0,0) T2 + 02 (0,5)—(0,0) 0,9) ©.9)—0,0) 02 + 2
Logo, v é continua em R? — {(0,0)}.

Finalmente, tem-se que f é continua em z = x + iy se, e somente se, u e v sdo continuas em (z,y); dado
que o maior conjunto onde u e v sdo ambas continuas é R? — {(0,0)}, conclui-se que f é continua em

C — {0}.

. Determine, se possivel, uma fungao analitica f(z) = wu(x,y) + iv(x,y) tal que f(im) = —(1 + in) e
u(z,y) = 23 — 32y% + €® cosy.

Solugao: Suponha que exista uma fungao analitica f(z) = u(z,y) + iv(z,y); entdo devem ser satisfeitas
as equacgoes de Cauchy-Riemann:

u,(z,y) =v,(x,y) = v, (z,y) =32" -3y + ¢ cos y (+)
u,(z,y) = —v,(z,y) = v, (z,y) = —[-6xy —e” sen y] = 6zy +e” sen y (%)
De (x) segue que:

v(z,y) = /(31‘2 —3y% +e” cos y) dy + p(x) = 3x%y — y® + e sen y + p(x)

= v, (x,y) =6zy +€” cos y+ ¢'(x) & dx)=0 = )= M(ER)
= o(z,y) =32%y — y> + €% sen y + M.

Logo, deve ser:
f(2) = [2% — 3xy* + €” cos y] + i [3z%y — y> + €” sen y] +i M.

Dali, segue que:
flm) = f0+im)=[0®-3-0-712+ e’ cos 7] +i[3-0% - m— 73 + e sen nt] +i M = —(1 +in®) +iM.

Portanto, para que f esteja nas condigoes do enunciado, basta tomar M = 0.
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6. Sejam f(z) = TP definida para z € C\{0,4}, e T'(t) = (=142 cos t) +i(1+ sen t), com t € [0, 27].
Calcule /f(z) dz.
r
Solugao: Inicialmente, nota-se que denotando-se I'(t) = z(t) + i y(t), tem-se que:
t)— (-1 t)—1
z(t)=—14+2cost e y(t)=1+ sent, ouseja, w = cost e % = sent

(z(t) = (=1))* | (y(t) —1)?
= 52 + B =1.

Logo, a curva I' em questéo trata-se da elipse com centro no ponto —14 - 1, semi-eixo maior (horizontal)

medindo 2 u.c. e semi-eixo menor (vertical) medindo 1 u.c.. Para verificar a localizagdo dos pontos 0 e i

em relagao a elipse, nota-se que

0—(=1))2 0-12 5 0—(=1))2 1-1)2 1
O-CDF,O-1 5 o 0= -1 1
22 12 4 22 12 4
ou seja, o ponto 0 estd na regiao externa & curva I e o ponto 7 estd na regiao interna a curva I'. Além
2
disso, vé-se que I' é uma curva simples, fechada, orientada no sentido anti-horario, e a fungéo g(z) = z —E
z

é analitica sobre I' e na regido interna a I'. Nestas condi¢oes, utilizando-se a F'érmula Integral de Cauchy

para Derivadas, obtém-se que:
9(z) 2mi
dz = dz = — - .
[y a= [ 2o ae =2 g0

128 —(242)-(32%) 2% —32° — 627 _2z+3

9'(2) = ()= —-23+1).

26 26 24
Conclui-se que:

/f(z) dz = —4mi(3 + i) = 4m(1 — 3i).



