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1. Sejam o subespago vetorial W = [cos z, sen 2z, sen 3x] C C[—m, 7] e a funcdo f(z) = 22, para x € [—7, 7].
Determinar a projecao ortogonal de f sobre W, considerando o produto interno

< f,g>= % i f(z)-g(x)dz. (20 pontos)

Solugao: Sabe-se que as fungoes f,(z) = cos z, f,(x) = sen 2z e f,(x) = sen 3z s@o ortonormais em
relacao ao produto interno dado; logo,

projwf:projflf+pr0jf2f+projf3f = <fa f1> f1+ <fa f2> f2+ <faf3> f.;

Como f é uma funcao par e f, e f, sdo funcoes impares, resulta que f - f, e f - f, sao fungdes impares e
portanto,

<f7f2>: B f(l‘) f2($)d$ =0= B f(LE) fd(l')d.f :<f7f3>7

= proj,, f=<f,f,>f.

Por sua vez,
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Conclui-se que
proj,, f = —4- cos x.
2. Determinar a série de Fourier da fungio f(z) = sen?z, definida no intervalo [—, 7]. (20 pontos)

Solugao: Nota-se, inicialmente, que f é uma funcao par; logo, sua série de Fourier é uma série de cossenos.
Dai, deve-se ter:
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Para n # 2, deve-se ter:
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Por outro lado, se n = 2 tem-se que:

1 (7 2 M 1 T T
aQ:f/ sen 2z - cos QIdl’:*/ —[1 — cos 2z] - cos 2xdz{/ cos 2xdm/cosz2xd9:}
s ™ Jo 2 ™ 0 0

1(1 S 1 4277 1 1
:{2-seanO—2/0[1+cos4x]dx}:—27r{x+sen4 J;L:_%(W):_Q.

s




Portanto, a série de Fourier procurada é:

+oo

a()

> + E a, COS nNxT = cos 2z,
n=0

N =
DN | =

2 2

1 1
ou seja, a identidade sen“x = 573 cos 2z ja é a série de Fourier de sen“z.

. Dada a fun¢ao f(x) = e*, definida no intervalo (0, 7], determinar a série de Fourier de sua extensao impar
ao intervalo [—, 7. (20 pontos)

Solugao: Seja f, a extensdo impar de f ao intervalo [—, 7]; entdo, deve-se ter que a série de Fourier de
f, € uma série de senos.

Nota-se que, para n > 1, tem-se:
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Sendo assim, obtem-se que:
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para todo n > 1. Portanto, a série de Fourier procurada é
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. Seja a fungdo f : [—m, 7] — R definida por

T , sex € [—m0)
flz) = 0, sex=0
-, sex € (0,m].
(a) Determinar sua série de Fourier; (10 pontos)
1 1 1
(b) Utilizar sua série de Fourier para calcular a soma da série 1 — 3 + A (10 pontos)
Solugao: (a) Nota-se, inicialmente, que f é uma fungdo impar pois, f(z) =7 = —(—7) = —f(—x), se
x € [-m,0)e f(—0) = —0 = —f(0); portanto, a série de Fourier de f é uma série de senos (ou seja, a, = 0,
paran =0,1,2,---). Dai, deve-se ter:
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Portanto, a série de Fourier de f sera:
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(b) Nota-se que x = 5 é um ponto de continuidade de f e dai, neste ponto, o valor da série de Fourier de

f &, justamente, o valor f(g); portanto, deve-se ter:
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5. Determinar uma funcio u : [0, 1] x [0, +00) — R, de classe C?, tal que
ug(z,t) — uge(x,t) =0, para (z,t) € [0,1] x [0, 4+00),
uz(0,t) =0 =wu,(1,t), parat € [0,+00), (20 pontos)

u(z,0) =z — 22, para z € [0, 1].

Solugao: Sabe-se que a solugao da equacao do calor em questao ¢ da forma

+oo +oo “+o0
u(z,t) = Z Un(x,t) = Z F.(z)-Gp(t) = Z[An cos nmx + B, sen nwx] ~e*(m)2t,
n=0 n=0 n=0

com A _, B, € R. Para que sejam satisfeitas as condigdes de fronteira, os coeficientes A e B, devem ser
escolhidos de modo que

(%(un (, t))w:O =F(0)-G,(t)=0 e (,}%(u (ar:,t))gﬂ:1 =F/ (1) =0-Gp(t),

para todo t > 0 e todo n > 0. Observa-se que para n = 0, tem-se u,(x,t) = F,(z)-G,(t) = A, -1 e assim,
por ser uma funcdo constante, u,(x,t) ja satisfaz as condi¢oes de fronteira. Dai, para n > 1, deve-se
escolher A e B, de modo que F)(0) =0 = F/(1), ou seja,

F(0)=0=—-Anrsen 0+ B nrcos0=0= B, =0

(e também, F) (1) = 0= —A nm sen nw + B, nm cos nt =0 = B, =0)
para todo n > 1. Portanto, deve ser F (x) = A cos nrz, para todo n > 0 e assim, deve ser
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u(w,t) = Z A cos nrz - e~ (")t
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Dai, vé-se que u(z,0) =z — 22 & (%) Z A cos ntx = x — 2% = j(z), para todo x € [0, 1]; portanto, os

n=0
coeficientes A devem ser escolhidos de modo que a série em (*) seja, justamente, a série de Fourier de

Jp(z), a extensdo par de j(x) ao intervalo [—1,1]. Dai, segue que:

1 1 1 1 2 371 1 1 1
A= =2/ —92/ -2 ) dr=2|T T et 2] =2,
o= [r@de=2 [Gp@de =2 [ @de =2 [ (- e da [2 3} [2 3} .

1 1 1 1
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Portanto, obtem-se que:
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Segue dai que
4, X 1 X1 >
‘o —(2nm)? t_ - = —(2nm)“t
u(z,t) = 5 + ; A, cos 2nmx - e 6 2 2 3 cos 2nmx - e .

. Determinar uma funcio u : [0, 2] x [0, +00) — R, de classe C?, tal que

U (2, ) — Uge (2, t) = 0, para (z,t) € [0,2] x [0, 4+00),

u(0,t) =0 =wu(2,t), parat € [0, +00), (20 pontos)
u(xz,0) = 0,us(x,0) = z para = € [0, 2].

Solugao: Sabe-se que a solugdo da equagao de ondas com estas condigoes de fronteira é da forma
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t) = Zun(x7t) = Fn(l’) . Gn( [A COs 7 —|—B sen %] . sen 2’
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com A _,B, € R. Para determinar A e B, considera-se que:

400 —+oo +oo
u(x,0)=0= Zun(x,o) = Z F,(z) - Gn(0) = Z sen % -[A, cos 0+ B, sen 0] = ZA sen @,

para todo z € [0, 2], de onde se conclui que deve ser A = 0, para todo n > 1 (pois esta ultima série deve
ser a série de Fourier da fungdo nula). Além disso, como

R nmt nmwT Tt nmwT
:ZaneHT-senTiutxt Zan o sen —
e portanto,
X nwx
u(z,0) = < ZBW? sen —— =1,
n=1
para todo x € [0, 2]. Logo, deve-se escolher os coeficientes B, de modo que B, — seJa 0 n-ésimo coeficiente
da série de Fourier de ¢(x) = x (extensdo impar) no intervalo [—2,2]. Deve-se ter entdo:
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Conclui-se que deve ser
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