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1. Considere o conjunto A ={z € C; |z| =2 e |Re(z)| = |[Im(z)|}.
(a) Expresse todos os pontos de A na forma polar;
(b) Localize todos os pontos de A no plano complexo.
Solugao:

(a) Nota-se, inicialmente, que os pontos de A pertencem & circunferéncia de centro na origem e raio 2;
além disso, para z = x + iy € A deve-se ter || = |y|, ou seja, x = +y. Portanto, segue que:

Vi +y?=2=22 4+ =4= (29’ + i =4=y?> =2=y=4+V2
:v::ty:x:j:\/i

Logo, A contém apenas os seguintes quatro pontos: v/2(1 + i), v2(—=1 +1), v/2(—1 — i) e V2(1 — i), os
quais sdo expressos na forma polar como 2¢'%, 2¢i°T | 2 e 2¢'T, respectivamente.

(b) Para localizar tais pontos no plano complexo basta determinar a intersecdo da circunferéncia de
equagio |z| =2 com as retas y = x e y = —x.

2. Seja z, uma raiz da equacio z* = 8v/2(—1+1) localizada no terceiro quadrante do plano complexo. Calcule
a poténcia z(? e a localize graficamente.

Solugao: Tem-se que [8v/2(—141i)| = 8v/2|—1+i| = 16 = 2 e que Arg(8v/2(—1+1)) = Arg (—1+1)
de onde se conclui que 8v/2(—1 + i) = 24¢iF".

Portanto, utilizando-se a forma polar também para z(= 7 - €'*) obtem-se:
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para n = 0,1,2,3 (obtendo-se assim, apenas as quatro raizes distintas). Logo, para escolher a raiz da
. " . . . (3

equagao que esté localizada no terceiro quadrante deve-se fazer n = 2, obtendo-se a raiz z, = 2¢i(5+m)

Dali, segue que:
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Portanto, para sua localiza¢do no plano complexo basta notar que Arg (zf) =3 e que |z§| =4.
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3. Seja B = {z € C;z = — +1i—,n € N}. Determine:
n n

(a) os pontos interiores de B;

(b) os pountos de fronteira de B;
(c) os pontos de aderéncia de B;
(d) os pontos de acumulagio de B.

Solugao:

(a) Observa-se que os pontos de B estao sobre o gréafico da parabola de equagdo y = x?; portanto, qualquer
disco aberto centrado em qualquer ponto de B nao pode estar contido em B, ou seja, B nao possui pontos
interiores;

(b) Todo ponto de B é ponto de fronteira de B. De fato, se z € B entdo para todo r > 0 tem-se que
D(z;7) N B # 0 (j4 que z estd nessa interse¢io) e também D(z;7) N B¢ # § (ja que D(z;7) ¢ B pois 2z
ndo é ponto interior de B). Além dos pontos de B, o ponto z = 0 é também ponto de fronteira de B
pois para todo r > 0 tem-se que D(0;7) N B # @ (basta escolher n suficientemente grande de modo que

1
|— + %| < r)e D(0;r) N B¢ # 0 (ja que esta interse¢do contém o ponto z = 0). Portanto, B U {0} é o
n.n

conjunto dos pontos de fronteira de B (ja que todo z € B¢, z # 0, é ponto interior de B€).

(c) Sabe-se que todo ponto de fronteira de um conjunto é ponto de aderéncia do conjunto, e portanto, os
pontos de BU {0} sdo pontos aderentes de B. Além disso, qualquer z € C que nao seja ponto de fronteira
de B, é ponto interior de B¢ e, portanto, nao serd ponto de aderéncia de B.
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logo, nenhum de seus pontos é ponto de acumulacao. E dado que todo ponto de acumulagao é também
ponto de aderéncia, resta verificar se z = 0 € ponto de acumulagao de B; mas isto € imediato pois para

1
todo disco D(0;7) existe z = —F % € D(0;7), z # 0, ou seja, [D(0;7) —{0}] N B # 0.
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(d) Para z = 7+% escolhendo-se 0 < 7 < ‘( + )| tera-se que D(z;r)NB = {z};
non n
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Determine o conjuntos dos pontos onde f é continua.

4. Seja f : C — C a fungao dada por f(z) = 5, para z =z +iy € C, 2 # 0, e f(0) = 0.

Solugao: Observa-se inicialmente, que para z # 0, tem-se que f(z) tem em suas partes real e imaginéaria,

quocientes de fungoes polinomiais bem definidos, sendo portanto, fungoes continuas. Resta verificar se
y?

502 + y2

f & continua em z = 0. Nota-se entdo, que a funcdo v(x,y) = (parte imaginaria de f) nédo é

continua em (z,y) = (0,0); de fato, tem-se que:

v(z,0)0=0= lim wo(z,0)=0

(z,0)—(0,0)

1
vz, ) =——= lm wv(z,zx)=—-
(2,0)—(0,0) 2

Portanto, ndo existe o limite de v no ponto (0,0) e dai, v ndo é continua em tal ponto (resultando que f
ndo é continua em z = 0). Logo, f é continua em C — {0}.



5. Seja a fungdo f(z) = |z|. Determine o conjunto dos pontos onde f é derivavel.

Solugao: Admita que f é derivavel em z, = x, + iy,; entao:
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Se Az = Ax entao
2
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Por outro lado, se Az = iAy entao

i Y, Ay + Ay?
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Portanto, se z, = z, + iy, # 0 entdo os limites em (1) e (2) sdo distintos; logo, f ndo pode ser derivavel
em qualquer z, # 0. Por outro lado, em 2z, = 0 tem-se que:

- fO+Az) - f(0) . |Az
1 =1 .
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Entretanto, se Az = Ax entao
Ax —Azx
Iim — =1 e lim = -1,
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ou seja, tal limite nao existe. Portanto, f nao é diferenciavel em qualquer ponto do plano complexo.

6. Determine, se possivel, todas as fungoes analiticas f(z) tais que Re(f(z)) = (e*+e~*) - cosy e f(0) = 2+i.
Expresse tais eventuais fungoes na variavel z.

Solugao: Admita que f(z) = u(z,y) + iv(z,y), com u(z,y) = (e + e~ %)- cos y é analitica; entdo sdo
satisfeitas as equacgoes de Cauchy-Riemann:

ug (2, y) = vy(2,y) = vy(z,y) = (" —e ") cosy (1)
—uy(r,y) = ve(2,y) = ve(2,y) = (" +e77) - seny (2)

Integrando-se a igualdade (1) com respeito & variavel y, obtem-se que:

v(z,y) = (e — e 7) - sen y + c(x), (3)



onde ¢(x) é uma fungio que depende apenas da variavel x. Por sua vez, derivando-se a equacao (3) com
respeito a variavel x e comparando-se a equagdo resultante com a equagdo (2) conclui-se que ¢/(x) = 0,
ou seja, ¢(z) = M, onde M € R é uma constante. Logo, deve ser

v(z,y) = (" —e ) seny+ M

e assim,
f(2) =ulz,y) +iv(z,y) = (" +e77) - cosy+i((e" —e™) seny+ M)

=e%(cos y+iseny) +e “(cosy—iseny)+iM =e”-e¥fe eV 4 iM
=e*+e *+iM =2 cosh z+iM.

Portanto, escolhendo-se M = 1, obtem-se que f(z) = 2 cosh z + i é a unica fungio analitica cuja parte
real é a funcdo u(z,y) acima e f(0) =2+ .



