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1. Considere o conjunto A ={z=x+iy e C|y € Q}.
(a) Verifique se .4 é um conjunto aberto;
(b) Verifique se A é um conjunto fechado;
(c) Determine o conjunto dos pontos de acumulagdo de A;
(

d) Determine o conjunto dos pontos de fronteira de A.

Solugao:(a) A nao é aberto (pois seus pontos nao sao poutos interiores). Para ver isto, considere qualquer
z, = x, + 1y, € A e qualquer disco aberto D(z,;r); em seguida, escolha zy = x, + iy, com |z, — z1| <7
eyr €E R—Q. Dai, 21 ¢ Ae z; € D(z,;7), ou seja, D(z,;7) nio esta contido em A (qualquer que seja o
raio r > 0) e, portanto, z, ndo é ponto interior de A.

(b) A néo é fechado pois A° ndo é aberto. De fato, se z, = =, + iy, € A° entdo y, € R — Q; sendo
assim, para qualquer raio r > 0, pode-se escolher z; = x, + iy1, com y; € Q (ou seja, z; € A) tal que
|z, — 21| < T, ou seja, z1 € D(z,;r) mas z; ¢ A°. Logo, z, ndo é ponto interior de A° e A° nio é aberto
(o que mostra que A nio é fechado).

(c) O conjunto dos pontos de acumulagdo de A é C. De fato, para mostrar que qualquer z, € C & ponto de
acumulagio de A deve-se mostrar que para qualquer r > 0 tem-se que [D(z,;7) — {z,}][ A # 0. Admita
que z, = x, +iy,; escolha 21 =z, + iy, com y1 € Qe 0 < |y1 — y,| < 7 e assim, terd-se que z1 # z,,
|21 — z,| <rez €A

(d) O conjunto do pontos de fronteira de A é C. De fato, para mostrar a validade desta afirmagao, deve-se
mostrar que para todo r > 0 e todo z, € C tem-se que D(z;7) (VA # 0 e D(z;;r)(JA°# 0. Se z, € A
entdo D(z,;7)[()A # 0 e como z, ndo é ponto interior de A entdo D(z,;r) ndo estd contido em A, ou
seja, D(z,;r) (A # 0. De modo anélogo, se z, € A° entdo D(z,;r) (A # 0 e como A° ndo tem pontos
interiores, entdo D(z,;7) nao esta contido em A°. Logo, seja z, € A ou z, € A°, tem-se que z, é ponto
de fronteira de A.

2. Dada a equacdo z® = —1 + i /3, localize no plano complexo as distintas raizes de tal equacdo.

1 3 .
Solugao: Observe que —1+i+/3 = 2 (_§+i g) =2(cos 2 +isen &) =2 ¢?27/3, Portanto, escrevendo-

se z = re'® deve-se ter:
P =—14ivV3 o el =2e2m/3

2
& r3:2e3a:§+2n7r, comn=20,1,2
. 2 2
& r:21/3ea:§+%, comn=0,1,2.

As distintas raizes da equag@o sdo obtidas considerando-se n = 0,1, 2:

;2 j(2m 4 2m ; 8 j(2m 4 An ;14m
z, = 21/3689 21 = 213 ) = 91/31% e 2y =23 T HT) = ol/3ei "
Tais raizes estdo localizadas na circunferéncia de centro na origem e raio 2'/% e possuem argumentos %’T,
8 147

5 € =5, respectivamente.



3. Dada a funcio f(z) =z, determine o conjunto dos pontos z, € C tais que:
(a) f é continua em z,;
(b) f é derivavel em z,.
Solugao: (a) Nota-se que para z = = + i y, pode-se escrever f(z) =z —iy = u(z,y) +iv(z,y), para todo

(x,y) € R2. Dado que u(z,y) = = e v(z,y) = —y sdo fungdes polinomiais entdao u e v sdo continuas em
todo o R?; portanto, f é continua em C.

(b) Seja z, € C e vejamos se f é derivavel em tal ponto. Dado que, por defini¢io,

f/(Z ) — lim f(zo +AZ) - f(zo)

Az—0 Az ’

facamos Az = Az e Az = i Ay e vejamos o que se passa com cada limite; mais precisamente,

lim f(zo Jriyo +A‘Z’) — f(xo Jriyo)
Axz—0 Ax

fim Lo M FATZ @ iy o AT
Az—0 Az Az—0 Ax

por outro lado,
f(xo JrZ.yo JriAy) — f(xo JrZ‘yo)

i
A;IEO 1Ay
— lim xo_iyo_?Ay_xo—i_iyo: 1 _ZAy:_l
Ay—0 1Ay Ay—0 Ay

Portanto, tal limite ndo existe e f nao é derivavel em qualquer z, € C.

4. Determine todas as fung¢oes analiticas f tais que Re(f(z)) = €® - (x cos y — y sen y), onde z = = + iy.
Expresse tais fungoes na varidvel z.

Solugao: Seja f(z) = u(z,y) +iv(x,y); sendo f analitica deve-se ter uy(z,y) = vy(x,y) e uy(x,y) =
—v(z,y). Como
) = o (6 - (1 cos y — sen )

T

=e” (xcosy—yseny)+e® cosy=e" - ((x+1)cosy—yseny)

segue que:

v(:v,y):/”y(xyy)dy:/eﬁ'((xﬂ) cos y —y sen y)dy=ex-(x+1)/ COSy—ew'/y sen y dy

:e’”-(m—&-l)seny—e“-/ysenydyzew'(x‘Fl) seny—e‘”~|:—ycosy+/COSydy:|

=e* - (x+1)seny+e®- [ycosy—senyl+o(x)=e"-(zseny+y cosy)+ o(x).
Por outro lado:
ve(z,y) =" ((x+1) sen y +y cos y) + ¢ ()

0
= uy(@,9) = ~ 5 (" - (x cos y —y sen y))

T

=—€"-(—zseny— seny—ycosy)=e-((x+1)seny+ycosy)
= ¢ () =0 = ¢(z) = K € R (constante).
Portanto, v(z,y) = €® - (z sen y + y cos y) + K; dai, segue que:
f(z) =u(z,y) +iv(z,y) =€ - (rcosy—yseny)+ie®  (rseny+ycosy)+iK
=e® - xz(cosy+iseny)+e’ -y(—seny+i cosy)+iK
=e” - z(cosy+iseny)+ie® -y(iseny+ cosy)+iK = (rx+iy)e(cosy+iseny)+ik
=(x+iy)e™ ™V +iK =2 +iK.



z—1

2, 3¢ I a circunferéncia |2z — 2| = 3, orientada no sentido anti-horario.
22—z —

. Sejam a fun¢do f(z) =
Calcule/f(z) dz.
r

Solugao: Note que

£(2) = z—1 z—1 __e b a(z—2)+bz+1) (a+0b)z+ (b—2a)
S 2—2-2 (+D(z-2) z4+1 z-2  (z+1)(=-2)  (z+D(z-2)

Para que tal igualdade ocorra, deve-se ter:

a+b=1=a+(a—-1)=1=3a=2=a=3
b—2a=-1=b=2a-1=>b=5—-1=>b=73

Logo, deve ser:
2 1 1 1

flz)=<- + - .

) 3 z+1 3 z-2

Além disso, a circunferéncia I'" pode ser expressa na forma |z — 1| = %, ou seja, I' é a circunferéncia com
centro em 1 e raio %; dai, segue que:

2 1 1 1 2 1 214
/I‘f<Z) T3 rz+1 Z+3 /rz—2 T3 +3 (2m) 37

onde foram usados o Teorema da Integral de Cauchy e a Formula Integral de Cauchy, respectivamente.

. Sejam a funcio f(z) = €**(2 +1)72 e a curva I' dada por I'(t) = 3 cos t +i (1 + 3 sen t), com t € [0, 27].
Calcule / f(z)d=.
r

Solugao: Inicialmente, observa-se que |I'(t) —i| = |3 ( cos ¢ + i sen t)| = 3, ou seja, I' é a circunferéncia
de centro ¢ e raio 3.

Por sua vez, o ponto z, = —1 estd no interior da regidao limitada pela curva I' e portanto, pode-se aplicar
a Formula Integral de Cauchy para Derivadas (com n = 1), resultando em:

e3* 2w d 671
dz= | ———=dz ="+ — (&% =27 (3e** =
/Ff(Z) Z /I‘(Z 1)2 Z 1 dz (e )z:—l 7”( e )z:—l 23



