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Departamento de Matematica

Gabarito da 2a. Avaliagao de Calculo IV - Turma A

1. Analise a convergéncia das seguintes séries de niimeros complexos:
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Solugao: (a) Aplicando-se o Critério da Razao & série em questdao obtem-se:
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Portanto, a série é convergente.

(b) Observa-se incialmente, que o Critério da Razao aplicado a esta série revela-se inconclusivo pois
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lim = 1; entretanto, nota-se que para n suficientemente grande estd muito proximo
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de — e este, por sua vez, é igual a —, o que sugere a comparacao da série em questdo com a série
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harmoénica. Mais precisamente, definindo-se a,, = — e b, = SRR paran =1,2,---, tem-se que:
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ou seja, a, <b aran =1,2,---, o que implica a < b,,. Dado que a série — (harmonica) é
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divergente, o Critério da Comparacao garante a série Z 5 é divergente.
n=1

_on
n?+1
2. Dada a funcéo f(z) = z In z — z, determine sua série de Taylor em torno de z, = 1 e o raio de convergéncia
da mesma. (20 pontos)
Solugao: Tem-se que:
fOR) =zmz-2 fUE) =z fPe) =" Ok =272 W) =227

fOL)==2-3274 fOr)=2.3-427° .., fM)=(-1)"(n-2)'2=""Y paran>2.

Os coeficientes a,, da série solicitada sao dados por:

1 r —(n—1 r
a, = f(o(;!(l) =-1, a1 = A 1)!(1) =0 e a,= f(tz!(l) - =D"(n —n!Q)!l (v - n((;l) Ll), para n > 2.
Portanto, a expansao de f em série de Taylor em torno de z, = 1 é dada por:
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cujo raio de convergéncia R é dado por:
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3. Dada f(z) =

1
Jop determine sua série de Laurent na coroa 1 < |z — (1 +1)| < v/5. (20 pontos)
22 _

Solugao: Nota-se inicialmente, que 22 — 1 = (z — 1)(z + 1); portanto, é conveniente utilizar o Método das
Fragoes Parciais para decompor f; assim, deseja-se determinar a e b tais que:
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valida na regiao m < 1, ou seja, na regiao 1 < |z — (1 +¢)|. Além disso, tem-se que:
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valida na regiao %ﬁﬂ) < 1, ou seja, na regido |z — (1 +14)| < |2 +i| = v/5. Logo, as duas séries dadas

por (I) e (II) valem simultaneamente na intersegio das regioes onde cada uma delas é vélida, ou seja, na
regido 1 < |z — (1+14)| < v/5. Segue dai, que na coroa 1 < |z — (1 + )| < /5 vale que:
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1
. Dada f(z) = a7 determine sua série de Laurent na regido |z — (1 +1)| > v/5. (20 pontos)
Solugao: Tem-se que:
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valida na regido % < 1, ou seja, na regido v/5 = [2+i| < |z — (1 +4)|. Portanto, na intersegao desta

regido com a regiao 1 < |z — (1 + 7)|, obtem-se que:
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para todo z tal que |z — (1 +14)| > /5.



1
5> determine o residuo de f em cada um dos seus pélos. (20 pontos)

(22 -1)

Solugao: Nota-se que

5. Dada f(z) =
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e definindo-se g(z) = 5 Pode-se expressar
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portanto, como z, = 1 ndo é zero de g(z) e z; = —1 nao é zero de h(z), conclui-se que z, e z; sdo polos
de ordem 2 de f(z2).

Aplicando-se a Formula dos Residuos, obtem-se que:

. d ) .od 1 -2 1
Res:—1f(2) = lim —[(z — 1)°f(2)] = lim *dz[i(erl)Q] = lim I 1 (%)
e também,
— lim 2 2r) = tim et = g 2 L
Ress=—1f(2) = lim Iz +1)°f(z)] = lim, dz[(z = 1)2] = tm, (z—1)% 4
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6. Dadas f(z) = o1 e I'(t) =2+ 2¢, com t € [0, 2], calcule /f(z) dz das seguintes formas:
S r
(a) utilizando o Teorema dos Residuos; (10 pontos)
(b) utilizando a Foérmula Integral de Cauchy para Derivadas. (10 pontos)

Solugao: (a) Observa-se inicialmente, que a curva I' é a circunferéncia de centro em 2 e raio 2 (sendo,
portanto, uma curva fechada, simples e suave); além disso, z, = 1 é o tGnico polo de f interior & regido
interna a I'. Nestas condigoes, utilizando-se o Teorema dos Residuos juntamente com o calculo do residuo
feito em (*) acima, obtem-se que:

/f(z) dz = 2mi- Res.1 f(z) = ==~ = _T

T

(b) Utilizando-se a Fdormula Integral de Cauchy para Derivadas, segue-se que:
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