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Gabarito da 2a. Avaliagao de Calculo IV - Turma B

1. Analise a convergéncia das seguintes séries de ntimeros complexos:

S (= X241
(@) Y g1 (10 pontos) (b) > CRCEER (10 pontos)
n=0 n=1

Solugao: (a) Aplicando-se o Critério da Razao, obtem-se que:
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e portanto, a série é convergente.
. n+1 ) ) . 2n 1
(b) Nota-se que para n suficientemente grande, o valor de ——— estd muito proximo de — (= —) e
2n2 +1 2n2' n )
isto sugere que se compare a série em questao com a série harmonica. Sendo assim, definindo-se a,, = —
n
2n+1 1.9 ¢
eb,=——— paran=1,2, -, tem-se que:
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ou seja, a, < b,, paran = 1,2,---, e portanto, Zan < an. Como a série Z (harmonica) é
n=1 n=1 n= 1
X m+1
divergente, segue-se pelo Critério da Compara¢do que a série Z 71 é divergente.

. Dada a fungéo f(z) = z In z— z, determine sua série de Taylor em torno de z, = 2 e o raio de convergéncia

da mesma. (20 pontos)

Solugao: Tem-se que:

fOR) =zmz—2 fOE) =z fPe) =21 Ok =" W) =227

fOL)==2-3274 fOr)=2.3-427° .., fO)=(-1)"(n-2)2=""Y paran>2.
Sendo assim, segue-se que os coeficientes a,, da série de Taylor em questao sao dados por:
F9@) FA®)
a4y = "0 = 2(ln2-1), a1 = T In 2,
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Portanto, a expansao de f em série de Taylor em torno de z, = 2 é dada por:

= (="

f(z)=a, +a1(z—2) ”2211”272 2n2—-1)+In2(z-2) +HZ2W(Z 2)".
Para determinar o raio R de convergéncia da série faz-se:
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. Dada f(z) =

1
FEEEE determine sua série de Laurent na coroa 1 < |z — 2i| < 3. (20 pontos)
z
Solugdo: Observa-se que 22 + 1 = (z — i)(z + i); portanto, para utilizar o Método das Fragées Parciais
para decompor f deve-se determinar a e b tais que:

1 a b a(z+1i)+b(z—1i) (a+b)z+ (a—D)i

f(z):(zfi)(ZJri):Zfi—’—ZwLi: (z—i)(z+1) B (z —1)(z+1)
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a+b=0=b=—a=b=1/2
(a=bli=1=2a=—-i=a=—i

Tem-se que:
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/|. Tem-se também que:

valida na regiao
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valida na regiao !Z 2’{ < 1, ou seja, na regifo |z — 2i| < [3i] = 3. Portanto, utilizando-se (I) e (II),

conclui-se que na intersegdo das regides 1 < |z — 2i| e |z — 2i| < 3 tem-se valida a expansdo em série de

Laurent:
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. Dada f(z) = oy determine sua série de Laurent na regido |z — 2i| > 3. (20 pontos)
z
Solugao: Tem-se que:
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= |3i| < |z — 2i|. Portanto, utilizando-se (I) e (I1I), vé-se

que na intersegao da regiao 1 < |z — 2i| com a regido 3 < |z — 2i|, obtem-se que:
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1
m, determine o residuo de f em cada um dos seus polos. (20 pontos)

Solugao: Observa-se que

5. Dada f(z) =

1 1
M= e
1 1
logo, colocando-se g(z) = EETE e h(z) = o pode-se expressar

_ 9(®) h(2)
f(z)_(z—i)2 (z+i)2

Dado que z, = i ndo ¢ zero de g(z) e 2z = —i nado € zero de h(z), conclui-se que z, e z; sdo polos de ordem
2 de f(2).
Sendo assim, aplicando-se a Formula dos Residuos, obtem-se que:
. d N2 . d 1 . -2 1 1
Res.—f(z) = ilgi 5[(2 — ) f(2)] = llgi a[m] = 1}2 m TS (*)

Tem-se também que:
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6. Dadas f(z) = EFE e [(t) =1+i+2€e", com t € [0,2n], calcule /f(z) dz das seguintes formas:
z T
(a) utilizando o Teorema dos Residuos; (10 pontos)
(b) utilizando a Férmula Integral de Cauchy para Derivadas. (10 pontos)

Solugao: (a) Inicialmente, nota-se que a curva I' em questao é a circunferéncia de centro em 1+ i e raio
2, tratando-se portanto, de uma curva fechada, simples e suave; em seguida, vé-se z, = ¢ € o tnico pdlo
de f interior a regiao interna a I'. Portanto, utilizando-se o Teorema dos Residuos e o residuo calculado
em (*) acima, conclui-se que:

2mi?

/f(z)dz:QWi-Reszzif(z):— 1 :g.

(b) Utilizando-se a Fdormula Integral de Cauchy para Derivadas, segue-se que:

/Ff(z) dz = /F(;Ziligz dz = /F(zgizz)z 5 ?9(1)@
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