1. Dada a funcao f(z) =
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e R determine o residuo de f em cada um dos seus polos, utilizando a série
2?2 — 3z
de Laurent desenvolvida no respectivo poélo.

Solugao: Nota-se que 22 — 3z + 2 = (2 — 1)(z — 2) e, portanto, f admite polos em 1 e 2; dai, segue que:

f(z) = 1 1 1 1
T2 -1 22 -1 (z-1)-1
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para 0 < |z — 1| < 1. Logo Res__, f(z) = —1.
Por sua vez, para o polo 2, fazemos:
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para 0 < |z — 2| < 1. Logo Res,_, f(z) = 1.
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(z—1)*(z—-2)

(a) Utilize a Férmula dos Residuos para determinar o residuo de f em cada um dos seus polos;

. Considere a fungio f(z) =

(b) Utilize o Teorema dos Residuos para calcular /f(z) dz,ondeI' é a curva dada pela equagao |2z—1| = 2,
r
orientada no sentido anti-horario.

Solugao:

(z—=1)*(z—2)
esses mesmos dois pontos sao poélos de f, de ordens m = 2 e m = 1, respectivamente. Dai, segue que:

(a) Dado que z, =1 e z; = 2 s@o zeros apenas do denominador da fracdo , conclui-se que

d d [ e H(z—2) —e 1 (2 —3
R )= g (6= 1) = [ =i S 2 < T = e
Res,_, f(z) =lim [(z — 2) f(z)]:limz_z = ¢?

(b) Observa-se que |2z — 1| =2 < |z — 1/2| = 1, e dai, vé-se que T" é a circunferéncia de centro em 1/2 e
raio 1; apenas o pélo z, = 1 estd na regido interna a tal circunferéncia e pelo teorema dos residuos segue
que

/f(z) dz =2mi-Res__, f(z) = 2mi - (—2e) = —4emi.



3. Mostre que o conjunto A = { senz, sen3x, senbz,..., sen (2n — 1)z,...} é linearmente independente
(L.I) em C[—m,7].

Solugao: Deve-se mostrar que qualquer subconjunto finito de A é linearmente independente e isto, fica
completamente demonstrado se mostrarmos que tal subconjunto finito é ortogonal.

™
Para tanto, considere o produto interno < f,g >= f(x) - g(x) dx e seja
—T

B = {sen(2n, — 1), sen (2n, — 1)z,..., sen (2n, — 1)z} C A,
com k € N.
Dai, para quaisquer 4, j, com i # j e 1 <4, j < k (e lembrando que 2 sen a- sen b = cos(a —b)— cos(a+1b),

para todos a,b € R) deve-se ter:

< sen(2n; — 1)z,sen(2n; — 1)z >= / sen(2n; — 1)z - sen(2n; — 1)z dr =

—T

1 /w 1 {sen(Q(m —nj)z) sen(2(n; +n; — 1)) " -0,

[cos(2(n; — nj)x) — cos(2(n; +n; — 1)z)| de = B 2 —ny) FICE—

—r -7

0 que mostra que os elementos de B sao mutuamente ortogonais. Logo, se para alguma escolha de escalares
aq,aa, -+, ar € R tem-se que

aq -sen(2n; — 1)z + ag -sen(2ng — 1)z + -+ + oy - sen(2ng, — 1) =0

entdo, para cada j fixo deve-se ter:
0 = (0,sen(2n; — 1)z)

= (o -sen(2ny — 1)z + az - sen(2ny — 1)z + - -+ + o - sen(2ny, — 1)z, sen(2n; — 1)z)
k
= Zai~<sen(2ni—1)x, sen(2n;—1)z) = a;-(sen(2n;—1)z,sen(2n;—1)z) = aj|sen(2n;—1)z||* = o; = 0.
i=1

Portanto, o; = 0, para j = 1,2,--- , k, ou seja, B ¢ linearmente independente.

4. Dada a fun¢do f : [-m, 7] — R definida por f(z) = 1, para z € (0,7, f(x) = —1, para = € [-m,0) e
f(0) = 0, determine sua série de Fourier.

Solugao: Nota-se inicialmente, que f é uma func¢do impar. Logo, sua série de Fourier serd uma série de
senos (a, = 0, para todo n € N). Tem-se que:

1 T 2 ™ 2 0 2
b, = — f(z) sen nxdx = —/ sen nrdr = — [f o8 nm} = —[1- (1",
) . T Jo T n 0o nw

para todo n € N; logo, bop, =0 € bog_1 = ,para k=1,2,---

4
2k —1)m
Logo, a série de Fourier de f serd
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k=1 k=1 k=1




1 1

~ . . L 1
5. Utilize a série de Fourier obtida na questao anterior para determinar a soma da série 1 — 3 + FTmee

Solugao: Nota-se que para x = 7/2 tem-se que sen (2k—1)z = (—1)*"!, para todo k € N; dai, notando-se
que f e f’ sdo continuas em = = 7/2 (0 que garante que a soma da série em (x) seja igual a f(7/2)),
obtem-se que:

k+1

too k+1
43X (-1 1 1 1 7
= 2) = =Y —— = 1l—-+-—=... = —
f/2) 77; 2% — 1 37577 1
6. Considere o sistema

st (2, 1) — uzy(x,t) =0, para todo (z,t) € [0,2] x [0,400) (1)

u(0,t) = 0 = u(2,t), para todo t € [0, +00) (44)

u(z,0) =2z, wu(z,0) =0, para todo x € [0, 2]. (44)

(a) Determine uma solugio u(x,t) para tal sistema;
(b) Mostre que u(z,t) satisfaz as condigbes (7), (ii) e (4ii).

Solugao: (a) Dado que u(x,0) = F(z) = z e us(x,0) = 0, para todo = € [0,2] entdo escolhendo-se os
coeficientes a,, na forma

1

2
ap, = 5/72 Fr(x) sen ?dm,

para cada n € N (e onde F; denota a extensdo impar de F' ao intervalo [—2,2]), tem-se que a fun¢io

= nwT nwt
t) = Zan Sen —— 08 ——

seré solucdo do problema dado. Sendo assim, deve ser:
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Portanto, deve ser
_ 4 i 1)n+t nrw nt
= 2 27
para todo (z,t) € [0,2] x [0, +00).
(b) Tem-se que:
19 (X (—1)ntt nnx nmt 4R (-1 nrx nwt  nw
ug(z,t) = — p sen —— - 08— | = — Z T Sel —— - sen —— - o
n=1 n=1
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Utt(x,t) = ;& <n¥1 o sen —— - sen 7 7 = ;ngl " sen T COS T (7) ]
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Portanto, tem-se que uy(x,t) = uqz,(x,t), ou seja, u(x,t) satisfaz (7). Tem-se também que:

_ 4 X (1! nmt 4 XX (—1)n! nmt
= 0 e = o
- Z sen 0 cos - Z sen N cos — -,
n=1 n=1
para todo t € [0, +00), ou seja, u(zx,t) satisfaz (ii).
Finalmente,
4 X (it nrx 4 X (it nrT
;Z 5 cosO—;Z sen — = F(x),
n=1 n=1
e também,
4 OO
— Z sen —— - sen 0 =0,

>]

para todo z € [0, 2], e portanto, u(x,t) satisfaz (ii7).



