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1. Sejam as fungoes f,g € C[—n, 7], dadas por f(x) = cos?z e g(x) = 1, para todo x € [—m,n]. Calcule a

medida o do angulo entre f e g.

Solugao: Sabe-se que a = arc cos ”%’m Dai, como <17 cos 2x> =0, <cos 2z ,cos 2x> =1le fegsao
g
fungbes pares, segue que:
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Portanto, tem-se que:
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. Seja o subespago vetorial W C C[—m, wr]. dado por W = [1, cos? ] Determine uma base ortogonal para
W.

Solugao: Da questdo anterior, vé-se que as funcoes g(z) = 1 e f(x) = cos’xr ndo sio mutuamente
ortogonais (ja que o produto interno de f e g ndo é zero). Todavia, sabe-se que para quaisquer vetores
nao nulos v, e v,, o vetor v, — proj, v, ¢ ortogonal ao vetor v,; desta forma, o conjunto de vetores
{9, f —proj,f} é ortogonal e gera o subespago W (sendo, portanto, uma base ortogonal deste subespaco).

Sendo assim, obtém-se que:

projgf = g’g; g=i1
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e assim, f — proj,f = cos” — %; portanto, {1, cos’x — %} é uma base ortonormal de W.

. Seja h € C[-m,7] a funcdo dada por h(z) = |z|, para todo z € [~m,n]. Calcule proj h, onde W =
[1, cos? ]
Solucgao: Dado que {1, cost} nao é base ortogonal de W, deve-se utilizar a base ortogonal {g, f}, onde

1
g(z)=1e f(z) = cos® — 5 para todo x € [—m, 7| para obter-se:

proj,, h = projgh + proj];h .



Dai, notando-se que cos?z — % = % cos 2z, faz-se entao:
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Obtém-se que:
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. Seja f a fungdo dada por f(z) =0, se z € [-m,0) e f(z) =z, se z € [0, 7).
(a) Determine sua série de Fourier no intervalo [—, 7|;
1 1 1
(b) Utilize a série obtida em (a) para calcular a soma da série 1 + 3 + = + = + -

Solugao: (a) Tem-se que:
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Portanto, a série de Fourier procurada é:
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(b) Sabe-se que se f e f’ sdo continuas por partes, entdo a soma da série de Fourier é igual ao valor da
fungao nos pontos de continuidade desta; sendo f continua em zero segue que:
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5. Dada a funcio f(x) = 2z — 22, com x € [0,2], determine a série de Fourier de f,(z), a extensao fmpar de
f ao intervalo [—2,2].
Solugao: Por definicao, a extensdo impar de f é dada por f,(z) = f(x), parax € [0,2], e f,(x) = —f(—xz),
para z € [—2,0]. Sendo f, uma funcdo impar, sua série de Fourier é uma série de senos; além disso, nota-se
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que 2z - sen — éuma fungao par e x° - sen — éuma fungao impar. Dali, segue que:
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Tem-se entao:
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Portanto, a série procurada é:
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6. Considere o sistema
ug(x, 1) — 16ugy(z,t) = 0, para todo (z,t) € [0,2] x [0, +00) (4)
u(0,t) = 0 = u(2,t), para todo t € [0, +00) (74)
u(z,0) =x(2—2x), paratodo z € [0,2]. (744)

(a) Determine uma solugao u(x,t) para tal sistema,
(b) Mostre que u(z,t) obtida em (a) satisfaz as condigdes (2), (i7) e (4i7).

Solugao: (a) Sabe-se que uma solugdo da equagao do calor (com constante ¢ = 4) dada é da forma
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onde o coeficiente B, deve ser o n-ésimo coeficiente da série de Fourier da extensao impar do dado inicial
f(z) = x(2 — z) = 2z — 22, ao intervalo [—2,2].
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Pelo visto na questao 5 acima, deve-se ter B, = 0e B

assim, a solugao procurada é:
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e portanto, u(x,t) satisfaz & equagdo (7). Tem-se também que

+oo
32 1 o122
1) = 22 - _.0- @n=1)"7"t — (2. ¢
u(0,t) 3 2 @n 1y 0-e 0 =u(2,1),

e assim, u(z, t) satisfaz as condigoes de fronteira (i¢). Finalmente, tem-se que:
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e portanto, u(z,t) satisfaz a condigdo inicial (#74).

2n—1 ﬁm’ paran = 1,2,---.
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